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RESUMEN EJECUTIVO

Sobre los procesos de ensefianza y aprendizaje del Célculo Diferencial e Integral en la literatura se
mencionan problemas como incomprensién de conceptos, inadecuado manejo de razonamientos,
repitencia y desercion escolar, entre otros. Mediante mi propio trabajo pedagogico realizado en los
ultimos 25 afios con estudiantes de grado 11 y de primeros semestres de Matematicas y de
Ingenieria de diversas universidades, oficiales y privadas, diurnas y nocturnas, he logrado
evidenciar algunos de los problemas que estos estudiantes viven con el Calculo: mortalidad
academica, repitencia, fracasos en pruebas de suficiencia, habilitaciones, validaciones,
incomprension (Neira, 2000). A muchos estudiantes esta dificultad en el célculo les impide
graduarse de bachilleres o de profesionales, a otros les implica abandonar la Universidad o retrasar
varios afios su grado profesional.

Esta investigacion indaga, en el trabajo inicial del Calculo Diferencial e Integral en una universidad
colombiana, las causas de los problemas detectados, ya que el lenguaje, los razonamientos, la
I6gica, el tratamiento de los signos usados en el calculo y otros factores que se analizaron en el
curso de la presente investigacion, plantean una “ruptura” con lo que se hace usualmente en cursos
anteriores de matematicas.

Se pretende, entonces, identificar, describir, caracterizar y explicar las dificultades, los conflictos
y obstaculos que se pueden inferir a partir del estudio de algunas précticas educativas universitarias
del trabajo inicial en el calculo diferencial en estudiantes de primer semestre de Ingenieria, como
emergen, y qué posibles relaciones causales podrian establecerse para su explicacion, configurando
inicialmente un marco de comprensién para la conceptualizacién de algunos constructos tedricos
relacionados con la nocion de obstaculo. Se acudio fundamentalmente a las teorias de Brousseau,
Sierpinska, Artigue, Diaz-Godino, Radford y D’ Amore, como también a los estudios de Anna Sfard
sobre reificacion, y de David Tall sobre imagen conceptual (“concept image”) y procepto

(“procept”).

La investigacion es de enfoque cualitativo, de tipo descriptivo-interpretativo; el tipo de estudio es
exploratorio, con el método de estudio de caso, en el que se utiliz6 la observacion no participante
y la entrevista estructurada basada en tareas. Su realizacion desde la indagacion bibliografica inicial
hasta la escritura del informe final se llevé a cabo en un periodo de 7 afios en total.

A partir de esta investigacion se aportd a la caracterizacion y explicacion de la estructura y
funcionamiento de los obstaculos en el sistema didactico; al mejoramiento y eficacia de la
metodologia de investigacion en la didactica del célculo; y en el futuro se espera que aporte a la
formacion de maestros y al desarrollo de algunos lineamientos para elaborar propuestas didacticas
que ayuden a superar los obstaculos detectados y caracterizados en las practicas educativas.



INTRODUCCION

La investigacion acerca de las dificultades, conflictos y obstaculos que encuentran los estudiantes
de primeros semestres de ingenieria al abordar el estudio del célculo diferencial, evidenciada por
los multiples tropiezos, repitencias, deserciones y traumas presentes en diferentes vidas de
maultiples estudiantes, es la semilla que ha generado este camino investigativo iniciado hace ya siete
afios y que ha requerido la observacion y el seguimiento de diferentes cursos de calculo diferencial,
entrevistas y reflexiones.

En el primer capitulo se encuentra la descripcidn del proyecto de investigacion y la justificacion
que desde diferentes dimensiones ha consolidado esta investigacion, asi como también el
planteamiento del problema, la pregunta de investigacion y los objetivos generales y especificos
que han dirigido la indagacion.

En el segundo capitulo presento los antecedentes teoricos, los antecedentes desde investigaciones
doctorales, y desde otros reportes de investigacion, y un estado del arte que parte desde el origen y
planteamiento de los obstaculos epistemoldgicos iniciado por Bachelard en la epistemologia, pasa
por su incorporacion a la educacién matematica elaborada en sus origenes por Guy Brousseau con
su arqueologia de los obstaculos epistemologicos, y aborda los trabajos de Sierpinska que la
continuaron. En esta misma via presento otras tendencias asociadas y relacionadas unas mas
cercanas y otras mas lejanamente con esta nocion, como concepciones, errores, conflictos,
obstaculos didacticos, semioticos, misconcepciones, principalmente, con el fin de elaborar un
amplio y completo panorama desde distintos enfoques y perspectivas y con diferentes
nominaciones que han pretendido describir en todo caso esa perplejidad o confusion que se
evidencia en los errores y en las dificultades y cuya etiologia puede proponerse desde los obstaculos
0 los conflictos.

Se encuentra también una seccion que aborda la transicion o ruptura del Algebra al Célculo, a partir
de una reflexion epistemoldgica y didactica acerca del paso del Algebra al Calculo, que es
pertinente en tanto la investigacion se situa en el estudio del calculo diferencial que curricularmente
esta dispuesto sobre unos requisitos algebraicos y cognitivamente requiere de ciertas competencias
y habilidades necesarias pero no suficientes, que de paso dan lugar a ciertos obstaculos y conflictos
en el nuevo registro semiético.

La siguiente seccion trabaja acerca de las dificultades detectadas al pasar del algebra al calculo en
educacion matematica; dificultades detectadas tanto en la literatura especializada como
documentadas en las investigaciones realizadas. Se disponen también algunas consideraciones
sobre las practicas educativas universitarias vinculadas con el calculo diferencial, PEUC, categoria
fundamental en la investigacion. Finalmente se presentan aspectos histéricos de algunas nociones
fundamentales del Célculo Diferencial y se listan las principales investigaciones del EOS,
principalmente en cabeza de Godino y Font del 2006 en adelante, con el fin actualizar la literatura
rastreada en la investigacion.



Por otra parte, en el tercer capitulo se encuentra el marco teorico, el cual estd conformado por 6
secciones que soportan las distintas categorias utilizadas en la investigacion. Inicialmente se
encuentra una primera aproximacion a la conceptualizacion de obstaculo, conflicto y dificultad con
el fin de precisar el sentido y significado de estas nociones al interior de la presente investigacion.
Se presentan también algunos elementos de la teoria de registros semioticos de Raymond Duval
que amplian y precisan las categorias descriptivas del EOS, en particular respecto a la categoria
Lenguajes. Y tres secciones dedicadas al EOS en cuanto Marco Tedrico para la Educacion
Matematica, las categorias descriptivas del analisis didactico del EOS y el Andlisis de Facetas de
Idoneidad Didactica de Godino, Font y colaboradores.

El cuarto capitulo presenta el disefio metodolégico general. Se presentan los datos, los matrices
documentales correspondientes a los episodios de clase observados. Fundamentalmente consta de
lo que hemos denominado Matriz Documental en la que aparecen los diferentes episodios de clase
observados, dispuestos cada uno en un cuadro a 4 columnas, cada una de las cuales contiene una
numeracion, unas observaciones, el relato del guion, y la descripcion de unas actividades o
préacticas no verbales observadas. Se han dejado en esta seccion solamente las correspondientes a
los episodios 4 y 12, llamados “episodios fundamentales”; el primero sobre limites y el segundo
sobre derivadas. Los demas, por su extension, se han dejado como parte del archivo de anexos.
También se presenta en este capitulo la Matriz Categorial Descriptiva de los dos episodios
fundamentales. Esta matriz descriptiva contiene el andlisis de las matematicas implicadas en los
dos episodios en cuanto a las practicas matematicas con problemas, lenguaje, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos tal como lo presenta el EOS.

El quinto capitulo estd dedicado al analisis general de los datos. Se presenta la Matriz Categorial
Descriptiva de Practicas Matematicas, Configuracion de Objetos y de Oposiciones, denominada
asi pues contiene las categorias de analisis que atraviesan los episodios y que estan en estrecha
relacién con las categorias de analisis en lenguajes, conceptos y procedimientos y las cinco
dualidades del decagono del EOS. En esta matriz hemos incluido proposiciones y argumentos en
la categoria de lenguajes que hemos ampliado y refinado pues el analisis mismo asi lo requiere. En
una columna contiene Précticas matematicas y configuracion de objetos y en una segunda columna,
las oposiciones del decagono del EOS que refinan las categorias iniciales. Se han dispuesto unas
herramientas de andlisis por niveles, tanto para el episodio 4 como para el episodio 12. Se presenta
ademas una descripcion de la practica docente observada y unos resultados obtenidos a partir de
estos anélisis.

El sexto capitulo presenta unas conclusiones, relata tanto las limitaciones encontradas como
enuncia algunas recomendaciones para futuras investigaciones relacionadas. También contiene
algunos posibles impactos en la comunidad académica e investigativa. Finalmente se encuentran
las referencias bibliograficas. Los anexos que estan en un archivo digital aparte estan constituidos
por una transcripcion de intervenciones en un congreso del EOS, unas fotos de examenes parciales,
14 episodios complementarios con sus respectivas matrices documentales, categoriales y de
facetas, entrevistas y talleres.



CAPITULO I: DESCRIPCION, JUSTIFICACION, PROBLEMA Y OBJETIVOS

1.1 Acercamiento al problema de investigacion

El escenario usual del trabajo inicial del Calculo Diferencial, como se vera en el estado el arte y
evidenciado en la practica de los maestros dia a dia, muestra repitencia, desercion escolar,
incomprension de conceptos, inadecuado manejo de razonamientos, escasa competencia algebraica
en la resolucion de los nuevos problemas; cursos desarrollados mecanicamente, trabajo puramente
algoritmico y algebraico, sin alcanzar comprension de los razonamientos y conceptos del célculo.

Cuando los estudiantes empiezan su formacion en matematicas en la universidad en carreras como
Ingenieria, tienen que tomar un curso de Caélculo Diferencial o Célculo I que se les vuelve un
verdadero dolor de cabeza a una gran cantidad de ellos por las veces que deben volver a cursar y
repetir la materia, pues pierden una y otra vez los examenes parciales, el curso, convirtiéndose el
calculo en un obstaculo en la consecucion de su titulo profesional.

¢Por qué repiten una y otra vez el curso de calculo diferencial? ;Por qué a pesar de que algunos
estudiantes afirman que estudian “harto” pierden los parciales? ¢Por qué cometen casi siempre los
mismos errores?, ¢Por qué les cuesta trabajo entender los conceptos? ¢Por qué los errores de tipo
algebraico contintan haciéndoles perder los puntos de las pruebas? Y una pregunta mas profunda
aun: ¢Por qué no entienden el célculo?

Asombrosamente encontramos que esta situacion no sucede solamente en un curso, ni solamente en
una Universidad, sino en la gran mayoria de universidades de Bogota, de Colombia, de nuestro
continente y también de otros continentes, en paises como Francia, Espafia, E.U, Italia,... (Artigué
1995), es decir, estamos frente a una problematica universal. La situacion es tan sentida y tan
generalizada que se han incorporado innovaciones con el uso de las llamadas TICS, softwares de
visualizacién, programas especiales, desarrollos de situaciones puntuales con el uso del computador
o de la calculadora, que permiten si un apoyo visual y un poco méas de sentido y significado, pero
siguen presentandose las incomprensiones y repitencia sefialadas.

Entonces es naturalmente valido preguntarse ¢qué es lo que pasa con el calculo que universalmente
se ha vuelto un problema para los estudiantes? un problema, pues a pesar de que estudian y estudian
no logran pasar la materia, mucho menos alcanzar una comprension adecuada del calculo.

Unas respuestas ligeras a los interrogantes planteados arriba que surgen en charlas informales con
otros profesores de matematicas y con estudiantes mismos, son, por ejemplo, que los profesores no
saben ensefiar calculo; que no se les entiende; que los estudiantes no estudian lo suficiente, que las
matematicas no son para todo el mundo; que las matematicas son dificiles; que los estudiantes no
tienen las bases necesarias para el curso, y otras respuestas, que en general, culpan de la situacion o
al maestro, o al estudiante, o a la mateméatica misma, todas ellas ajenas a la aproximacion que
queremos darle en esta investigacion.



Ninguna de estas respuestas centra la atencion en el punto donde se ha querido ubicar el interés de
esta investigacion, que es no solamente identificar las dificultades que encuentran los estudiantes
cuando inician esa formacion en matematicas y caracterizarlas como conflictos, obstaculos y de qué
tipo, sino también encontrar una explicacion acerca de cémo ellas se generan, es decir cobmo
emergen en la interaccion entre estudiantes y profesores en las practicas usuales que se dan en
general en esos cursos.

1.2 Justificacion

La investigacion acerca de las dificultades, conflictos y obstaculos que encuentran los estudiantes
de primeros semestres de ingenieria al abordar el estudio del Calculo Diferencial, evidenciada por
los multiples tropiezos, repitencia, deserciones, traumas presentes en diferentes vidas de multiples
estudiantes, es la semilla que ha generado este camino iniciado hace siete afios y que ha requerido
el seguimiento de diferentes cursos de Célculo Diferencial a lo largo de toda la investigacion.

Desde las investigaciones de Artigue y Sierpinska, planteamos que el lenguaje, los razonamientos,
la 16gica, la alternancia de cuantificadores, el tratamiento de los signos usados en calculo, plantean
una “ruptura” con lo que se hace en algebra, y se propone una investigacion en la Transicion del
Algebra al Célculo (TAC) como una manera de impactar significativamente en el aprendizaje
del Célculo. Cada concepto del calculo que se desea ensefiar suele apoyarse en nociones mas
elementales y se resiste al aprendizaje si no se antecede por un sélido entendimiento y articulacion
de las nociones y los conceptos previos, lo cual es necesario, pero no suficiente.

La evidencia de los problemas detectados es tan fuerte que ha desencadenado en diferentes partes
del mundo reformas e innovaciones curriculares, uso de las TIC y softwares especializados,
llegando incluso a cuestionar si se debe ensefiar Calculo en la educacién media, y si la respuesta
es afirmativa: ;De qué manera? ;Con qué grado de rigor? ¢De manera intuitiva o formal?

Del fenémeno didactico de algebrizacion del Calculo Diferencial escolar, ya detectado por
Artigue (Contreras, 2000), que se manifiesta en un enfoque algebraico y reduccionista del
calculo, emerge un interés urgente y fundamental por la actividad matematica que se realiza en
las aulas de clase, por las précticas educativas, por la dimension de significacion y sentido de
estas practicas, que toca también las dimensiones didactica y matematica.

Ademas de esos fendmenos de algebrizacion, también es consciente la comunidad académica
investigativa de algunos errores, dificultades, u obstaculos presentes en el estudio del Calculo
Diferencial, y la literatura reporta numerosas investigaciones tanto internacionales como locales
que dan cuenta de ellos; sabemos pues que existen y reaparecen, pero lo que no sabemos es como
se producen, cdmo emergen y cOmo se mantienen. Es decir, de cierta manera sabemos qué errores
cometen nuestros estudiantes en general, con qué tropiezan, qué conflictos surgen, pero lo que no
sabemos es como ni por qué se generan. Mientras no sepamos mucho mas sobre ello, no lograremos
superar esos obstaculos ni resolver esos conflictos.



Por ejemplo, basta echar una mirada a algunos “handbooks” de investigacion, desde el Handbook
of research on mathematics teaching and learning, editado por Grouws en 1992, hasta los mas
recientes; a las memorias de las reuniones anuales del PME! o de recientes eventos de Educacion
Matematica como el ICME o Ciaem? a los reportes de investigacion presentados en las ultimas
Relme,? para darse cuenta de lo actual y presente de las investigaciones didacticas en el campo del
Célculo Diferencial e Integral.

En esa misma linea cito algunos trabajos relevantes encontrados en las memorias del PME y en las
revistas RELIME, Educacion Matemética y Educational Studies in Mathematics. Por ejemplo, el
trabajo sobre la ensefianza del limite de Blazquez y Ortega (2001); el de Interpretaciones errneas
sobre los conceptos de maximos y minimos en el célculo diferencial de Moreno y Cuevas (2004)
y el trabajo acerca de la propiedad de completitud del conjunto de los nimeros reales en la
transicion del calculo al anélisis de Berge (2008), entre otros. Este panorama inicial se refinara en
el estado del arte, capitulo |1, seccion 2.2.

Por tanto, la investigaciéon en el paso, transicién o ruptura del algebra escolar al célculo
diferencial, y las dificultades, conflictos u obstaculos epistemolégicos, semiéticos, didacticos o
culturales que se dan en esa transicidn, constituyen dos puntos cruciales en las investigaciones
sobre la ensefianza y el aprendizaje del Calculo Diferencial e Integral en la educacion media y
en la educacion superior. A tal periodo de transicion la hemos denominado “trabajo inicial en el
Célculo Diferencial”, y a las practicas universitarias que se repiten en él, PEUC.

Llamare “TAC” a la transicion del algebra al calculo. Si es mejor llamar a la TAC asi, como
transicion o si es mejor decir solo “paso” o mas bien “ruptura” constituye un desarrollo y un
resultado de esta investigacion. Al igual que si basta hablar de dificultades o hay que
distinguirlas como conflictos u obstaculos epistemoldgicos, semiéticos, didacticos, culturales.

Este trabajo pretende indagar precisamente cuales son algunas de las causas generadoras de tales
errores, obstaculos, conflictos, dificultades, y creemos que la explicacion puede estar en las
précticas de clase, en la interaccion poca o nula que se de en esas préacticas, en la gestion de los
conflictos presentados. Conjeturamos que esas mismas practicas son cuanto generadoras de
obstaculos y que en la emergencia de las dificultades reportadas actian también manteniendo en el
sistema didactico los mismos obstaculos que causan las dificultades y conflictos que a su vez
causan incomprensiones y repitencia.

Los intentos de identificar, describir, comprender y explicar los obstaculos que pueden inferirse a
partir de las practicas educativas universitarias de iniciacion del trabajo del Calculo Diferencial en
esa transicion del Algebra al Célculo, constituye una exploracion novedosa, dado que se instaura
en analizar el paso a unas practicas, a una semiotica, a una semantica propia del calculo para

1 psychology of Mathematics Education.
2 Comité Interamericano de Educacion Matematica.
8 Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa.



explicar, describir y comprender si las causas de tantos problemas con la comprension del célculo
no estan solamente al interior de cualquiera de las practicas llamadas “calculo” en la universidad,
sino en la iniciacion del trabajo en €l, méas especificamente en ese paso, transicion o ruptura del
algebra al célculo. En adelante las Practicas Educativas Universitarias se identificaran con la sigla
PEU, y las Préacticas Educativas Universitarias vinculadas a la iniciacion del Calculo Diferencial,
con la sigla PEUC. El adjetivo “escolar” en esta investigacion, esta relacionado con la
institucionalidad, es decir se toma “escuela” en un sentido amplio como aquella institucion que
rige lo académico en cualquier nivel de escolaridad; no significa ni educacion bésica, ni media, de
hecho, la mirada se dirige a las précticas en la universidad. También escolar califica al Célculo
para distinguirlo del disciplinar, de las matematicas llamadas puras, es decir, aquel ordenamiento
curricular consensuado por las instituciones de educacion superior, o por las escuelas y facultades
de ingenieria.

Emerge entonces una mirada diferente que pretende aportar otros elementos constitutivos a la hora
de describir, analizar y comprender los problemas de aprehension de los conceptos fundamentales
del Célculo Diferencial escolar, dado que toma su lugar principal en el paso, en el camino, en el
puente que del algebra lleva al Célculo, para luego si posicionarse al interior de éste, con toda su
problemaética y teniendo en cuenta los diversos actores que participan en él. Esta investigacion
pretende aportar a la problemaética que a diario viven maestros y estudiantes con el célculo, lo cual,
hace a esta investigacion necesaria y pertinente en el ambito del aprendizaje y de la ensefianza
del Célculo Diferencial.

En sintesis, se plantea un abordaje descriptivo-analitico de las dificultades que encuentran los
estudiantes de una universidad colombiana al iniciar el estudio del Céalculo Diferencial en la
universidad. También se propone decidir como se describe mejor esa préctica escolar y sus
dificultades: si como barreras, rupturas, refundiciones, revoluciones, cambios, conflictos u
obstaculos, o como un problema de semiosis de un cierto pensamiento variacional con la mediacion
de uno 0 mas registros que ya tienen unas restricciones y limitaciones nada faciles de superar, para
lo cual, en esta investigacion, se intenta construir un marco explicativo inicial que permita hacer
interpretaciones y tomar decisiones para caracterizar esas dificultades y rastrear los obstaculos
subyacentes en las PEUC.

1.3 El problema de investigacion

En esta investigacion se pretende describir y caracterizar las dificultades que encuentran los
estudiantes al iniciar el estudio del Célculo diferencial en una universidad colombiana, explicar
algunas de las causas de su emergencia y del modo en que se mantienen.

Para ello es necesario identificar y describir las practicas desde las aulas de clase en las que
maestros y estudiantes viven ese proceso de ensefianza y aprendizaje, es decir, observar para
entender y poder describir las practicas educativas universitarias (PEU), en particular las
vinculadas con la iniciacion del calculo diferencial (PEUC): cdmo son las interacciones usuales



entre docentes y estudiantes y entre estudiantes; cuales son las dificultades emergentes de dicha
interaccion y que conflictos surgen, para identificar, describir, clasificar y explicar los obstaculos
que pueden inferirse a partir de la observacion de las practicas educativas universitarias de
iniciacion del trabajo del célculo diferencial (PEUC) en estudiantes de Ingenieria.

De esta manera se document6 como el tipo de matematicas ensefiadas y la gestion del proceso de
ensefianza y aprendizaje, en particular la inadecuada gestion de los conflictos, generan las
dificultades observadas, y de igual manera las mantienen. En todo caso, es en la interaccion dada
en las practicas o en la ausencia de ella que esperamos encontrar una explicacion para la emergencia
de tales dificultades, conflictos u obstaculos.

Esta categoria de lo emergente es fundamental en la investigacion, pues le da una dimension propia,
al hacer referencia a aquello que surge producto de unas ciertas practicas, unas ciertas interacciones
y unos ciertos tratamientos, de unos ciertos lenguajes y unas ciertas maneras de decir, de explicar,
de ejemplificar, de resolver. Esta estrechamente relacionado con la interaccion, puesto que los
conflictos de significados son generados en las practicas planteadas: lenguajes, argumentos,
procedimientos, gestion de las preguntas realizadas, todo ello genera precisamente el tipo de errores
detectados. Se trata entonces de sacar a la luz las ambigiedades en los discursos, y explicarlas
como unas metaforas o causas generadoras de conflictos para responder a la pregunta ¢ Cuales son
los dificultades o conflictos que estan emergiendo en las PEUC y que obstaculos podriamos inferir
para explicar por qué estan emergiendo?

Se asume como supuesto inicial que hay un paso o transicién, y tal vez no una ruptura, que seria
un término que instauraria una postura radical de entrada, para que la investigacion misma arroje
mas claridad acerca de ese camino, de ese transito. VVoy a decir TAC, ni curricular, ni cognitiva,
sino entendiendo que curricularmente se pone primero algebra y después célculo, que el algebra se
considera pre-requisito para el Calculo, que para compartir las practicas del Calculo se requiere en
gran medida manejar las del &lgebra. Para algunos estudiantes esa transicion se da de una vez, otros
se devuelven, otros permanecen un poco ambiguos por un tiempo y otros tal vez nunca la logren,
pero cualquiera de las situaciones confirma que esta bien llamado también transicion. Esa
transicion puede ser cognitiva, lingistica, curricular, semidtica, o de otro tipo.

1.4 Pregunta de investigacion y objetivos

¢Qué dificultades y conflictos podemos observar y qué obstaculos podemos inferir a partir de la
observacion de las practicas educativas universitarias (PEU) vinculadas con la iniciacion del
calculo diferencial (PEUC), en los estudiantes de ingenieria? ; Como emergen, cOmo y por qué se
generan y cOmo se pueden explicar?

OBJETIVO GENERAL.: Identificar, describir, clasificar y caracterizar las dificultades y los
conflictos observados e inferir qué tipos de obstaculos podrian producirlas, a partir del estudio de
las préacticas educativas universitarias (PEU) de los estudiantes de Ingenieria de una universidad
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colombiana en el trabajo inicial del céalculo diferencial (PEUC) y explicar como emergen, se
generan y se explican.

OBJETIVOS ESPECIFICOS:

1.

Configurar un marco de comprensién para la conceptualizacion del paso o transicion del
algebra al célculo (TAC) y de algunos constructos teoricos relacionados con la nocién de
obstaculo.

Describir las practicas educativas universitarias (PEU) vinculadas a la iniciacion del calculo
diferencial (PEUC) en un grupo de estudiantes de primer semestre de Ingenieria junto con
su profesora.

Identificar las dificultades y conflictos que emergen en las interacciones observadas durante
las PEUC, e inferir posibles obstaculos que se pueden inferir, haciendo una descripcion,
clasificacion y caracterizacion de ellos.

Proponer una explicacion a partir de las practicas para la ocurrencia y generacion de tales
dificultades y conflictos y posibles obstaculos.

Identificar algunos indicadores de idoneidad didactica de la manera de conducir las PEUC
por parte de la profesora del curso observado, segun las facetas del EOS.
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CAPITULO II: ANTECEDENTES Y ESTADO DEL ARTE

2.1 Antecedentes

Se presentan en este apartado algunos antecedentes tedricos de los obstaculos, conflictos y
dificultades, y de nociones fundamentales en el aprendizaje del Célculo Diferencial desde
investigaciones doctorales y desde reportes de investigacion.

Desde la epistemologia, Bachelard aporta el concepto de obsticulo en la construccion del
conocimiento cientifico. Brousseau mediante cuidadosas y profundas reflexiones incorpora el
concepto a la educacion matematica y Sierpinska (1994) propone cinco grupos de obstaculos
epistemoldgicos relativos a la nocion de limite: el llamado horror al infinito, que reagrupa los
obstaculos asociados al rechazo al estatus de operacion matematica para el paso al limite; los
obstaculos relativos al concepto de funcion; los obstaculos geométricos; los obstaculos 16gicos,
ligados a la eliminacion de los cuantificadores o de su orden; y el obstaculo simbdlico relacionado
con la reticencia a introducir un simbolo especifico para la operacion del paso al limite. Esta parte
de los antecedentes se ha dispuesto también como parte importante del estado del arte y su
desarrollo se encuentra en el apartado 2.2.1.

A continuacion, como antecedentes, se citan trabajos especificos vinculados de manera cercana
con la presente investigacion.

Investigaciones Doctorales: Se relacionan solo algunas de la gran cantidad de tesis doctorales
cuyos estudios tienen que ver con la investigacion propuesta en este proyecto:

- “Epistemological Obstacles in coming to understand the limit of a function at undergraduate
level. A case from The National University of Lesotho”, de Eunice Kolitsu Moru (2006); en la que
explora, a través de la teoria APOS de Dubinski, algunos obstaculos epistemoldgicos que se
presentan en estudiantes de college cuando se acercan a la nocion de limite. Se plantea dos
preguntas de investigacion: ;Qué obstaculos epistemoldgicos se encuentran en los estudiantes de
pregrado al interiorizar acciones en procesos en la comprension del concepto de limite? Y,
¢Qué obstaculos epistemoldgicos se encuentran en los estudiantes de pregrado
al encapsular procesos en objetos en la comprension del concepto de limite? En su investigacion,
el lenguaje y el simbolismo estan tomados como obstaculos epistemoldgicos. Este trabajo se
conforma en un antecedente importante para la presente investigacién por la cercania del objeto de
estudio, por la poblacion indagada y por la actualidad que representa.

“Estudio micro-genético de esquemas conceptuales asociados a definiciones de limite y
continuidad en universitarios de primer curso” de César Delgado.* Es un estudio de caso con
relacién a la secuenciacion y control de obstaculos y dificultades conceptuales, con el fin de
desarrollar los esquemas conceptuales de los alumnos que dan cuenta de las definiciones
matematicas de limite y continuidad. EI marco tedrico, ontogenético-sociocultural y didactico,

4 Universidad Auténoma de Barcelona, 1998, dirigida por Carmen Azcérate.
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define el campo conceptual para examinar los procesos y evolucion de las nociones de los
estudiantes en relacion con sus condiciones cognitivas iniciales y potenciales, su accion sobre los
medios y la interaccion social en el aula. En uno de los capitulos se presenta un anélisis
epistemoldgico e historico de los conceptos de continuo, continuidad y limite. Se convierte en
antecedente dada la poblacion de estudio y las tematicas cercanas entre las dos investigaciones.

- “Un estudio de la evolucion del pensamiento matematico: el ejemplo de la conceptualizacion de
los nuimeros reales y de la completitud en la ensefianza universitaria” de Analia Bergé, ® Estudia
la evolucion de la conceptualizacion de los nimeros reales por parte de los estudiantes de nivel
universitario, y se centra en la propiedad de completitud del conjunto de los nimeros Reales.
Antecedente actual e importante por el sustrato tedrico que trata y porque indaga estudiantes
universitarios, poblacién y muestra anéloga a la de la presente investigacion.

- Le convinzioni degli insegnanti sull’infinito “Teachers’ convictions on mathematical infinity” de
Silvia Sharagli, © en la que presenta una investigacion acerca del sentido del infinito y su historia,
e indaga acerca de si las concepciones de los maestros sobre el infinito son causa de obstaculos
didacticos o epistemoldgicos en los alumnos. Las palabras clave de esta tesis doctoral tienen mucha
cercania con algunas presentes en la investigacion acerca de los obstaculos, y por otro lado acerca
del infinito, que es un elemento crucial en la iniciacion del célculo diferencial, todo lo cual la
posiciona como antecedente importante.

Desde la perspectiva de tesis doctorales se pueden evidenciar tendencias centradas en indagar
acerca de constructos fundamentales del calculo, como limite, continuidad, nimeros reales,
infinito. Si bien la tesis de Moru (2006) se basa mas en la Teoria APOS de Dubinski y la de Delgado
(1998) més en las teorias de Piaget, ambas estan interesadas en analizar de alguna manera esquemas
conceptuales de los alumnos cuando se enfrentan a nociones como la de limite en ambientes
universitarios. Bergé (2004) ve en la propiedad de completitud de los nimeros reales un foco de
problemas fundamental para dar cuenta de la conceptualizacion en los estudiantes universitarios de
los numeros reales. Por otra parte, Sharagli (2004) al indagar sobre las concepciones del infinito
en maestros de primaria, abre un amplio espectro de investigaciones que pueden extrapolarse a
maestros de secundaria y de universidad, manteniendo la pregunta acerca del impacto de tales
creencias en potenciales obstaculos en los estudiantes.

Reportes de investigaciones

Tal como se citd en la descripcién del proyecto de investigacion los problemas de comprensién de
los conceptos fundamentales del calculo que encuentran los estudiantes de educacion media y de
primeros semestres de universidad se han evidenciado por numerosas investigaciones en diferentes
partes del mundo, (Moru, 2006, cita a: Tall & Schwarzenberger, 1978, en el Reino Unido; a Davis

5 Dirigida por Michelle Artigue. Universidad de Buenos Aires, 2004.
Universidad de Bologna, 2004, dirigida por Bruno D’ Amore.
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& Vinner, 1986, en E.U.; a Sierpinska, 1987, en Polonia y a Kannemeyer, 2003, en Sudafrica).
Estas investigaciones han identificado, clasificado y analizado los problemas detectados en dicha
comprension. Pero a pesar de todos los esfuerzos hechos, la comprension del calculo todavia al dia
de hoy es un problema insistente en la educacion matematica (Moru, 2008, cita algunos trabajos:
Sierpinska, 1987; Cornu, 1991; Monaghan, 1991; Williams, 1991; Cottrill et al., 1996; Tall, 1996;
Kannemeyer, 2003).

Se citan en seguida algunos reportes de investigaciones especificos que tienen que ver con este
proyecto, en cuanto a ensefianza y aprendizaje del célculo, en cuanto a obstaculos y conflictos y en
cuanto al estudio de temas relativos al limite, al infinito, al continuo:

“La enserianza del analisis matematico en el bachillerato y primer curso de universidad. Una
perspectiva desde la teoria de los obstaculos epistemoldgicos y los actos de comprension”, de
Angel Contreras de la Fuente y otros (2000). Este estudio, siguiendo el Enfoque Onto-Semiético
de la cognicion y la instruccion, analiza el problema desde la perspectiva de los obstaculos
epistemoldgicos y los actos de comprension de A. Sierpinska, haciendo converger dos vertientes
en esta mirada.

“Lo veo, pero no lo creo”: Obstaculos epistemoldgicos y didacticos en el proceso de comprension
de un teorema de Georg Cantor que involucra al infinito actual, al igual que: Otros hallazgos sobre
los obstaculos epistemolégicos y didacticos en el proceso de comprension de algunos teoremas de
Georg Cantor. Ambos escritos de Gianfranco Arrigo y Bruno D’ Amore, publicados en italiano en
1999 y 2004. Estudian los obstaculos epistemoldgicos y didacticos encontrados en estudiantes
italianos y suizos (de edad comprendida entre 17 y 19 afios) en el estudio del teorema de Cantor
que afirma el hecho que la infinidad de los nimeros reales comprendidos entre 0 y 1 es mayor a la
infinidad del conjunto de los nimeros racionales. El enfoque esta centrado en los obstaculos
didacticos, creados casi siempre por los mismos profesores en los niveles escolares precedentes,
cuando presentan modelos intuitivos que crean falsas concepciones, a veces insuperables.

La investigacion hecha en la Escuela Colombiana de Ingenieria por Guiomar Lleras et al. (2005),
en la que utilizan la Teoria APOS de Dubinski respecto al célculo universitario: Desarrollo de la
abstraccion reflexiva en estudiantes de célculo diferencial de la Escuela Colombiana de Ingenieria
mediante la teoria APOE’ (APOS en Ingles). Esta teoria afirma que las construcciones son
acciones, procesos y objetos, que se organizan en esquemas, Y tratan de responder a la pregunta:
¢El desarrollo de la abstraccién reflexiva mediante la teoria APOE, influye favorablemente en el
aprendizaje de algunos conceptos del Céalculo Diferencial (funcién, limite y continuidad), en los
estudiantes de la Escuela Colombiana de Ingenieria? Antecedente importante dada la cercania con
la poblacion y muestra de la que recogen los datos experimentales, en tanto son una comunidad de
estudiantes de ingenieria, analogamente a lo que sucedera en esta investigacion.

" APOS es una abreviatura para: Action Process Object Schema, en espafiol APOE: accidn, proceso, objeto,
esquema.
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Reportes como los citados ponen de manifiesto el creciente y mantenido interés por la indagacion
respecto al aprendizaje (y ensefianza) de nociones fundamentales del célculo, transitando por
perspectivas cognitivas clésicas, como los actos de comprensién, los obstaculos epistemoldgicos,
las creencias o concepciones, a otras posturas como el enfoque ontosemiotico con su concepcion
de desajustes entre significados personales e institucionales. Es notable también la direccion de las
investigaciones hacia distintos niveles de escolaridad, secundaria, universitaria, y la ampliacion de
las perspectivas de los obstaculos al hablar de obstaculos y conflictos semidticos, culturales,
didacticos, entre otros. Se configura asi un amplio campo de investigaciones en el que la presente
investigacion tiene lugar.

Por altimo, sin pretender ser exhaustiva, cito la Critica de Berkeley al Célculo de Newton y Leibniz
(Neira, 1998), por cuanto esa investigacion desarrolla un estudio histdrico y epistemolégico del
nacimiento del “nuevo calculo” que aporta al presente proyecto, precisamente en esa dimension
historico-epistemoldgica de conceptos emergentes como limite, vecindades, aproximaciones,
diferenciales. Muestra en el camino de formalizacion los obstaculos y dificultades que incluso
grandes pensadores como Newton y Leibniz tuvieron para fundamentar los procesos de paso al
limite, uno con las cantidades evanescentes y otro con las diferencias finitas, ambos mostraban que
el paso al limite era un punto crucial en lacomprension, construccion y fundamentacion del calculo.

Antecedentes desde la comprension del calculo diferencial

También a manera de antecedentes se citan aqui distintas maneras de nominar al obstaculo
epistemoldgico en educacion matematica con nombres tales como errores, obstaculos o dificultades
en el aprendizaje del calculo que se reportan bajo distintas denominaciones, por ejemplo:

e Herscovics (1989, citado en Moru, 2006) afirma que Bachelard definié la nocién de
obstaculo epistemoldgico en el contexto del desarrollo del pensamiento cientifico en
general, y no en términos de las experiencias de aprendizaje individual. De la misma manera
como Cornu diferenciaba los obstaculos de la manera como ellos son adquiridos,
Herscovics distingue los obstaculos por referencia al contexto. El prefiere usar el término
“obstaculo cognitivo” cuando se refiere al contexto educativo, y el término “obstaculo
epistemologico” cuando se refiere al pasado o a la historia de la ciencia.

e Tall (1989) también utiliza el término “obstaculo cognitivo” en vez de “obstaculo
epistemologico” Igual que Herscovics, él afirma que éste ultimo término pertenece a la
historia de la ciencia, y enfatiza que éstos son causa del estancamiento del conocimiento
por parte de los estudiantes. Esta distincion esta relacionada con la polaridad
epistémico/cognitivo e institucional/personal del EOS.

e Los obstaculos epistemoldgicos relativos al concepto de limite, ya sea en el contexto de una
funcién o de una sucesion, han sido experimentados en la educacion matematica moderna
(Moru, 2006 cita a Taback, 1975, Tall & Schwarzenberger, 1978; Tall &Vinner, 1981;
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Orton, 1983a, 1983b; Davis & Vinner, 1986; Sierspinska, 1987; Cornu, 1991; Monaghan ,
1991; William, 1991; Cottrill et al., 1996; Tall, 1996; White & Mitchelmore, 1996; Billings
& Klanderman; 2000; Aspinwall & Miller, 2001; Juter, 2003a, 2003b, 2004, 2005).

e La nocion de obstaculo epistemolégico implicito bajo diferentes nombres, formas y
contextos puede ser encontrada y rastreada en muchos filésofos y pensadores antes y
después de Bachelard: Bacon (the idols of the den: los idolos de la caverna). Husserl,
Durkheim, Granet, Halbwachs, Scheeler, Schitz, Garfinkel, Cicourel, Znaniecki, Khun,
Popper, Lakatos.

Desde las primeras investigaciones realizadas en torno a los conceptos del célculo, ha emergido
un consenso respecto a que la ensefianza y el aprendizaje de esta parte de las matematicas es un
proceso complejo que genera multiples dificultades tanto a alumnos como a profesores, y tanto en
el nivel de secundaria como en el superior.

La raiz del problema, segun algunos investigadores, como Moreno, (2005), reside
fundamentalmente en la problematica nocion de infinito, y por lo tanto en todos los procesos en
los que interviene el paso al limite. Desde el punto de vista practico, para salvar esta dificultad
conceptual, se suele centrar la ensefianza en procurar que los alumnos adquieran ciertos
automatismos de célculo que les permite tener éxito en las tareas que han de realizar, y luego se
evallan las capacidades adquiridas de esta forma. Pero a medida que se van complicando los
conceptos y se necesita una mayor comprension conceptual, el fracaso, los errores, las
concepciones erroneas Y las dificultades se van acentuando.

Tal como se ha venido subrayando, las investigaciones desarrolladas en este ambito han
experimentado en los Gltimos afios una evolucion significativa en sus enfoques y propositos,
transitando de los estudios centrados en caracterizar las dificultades y obstaculos existentes en la
comprension del limite (Cornu, 1991; Tall, 1992; Moru, 2006) a las investigaciones preocupadas
por analizar las razones que subyacen a tales dificultades (Espinoza y Azcérate, 2000; Mamona-
Downs, 2000, citados en Moru, 2006). Incluso, otros autores teniendo en cuenta las dificultades
que plantea la definicién formal de limite de una funcion han optado por dar una nueva definicién
de limite como “aproximacion 6ptima”, o por evitarla como el caso del Analisis no estandar de
Abraham Robinson.

En el caso del limite concretamente, por ejemplo, Artigue enfatiza la dificultad proveniente de la
necesidad de disociar el objeto limite del proceso que permite construirlo, asociandolo con el
obstaculo sefialado por Sierpinska en relacion con la consideracion del infinito. La formalizacion
de la nocion de limite es otra dificultad que consiste en mostrar que en la definicion formal de
limite se concibe un solo proceso, en tanto los estudiantes parecen ver dos, uno que se efectua sobre
la variable independiente y otro sobre los valores de la funcion.

Antes de presentar una aproximacion historica, es importante resaltar que acerca de la investigacion
de los obstaculos epistemoldgicos en el aprendizaje y la ensefianza del calculo, para citar tan solo
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un ejemplo, en la tabla de contenido del Acta Latinoamericana de Matemaética educativa, Vol. 28,
de 2015, publicada por el Comité Latinoamericano de Matematica Educativa, Clame, México, se
encontraron 29 articulos acerca de investigaciones sobre el calculo universitario, la educacion en
Ingenieria, el concepto de limite, el pensamiento variacional, las funciones, lo cual resalta la
enorme produccion investigativa en esta area de la educacién matematica y en el 13 — ICME
(International Congress on Mathematical Education) realizado en Hamburgo en el 2016 hubo un
Topic Study Group, TSG dedicado al calculo diferencial e integral en el que se abordaron tematicas
de ensefianza, aprendizaje, dificultades, practicas, entre otras. Igualmente, en el CIBEM (Congreso
Iberoamericano de Educacion Matemaética) realizado en julio de 2017 en Madrid.

2.2 Estado Del Arte

Este estado de arte se ha concebido como una seccidn del trabajo que intenta abordar la mayoria
de categorias y elementos que toca la investigacion, desde las concepciones de dificultades,
conflictos y obstaculos hasta un seguimiento de las investigaciones de los marcos conceptuales que
se han utilizado, de ahi su extension, y, se ha decidido dejar en el marco tedrico solamente aquello
que guiara el analisis de los datos.

Contiene una revision bibliogréfica y de antecedentes investigativos acerca de elementos
fundamentales en mi trabajo de tesis que trata acerca de los obstaculos epistemologicos, culturales,
didacticos, semidticos,... que encuentran los estudiantes de primer semestre al acceder al calculo
diferencial. Presenta una revision detallada de la nocion de obstaculo epistemoldgico desde la
tradicion filosofica o epistemoldgica de Gaston Bachelard, da cuenta de su incursion en el campo
de la educacion matematica por G. Brousseau, como también de la ampliacion y recapitulacion por
parte de Anna Sierpinska.

Después se plantean otras miradas y visiones actuales de nociones relacionadas con el concepto de
obstaculo, tales como concepciones, errores, dificultades, misconcepciones, conflictos semidticos,
y connotaciones particulares de esos constructos como culturales, didacticos, linglisticos y
simbdlicos, entre otros.

Anélogamente se presentan algunas reflexiones acerca de la transicién o ruptura del algebra al
célculo, se describen algunas dificultades detectadas en esa transicion y se profundiza en algunas
tensiones disciplinares y de aprehensidn cognitiva en el algebra escolar y el calculo diferencial. A
manera de complemento y profundizacion respecto a los conceptos de obstaculo y ruptura
epistemoldgica, se analizan los conceptos de revolucion cientifica y otros relacionados tomados de
la historia y la epistemologia de la ciencia.

Teniendo en cuenta que en el analisis de los datos se hizo necesario utilizar elementos importantes
del Andlisis Didactico planteado por el Enfoque Ontosemio6tico de la Instruccion Matematica: EOS
y cuya descripcidn se encuentra en el Marco Tedrico, capitulo 111, nos parecié importante revisar
otros enfoques de Andlisis Didactico cuyas corrientes se esbozan en esta parte del Estado de Arte,
con el fin de mostrar que existen otros acercamientos al analisis didactico. Se cita a Carmen
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Azcarate para fijarse como se analizan los datos en otras investigaciones, en las que se utiliza el
analisis didactico al estilo de Luis Rico, Pedro Gomez y Evelio Bedoya, inspirado en la
fenomenologia de lo didactico de Hans Freudenthal

También en este estado de arte se hizo necesario incorporar una revision historica y epistémica
acerca de algunas nociones relevantes del calculo diferencial e integral, y las configuraciones sobre
laderivaday el limite que otras investigaciones ya han logrado aportar en la educacion matematica.
Finalmente a través de una revision detallada de las publicaciones del EOS de Godino, Batanero,
Font y otros, del 2006 en adelante, se encontré una amplia gama de trabajos que han contribuido a
fortalecer te6ricamente el Enfoque Ontosemiotico y otras que han enriquecido la puesta en practica
de dichas teorias, pertinente su presentacion en este estado de arte por cuanto actualiza y robustece
este marco tedrico y metodoldgico, algunos de cuyos elementos fueron fundamentales para el
analisis de los datos.

2.2.1 Aproximacion histdrica desde la tradicion filoséfica

Cuando se investigan las condiciones psicoldgicas del progreso de la ciencia, se llega muy pronto
a la conviccion de que hay que plantear el problema del conocimiento cientifico en términos de
obstéculos. No se trata de considerar los obstaculos externos como la complejidad y la fugacidad
de los fendmenos, ni de incriminar la debilidad de los sentidos y del espiritu humano: es en el acto
mismo de conocer, intimamente, que aparecen, por una especie de necesidad funcional, los
entorpecimientos y las confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de estancamiento e incluso
de regresion, es ahi donde discerniremos causas de inercia que llamaremos obstaculos
epistemoldgicos. El conocimiento de lo real es una luz que siempre proyecta alguna sombra. Jamas
es inmediata y plena. Las revelaciones de lo real son siempre recurrentes. Lo real no sera jamas
“lo que podria creerse”, sino siempre lo que deberia haberse pensado. El pensamiento empirico
es claro, inmediato, cuando ha sido bien montado el aparejo de las razones. Al volver sobre un
pasado de errores, se encuentra la verdad en un verdadero estado de arrepentimiento intelectual.
En efecto, se conoce en contra de un conocimiento anterior, destruyendo conocimientos mal
adquiridos, o superando aquello que, en el espiritu mismo, obstaculiza la espiritualizacion.
(Bachelard, 1938/2004, p. 15)

El término obstaculo epistemoldgico fue construido por el fisico y filésofo francés Gaston
Bachelard, quien postulé que la naturaleza no nos es dada y nuestras mentes nunca son virgenes
frente a la realidad, pues sea lo que sea que veamos, digamos u observemos esta direccionado por
lo que ya conocemos, pensamos, creemos o queremos ver (Bachelard, 1938/2004, p. 15).

Algunos de estos pensamientos, creencias y conocimientos pueden funcionar como un obstaculo a
nuestra comprension de los fendmenos. Nuestras generalizaciones pueden estar sesgadas por
nuestra tendencia a generalizar el conocimiento en unas pocas leyes o principios de explicaciones
que funcionan adecuadamente, como todos los cuerpos caen, o la luz se propaga en linea recta, o
sobre metaforas adecuadas como el aire es una esponja.
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Segun Bachelard frente a lo real el alma no puede mostrarse ingenua; lo que cree saberse
obstaculiza lo que debiera saberse y no es posible hacer tabla rasa de los conocimientos anteriores.
“Cuando se presenta ante la cultura cientifica, el espiritu jamas es joven. Hasta es muy viejo, pues
tiene la edad de sus prejuicios. Tener acceso a la ciencia es rejuvenecer espiritualmente, es aceptar
una mutacion brusca que ha de contradecir a un pasado” (Bachelard, 1938/2004, p. 16).

Para Bachelard, el obstaculo es un tipo de conocimiento ya disponible, a menudo instalado desde
hace mucho tiempo en nuestra mente y que ya no percibimos como tal. Lejos de ser una dificultad
mental, resulta de una facilidad intelectual que nos otorgamos, muy a menudo sin ser ya conscientes
de ello. Y aunque la dificultad sea dolorosa, el obstaculo estd confortablemente asentado, de tal
forma que se vuelve a él constantemente.

Enuncié algunos obstaculos en su obra: la experiencia basica o conocimientos previos, el
conocimiento general, el obstaculo verbal, el conocimiento unitario y pragmatico, el obstaculo
sustancialista y el animista. Diremos algo en relacion a algunos de ellos. (Bachelard, 1938/2004).

-La experiencia basica o conocimientos previos: La observacion basica se nos aparece pintoresca,
concreta, natural y facil, no habria mas que hacer sino describirla y maravillarse y asi se cree
comprenderla; afirma que entre la observaciéon y la experimentacion no hay continuidad sino
ruptura. La observacion particular se coloca por delante y por encima de la critica, y carga de
subjetividad las observaciones y se pueden tener concepciones erréneas, ya que las cosas se ven tal
como nosotros queremos verlas y no como realmente son. Considera al pensamiento cientifico
trabado desde su nacimiento por dos obstaculos en cierto sentido opuestos, lo particular y lo
general. Describamos este Gltimo:

-El conocimiento general: Al explicar mediante el uso de generalizaciones un concepto, se cae, en
la mayoria de las veces, en equivocaciones, porque los conceptos se vuelven vagos, e indefinidos,
ya que se dan definiciones demasiado amplias para describir un hecho o fendmeno y se dejan de
lado aspectos esenciales, es decir, los detalles, que son los que realmente permiten exponer con
claridad y exactitud los caracteres que permiten distinguirlos y conceptuarlos correctamente.

Al generalizar, el nifio sale del paso con una explicacion sencilla que la aplica a toda una definicion,
de una forma resumida y concreta. Se dejan detalles de lado que son los que realmente le dan
sentido a la definicion y, sobre todo, le dan validez cientifica. Esboza el ya conocido ejemplo de
“Todos los cuerpos caen”, y afirma que esas leyes generales bloquean el pensamiento pues
contestan sin que se les pregunte. (Bachelard, 1938/2004, p. 73). Para el espiritu pre-cientifico, el
verbo caer es suficientemente descriptivo, pues da la esencia del fendmeno de la caida y concluye,
respecto a estos dos primeros obstaculos, que el espiritu cientifico puede extraviarse al seguir dos
tendencias contrarias: la atraccion de lo singular y la atraccion de lo universal.

El conocimiento pragmatico y utilitario: Para Bachelard, “la utilidad ofrece una especie de
induccion muy particular que podria llamarse induccion utilitaria. Ella conduce a generalizaciones
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exageradas” (Bachelard, 1938/2004, p. 109). Esto obviamente lleva a concepciones erradas y
reduce notablemente el significado del concepto. Todo pragmatismo, por el mero hecho de ser un
pensamiento mutilado, lleva fatalmente a la exageracion. EI hombre no sabe limitar lo til y ello,
por su valorizacion se capitaliza sin cesar. El filésofo asocia este obstaculo a las visiones de mundo
que se tienen y se comparten.

El utilitarismo plantea una serie de problemas a la hora de definir un término, pues existe la
tendencia de reducirlo y sintetizarlo de tal manera que se pretende explicar o definir un concepto
solamente mediante la idea de utilidad o beneficio. Al preguntar a un nifio acerca de lo que es la
electricidad, las nubes, el brazo, el aire, él se limita Unicamente a mencionar los beneficios que
tiene la electricidad. Todos los conceptos anteriores son manejados por los nifios tomando como
referencia la utilidad que tienen, y es lo que usan como principio para brindar las explicaciones
sobre los diferentes términos, es decir, la utilidad es la razon que sirve de base para construir las
definiciones.

-El obstaculo animista: Los nifios tienen la tendencia de explicar ciertos fenémenos o definir ciertos
conceptos haciendo analogias con la naturaleza animada: “los fendmenos bioldgicos son los que
sirven de medios de explicacion de los fendmenos fisicos. Esta caracteristica de valorizar el
caracter bioldgico en la descripcion de hechos, fendmenos u objetos, representan claramente el
caracter del obstaculo animista” (Bachelard, (1938/2004, p. 186).

Algunas definiciones que ejemplifican esta tendencia son las siguientes: Vapor: Es un humo
fantasma que traspasa las cosas, que se mueve pero que no se puede agarrar. En este caso, no
definen el término, sino que utilizan una analogia imaginaria con un ser que es capaz de actuar por
si mismo, como si fuera un organismo vivo. Otros ejemplos son: Tornado: Es un remolino de viento
muy bravo que se lleva las cosas que encuentra en el camino. Calor: Es lo que me hace sudar. La
caracteristica importante aqui es que las definiciones que dan acerca de los distintos conceptos
estan cargadas de propiedades vitales, estados animicos y/o sensaciones.

-El obstaculo verbal: Se presenta cuando mediante una sola palabra o una sola imagen se quiere
explicar un concepto, y se caracterizan asi algunos hébitos puramente verbales como obstaculos
del pensamiento cientifico. El considerar el aire como algoddn, como lana, como esponja es muy
apropiada para explicar el enrarecimiento y la compresion del aire.

“El peligro de las metaforas inmediatas en la formacion del espiritu cientifico, es que ellas no son
nunca imagenes pasajeras; ellas se dirigen siempre a un pensamiento auténomo: tienden a
completarse, a terminar en el reino de la imagen” (Bachelard, 1938/2004, p. 97) ... en ese orden
de ideas los obstaculos mas poderosos corresponden a las intuiciones de la filosofia realista. Esos
obstaculos fuertemente materializados ponen en juego, no propiedades generales, sino cualidades
sustanciales. Es en ellos, en una experiencia mas sorda, mas subjetiva, mas intima, donde reside la
verdadera inercia espiritual. Es en ellos donde encontraremos las verdaderas palabras obstaculos.
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Se cree que “al asociar a una palabra concreta una palabra abstracta” se hace avanzar el
pensamiento, cuando en realidad lo que se ha presentado es un movimiento puro y simplemente
linguistico.

-Obstaculo Sustancialista: Se considera que es uno de los mas dificiles de superar pues esta
apoyado en una filosofia facil, cual es la mondtona explicacion de las propiedades por la sustancia.
Ejemplifica con la adherencia de los cuerpos livianos a un cuerpo electrizado, imagen aislada e
incompleta que no representa sino un momento del fenomeno total y del que el espiritu pre
cientifico hard un medio absoluto de explicacién y por tanto inmediato, fenémeno que sera tomado
como el signo de una propiedad sustancial: La mente se tornara poco a apoco impermeable a los
desmentidos de la experiencia y “jamas se dudara de la cualidad glutinosa del fluido eléctrico”
(Bachelard, 1938/2004, p. 122).

Estrictamente hablando es posible afirmar que Bachelard mismo nunca dio una definicion rigurosa
de obstaculo epistemologico, aunque si dio muchos ejemplos tomados de la quimica y de la fisica
del siglo XVIII y la fisica contemporanea y sugirié el uso de esta idea como psicoanalisis del
pensamiento cientifico. Los obstaculos pueden ser encontrados en las tendencias humanas a las
generalizaciones precipitadas o a las explicaciones de las cosas con metaforas familiares, o leyes
universales tales como “todos los cuerpos caen” o aun, buscando una sustancia responsable para
un fenémeno. Los obstaculos aparecen asi en el proceso del cambio del pensamiento comun al
cientifico, en el proceso del cambio de una clase de racionalidad a otra clase de racionalidad.

Bachelard (1938/2004, p. 297) también se refirio al papel de la educacion y de la escuela en esa
busqueda del espiritu cientifico al promulgar una cultura cientifica moderna. Visualiz6 la escuela
continua a lo largo de la vida, la que funda y alimenta la ciencia, pero no aquella detenida en un
periodo escolar sino aquella que incorpora la sociedad y por tanto la cultura y no al contrario.
Enfatizo que en la ciencia sélo puede amarse aquello que se destruye, y s6lo puede venerarse al
maestro contradiciéndolo, es decir, formula una invitacion abierta, critica, franca a la indagacion,
a la conciencia, a la pregunta.

Bachelard construyo esta epistemologia en 1938 y fue solo en el afio 1976 cuando Brousseau la
incorporo a la investigacion en educacion matematica en el marco de su teoria de las situaciones
didacticas, en el marco de la Ingenieria Didactica y de todo ese fendmeno didactico que se dio en
Francia en la década de los 70. Se describe brevemente el transito de esta nocion hacia el campo
especifico de la investigacion en educacion matematica, que se tardo alrededor de 38 arios.
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2.2.2 Aproximacion histdrica desde la educacion matematica

Ninguno de los ejemplos de obsticulo epistemoldgico dado por Bachelard se aplica a las
matematicas, como €l mismo lo advirti6,® puesto que la matematica no es una ciencia natural, no
trata acerca de fendmenos del mundo real, ni se basa en la observacion y la induccién. Sin embargo,
a partir del debate que desato la incorporacion del concepto a la educacion matematica, se empez6
a creer que si tenia sentido hablar de obstaculos epistemoldgicos en matematicas, y que podian ser
la explicacion para eso que a diario se detectaba como obstaculizante en los aprendizajes de los
estudiantes. Se buscaba un fundamento tedrico para el nuevo concepto, y naturalmente transferir
este concepto de las ciencias naturales a las matematicas requeria adaptaciones cuidadosas y
profundas reflexiones filosoficas acerca de la naturaleza de las matematicas.

Esta vision, a su vez, requeria repensar la ensefianza y la valoracion de las comprensiones de los
estudiantes, lo cual relativizaba sus errores., pues algunos de ellos eran causados por formas de
pensar completamente legitimas con una cierta estructura de la mente, un cierto contexto de
problemas y ciertas creencias acerca de lo que es verdadero en matematicas.

Emergid claramente entre algunos investigadores que algunas de las formas de comprension de los
estudiantes merecian mas respeto y atencion, y que en vez de tratar de reemplazar el conocimiento
errado por el correcto, el esfuerzo de los profesores deberia ser invertido en la negociacion de
significados, en la invencidn de problemas especiales en los cuales los estudiantes experimentaran
un conflicto mental que los hiciera conscientes de que dichas formas de comprension habituales,
posiblemente no sean las Unicas y que no son universales.

Brousseau (1983/1995) ya veia en la nocion de obstaculo el medio de cambiar el estatuto del error
mostrando que el error y el fracaso no tienen el papel simplificado que queremos a veces hacerles
jugar, dado que el error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar,
como se cree en las teorias empiricas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto de un
conocimiento anterior, que tuvo su interés, su éxito, pero que ahora se revela falso o simplemente
inadaptado. Los errores de ese tipo no son erraticos e imprevisibles, ellos se constituyen en
obstaculos. Tanto en el funcionamiento del profesor como en el del alumno, el error es constitutivo
de sentido del conocimiento adquirido.

Distinguio, tres origenes fundamentales de los obstaculos encontrados en la ensefianza matematica:

e Un origen ontogenético, debido a las limitaciones impuestas, por el nivel de desarrollo de
las capacidades cognitivas de los alumnos, en el proceso de ensefianza.

e Un origen did&ctico, debido a las decisiones del sistema educativo, o las acciones del
profesor en el proceso de ensefianza.

8 “...En efecto, la historia de las matematicas es una maravilla de regularidad. Ella conoce pausas. Ella no
conoce los periodos de errores. Ninguna de las tesis que sustentamos en este libro apunta hacia el conocimiento
matematico. No se refieren sino al conocimiento del mundo objetivo”. Pag. 25
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e Un origen epistemoldgico, por los obstaculos ligados a la naturaleza del conocimiento
mismo y que son propios de él, se repiten en la historia, muestran su persistencia y
dificultad para evolucionar, es decir los obstaculos en el sentido de Bachelard.

Todo un programa de investigacion empezé a desarrollarse alrededor de la nocion de obstaculo
epistemoldgico. Como un ejemplo de lo anterior se cita la tesis sobre el aprendizaje de la nocion
de limite sustentada por Cornu en 1983 y los trabajos de Sierpinska (1994) que la prolonga, quien
se propone descubrir los obstaculos epistemolégicos ligados a las matematicas que se ensefian en
la escuela y encontrar los medios didacticos para ayudar a los alumnos a superarlos, conservando
dos aspectos de la nocion de obstaculo epistemoldgico segun Bachelard (1938/2004): el caracter
inevitable de su aparicion, y la repeticion de su aparicion en la filogénesis y la ontogénesis de los
conceptos. Reafirma a partir de esta investigacion, que aquello que estd en la base de cualquier
clase de obstaculo epistemoldgico, es su aparicion inevitable y su resistencia en la historia de los
conceptos considerados.

Segun Sierpinska (1994, p. 133)° las investigaciones se enfocaron entonces en el disefio de
situaciones de ensefianza, - ingenieria didactica la llamaron los franceses-, que proveyeran
condiciones favorables para la superacion de obstaculos epistemologicos y posibilitaran asi una
comprension mejor y mas profunda de los conceptos matematicos. En esa tendencia practicamente
se identificd comprension con superacion de obstaculos. En la necesidad de explicar las dificultades
de comprension en matematicas que se evidencian en los estudiantes, se lleg6 a concluir que estas
dificultades no dependian solamente de la falta de experiencia con las matematicas, ni de las
habilidades o destrezas que puedan o no tener, ni de la idiosincrasia de su pensamiento ain
inmaduro, sino también de la naturaleza de los conceptos matematicos mismos y de la cultura en
la cual estos han sido desarrollados.

Es entonces cuando el concepto de “obstaculo epistemologico” de Bachelard se vuelve muy
importante, puesto que el pensamiento de los estudiantes parece padecer de ciertos obstaculos
epistemoldgicos que deben ser superados si se quiera que emerja una real comprension en
matematicas. Estos obstaculos epistemoldgicos — formas de comprension basadas en algo
inconsciente, esquemas de pensamiento culturalmente adquiridos, creencias no cuestionadas
acerca de la naturaleza de las matematicas y de categorias fundamentales como nimero, espacio,
causa, infinito, ... inadecuadas con respecto a teorias actuales- direccionaron el desarrollo de los
conceptos en la historia y han permanecido de alguna manera en su significado.

Se concentrd asi la investigacion, desde una cierta tendencia, en detectar los obstaculos
epistemoldgicos y precisar su concepto y se formulan entonces varias preguntas: ;Sobre qué bases
podemos afirmar que el pensamiento de los estudiantes sufre obstaculos epistemoldgicos? ¢Es un
obstaculo epistemoldgico un error, una mala comprension, una incomprension, o sencillamente una
cierta forma de conocer que funciona en algunos dominios restringidos, pero se revela inadecuada

o Understanding in Mathematics. Edicion inglesa de 1994. Obra publicada en inglés, de la cual la autora de
este articulo ha elaborado ya una traduccion, en particular del capitulo IV.
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en otros? ¢O es una actitud de la mente que permite tomar opiniones por hechos, y unos pocos
casos de evidencia por leyes generales? Es esta la teméatica que emprende Anna Sierpinska, cuyas
ideas principales se describen a continuacion.

A partir de la observacion de dos parejas de alumnos identificando la tangente como limite de una
secante variable, y encontrando la ecuacion de la tangente de una curva representativa de la funcion
seno en el origen, Sierpinska (1994) propuso una lista de cinco grupos de obstaculos
epistemoldgicos relativos a la nocién de limite:

e Horror al infinito, que reagrupa los obstaculos ligados al rechazo al estatuto de operacién
matematica para el paso al limite, la transferencia automatica de los métodos del algebra
propuesto para manipular magnitudes finitas a las magnitudes infinitas, la transferencia de
las propiedades de los términos de una serie convergente a su limite, y finalmente el
obstaculo que consiste en asociar el paso al limite a un movimiento fisico, a una
aproximacion.

e Los obstaculos ligados al concepto de funcién: no visualizacién de la nocion de funcién
subyacente, restriccion de una sucesion de valores, reduccion mondtona, no distincion de
la nocién de limite y de extremo inferior o inferior.

e Los obstaculos geométricos: la intuicion geométrica hace “un obstaculo serio en la
formulacién de una definicidn rigurosa, tanto al impedir la determinacion de aquello que
debiera comprenderse por la diferencia de dos magnitudes como por un apego de la nocion
de limite a la nocién de extremo de un conjunto”.

e Los obstaculos logicos: ligados a la borradura de los cuantificadores o de su orden.

e EI obstaculo simbdlico: ligado a la reticencia a introducir un simbolo especifico para la
operacion del paso al limite.

Y concluye que de esos trabajos se obtiene la impresion que aquello que esta en la base de cualquier
clase de obstaculo epistemologico es su aparicion y su resistencia en la historia de los conceptos
considerados, asi como la observacion de concepciones anlogas en los alumnos.

La aparicion de la nocion de obstaculo epistemoldgico en educacion matematica muy pronto
empez6 a funcionar como una categoria, entendiendo esta como una nocién que, aunque no esta
en el desarrollo de un dominio cientifico es suficientemente general y potente para direccionar el
pensamiento y determinar un campo de investigacion a su alrededor:

El pensamiento humano...tiende a organizar sus problemas alrededor de ciertas nociones que
yo llamo categorias...Estas no son caracteristicas invariables de nuestro intelecto y aunque no
tienen un caracter de universalidad ni de necesidad, si tienen el rango suficiente para
direccionar el pensamiento. No tienen un caracter formal, pero si un alto grado de generalidad
que les permite ser aplicadas en varios dominios. Cada categoria se acompafia normalmente
de otras palabras y frases usualmente usadas, de moda, que con frecuencia a los ojos de los
autores dan mas cientificidad, seriedad o modernidad a sus textos. Una categoria juega un
doble rol. De una parte, estructura el campo tedrico de investigacion, permaneciendo en el
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centro y siendo el objeto de andlisis mismo. De otra parte, es para esta categoria que el
investigador busca explicar diversas cuestiones. En todo caso la principal funcion de una
categoria es que direcciona el pensamiento. (Skarga, 1989, citado en Sierpinska, 1994, p. 108-
109)

Y eso es precisamente lo que paso6 con la nocion de obstaculo epistemoldgico: empez6 a direccionar
el pensamiento; todo un programa de investigacion empez6 a desarrollarse a su alrededor, mientras
que se llevaban a cabo debates entre los tedricos acerca de la naturaleza de tales obstaculos
epistemoldgicos, sus posibles definiciones, y la coherencia y racionalidad de importarlo de las
ciencias naturales a la matematica.

Sierpinska (1994) llega a la teoria de los obstaculos epistemoldgicos a través de la
conceptualizacion que ella hace de los actos de comprension y de “comprension o entendimiento
en matematicas”. Postula de entrada que en educacion matematica comprender significa
“comprender bien”.

Distingue tres acercamientos principales hacia esta comprension. El primero se centra en el
desarrollo de materiales de ensefianza, otro en diagnosticar la comprension de los estudiantes, y
otra mas teorica, que se centra en los modelos de construccion de este aprendizaje.

Asi mismo afirma que hay por lo menos cuatro clases de tales teorias 0 modelos. Una de ellas se
centra en una jerarquia de niveles de comprension, (Van Hiele, Freudenthal...) Otra que se centra
en modelos conceptuales, estructuras cognitivas (Dubinsky y Lewin, descomposicion genética). El
tercero mira los procesos de aprendizaje como un juego dialéctico entre dos maneras de distinguir
los objetos de comprensidn. La cuarta clase puede ser llamada la aproximacién histérico-empirica,
en el que la atencion se centra en los obstaculos a dicha comprension, obstaculos encontrados tanto
en la historia del desarrollo de las matematicas como en la comprension de los estudiantes mismos.
Es precisamente esta Gltima aproximacién la que desarrollaremos en este escrito por cuanto se
centra en los obstaculos epistemologicos. (Ver Sierpinska, capitulo 1V, 1994)

La aproximacion histérica-empirica a la comprension en matematicas en Sierpinska (1994, p. 120)
se acerca a la tomada por Piaget y Garcia en su “Psicogénesis e Historia de la Ciencia”, para quienes
el problema esencial es:

Como caracterizar las etapas importantes en la evolucion de un concepto, de una estructura o aun
de una perspectiva relativa a una disciplina particular, independientemente de aceleraciones y
regresiones, el impacto o precursores de rupturas epistemologicas... EI problema central, en efecto
esté en la existencia misma de esas etapas, y particularmente en la explicacion de su secuencia.

Es decir, segun ellos, uno de los mecanismos del desarrollo conceptual es la secuencialidad en su
construccién, entendiendo por secuencialidad que cada etapa es a la vez el resultado de
posibilidades abiertas por las etapas anteriores y condicion necesaria para las siguientes. Dado que
cada nueva etapa comienza con una reorganizacion, en otro nivel, de formas de comprension
construidas en las etapas previas, la comprension de las primeras etapas se encuentran integradas
en aquellas de niveles superiores, por tanto, los significados de estas etapas tempranas no se pierden
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sino que estan implicados en los futuros aprendizajes; lo cual también es posible identificar en la
historia.

Otra relacion gque se encuentra entre la comprension de los estudiantes y aquella encontrada en la
historia de la ciencia y las matematicas es el rol que han tomado algunas palabras que se han
convertido en categorias de pensamiento. Sierpinska (1994, p. 122) lo explica de dos maneras: la
racionalizacion (que se da cuando una palabra o expresion se convierte en un término cientifico
incluido en una teoria) y la metaforizacion (cuando la palabra adquiere un sentido figurado o
metafdrico, que hace parte del comun). Por ejemplo, la nocién de masa en la fisica ha pasado del
significado ordinario de algo grande o pesado, al sentido newtoniano que lo relaciona con la fuerza
y la aceleracion, al sentido que le otorga la teoria de la relatividad, incluso hasta el concepto de
masa en la teoria de Dirac. Bachellard describe estos pasos como etapas de racionalidad.

En el terreno del lenguaje ordinario (vernacular) nos referimos a un cuerpo de materia que pesa,
también hablamos de masa de gente. Lo mismo podemos decir de otras categorias como nimeros,
infinito... La racionalizacién y la metaforizacion son procesos que van por caminos diferente.
Mientras la primera rompe con las tradiciones linguisticas y ontologicas que las palabras cargan,
la metaforizacion las preserva de maneras que, si bien no son literales, mantienen una carga
semantica y valorativa muy fuerte. Estos dos procesos estan intimamente ligados con la descripcion
que hace Bachelard del obstaculo verbal.

En general Sierpinska se propone valorar como més significativo un acto de comprension que otro,
si hay superacion de obstaculos, sean estos epistemolégicos o de desarrollo, culturales,
relacionados con la madurez del proceso hacia el conocimiento cientifico. Se ilustra con un ejemplo
(Sierpinska, 1994, p. 124):

“Cuando se introduce la nocién de la potencia cero y por definicion se dice que a°=1, algunos
estudiantes sencillamente adicionaran esta informacion a otras reglas matematicas conocidas por
ellos, sin pensar mucho en esta definicién. Otros lo aceptaran como una convencion atil que les
sirve para preservar la continuidad de la funcion y = a*. Pero habra quienes se rebelaran en
contra diciendo que la notacién a® = 1 no tiene ningln sentido, si tomar la potencia significa
multiplicar por si misma una cantidad n — 1 veces.”

En ese momento la conceptualizacién de la potenciaciébn como una multiplicacion repetida,
(esquema tradicional de las clases convencionales en las que se estudia la potenciacion), se
convierte en un obstaculo para comprender la funcién exponencial. Esto implica una revision de
la nocion de potenciacion, para superar el obstaculo, lo cual involucra una construccion y no
solamente una memorizacion del concepto de funcion exponencial. Se relaciona explicitamente
con las dificultades evidentes que se tiene en matematicas con “lo dado” y las definiciones por
decreto, sin ninguna argumentacion que las sustente.

Pero, para la educacion matematica lo que es esencial son exactamente estas aceleraciones y
regresiones, citadas por Piaget y Garcia, y las rupturas epistemoldgicas, tanto como los obstaculos
epistemoldgicos y las dificultades, porque se supone que comprender y aprender es superar
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obstaculos. Para Sierpinska, decir entonces que la equilibracién ha de obtenerse finalmente,
constituye una trivialidad, pues sin desestabilizar primero las estructuras cognitivas de los
estudiantes, ningin aprendizaje de algo radicalmente nuevo podra ocurrir: la construccion de
sentido y de significados estd determinada mas por el impacto negativo de varias normas y
creencias y caminos de pensamiento que constituyen obstaculos para dicho cambio.

En cuanto a su filosofia de los obstaculos epistemoldgicos, reafirma los principios de Bachelard en
la investigacion en educacion matemaética y enuncia ejemplos de las matemaéticas, al decir que el
primer supuesto de los obstaculos epistemoldgicos es que, de un nivel de conocimiento y
comprension a otro, hay una necesidad de integracion y reorganizacion. La cognicion no es un
proceso acumulativo. Las nuevas comprensiones pueden solamente ser parcialmente construidas
sobre caminos de desarrollo previos.

Por ejemplo, cuando se pasa de los nimeros naturales a los nimeros enteros, o de la aritmética al
algebra debemos romper, para el arrepentimiento intelectual, parodiando al epistemélogo francés,
una reorganizacion de entendimientos previos. Mientras que los enteros pueden ser considerados
como una generalizacion de los nimeros naturales, debemos tener en cuenta que ni la comprension
ni el desarrollo de los nifios en los primeros afios de la escuela han de servir de inmediato para esta
generalizacion.

Los estudiantes no distinguen los nimeros naturales como una estructura equipada con ciertas
operaciones, ni su propiedad de no ser cerrado bajo algunas de ellas. Pero es precisamente tal
comprension la que se vuelve una base para la generalizacion. Las cantidades de manzanas o
bizcochos y las operaciones usuales que hacemos con los nifios no pueden servir como una base
para entender la estructura de anillo de los enteros, y esto es casi lo que se espera de ellos cuando
les decimos que menos por menos da mas. Los enteros son apenas un primer paso en el algebra, la
cual, lejos de ser la generalizacion de la aritmética es una metodologia de las matematicas: la
aritmética, desde el punto de vista del algebra es ya la teoria de numeros.

Con su investigacion Sierpinska reafirma también el otro supuesto de la filosofia de los obstaculos
epistemoldgicos: que no podemos hacer metafisica de la comprensidn cientifica, lo cual significa
que los obstaculos epistemologicos son inevitables (Sierpinska, p. 126). Nuestras creencias acerca
de la naturaleza del conocimiento cientifico, nuestras visiones de mundo, imagenes que tomamos
y que estan impresas en el lenguaje que usamos, esquemas de pensamiento, todo ello forma un
punto de partida para nuestro manejo de los problemas cientificos tanto que ellos desvian nuestros
acercamientos y soluciones. Ellos se vuelven apoyos, pero también obstaculos para un buen
entendimiento. Su superacion requiere una reconstruccion de comprensiones fundamentales.

Se aclara también que se tiene la creencia que los obstaculos epistemolégicos aparecen mas en
aquellas areas de conocimiento experimentales y concretas, y, por tanto, pareceria, a priori, que el
conocimiento matematico abstracto es menos dado a sufrir de obstaculos epistemologicos; sin
embargo, ese no es exactamente el caso. La historia de las matematicas es ilustrativa en tal sentido:
la creencia de los Griegos en la conmensurabilidad de los segmentos; la evidencia puesta en los
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postulados de la geometria euclidiana; las intuiciones anteriores a Bolzano-Weiertrass acerca de la
diferenciabilidad y continuidad de ciertas funciones, casos en los que en efecto, todas nuestras
operaciones fundamentales de entendimiento interactian y los actos cruciales de comprension
consisten basicamente en la superacion de obstaculos.

Sierpinska relaciona también tensiones culturales y desarrollo de la comprension al concebir la
comprension determinada tanto por la cultura como por el desarrollo; evidencia claramente su
postura no radicalmente cognitiva para explicar la comprension de la matematica. En tal sentido
afirma entre otras cosas, que lo que una persona comprende no es independiente de su etapa de
desarrollo, ni del lenguaje en el cual se comunica, ni tampoco de la cultura en la cual ella se
socializa.

Al desarrollo le competen conceptos espontaneos formados a través de la madurez mental y fisica
y la socializacion informal fuera de la escuela, en tanto que a la instruccion se le asocia con
conceptos cientificos que son producto de una cultura y que sélo pueden emerger en el proceso de
instruccion. Tanto en la instruccién como en el desarrollo hay momentos criticos: esos momentos
gobiernan lo que precede y lo que sigue.

Para encontrar las raices culturales de los obstaculos epistemologicos, Sierpinska se basa en la
teoria del desarrollo cultural de Vigotsky y en la de la cultura de E.T. Hall. El primero guia a la
idea que los primeros aprendizajes del nifio de las nociones matemaéticas se vuelven obstaculos
epistemoldgicos en el pensamiento del adolescente, teoria en la que no profundizaré, por no
dispersar la atencién del punto central de la investigacion, en tanto que la teoria de Hall sefiala
coémo los obstaculos epistemoldgicos se crean, cdmo funcionan en una cierta comunidad cientifica
y cémo son transmitidos por la socializacion y la educacién, al concebir que lo que los nifios
complejizan y los adolescentes conceptualizan, o lo que cada uno de ellos intenta comprender y
como lo logra, depende no solamente de las particularidades del cerebro humano y de las tensiones
del desarrollo genético sino también, y mas que todo, de la cultura en la cual cada uno es
socializado.

Se fundamenta en la teoria cultural de Hall para darle sustento a su postura y para buscar el
semillero de los obstaculos epistemoldgicos. Es pertinente entonces enunciar algunos elementos
basicos de tal aproximacion cultural en lo que ha sido denominado la Triada Cultural de Hall.

Hall en su teoria de la cultura provee una estructura apropiada en la que explica el obstaculo
epistemoldgico como un fendmeno cultural. También Sierpinska cita a Foucault con su nocion de
episteme y su arqueologia del conocimiento, de quien afirma mira la cultura diacrénicamente y no
sincronica o espacialmente como lo hace la teoria de Hall. Se cita aqui exclusiva y especificamente
para plantear su vision acerca de los obstaculos epistemologicos.

Foucault sefiala que los obstaculos epistemologicos han sido cultivados en todo aquello que en la
ciencia ha sido tomado inconscientemente por garantizado. Pero Foucault ve esta inconciencialidad
de una manera positiva: los obstaculos son, contrario a las connotaciones negativas que cargan la
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palabra, positivos en el sentido que ellos constituyen la base para el espacio epistemoldgico que
determina las clases de preguntas cientificas y los caminos de aproximacion.

De una parte, la historia de la ciencia traza el progreso hacia el descubrimiento, la
formulacion de problemas, y abre camino a la controversia... esto describe los procesos
y los productos de la conciencia cientifica. Pero, de otra parte, trata de restaurar lo que
elude la conciencia, la influencia que lo afecta, la filosofia implicita que le subyace, las
temdticas no formuladas, los obstaculos no vistos...esto describe los obstaculos
inconscientes. Esta inconsciencia es siempre la parte negativa de la ciencia, la que
resiste, la que la desvia, la que la perturba. Lo que yo quisiera hacer, sin embargo, es
revelar una inconsciencia positiva del conocimiento: un nivel que elude la conciencia de
un cientifico y que aun es parte del discurso cientifico en vez de disputar su validez y
disminuir su naturaleza cientifica. Lo que era comun en la historia natural, en la
economia y en la gramatica del periodo griego fue ciertamente no presentar a la
conciencia de los cientificos...pero desconocido para ellos, los naturalistas, economistas
y gramaticas emplearon las mismas reglas para definir los objetos de su propia disciplina
de estudio, para formar sus conceptos, para construir sus teorias. Son estas reglas de
formulacion las que nunca formularon de manera correcta, sino que son encontradas
unicamente diferenciando extensamente teorias, conceptos y objetos de estudio, que yo
he tratado de revelar aislando sus lugares geométricos, en un nivel que yo he Ilamado,
algo arbitrariamente quizés, arqueoldgico. (Foucault, 1973, p. xi, citado por Sierpinska,
1994, p. 135)

Hall describe la cultura como una forma de comunicacion, unos comportamientos aprendidos y
compartidos. Habla de la triada cultural: tres niveles en que el hombre experimenta al mundo, tres
formas de transmitir esta experiencia a los nifios, tres tipos de conciencia, tres clases de relaciones
emocionales con las cosas. La formal, la informal y la técnica.

El nivel formal es el nivel de las tradiciones, convenciones, opiniones no cuestionadas, costumbres
y ritos sancionados que no piden justificacion. El nivel informal es el nivel de los esquemas de
pensamiento y comportamiento usualmente desarticulados. Nuestras formas de mecanografiar,
montar en bicicleta, esquiar pertenecen a este nivel que se adquiere por imitacion, practica y
participacion en la cultura misma y no siguiendo un conjunto de instrucciones. Frecuentemente no
toman aqui lugar procesos de ensefianza-aprendizaje. En el nivel técnico, el conocimiento se
formula explicitamente: es un conocimiento analitico, tendiente a ser coherente desde el punto de
vista logico y racionalmente justificado.

También en la cultura matematica se evidencian tres niveles de experienciar el pensamiento
matematico, tres maneras de transmitir esta experiencia a los otros, tres tipos de conciencia, tres
maneras de relacionarnos: la formal, la informal y la técnica. Asumamos que el nivel técnico de la
cultura matematica es el nivel de las teorias matematicas, del conocimiento que es verbalizado y
justificado de tal manera que es aceptado por la comunidad de matematicos.
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El nivel formal de la cultura matematica puede considerarse como el nivel de las creencias,
convicciones Yy actitudes hacia la matematica, ideas acerca de su naturaleza, de su relacién con la
realidad, etc. Entonces el conocimiento y la comprension informal son asi un soporte indispensable
de todo pensamiento creativo en matematicas.

Lo que es considerado como obvio y natural, lo que es incuestionado determinara de alguna manera
lo que sera considerado problematico. En el nivel informal puede imprimirse el mismo como un
esquema de pensamiento, un habito tan natural que se vuelve parte de nosotros mismos. Los niveles
formales e informales son, entonces, el semillero de los obstaculos epistemolégicos.

El progreso del nivel técnico requiere siempre superar habitos intelectuales y todo aquello que
hemos considerado verdades infalibles: “las vacas sagradas de nuestras mentes”. Al mismo tiempo,
desprovistos de nuestras creencias, convicciones y esquemas de pensamiento, estariamos
incapacitados ante cualquier tarea intelectual.

De otra parte, sin embargo, este mismo conocimiento y formas de entendimiento, como no son del
todo conscientes y estan marcados por la experiencia de situaciones concretas, pueden guiar nuestro
pensamiento en nuevas situaciones que no nos llevara a la solucién de los problemas: podemos
inconscientemente aplicar reiteradamente el mismo esquema de accion, desconcertados de que de
pronto ya no nos sirve porque seguimos fallando. Entonces a partir de la sensibilizacién y la
conciencia de lo que nos obstaculiza podremos superar el obstaculo y cambiar viejas formas de
comprension.

Hasta aqui la recopilacion en la historia y las investigaciones en educacion matematica que desato
el concepto introducido por Brousseau y la mirada de Anna Sierpinska. A continuacién, algunos
constructos tedricos asociados al concepto de obstaculo.

2.2.3 Visiones y perspectivas actuales en la educacion matematica relacionadas con la
nocion de obstaculo

Existen diversos investigadores, enfoques y escuelas que han trabajado con nociones que tienen
una estrecha relacion con el concepto de obstaculo epistemoldgico, y que han extendido su
significado a otros &mbitos no solamente cognitivos sino culturales, didacticos, semioticos, .... A
continuacién, nombro algunas de esas nociones que se profundizaron en detalle en el Estado del
Arte. En primer lugar, esta el término de concepcién de Michele Artigue, en segundo lugar, la
terminologia de error segun el enfoque de Luis Rico; seguida de la perspectiva sociocultural de la
matematica y su concepcion de obstaculos culturales y didacticos de Luis Radford. A continuacion,
se cita la perspectiva de “El enfoque ontosemiotico de la cognicion matematica”, EOS, de Juan
Diaz Godino, Vicenc Font y otros, con su constructo de conflicto semiotico y sus tipos. Finalmente,
y sin pretender ser exhaustiva, la mirada de Bruno D’ Amore con una vision renovada del termino
misconcepcion.

Es ingenuo pensar que el concepto de obstaculo epistemoldgico s6lo tiene defensores e
investigadores fervientes que encausan todos sus esfuerzos alrededor de esta categoria. Todo lo
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contrario. El término ha suscitado polémica, debates, se le ha asociado con una carga semantica
fuerte en el sentido negativo de barrera intraspasable y el adjetivo epistemologico ha desatado por
su parte una serie de posturas divergentes pues lo asocian mas a una postura estricta y radicalmente
cognitivista que deja de lado la cultura como elemento fundamental en la construccion y
socializacion del saber, siendo que epistemologico para Bachelard es la connotacion que dirige al
sujeto hacia el espiritu cientifico, hacia el acto del conocimiento, postura compartida en esta
investigacion.

2.2.3.1 Concepcidn

Michelle Artigue utiliza el término «concepcidn», término que, como el de obstaculo, ha trazado
su camino en la literatura didactica, al menos en Francia, suscitando también pasion, aunque un
poco menos que la nocidn de obstaculo, pero ampliamente trabajada por la comunidad.

En este pardgrafo, se intenta restaurar la trayectoria de esta nocion en la comunidad didactica
francesa, para poner en evidencia sus relaciones a la vez epistemoldgicas y cognitivas y para
evocar, muy brevemente, el problema de su supervivencia en la escena de una teoria antropoldgica
como la desarrollada por Chevallard. La nocion de concepcion responde a dos necesidades
distintas: (Delgado, 1998).

1. Poner en evidencia la pluralidad de los puntos de vista posibles sobre un mismo objeto
matematico, diferenciar las representaciones y modos de tratamiento que les son asociados
a ellas, y poner en evidencia su adaptacion mas o menos buena a la resolucion de tal o cual
clase de problemas.

2. Ayudar al didacta a luchar contra la ilusidn de transparencia de la comunicacion didactica
propiciada por los modelos empiristas del aprendizaje, y permitirle diferenciar el saber que
el profesor va a transmitir y los conocimientos efectivamente construidos por el alumno.

Este término «concepcion» va a aparecer en la literatura didactica, importado en cierto modo del
lenguaje corriente, sin que de parte de los autores se sienta la necesidad de dar una definicion
didactica de él.

La palabra «concepcidn» se usa aqui en el sentido de Artigue (1984), para establecer una distincién
entre el objeto matematico que es Unico y las significaciones variadas que le pueden asociar los
estudiantes, a medida que su conocimiento va evolucionando hacia un estatus superior. La
identificacion y caracterizacion de las concepciones que los estudiantes construyen, a medida que
avanzan en el estudio de las matematicas, es un tema que ha despertado el interés de los
investigadores en didactica de las matematicas porque, como se ha sefialado (Brousseau, 1998, p.
142), son conocimientos que, en algunos casos, se constituyen en obstaculos para el aprendizaje,
en torno a los cuales se reagrupan los errores recurrentes. Gomez (2000), afirma que ademas el
estudio de las concepciones permite conocer el efecto de la ensefianza al determinar qué es lo que
realmente estan aprendiendo los estudiantes y tomar decisiones al respecto.
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Propone también que hay diferentes concepciones previas derivadas del constructivismo, que
sostiene que la mente del alumno no es una pégina en blanco: el alumno tiene un saber anterior, y
estos conocimientos anteriores pueden ayudar al nuevo conocimiento, pero a veces son un
obstaculo en la formacion del mismo. EI conocimiento nuevo no se agrega al antiguo, sino que
lucha contra él y provoca una nueva estructuracion del conocimiento total. Los errores cometidos
por los alumnos en matematica son una manifestacion de esas dificultades y obstaculos propios del
aprendizaje, y se acepta unanimemente que es necesaria la deteccion y analisis de los mismos, y su
utilizacion positiva en una suerte de realimentacion del proceso educativo.

Estos conceptos previos, segun Ausubel (1986, p. 61) y Pozo (1989, p. 28), son muy estables y
resistentes al cambio, ya que por lo general son compartidos por muchas personas de diferentes
edades, contextos culturales, formacion y paises. Ademas, muestran una serie de caracteristicas
relacionadas con el origen que tengan. De acuerdo con esto, Pozo (1989, p. 34), los clasifica en tres
grupos:

e Concepciones esponténeas: Se forman por las percepciones sensoriales que tienen los nifios
acerca del mundo que les rodea y de hechos de la vida cotidiana. Ejemplo, al preguntar
¢Qué es el aire? Un nifio de siete afios responde: aire es el viento que sopla. Es frio y mueve
las hojas de los arboles. Calor: Es algo caliente que produce el sol y que nos quema. Estado
liquido: Es todo lo que se puede tomar y cuando se pone en un trasto se mueve y se puede
regar. En estos casos es evidente la influencia de las percepciones sensoriales, las
descripciones las realizan los nifios con base en sensaciones y dejan de lado la definicion
cientifica y el lenguaje empleado por el maestro en la escuela, similar al obstaculo animista
de Bachelard.

e Concepciones inducidas: Son creencias inducidas debido a procesos de socializacion. Estas
concepciones se originan en el entorno familiar, social y por la influencia de los medios de
comunicacion.'® Ejemplos: A un nifio de ocho afios se le pregunta: ;Qué es trabajo? Su
respuesta fue: “Trabajo: es lo que hacen las personas para ganarse la vida” No hacen
referencia al concepto fisico de trabajo. Es obvia la influencia de la concepcion social de
trabajo. De lo cotidiano, de lo que las personas comprenden como trabajo en su medio
familiar. Utilizan el homonimo que hace referencia a lo mas cercano, a lo que viven
diariamente.

e Concepciones analdgicas: Se derivan de las comparaciones que se realizan con hechos de
la vida cotidiana, asi la comprension del concepto se basa en la formacion de analogias
generadas por los propios alumnos en su entorno familiar o en la escuela. Ejemplos: Al

10 Estudio de las concepciones de los alumnos, segin la cual los estudiantes construyen sus ideas, sus

representaciones de la realidad, a partir de sus propios referentes, su medio ambiente y su “logica” ----cercana al
sentido comln---- que es distinta de la del profesor y de la de la ciencia.
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preguntar a un alumno de ocho afios: (Qué es el movimiento? Responde: Es como un
trompo que da vueltas. Aqui no lo define, sino que hace una comparacion para explicar el
concepto. En este y otros ejemplos, los alumnos no logran dar una definicién cientifica del
término, sino que lo que hacen es hacer comparaciones, para poder explicarlos. Estas ideas
previas que tienen estos nifios influyen en su pensamiento sobre estos temas, estan muy
arraigadas en ellos e influyen en su proceso de aprendizaje.

2.2.3.2 Errores

Otra tendencia que se encuentra al revisar la literatura es la mirada dirigida hacia la nocion de error,
trabajada fundamentalmente por Luis Rico. Se presentan a continuacion algunas visiones de la
concepcion de error encontradas en distintas perspectivas, que muestran sobre todo el paso de una
connotacion descalificativa a una apuesta por ser la fuente de explicaciones acerca del aprendizaje
de los individuos.

Hay una pluralidad de aproximaciones teoricas acerca de las causas de los errores de los estudiantes
en el proceso de aprendizaje de las matematicas.

La preocupacion por el concepto erréneo, por las condiciones que lo hacen posible y por las
funciones que puede desempefiar en el dominio y avance de la ciencia, ha ocupado parte importante
de las reflexiones de fildsofos de la ciencia y epistemélogos: Popper, Bachellard, Russell, Lakatos.

En todo caso se concibe el error como parte constituyente de nuestra adquisicion del conocimiento.
Las organizaciones insuficientes o deficientes, las hipotesis tentativas, las conceptualizaciones
incompletas son parte del acceso al conocimiento y forman parte del modo de conocer.

Si los errores son elementos usuales en nuestro camino hacia el conocimiento verdadero,
concluiremos que en el proceso de construccion de los conceptos matematicos van a aparecer de
forma sistematica errores y el proceso de construccion deberd incluir su diagnéstico, deteccion,
correccion y superacion, mediante actividades que promuevan el ejercicio de la critica sobre las
propias producciones, (Rico 1998, p. 75).

Acerca de la conceptualizacion de los errores se ha llegado a concluir que: pueden contribuir
positivamente en el proceso de aprendizaje, no aparecen por azar Sino que surgen en un marco
conceptual consistente basado sobre conocimientos adquiridos previamente, cualquier teoria de
instruccion debe modificar la tendencia a condenar los errores culpabilizando a los estudiantes de
los mismos, todo proceso de instruccion es potencialmente generador de errores, al cometer un
error, el alumno expresa el caracter incompleto de su conocimiento y permite a los compafieros o
al profesor ayudarle a completar el conocimiento y llevarlo a la comprension.

Rico (1998, p. 84) enuncia algunas caracteristicas generales como consideran los errores distintas
tendencias actuales:

e Los errores son sorprendentes, extremadamente persistentes y resistentes a cambiar por si
mismos ya que puede requerirse una reorganizacion fundamental del conocimiento de los
alumnos.
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e Pueden ser de dos tipos: sistematicos o por azar. Los primeros son mucho mas frecuentes y
se toman como sintomas que sefialan hacia un método o comprension equivocada
subyacente, que el estudiante considera como correcto. Los errores por azar reflejan falta
de atencidn y lapsus ocasionales, que tienen relativamente poca importancia.

¢ Ignoran el significado al no cuestionar el significado espontaneo que se le dan a simbolos y
conceptos con que se trabaja (Rico, p. 1998) y surgen en un marco conceptual consistente,
basado sobre conocimientos adquiridos previamente.

e Cualquier teoria de instruccion debe modificar la tendencia a condenar los errores y a
culpabilizar a los estudiantes de los mismos, sin perder de vista que todo proceso de
instruccion es potencialmente generador de errores.

e Al cometer un error, el alumno expresa el caracter incompleto de su conocimiento y permite
a los comparieros o al profesor ayudarle a completar el conocimiento y llevarlo a la
comprension.

Rico (1998, p. 84) afirma que Brousseau, Davis y Werner sefialaron tres vias mediante las cuales
se presenta el error:

e Ellos son el resultado de concepciones inadecuadas acerca de aspectos fundamentales de la
matematica, resultan de la aplicacion correcta y crédula de un procedimiento imperfecto
sistematizado o cuando los alumnos utilizan procedimientos imperfectos y concepciones
inadecuadas, y requiere invencion de métodos propios y originales para resolver una tarea
especifica.

En todo caso, emerge con claridad que los errores pueden ayudarnos a investigar cuestiones
abstractas relativas a la naturaleza de las matematicas, a las que es dificil acercarse por otra via.

En cuanto a las técnicas de analisis para el estudio de los errores en las investigaciones se distinguen
cuatro estrategias (Rico, 1998, p. 99): Contar el nimero de soluciones incorrectas, es cercano al
Ilamado método psicométrico, analizar los tipos de errores cometidos, analizar patrones de error
para revelar errores sistematicos y construir problemas que provoquen errores en los alumnos.

Afirma Rico (100) que muchos estudios se han situado en la tendencia del anélisis psicométrico y
cita a Nesher quien realiza el analisis de patrones de errores como sintomas de concepciones
deficientes o inadecuadas: misconcepciones.

Esta nocion de concepcion deficiente sefiala una linea de pensamiento que causa una serie de
errores, todos procedentes de una premisa incorrecta subyacente, en vez de errores esporadicos,
desconectados y no sistematicos. Aclara que la mayor parte de los estudios informan sobre la
clasificacion de errores y su frecuencia, lo cual no explica su origen y por tanto no pueden tratarse
sistematicamente.

Estas consideraciones acerca del error muestran sobre todo el paso de una connotacion
descalificadora a una apuesta por ser la fuente de explicaciones acerca del aprendizaje de los
individuos.
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Avancemos hacia otra mirada a los obstaculos en la perspectiva de la teoria de la objetivacién
cultural

2.2.3.3 Obstaculos culturales y didacticos

Luis Radford (2007), desde una perspectiva Socio-cultural de la matematica, afirma que una de las
principales caracteristicas de la aproximacion historico-cultural al pensamiento matematico es el
componente historico, lo cual significa, entre otras cosas, que aquello que conocemos y el modo
con el cual llegamos al conocimiento deben enmarcarse no sélo por medio de aquello que hacemos
ahora y como lo hacemos, sino también por una inteligencia historica que reposa en practicas
sociales, instituciones, lenguaje, artefactos, libros, monumentos, etc.

El conocimiento y el conocer son ambos sostenidos por esta inteligencia historica que hemos
heredado de las generaciones pasadas. Ese es el motivo por el cual los profesores deben conocer
algo de la historia de la matematica. La historia nos hace conscientes del hecho de que no somos
ni el producto exclusivo de nuestras actividades, ni el producto irrevocable de nuestras practicas
discursivas. La historia de la matematica es un medio para comprendernos a nosotros mismos como
seres historicos y comprender nuestra responsabilidad de educadores.

De acuerdo con esta aproximacién historico-sociocultural, el conocimiento esté relacionado con
las actividades en las cuales los sujetos se ocupan y esto debe ser considerado en relacion con las
instituciones culturales del contexto que se esté estudiando. Aquello que hace que un obstaculo sea
epistemoldgico es su presunta naturaleza no cultural, no didactica, no onto-genética: lo es por su
propia naturaleza epistémica intrinseca. Por tanto, con dicha premisa, la naturaleza epistémica de
la cultura esta excluida desde el inicio.

En este orden de ideas, el “milieu” (como se considera en la Teoria de las Situaciones Didacticas
de Brousseau) se concibe como algo que se opone al individuo, y mas precisamente, la relacion del
individuo con su milieu es antagonica.

Por tanto, se pregunta Radford qué tan fuerte puede ser el vinculo del obstaculo epistemoldgico y
los factores sociales, y se atreve a concluir que no puede ser tan fuerte, pues si lo fuera, la idea de
obstaculo epistemoldgico resultaria destruida y la tipologia de obstaculos (onto-genético, didactico,
cultural y epistemoldgico) ya no tendria sentido.

Considera que el pensamiento y el conocimiento estan imbricados definitivamente en sus contextos
culturales, y que la cultura es mucho mas que un estimulo y mucho mas que un obstaculo para el
conocimiento: la cultura es co-sustancial al conocimiento, y sugiere que el conocimiento es un
producto del pensamiento — un tipo especifico de actividad humana — y pensar es un género de
praxis social, una forma de reflexion sobre el mundo, que responde a categorias conceptuales,
éticas, estéticas, y otras categorias culturales.
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Por ejemplo, el pensamiento griego del periodo clésico estaba conformado por la distincion eleética
del ser y el no ser, distincién que ha operado como una categoria conceptual general que ha
sostenido la episteme griega y sus manifestaciones, entre ellas, el pensamiento matematico.

La episteme china estaba conformada por categorias conceptuales diferentes, por ejemplo la
oposicidén yin-yang, distincion que hizo concebible en el campo matematico algo similar a lo que
hoy llamamos numeros negativos, nimeros inconcebibles en el periodo griego clasico; entonces el
mundo occidental tuvo que enfrentar profundas transformaciones para crecer con el germen de
nuestro concepto contemporaneo de nimeros negativos... el vinculo entre cultura y matematica es
profundo y la razén es que las matematicas son formas culturales de reflexion sobre el mundo,
formas culturales de dar sentido a éste.

Puede pensarse que los obstaculos apareceran cuando se lleven a cabo las précticas socioculturales,
y en esa vision antes de ser potenciadora la cultura parece ser impedimento; otra cosa es considerar
la cultura y sus practicas. Al respecto dice que existen buenos modos de ensefiar y malos modos
de ensefiar, pero esta distincién entre bueno y malo depende de la concepcion cultural del
conocimiento y del rol con el cual profesores y estudiantes estan involucrados en los procesos de
ensefianza aprendizaje. Por esto un profesor puede ser bueno en un pais y malo en otro.

Entonces, dado que Radford privilegia la construccion social, histérica y cultural del conocimiento
matematico, es posible inferir que concibe los obstaculos en tanto culturales o didacticos, pues
parece plantear una oposicién radical entre lo epistemoldgico y lo cultural. Segin esta mirada
sociocultural se debe, a partir de las perspectivas culturales explicar el trabajo de los alumnos: cuél
es el valor social que hace que uno cambie una cosa por otra, cuales son las cosas que permitieron
ese desenvolvimiento.

Finalmente, considera Radford (2007) que, si con el término “obstaculo epistemologico” nos
referimos a un tipo de conocimiento parcial, puesto en alguna parte del recorrido del desarrollo
conceptual, un conocimiento que sirve para resolver ciertos problemas, pero que comienza a ser
causa de errores en el momento en que es aplicado por fuera de ese tipo de problemas, entonces
para él la cuestion fundamental a tratar concierne a la explicacion de la naturaleza del camino, que
se supone es recorrido por todos nosotros durante el desarrollo conceptual, prescindiendo de
nuestro encuadramiento temporal y cultural.

2.2.3.4 Conflictos Semidticos

Otra perspectiva, no tan divergente, de la de los obstaculos epistemologicos, didacticos y culturales
es la que plantean Godino, Batanero y Font en “Un enfoque ontosemiotico del conocimiento y la
instruccion matemética, EOS” (Seminario Doctorado DIE-UD 1-2007). Habla de conflictos
semioticos y los define como: “Cualquier disparidad o discordancia entre los significados
atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion
comunicativa”.
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Har¢ a continuacion un rastreo en la teoria del EOS de los conceptos que subyacen en la definicion
de conflictos. A raiz de una bisqueda minuciosa en los documentos y correos en los que el profesor
Godino habla de conflictos, encontré por ejemplo que en el EOS se habla de detectar conflictos
semioticos: (...) disparidad o desajuste entre los contenidos atribuidos a una misma expresion por
el alumno y la institucion. (Godino, 2002, p. 258), a partir de los andlisis a priori y de los analisis
a posteriori.

Los conflictos semioticos se consideran como explicaciones potenciales de las dificultades y
limitaciones de los aprendizajes matematicos. Aclara Godino (2007) que si la disparidad se produce
entre significados institucionales hablamos de conflictos semidticos de tipo epistémico, mientras
que si la disparidad se produce entre practicas que forman el significado personal de un mismo
sujeto los designamos como conflictos semidticos de tipo cognitivo, en tanto que cuando la
disparidad se produce entre las practicas (discursivas y operativas) de dos sujetos diferentes en
interaccion comunicativa (alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos de conflictos
(semidticos) interaccionales.

Entonces afirma que “Como se ve, el conflicto es una nocion méas general que la de Obstéculo, y
algo mas especifica que la de “error” o “dificultad”. La idea de conflicto sugiere un origen
(semiotico) de tales errores o dificultades.” Y dota a tales nociones de un sentido pragmatico
mediado por la actividad y la practica.

La nocion de conflicto semiotico y sus tipos puede ser més flexible, al aplicarse en situaciones
menos exigentes que la de obstaculo (segln la concibe Brousseau), y ademas aporta una posible
explicacion: disparidad de significados. Esta nocion se puede interpretar en términos de “conflictos
de significados”. Siempre que podemos decir que hay un obstaculo, existe un conflicto de
significados. Pero no a la inversa, o sea no todo conflicto semidtico es un obstaculo, en el sentido
de Brousseau. Por tanto, la nocién de conflicto semi6tico puede ser una herramienta mas flexible
que la de obstéaculo.

En general, obsticulo o concepcidon epistemologica, se refiere al conocimiento de un sujeto
“epistémico”, un sujeto ideal.

La idoneidad cognitiva es una dimension diferente de las idoneidades mediacionales (dispositivo
de simulacién) e interaccionales (identificacion y resolucion de conflictos por el profesor), pero
relacionadas. Una baja idoneidad mediacional e interaccional puede llevar a unos aprendizajes
deficientes, y por tanto a una baja idoneidad cognitiva.

Afirma Diaz-Godino! que el obstaculo (de origen epistemoldgico, cognitivo, didactico) se concibe
como un conocimiento, no una falta de conocimiento, que al ser aplicado en situaciones donde no
es pertinente produce respuestas no adaptadas. Ese conocimiento tiene unas caracteristicas
especiales que Brousseau describe (es resistente al cambio, etc.).

1 Comunicaciones personales (2007). En Seminario_idm_eos. Archivos — Contribuciones al foro. Sesiones 1,
7, 10. (sesion 1: 19 de febrero de 2007; sesion 7: 23 de abril de 2007; sesion 10: junio de 2007).
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2.2.3.5 Misconcepcidn

La palabra misconcepcion es una traduccion del inglés “misconception” que antes se traducia
“concepcion equivocada”. D’Amore (2005) explica los conflictos cognitivos en términos de
imagenes al decir que un estudiante ha podido en el transcurso del tiempo, haber adquirido un
concepto y haberse hecho una imagen, imagen misma que pudo haber sido reforzada en el tiempo
a través de pruebas, experiencias repetidas, pero entonces ella se revela inadecuada respecto a otra
del mismo concepto... se crea asi un conflicto entre la imagen que tenia el estudiante y que la creia
valida, in cuestionada (verdadera), y la nueva, que generalmente amplia los limites o profundiza
la aplicabilidad del concepto.

Asocia la misconcepcion o concepto errado afirmando que para alcanzar la construccion de un
concepto es necesario pasar por una misconcepcion momentanea. Para él algunas imagenes pueden
ser misconcepciones, interpretaciones erradas de informaciones recibidas. Interesante si la relacion
que hace con el curriculo oculto del propio estudiante: aquellas reglas que él considera correctas
porque generalmente le han funcionado, y para ello cita el ejemplo de las sustracciones en columnas
(diferencia entre curriculo ensefiado y curriculo aprendido).

Por tanto, el conflicto cognitivo es un conflicto interno, a causa de la no congruencia entre dos
conceptos, o0 entre dos imégenes o entre una imagen y un concepto. Pero también dota de una
connotacidn social al conflicto. Es social cuando no solo actta sobre el plano interno del estudiante,
sino que su significado no es compartido por el grupo de practica social. Concluye que la carrera
escolar de un individuo en las matematicas se construye por el paso o transito de misconcepciones
a concepciones correctas, luego la misconcepcidn es una concepcion momentanea no correcta, en
espera de consolidarse cognitivamente mas elaborada, ellas no pueden ser eliminadas, ni son un
dafio ni un error, parecen ser un momento necesario y delicado hacia el concepto correcto.

Para terminar este panorama desde las visiones externas desde la epistemologia hacia la educacién
matematica en general y a una disciplina particular como el calculo, se pretende en este apartado
hacer un rapido panorama acerca de las préacticas vinculadas con el aprendizaje y la ensefianza del
calculo, en ese estado de transicion de estado curricular, cognitiva, cronoldgica, de paso del algebra
al calculo que configura lo que aqui se ha denominado “trabajo inicial en el calculo diferencial”.

2.2.4 Transicion o Ruptura del &lgebra al célculo: Dificultades y tensiones disciplinares

Si la ruptura numérico/algebraico se identifico de forma clara en las investigaciones sobre
la comprensién del algebra, la ruptura algebra/calculo, por el contrario, se ha trabajado
muy poco hasta el presente en las investigaciones sobre la comprension del calculo.
(Artigue, 1995, p. 115)

En esta transicion del algebra al célculo TAC, es inevitable citar a Michelle Artigue, quien
reagrupa las dificultades que presentan los estudiantes en la transicion algebra-célculo en tres
categorias:
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e Lasdificultades ligadas a la complejidad matematica de los objetos basicos del calculo: los
numeros reales, las funciones y las sucesiones, entre otros, objetos que estan precisamente
en construccion cuando se empieza la ensefianza del calculo.

e Las dificultades ligadas a la conceptualizacién de la nocion de limite, que es la nocion
central del campo, y a su dominio técnico.

e Las dificultades ligadas a la necesaria ruptura con modos caracteristicos de pensamiento
del funcionamiento algebraico.

En esta ultima categoria, lo radical del término “ruptura” se puede ejemplificar mediante el
tratamiento que se da en el calculo a las desigualdades e inecuaciones, a la alternancia de
cuantificadores, a las aproximaciones, al simbolismo, al lenguaje, a los razonamientos y, en
particular, a las demostraciones, todo lo cual rompe con las formas de trabajo que se presentan en
los cursos anteriores a la iniciacion del calculo escolar, por ejemplo, en los cursos de algebra. Como
Artigue (1995) afirma, generalmente se han atacado los problemas de incomprension del calculo
con reformas e innovaciones al interior del calculo mismo, sin estudiar todo ese proceso que le
antecede, y propone centrarse alli, para emprender una investigacion que se ubique en la
Transicion Algebra-Calculo, postulando que no existe un paso natural del algebra al
célculo, que no existe un desarrollo continuo y regular del conocimiento, sino que se da un
desarrollo cadtico: una ruptura, frente a la cual se debe emprender una investigacion, que impacte
en una comprension de los conceptos del anélisis.

Artigue enfatiza que, mientras la ruptura numérico/algebraico no sélo se ha identificado, sino que
ha desencadenado numerosas investigaciones que aportan respecto a la comprension del
pensamiento numérico y algebraico, no ha sucedido algo similar con la ruptura algebra/célculo: no
existe una multiplicidad de investigaciones sistematicas ni posturas paradigmaticas sobre lo que
distingue esos dos pensamientos, esas practicas educativas, ni se sabe cémo tender el puente y
alistar el camino para iniciar el trabajo en el calculo diferencial y mas importante alin tampoco se
tiene conciencia sobre la importancia de estudiar esa transicion, esas practicas educativas del
trabajo inicial del calculo como otra manera de entender los problemas de comprension de esta
disciplina, ya sea en los cursos de educacion secundaria, media o bachillerato (o como se llame en
cada pais), ya sea en los primeros semestres de la educacion superior.

Artigue (1995) también resalta que el uso comdn de la palabra limite evoca las ideas de lo no
traspasable, lo no alcanzable o de fin de un proceso. Sefiala también una segunda dificultad que
tiene que ver con la doble naturaleza, estructural y operacional, que tiene el concepto de limite, y
enfatiza la dificultad proveniente de la necesidad de disociar el objeto limite del proceso que
permite construirlo, asociandolo con el obstaculo sefialado por Sierpinska en relacion con la
consideracion del infinito. La formalizacién de la nocion de limite es otra dificultad, que consiste
en mostrar que en ella se concibe un solo proceso, en tanto los estudiantes parecen ver dos, uno
que se efectla sobre la variable y otro sobre los valores de la funcién.
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La reflexion acerca del paso, transicién o ruptura del algebra escolar al calculo diferencial y de las
dificultades, conflictos u obstaculos epistemoldgicos, semidticos, didacticos o culturales que se
dan en dicha transicion, en esas précticas educativas iniciales, categorias todas cargadas semantica
y tedricamente y que han generado diversas tendencias, constituye un punto crucial en las
investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del céalculo en la educacion media y superior,
punto central de esta investigacion.

Anélogamente, las investigaciones sobre los errores y las dificultades en el campo del pensamiento
matematico avanzado no son uniformes en la terminologia, ya que muchas veces se utiliza
indistintamente dificultad y obstaculo. En todo caso, los estudios que se han consultado estan
focalizados sobre la deteccion de obstaculos y dificultades. Se citan algunas dificultades que se
reportan bajo distintas nominaciones.

Se advierte que la palabra dificultad estd més asociada a una tradicion de la psicologia del
aprendizaje, pero en este escrito se quiere abrir su campo semantico, presentar un panorama desde
la investigacion en didactica de la matematica y citar referentes iniciales minimos que sean objeto
de un anélisis mayor posteriormente.

Dando respuesta a la pregunta: ;Qué elementos conceptuales trae el estudiante para trabajar las
nociones intuitivas del célculo? o ¢qué requiere para acceder al calculo? Las posibles respuestas
(Neira, 2000) involucran entidades como funciones, numeros reales, infinito, aproximaciones,
continuidad, vecindades, entre otras, nociones que como tales tienen sus propios problemas de
conceptualizacion y de representacion, los que ademas estan en construccion precisamente en este
estadio de desarrollo cognitivo y conceptual, cuando se inicia el trabajo en el calculo.

Con respecto a las funciones, en el algebra se manejan muy dependientes de su representacion
grafica o tabular, o de los procesos que las engendran, y ahora se deben trabajar como entes
conceptuales sobre los cuales se van a aplicar nuevas nociones. El tema de funciones tiene su
propio campo de estudio y es él mismo un nacleo de investigacion en educacion matematica;
es, ademas, el eje central de toda la investigacion sobre pensamiento variacional.

Vale la pena recordar aqui las dificultades que tienen los estudiantes para pasar de un registro
semiotico de representacion a otro, y para articular los distintos registros de representacion con sus
representaciones semioticas (Duval, 1992, 1998) y reconocer en todas el mismo objeto matematico.
Por ejemplo, se rechaza por parte de los estudiantes la funcién real constante de valor 4 si se
presenta en la forma “y = 4”, porque lo que existe en el estudiante es una asociacion de la funcion
con su formula dependiente de x o de funcidon como variacion; en cambio, si se presenta
graficamente por la asociacion “recta = funcion”, se presentan menos errores.

Aqui hay que destacar el doble estatus de los objetos matematicos: el operacional (dindmico) y el
estructural (estatico). En la historia de los conceptos, el primer estatus precede al segundo, aunque
luego se vuelve un proceso dialéctico, y las investigaciones realizadas muestran que en la
comprension individual sucede lo mismo. A ese salto cualitativo que se refiere al paso de una
concepcion en un estatus dindmico a un estatus estructural, se le ha denominado “encapsulacion”
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o "reificacion”. Tall (1996) ha designado "proceptual” al caracter de las nociones matematicas que
representa a la vez los objetos y los procesos. Aqui se presenta un problema: esa flexibilidad es
condicion necesaria en la comprension del célculo, pero a la vez se evidencia la dificultad que hay
para desarrollarla individualmente.

En cuanto a los numeros reales, surgen preguntas como ¢sera que los estudiantes tienen una clara
distincion de los diferentes referentes numéricos? Algunas investigaciones (como la de Artigue,
1995) muestran la tendencia de los estudiantes a asociar el numero real con la aproximacion que
de él nos da la calculadora, por ejemplo, las expresiones para 7, V2... Entonces, en ese estadio, es
valido cuestionar por ejemplo si los nameros decimales son iguales a los nimeros reales. También
se han detectado situaciones arraigadas en los estudiantes de college o de primeros semestres de
universidad en los Estados Unidos, como que entre 3.25 y 3.26 no hay ningin nimero, o que 3.138
es mayor que 3.4, o que (3.4)2 es igual a 9.16, situaciones que muestran la complejidad de estas
simbolizaciones. No es dificil hacer un sondeo entre nuestros estudiantes para confirmar que
adolecen de los mismos vacios conceptuales respecto a estos referentes.

Segun Artigue (1995) hay algunas justificaciones interesantes de los estudiantes respecto a los
limites. Por ejemplo, la concepcion de que el limite de la sucesion 0.9, 0.99, 0.999, ... debe ser
menor que 1; que 0.9, 0.99, 0.999, ... no tiende a 1 pero tiene limite 1; que 0.999 es menor que 1,
por mas nueves que se le agreguen, siempre sera estrictamente menor que 1; aceptan que nunca
puede pasar de 1 (porque “tiende a tener” la propiedad de los nimeros como 0.9999 que nunca
pueden pasar del limite 1). Estas ideas se han catalogado como el principio de continuidad (Leibniz)
0 “generic limit property”, que consiste en creer que cualquier propiedad comun a todos los
términos de una sucesion también la tiene el limite.

Se describen en detalle a continuacion algunas consideraciones sobre tensiones disciplinares y de
aprehension cognitiva en el algebra escolar y el célculo diferencial.

Para configurar las tensiones disciplinares y de aprehension cognitiva se plantean consideraciones
de la escolaridad institucional. Curricularmente el modo en que ocurre la instruccion en la
escolaridad institucional'? es dos cursos de algebra en 8° y 9° grado y un curso de calculo en grado
11, es decir se presenta el algebra como un dominio, unas préacticas, anteriores al calculo, y no solo
anteriores sino como pre-requisito para entrar a €l posteriormente. En la universidad en primer
semestre de ingenieria, por ejemplo, y en la mayoria de carreras, el estudiante debe tomar un curso
de calculo diferencial para el cual es necesario, aunque no suficiente, un buen dominio del algebra.
Incluso hay universidades que han incluido un curso de Fundamentos de matematica o matematicas
bésicas, repaso del algebra y de las funciones, para suplir los vacios que puedan presentarse antes
de entrar a un curso formal de calculo. Histéricamente también se desarrollé primero el algebra 'y
posteriormente el célculo. Asi que, en este primer acercamiento, paso o transicion significa el
camino que ha dado tanto la humanidad como la escuela en la adquisicion y ordenamiento de

12 Asf es en nuestro pais y guardando las proporciones la organizacion curricular es similar en la mayoria de paises
del mundo, por lo menos en cuanto al orden en los cursos de algebra y el calculo.
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ciertos contenidos aceptados universalmente como basicos en la educacion, particularmente en el
algebra y el célculo escolar.

En la practica pedagogica de organizacion escolar actual, lo que se da es una separacion de un afio
(trigonometria y geometria analitica). De facto se encuentra un 10° grado que configura un
elemento o estadio de transicion escolar, que no tiene ninguna razon ni matematica ni pedagogica,
sino solo de tradicidn escolar. Nos interesa la transicion del algebra al célculo en el sentido de lo
que cambia, con respecto al &lgebra, semantica, sintactica, semidticamente para el estudiante una
vez que entra al mundo del célculo, tanto en grado 11 como en el primer semestre de universidad.
Pero no solo cronoldgicamente, sino también en qué momentos, en qué tematicas, con cuales
situaciones se esta presentando ya una irrupcion de elementos constitutivos del célculo.

Hay mdaltiples tensiones entre el analisis real, el calculo escolar, la geometria escolar, la geometria
analitica escolar, el algebra abstracta, el algebra de bachillerato, la aritmética de los reales, la
aritmética de los racionales, la aritmética de los enteros, la aritmética de los naturales, entre lo
discreto y lo continuo (y en la mitad, lo denso), entre lo finito y el infinito actual (y en la mitad, el
infinito potencial).

Hay algunos aspectos en los que la notacion del calculo parece ser la misma del algebra escolar,
pero no lo es, como se ve, ante todo, por la ausencia de la composicion; por el entendimiento del
exponente menos uno (—1) como reciproco, no como inverso de la funcion; por el uso del apdstrofe
para la derivada; por la manera de entender las igualdades que empiezan por “y =...” como
funciones; por la yuxtaposicion de letras —sin indicar multiplicacion— en los nombres de las
funciones (como “Inx”). La idea es documentar que se trata de un registro semiotico diferente para
un sistema conceptual diferente.

Tenemos la conjetura de que la notacion para la geometria analitica de décimo grado no es la
misma que la del algebra escolar ni la del calculo. En geometria analitica, los términos “no
significan nada”; s6lo las igualdades —que también llamamos “ecuaciones”— significan algo,
aunque en ellas no se trata de averiguar una raiz o un conjunto solucién (o conjunto de soluciones).
No importa que las graficas cartesianas determinadas por esas ecuaciones sean funcionales o no.
No se usa la composicion ni la derivada. Podria, pues, haber otra transicion del algebra escolar a
la geometria analitica y otra al calculo, pero en este trabajo nos interesa la que va del algebra al
calculo, entre otras cosas, porque en el calculo de la universidad, la geometria analitica es una
unidad més o una herramienta para las llamadas “funciones trascendentes” .

La principal operacién binaria analitica es la composicion de funciones, operacion que no figura
en el algebra de bachillerato. Los elementos u objetos del analisis no son los numeros racionales
y reales, sino las funciones reales de valor real. En noveno grado los estudiantes nunca vieron una
“0” pequefia entre dos términos algebraicos como 2X Y X?, pues no representaban dos funciones: la
que duplica, d(_), y la que eleva al cuadrado, c(_), sino los nimeros resultantes. En calculo habria
que escribir (c o d)(x) y (d o ¢)(x)que no es lo mismo. Los objetos del calculo son, pues, muy
diferentes de los objetos de la aritmética generalizada.
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Respecto a la relacion continuo-discreta (al interior de la aritmética, del algebra y del célculo), en
la mitad hay una zona gris: lo denso, o la densidad. En lo discreto estan los conjuntos finitos, los
nameros naturales y los enteros; luego se llega a los racionales positivos Q*, que son densos, y de
alli se llega a los racionales Q. Luego se trata de capturar el continuo (linea, region) a traves de lo
discreto y lo denso.

Generalmente se viene trabajando en el algebra de bachillerato con ciertas funciones muy
limitadas: la funcidn cuadrado, la funcidn cubo, las funciones lineales y las funciones afines o de
gréfica lineal (que se confunden frecuentemente con las lineales). No se consideran las funciones
constantes como funciones, sino como constantes. La funcion idéntica no se utiliza como funcion,
tal vez “porque no hace nada”. La X se considera como incégnita, como variable o como
indeterminada, pero no como funcidn (representa la funcion idéntica en los reales).

No es conveniente confundir la funcién, tomada como operacion o transformacion, que es un
objeto activo, con su grafo, que es un objeto pasivo propio de la teoria de conjuntos. Se perderia
el aspecto activo de la funcidn y no se podria hablar de la diferencia entre el conjunto de salida y
el dominio, ni de la diferencia entre el conjunto de llegada y el recorrido, rango o codominio. No
habria diferencia entre funcion parcial y funcion totalmente definida, ni entre funcion en (“into”)
y funcion sobre o sobreyectiva (“onto ). Menos conveniente todavia es confundir la funcion con
su grafica cartesiana. La una es un elemento u objeto analitico, y la otra es un elemento u objeto
geomeétrico.

Para entrar en el mundo del célculo es necesario enriquecer la vision de los estudiantes sobre la
nocion de igualdad y desarrollar nuevos métodos para probar igualdades. En este punto, es
interesante notar que una reconstruccién similar de la nocion de igualdad fue puesta en evidencia
por la investigacion didactica, en la transicion del pensamiento numérico al pensamiento
algebraico.

En el algebra, para demostrar que dos expresiones son iguales, se razona por equivalencia: se
transforma la escritura a(x) = b(x) en una sucesion de escrituras:

a;(x) = by(x)
az(x) = by(x)

a;(x) = b;i(x)

Hasta obtener dos expresiones idénticas. Lo mismo se hace en el tratamiento de las ecuaciones y
de las inecuaciones. Mientras que, en el célculo, se hace un encaje con la proposicion Ve >
O,Jla—b|<eg 36>0,talquesid > 0, 0 < |[a- x| < 6 Lo cual ha de llevar a
comprender que para demostrar que en la vecindad de un punto a, f(x) < g(x), no hay que
resolver la inecuacion, sino encontrar un intervalo de centro a donde tal desigualdad se pueda
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garantizar, mediante aproximaciones Yy estimaciones. Se pasa de razonamientos por
equivalencias sucesivas a razonamientos por condiciones suficientes.

Al iniciar los cursos de célculo, se debe concebir la funcion como un objeto, como una entidad
sujeta a las operaciones que otros procedimientos efectien sobre ella, cuando lo que se concebia
en cursos de algebra, por ejemplo, era una nocion de funcion presentada como un procedimiento
aplicado a ciertos objetos llamados numeros; ahora ese mismo concepto, el de funcion, deviene en
objeto al ser operado bajo otros procesos como el limite, la diferenciacién o la integracién, y se
convierte en un sujeto sobre el cual se predican propiedades como la existencia de limite, la
continuidad, la diferenciabilidad o la integrabilidad. No en vano ha sido nominado como el
concepto fundamental de la llamada matematica moderna.

El analisis del comportamiento de las funciones es uno de los principales rasgos que caracterizan
al pensamiento variacional. Pero para que los alumnos logren un acercamiento a esta forma de
pensamiento es necesario que superen la idea de funcion como correspondencia entre dos valores,
y que comiencen a visualizar una situacion cambiante. Segun Cantoral y Farfan (2000), sabiendo
que el significado y el sentido acerca de la variacion se establecen a partir de situaciones
problematicas cuyos escenarios son los referidos a fendmenos de variacion y cambio, se propicia
el desarrollo de acercamientos didacticos que favorezcan la construccion de significados, tanto de
los conceptos como de los procesos, basados siempre en ideas variacionales.

La propuesta basica que plantean es, para el nivel que corresponda, el desarrollo de los contenidos
del curriculo relacionados con las variables, las funciones y el calculo desde un enfoque
variacional, considerando el estudio de la variacion como una especie de eje rector del que se
desprenda el contenido temaético. A través de experiencias con profesores en servicio en la
educacion media y superior y con sus estudiantes, Cantoral, Farfan y sus coinvestigadores han
constatado que, en caso de que se logren incorporar elementos visuales como parte de su actividad
matematica al enfrentar problemas, los estudiantes suelen manejar la funcion no sélo como objeto,
lo que ya es un gran logro, sino que ademas pueden transitar entre los contextos algebraico,
geométrico, numérico, iconico y verbal con cierta versatilidad; en otras palabras, en caso de tener
un dominio del contexto geométrico/visual tanto en la algoritmia, la intuicién, asi como en la
argumentacion, se hard mas posible entonces el transito entre las diversas representaciones.

La entrada en el mundo del célculo obliga también a los estudiantes a reconstruir objetos
matematicos ya familiares, pero en otros mundos, como la nocion de funcidon como expresion
algebraica, la x como representacion de la funcién idéntica, las constantes como representaciones
de las respectivas funciones constantes (Vasco, 1995) y otros casos semejantes.

La nocion de tangente proporciona un caso prototipico de tal reconstruccion. La tangente es un
objeto geométrico que posee propiedades especificas:

1. No corta al circulo,
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2. Lo toca solo en un punto,
3. Y en el punto de contacto es perpendicular al radio.

Todas estas propiedades son globales y no tienen nada que ver con la idea de direccion comun.
Ademas, para ayudar a los alumnos a darse cuenta del caracter abstracto de los objetos geométricos,
los profesores subrayan que incluso si perceptivamente el circulo y la tangente parecen coincidir
localmente, en realidad tienen solo un punto comin. Esta concepcion geométrica se puede
generalizar aplicAndose a otras curvas, por ejemplo, pardbolas, y conduce a la concepcion
algebraica de la nocién de tangente como recta que tiene una interseccion doble con la curva, que
resulta operativa con las curvas algebraicas.

Claramente, no hay una filiacion directa entre esta tangente y la definida en calculo, caracterizada
por una propiedad local: la recta con que la curva tiende a confundirse localmente (aproximacion
afin al orden uno) y cuya pendiente estd dada por el valor de la derivada de la funcion asociada.

-Acerca de algunas consideraciones sobre el algebra escolar, el calculo diferencial y el caso del
limite el tema central que abordaremos en esta seccion es si el algebra de octavo y noveno grados
es solo aritmética genérica o generalizada sin pretensiones adicionales, o si las tiene, qué es lo que
pretende. Creemos que es lo primero. Precisamente cuando el pensamiento numérico estatico se
combina con el pensamiento variacional, todavia los términos reflejan los procesos de calculo
aritmético y no se han objetivado como transformaciones de un sistema analitico. Aqui pueden ser
utiles las ideas de Ed Dubinsky en su Teoria APOE (“APOS Theory”).

Para la transformacion sintactica de expresiones a lapiz es mas sencilla y rapida la notacion del
algebra escolar con variables uniliterales y omision de los simbolos de multiplicacion y elevacion
a potencias. ;Cuédndo y para qué se empieza a utilizar la transformacion sintactica de expresiones
algebraicas? Ahi es muy clara la importancia de pensar en la conversion y en el tratamiento segiin
Raymond Duval: primero se hace la conversion del registro verbal natural al registro algebraico
escolar, y luego, un tratamiento de la representacion semiotica algebraica internamente en el
registro algebraico escolar. En el tratamiento de una representacion algebraica no se necesita pensar
en lo que representa, sino pensar en las reglas y en sus restricciones para no equivocarse. Solo al
final se vuelve a hacer una conversion al lenguaje natural.

Se consideran el algebra y el calculo como dos sistemas conceptuales diferentes, con registros
semioticos para diferentes sistemas: diferente semantica, sintaxis casi igual. Como se sefiald arriba,
una diferencia en la sintaxis del calculo (pero no del algebra) es el uso del redondelito de la funcion
compuesta. Una diferencia en la semantica es la interpretacion de la x como funcidn idéntica, que
ciertamente no es del algebra, dominio simbolico escolar que sirve para representar regularidades
que se repiten en patrones y que se asocia con el pensamiento variacional, categorizado para
sistemas algebraicos y analiticos. En el calculo los topicos mas importantes que se suelen estudiar
son el de razdn o tasa de cambio, los limites, las derivadas, la continuidad, las integrales, nociones
que giran alrededor del concepto de limite.
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Desde nuestro punto de vista, el caso del area y del perimetro del circulo en los primeros grados de
bésica secundaria son ya casos del limite como proceso, aunque no estén aun axiomatizados o
formalizados a la manera de Weierstrass. El obstaculo es la formalizacion: ¢por qué se pone valor
absoluto y no se dice explicitamente que “x es distinto de x, y que esta en una vecindad de longitud
dos delta (20) alrededor de x,”? Puede ser mucho mas claro decir esto que decirle al estudiante
algo asi como ““cero es menor que equis menos equis-sub-cero valor absoluto es menor que delta”
y escribir:

“O < |[x-xo] < O

Se esta poniendo el obstaculo en donde no es: en tratar de resumir dos desigualdades en una sola,
suponiendo que el estudiante si es consciente de que x, puede ser cualquier nimero positivo o
negativo, pero fijo, y que x es ahora variable, pero dentro de esa “vecindad perforada”. ;Podemos
suponerlo? Esto puede ser una expresion un poco mas significativa para el estudiante, por lo menos
desprovista del signo de valor absoluto, aunque no por ello esté libre de obstaculos todavia.

Desde este marco conceptual, asi como la longitud de la circunferencia, el &rea del circulo y otros
problemas de cuadratura involucran ya el concepto de limite en el sentido que se quisiera lo
manejara el estudiante de calculo. Lo mismo puede decirse respecto a los decimales infinitos: ¢sera
que 0,9 periddico es igual a 1 o diferente de 1? Ahi esta presente el concepto de limite como
nosotros lo vamos a entender en el marco tedrico: sin absolutamente ninguna preparacion sobre
sucesiones, series, limites y desigualdades, sin construccion de los nimeros reales ni conciencia de
su completitud, etc.

Para caracterizar lo que llamamos “e/ caso del limite”, €s necesario citar la aproximacion
geométrica que tradicionalmente se presenta. “La tangente es el limite de la secante (0 de las
secantes)”, se dice en el tratamiento tradicional. Hay que plantear el limite de la secante como la
tangente, pues eso se hace en los cursos: se traslada el problema al terreno geomeétrico, pero ese es
otro tipo de limite, que no tiene ¢ ni d; es bueno para mostrar que el profesor esta usando una nocion
de limite que no es la que se define con ¢ ni ¢, y también para llamar la atencién sobre otro punto
poco explicitado: el profesor utiliza la palabra tangente en dos sentidos: uno, con el significado del
final de décimo grado, cuando se habla de las funciones trigonométricas, y otro, en el sentido de la
primera parte del décimo grado, cuando se habla de la tangente a las graficas; luego, ahi el que esta
poniendo un obstaculo didactico es el profesor. Esta tendiendo una trampa que distingue dos usos
que el enunciador sabe que son diferentes, pero el estudiante no. El profesor deberia decir: “la
tangente del angulo que forma la recta tangente con el eje horizontal”. El concepto de pendiente
como inclinacion puede medirse por el angulo, por el seno del angulo o por la tangente del angulo,
y esto es mas coherente que tratar de definirla como razon de dos variaciones Ay/Ax. ;Dénde esta
la tangente?

En las expresiones simbolicas que involucran el simbolo de infinito, como:

lim x = o«
X —> o0
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Suele haber una inconsciencia en los estudiantes, pero tambien en el profesor, quien usa igual
sintaxis y vocabulario cuando dice que “la x que tiende a infinito es una variable y la otra x €s una
funcién”. Precisamente ahi hay un ejemplo de ese paso del algebra al célculo: en el algebra, la x
representa variables en el sentido de incognitas para averiguar o de nimeros geneéricos, pero en el
calculo representa la funcién idéntica.

En Euclides ya se habla de limite y hay una diferencia entre segmento finito, semirrecta y recta
indefinidamente larga. Para los profesores de educacion media y de universidad, “calculo” es lo
que aparece en los textos sobre célculo. La conceptualizacion bésica involucra el estudio de los
limites, las derivadas, las integrales... y el caso del limite lo conforman todas aquellas situaciones
que requieren aproximaciones y vecindades; el mismo profesor en su lenguaje utiliza expresiones
COMO “acercarse mds y mas”’, “acercarse tanto como se quiera’, “tender hacia”, “infinitamente
cercanas”’, que involucran entidades como lo infinito y lo infinitesimal. Esquematizando, tenemos:

Tabla 1. Tratamientos Algebra-Calculo

. i Geometria L
Algebra Calculo . Anélisis
Analitica
Como tratamientos ] Como conversiones | Como sistema
) Como tratamientos )
en un registro i entre dos registros conceptual cuyos
. en un registro s
simbolico para la e simbolicos de elementos son las
. simbolico para el . .
aritmética andlisis ecuaciones y funciones reales de
generalizada graficas valor real

Hay tres operadores sobre funciones que son los que caracterizan el trabajo analitico que se suele
hacer en el célculo: el limite (L), la derivada (D) y la integral ().

El siguiente cuadro muestra en la primera columna cada operador analitico por si solo y el mismo
aplicado a su argumento, (que es una funcidn reificada como objeto, como aparece en la segunda
columna); en la tercera columna, el valor de esa funcién cuando se aplica a su propio argumento
genérico (que es un numero real); luego el argumento aparte (que es un nimero real todavia no
determinado) y un caso particular de un namero real.

Tabla 2. Operadores Analiticos

Operador Argumento del op. Valor Argumento | Caso particular
L L(h f f(x) X 1

D D(9) g a(y) y 207

] [®) h h(z) z T
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Tres elementos fundamentales: “Procepts, reification, APOS theory”

Tall y Vinner (1981, citados por Vasco, 2009) y Fischbein!® propusieron dos tipos de nociones
intermedias entre las nociones vagas y los conceptos cientificos (en inglés los Ilamaron “concept
image”y “procept”).

“Concept image” (“imagen conceptual”). Para comparar el concepto con la imagen conceptual,
Vasco (2009) propone pensar como ejemplo en el concepto de curva en geometria diferencial; el
concepto matematico de curva dificilmente puede separarse de la imagen conceptual de una linea
curva, aunque dicho concepto se refiere a una funcion que proyecta un intervalo de R en un espacio
de dos 0 mas dimensiones, no a la imagen del intervalo bajo la funcion, que es la que mantenemos
indisociablemente ligada a la curva. La imagen conceptual es un conglomerado de todas las
estructuras, imagenes, procedimientos y relaciones asociadas con el concepto, y muchas de sus
regiones pueden estar muy alejadas y aun contradecir la definicion formal del concepto ya
institucionalizada.

La palabra inglesa “procept” se podria traducir directamente por “procepto”, en el sentido de
concepto procedimental, pues se relaciona mas con los procesos, procedimientos o algoritmos que
con los objetos o las relaciones, pero oscila de uno a otro. Por ejemplo, el estudiante de primaria 'y
secundaria suele rechazar la distincion entre adicion y suma, pues no conceptualiza propiamente
la operacion binaria de adicion, sino que la confunde con la manera como hace las sumas, sin
distinguir la operacion del resultado, ni éstos del algoritmo que aprendio (por ejemplo, el algoritmo
usual para sumar varios numerales decimales dispuestos en columna). En simbolos, a + b puede
significar sumar a con b, o el resultado de ese proceso.

Otro ejemplo es el del concepto de igualdad. Un estudiante normal, alin “exitoso”, puede pasarse
todo el bachillerato sin configurar el concepto de igualdad como relacién de equivalencia entre
expresiones simbolicas que se refieren al mismo objeto y que permite la sustitucién de la una por
la otra. Le basta el procepto de igualdad, que condensa el proceso de obtener un resultado y la
relacion estatica de igualdad. Este procepto le permite leer el simbolo “=" como “da”, aunque se
pierda la propiedad simétrica. Va a creer, por ejemplo, que la ecuacion “0 = x> — 1” esta “mal
escrita”. Pero la idea de Tall es que esa oscilacion o confusidon entre proceso y concepto no es
rechazable, méas aun, es una ambigliedad muy conveniente en el pensamiento de orden superior y
los expertos también la utilizan sin darse cuenta de que a veces se refieren al proceso y a veces al
producto conceptual de ese proceso.

Las palabras reificacion o cosificacion, segun Vasco (2009), son dos traducciones del inglés
reification, que se extendid en la educacién matematica con los primeros trabajos de Anna Sfard.

13 Los autores se remiten a una idea de Fischbein, Tirosh y Hess de 1979 sobre las intuiciones del infinito y a una
ponencia de Vinner y Hershkowitz de 1980 en el PME V.
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En latin, “res” significa “cosa”, y “hacer de algo —que no es cosa— una cosa”, se puede decir
cosificacion o reificacion.

La nocion inicial de cosificacion o reificacion es la de formar mentalmente un objeto de lo que era
un proceso, una accién, una operacion o una relacion. Por eso se encuentra a veces la palabra
objetivacion. Como toda palabra terminada en “-cion”, cosificacion, reificacion u objetivacion a
veces se refiere a la operacion mental y a veces al resultado de esa operacion.

Vasco enumera algunas pistas sobre la ocurrencia de la reificacion de un nuevo producto mental:

e Separarlo de y contrastarlo con otras cosas, objetos, elementos 0 componentes.
e Operar sobre el nuevo producto.

e Nombrarlo con un sintagma nominal.

e Atribuirle predicados unarios o0 monadicos.

e Relacionarlo con otros y atribuirles predicados binarios, ternarios, etc.

La propuesta inicial de Anna Sfard, afirma Vasco (2009), era que el progreso en la
conceptualizacién matematica con frecuencia consistia en cambiar de una manera de concebir un
proceso 0 procedimiento como algo activo, que ocurre en el tiempo, a una consolidacion y
detencién del mismo como un nuevo objeto o cosa sobre la cual se empieza a actuar. Para el caso
del andlisis, se podria pensar en que el estudiante toma las expresiones del algebra de bachillerato
solo como instrucciones para calcular un resultado; por ejemplo, entenderia el término “x? — 1”
como “eleve el niimero al cuadrado y quitele uno”. ES una comprension limitada, porque no
permite pasar a la funcion respectiva, pero es correcta. Por eso puede tener éxito en aprobar dos
afios de algebra sin construir el concepto de funcién, pues ese concepto requiere una reificacion
del procedimiento de calcular el resultado. Si no se reifican las funciones como objetos, no puede
construirse un sistema analitico en el que los elementos u objetos sean las funciones reales de valor
real. Aqui podria estar la diferencia entre el algebra de bachillerato y el analisis real.

En este caso Vasco (2009) plantea que la reificacion es muy cercana al paso del procepto de Tall,
Vinner y Fischbein al concepto respectivo. Asi lo ha utilizado Ed Dubinsky en experimentos de
ensefianza de la teoria de grupos. Pero no es el Unico caso. Por ejemplo, las relaciones simbolizadas
por los signos “<” y ‘“>”, que los estudiantes leen menor y mayor, suelen quedarse en una
comparacion entre dos nimeros y no pasan a configurar un sistema de relaciones con sus
propiedades, su composicion, su inversion, etc., pues esas relaciones no han sido reificadas,
cosificadas u objetivadas. No se puede trabajar con un sistema cuyos elementos sean las relaciones
si los estudiantes no las reifican, es decir, si no las vuelven cosas u objetos mentales.

Aqui también puede haber una barrera para el paso al analisis desde el algebra de bachillerato y el
estudio de pre-calculo y calculo con funciones como instrucciones o como relaciones, sin
reificarlas.
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2.2.5 Nociones relacionadas con la ruptura epistemoldgica

De otro lado, y continuando con consideraciones de tipo epistemoldgico acerca de dos constructos
importantes planteados aqui —obstaculo y ruptura epistemoldgica—,** Vasco (1991) analiza los
conceptos de revolucién cientifica, ruptura epistemoldgica y otros relacionados con ellos, tomados
de la historia y de la epistemologia de la fisica, para estudiar su aplicabilidad a la constitucion de
las disciplinas matematicas. Discute y concluye las siguientes tres tesis:

e En cada una de las disciplinas matematicas la ruptura epistemoldgica, si tiene sentido
identificarla con la conformacion de la respectiva disciplina, se da una sola vez.

e En cada una de las disciplinas mateméticas una vez conformada no se dan propiamente
revoluciones cientificas en el sentido de Kuhn, sino solo refundiciones de esas disciplinas.

e Los intentos de unificacion de las disciplinas matematicas en una sola ciencia llamada “la
Matematica” —en singular y con mayuscula— no solo no son ni revoluciones ni rupturas
epistemoldgicas, sino que puede decirse que han fracasado, y que las matematicas, con o
sin mayuscula, contintan, y previsiblemente continuaran siendo plurales.

Fichant y Pécheux (1969/1975) definen ruptura epistemoldgica como el origen o comienzo de una
ciencia, en el momento que Kuhn llamd “revoluciéon cientifica”. Estos autores consideran la
ruptura constitutiva de esa ciencia, que deviene en un nuevo paradigma. Podria plantearse que las
revoluciones cientificas constituyen un acercamiento mas sociolégico que epistemoldgico al
problema de los cambios cientificos. EIl término ruptura epistemolégica marca, en cambio, el punto
de no retorno®® a partir del cual comienza una nueva ciencia; en particular es todo el hecho
epistemoldgico que sucedié con la constitucién de la fisica cientifica desde Copérnico hasta
Newton. Pero una vez constituida la nueva ciencia o disciplina después de la ruptura, quedan adn
muchas regiones del campo tedrico abierto por esa ruptura, en las cuales se mantiene un agregado
de proposiciones tedricas que pretenden ser cientificas, a pesar de estar formuladas todavia con
lenguaje ambiguo. El trabajo de elaboracion de los nuevos conceptos, las propuestas de respuestas
a las nuevas preguntas y la busqueda de coherencia conceptual llevan a periddicas revisiones de

4 La ruptura epistemolégica es un concepto introducido por el fildsofo y poeta Gastén Bachelard (27 de junio de 1884,
Bar-sur-Aube — 16 de octubre de 1962, Paris) en Filosofia de las Ciencias (posteriormente desarrollado en el ambito
de la sociologia en 1975), a raiz de un ensayo publicado en Francia por Pierre Bourdieu, Chamboredon y Passeron,
titulado E! oficio de socidlogo. El concepto de ruptura epistemologica alude a la necesidad, en la praxis sociologica,
de alcanzar una fisura que permita ir mas alla de la evidencia, de las prenociones en sociologia. Supone, en otros
términos, superar los espacios de topicos y lugares comunes para hacer Yerdadera ciencia”, para éonquistar el objeto
contra la ilusion del saber inmediato!

15 Expresion atribuida a F. Regnault que usan Fichant y Pécheux para describir la ruptura epistemolégica, en un curso
en 1967-1968 en Paris, segln aparece en la advertencia inicial de Oscar Landi al libro de Fichant y Pécheux
(1969/1975, pp. 7-8; ver definicién |, p. 9, y la nota 6 de la p. 12).


http://es.wikipedia.org/wiki/Gaston_Bachelard
http://es.wikipedia.org/wiki/Sociología
http://es.wikipedia.org/wiki/Bourdieu
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esas sub-regiones que constituirian las refundiciones o cortes intracientificos, terminologia que se
atribuye también a Regnault (Fichant y Pécheux, 1969/1975, p. 12, definicion 11 y nota 6).

En este sentido, no se podria afirmar propiamente que, al pasar del algebra al célculo en la
organizacion curricular y cognitiva, lo que se da sea una ruptura epistemoldgica en el sentido aqui
planteado, pero si se afirma como posicion inicial, que hay una ruptura en cuanto a practicas,
simbolismo, lenguaje, modos de demostracion y argumentacion, respecto a lo que habitualmente
se hace en los cursos de algebra y lo que se empieza a trabajar en el célculo.

A continuacion, se presentan otros enfoques de Analisis Didactico, en particular de corte
fenomenoldgico, en aras de tener un amplio espectro de enfoques, mostrar otras tendencias, y
permitir analizar las razones por las cuales el del EOS se adecu6 mas al analisis y a las preguntas
de la investigacion.

2.2.6 Analisis didactico desde otros enfoques: Azcarate, Luis Rico - Pedro Gémez, Escuela de
Utrecht

Este analisis didactico representado por estos investigadores lo llamamos ADF (Analisis Didactico
Fenomenoldgico) por su referencia a la fenomenologia de las situaciones didacticas de Hans
Freudenthal.

Consultando a Gomez (Analisis Didactico en Educacién Matematica, 2013) un amplio grupo de
profesionales de la educacion matematica vienen empleando un mismo sistema de categorias y un
conjunto de métodos en sus estudios y trabajos que, con caracter general, denominan analisis
didactico. Constituye un marco conceptual y metodol6gico, cuyo origen se remonta a los
comienzos del area de Didactica de la matematica en Holanda y Espafia. En estas paginas se
recogen ejemplos de actividades vinculadas a la formacion inicial y permanente del profesorado
de matematicas, propuestas para el disefio de textos y documentos, para el desarrollo e
implementacidn de innovaciones curriculares, argumentaciones relativas a la racionalidad teérica
de esta metodologia y evidencias sobre su fiabilidad empirica. En conjunto, el libro muestra el
potencial del analisis didactico en Didactica de la matematica, mediante sus diferentes funciones y
su riqueza de usos e interpretaciones. Los trabajos, de caracter empirico y tedrico, abordan
cuestiones relativas a los ambitos de la formacion del profesorado, la innovacion curricular y los
fundamentos y metodologia de la investigacion.

Se cita a Carmen Azcérate para fijarse como se analizan los datos en otras investigaciones, en las
que se utiliza el analisis didactico al estilo de Luis Rico, Pedro Gomez y Evelio Bedoya, inspirado
en la fenomenologia de lo didactico de Hans Freudenthal. Segun Azcarate (Perspectivas de
Investigacion en Didactica de las Matematicas. Investigacion en Didactica del Analisis, 1999) en
1996 y dentro del seno de la SEIEM surge el grupo de Didactica del Analisis Matematico cuyo
objetivo era estudiar la naturaleza del pensamiento matematico avanzado y profundizar en los
procesos de ensefianza y aprendizaje relacionados con el célculo infinitesimal; considerando el
aprendizaje de las matematicas en términos de procesos cognitivos y no como una simple
adquisicion de competencias y habilidades.
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Segun Luis Rico (Revista Iberoamericana de Educacién Matematica, 2013), el analisis didactico
es un término de uso comudn en Didactica de la matematica. Este andlisis es relevante en la
disciplina desde sus inicios, ya que aporta un modo especifico de abordar cuestiones didacticas
primordiales. Andlisis didactico abarca un conjunto de conceptos y métodos con uso generalizado
en los grupos de investigacion de Didactica de la matematica, que detallaremos en este estudio. Se
sustenta en las reglas generales del andlisis, tal y como éste se entiende desde la filosofia y la
historia del pensamiento. Aborda problemas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas
educativas.

La escuela de Granada tiene mucha produccion, y es muy cercana a la que es ahora la Escuela de
Utrecht, la Educacion Matematica Realista EMR-RME, con Adrian Treffers, Leen Streefland, Jan
de Lange, Koeno P. E. Gravemeijer y Maria van den Heuvel-Panhuizen. La lista de unas referencias
que profundizan estas tendencias para tenerlas en cuenta en futuras investigaciones se encuentra
en la parte de recomendaciones del capitulo VII.

Entre las nociones méas importantes del calculo estan las nociones de funcién, limite, nimero real,
continuidad, derivada. A continuacion se presentan algunas consideraciones y configuraciones o
de tipo histdrico, o de tipo epistémico o cognitivo.

2.2.7 Algunas consideraciones sobre limite y derivada

La nocion de limite es una de las mas dificiles de todas de la matemética que se ensefian en los
cursos de las carreras universitarias. Son de esperarse los tropiezos de los estudiantes, dada las
complicaciones que Newton y Leibniz no lograron sobrepasar, como lo muestra Neira (1998) en
El Analista de Berkeley. Uno y otro procedian intuitivamente, del mismo modo habria que proceder
inicialmente en los cursos de calculo, en lo que se emplean expresiones como “tendera”,
“acercarse”, y otras por el estilo que deberian desaparecer progresivamente del lenguaje del
estudiante cuando este haya madurado bien el manejo del proceso.

Historicamente, el retiro de tales expresiones ha sido forzado por la mejor comprension del proceso.
Cauchy respecto de Newton, por ejemplo, o Weierstrass respecto de Newton y Cauchy; ciertamente
el curso de célculo no es un curso de historia, pero el profesor que conoce el concepto
genéticamente esta mas preparado para el desarrollo de sus estudiantes en dicho aprendizaje, que
el profesor que basa su ensefianza en el conocimiento refinado del calculo y reduce su ensefianza
al esquema: definicion, teorema, demostracion.

Transcribo a continuacion algunos de los problemas del calculo diferencial tratados por Newton,
tomados de sus manuscritos originales de Methods of Series and Fluxions tal como aparece en
Neira (1998) en el que procede mediante problemas que clasifica en dos fundamentales, que
actualmente equivalen a hallar la derivada y hallar la primitiva de una funcion dada.

“Considero el tiempo como fluyendo o creciendo mediante flujo continua y a otras cantidades
como creciendo continuamente con el tiempo y de acuerdo con la fluxion del tiempo, llamo
fluxiones a las velocidades con las cuales se incrementan todas las otras cantidades. También de
acuerdo con los momentos de tiempo doy el nombre de momentos a las partes de cualesquiera
otras cantidades generadas en momentos de tiempo...".
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En sintesis, las fluentes o cantidades fluentes son cantidades que varian con respecto al tiempo,
dicho de otra manera, a las cantidades que fluyen se les llama fluentes por oposicion a las
cantidades constantes. Llama fluxion a la velocidad de cambio con respecto al tiempo de las
cantidades fluentes. La forma en que las fluentes varian con el tiempo es arbitraria, Newton
usualmente hace la hipétesis de que una de las variables, por ejemplo x se mueve uniformemente,
es decir, que x = 1 y lo que es importante no son las fluxiones en si, sino sus razones.

Por otro lado, segin Neira (1998) tres ideas fundamentales guiaron a Leibniz en su creacion del
calculo diferencial; la primera era una idea filosofica, trataba de la construccion de una
“Characteristica generalis”, es decir, un lenguaje simbdlico mediante el cual se pudieran escribir
todos los procesos de argumentacion y razonamiento, idea que explica su gran interés por las
cuestiones de simbolismo y notacion en matemaéticas. La segunda idea a pesar de lo imprecisa que
era hacia 1673, sugeria ya un célculo infinitesimal de sumas y diferencias de ordenadas mediante
el cual podian ser determinadas cuadraturas y tangentes y en el que estas determinaciones aparecian
como procesos inversos. La tercera idea principal fue la relativa al uso del “triangulo caracteristico”
en las trasformaciones de cuadraturas.

Resumiendo brevemente los principales conceptos en la obra de Leibniz: la diferencial de una
variable y es la diferencia infinitamente pequefia entre dos valores sucesivos de y; dy es la
diferencia infinitamente pequefia entre dos ordenadas sucesivas, mientas que dx es la diferencia
infinitamente pequefia entre dos abscisas x sucesivas, que en este caso es igual a la distancia
infinitamente pequefa entre dos y sucesivas.

Cuando Leibniz presento su calculo recibié muchas objeciones acerca esa nocion de cantidades
infinitamente pequefias por lo cual decide cambiar el concepto de diferencial y en su primera
publicacion del calculo “Un nuevo método para hallas maximos y minimos, asi como tangentes”
introduce un segmento finito llamado dx.

En cuanto al significado de los infinitesimales (una cantidad que no es 0, pero es que mas pequefia
que todo numero real positivo) para Leibniz, el reconocié que la existencia o no existencia de estos
no es obstaculo para abreviar y hablar universalmente, los llamo “ficciones ttiles” y era un poco
precavido acerca de la existencia real de ellos. En cuanto a Newton, afirma “por ultima razon de
cantidades evanescentes (es decir, las que se aproximan a 0) se debe entender la razén de las
cantidades, no antes ni después que ellas de desvanecen, sino con la cual ellas se desvanecen; utiliza
los indivisibles o infinitesimales como un simple simbolismo o sistema conveniente para sus
pruebas matematicas.

Desde la invencion paralela de las derivadas y las integrales por Newton y por Leibnitz, (sin
precisar los aportes de Barrow), ya comenzaron dos enfoques muy diferentes del Célculo
infinitesimal, el enfoque de Newton y el de Leibnitz. Desde la perspectiva actual, el enfoque de
Newton parece mas “analitico”, en el sentido de incluir los cambios en los valores de las variables
como dependientes del tiempo, con la notacion del punto sobre la x como simbolo de la fluxién de
un fluyente en el tiempo (hoy diriamos “de los flujos como funciones del tiempo”, pero “funcion”
es una terminologia posterior). En cambio, el enfoque de Leibnitz parece ser mas geomeétrico, pues
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se preocupa por calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a las graficas y las areas bajo las
gréficas.

2.2.7.1 Configuraciones Epistémicas Sobre Derivada

La nocion de configuracion epistémica (CE) permite encontrar un analisis mas detallado y
completo sobre los significados parciales de la derivada. Para determinar este significado de la
derivada, Luis R. Pino-Fan (2013) hicieron una revision historico-documental desde la matematica
griega hasta el siglo XX, en la cual se identificaron nueve configuraciones epistémicas asociadas a
los distintos problemas; las cuales son:
1. Trazado de tangentes en la matematica griega:
“La tangente en la matematica griega” se inicia describiendo la proposicion XVII que
Euclides enuncia en su libro Il de su obra Elementos de Geometria, en el cual se plantea
trazar una linea tangente a una curva especifica, en cuyo caso es un circulo. Plantean que
las situaciones-problema que se presentan en esta primera configuracion, son aquellas en
las que se debe trazar una recta tangente a una curva especifica en un punto determinado.
Los griegos tenian la idea de que la tangente a una curva era una recta que “tocaba” a la
curva sin cortarla, el método de resolucion dado en esa época remontada a los afios 1500 y
1700 era encontrar una circunferencia tangente en un punto C a una curva dada. Lo cual se
logra igualando circunferencia y curva y obligando a que s6lo se corten en un punto, ya que
la recta tangente a una circunferencia es perpendicular a su radio.
2. Problemas sobre variacion en la edad media:
Se caracteriza por la inclusion del infinito en los razonamientos matematicos, el estudio del
movimiento no soélo uniforme (y de la variacion en general), el empleo de los
infinitesimales. Puede ubicarse esta etapa en Europa en un periodo importante lo
constituyen los siglos XIV, XV y XVI. En general los lenguajes y procedimientos
caracteristicos de esta configuracién se consideran descriptivos, geométricos o una
combinaciéon de ambos. Finalmente, la configuracion se considera mas extensiva que
intensiva, puesto que aln no se contaba con métodos generales para resolver problemas
sobre variacion y movimiento.
3. Calculo de sub tangentes y tangentes con el algebra:
De esta forma se define la derivada como la pendiente de una recta tangente a una grafica
de una funcion en punto, los tipos de situaciones- problema que se abordan son el trazar
rectas normales, tangentes o subtangentes a una curva dada en un punto determinado. El
lenguaje cambia del netamente geometrico-descriptivo al de ecuaciones algebraicas y de la
geometria analitica; de esta forma, el lenguaje usado en esta configuracion es el
caracteristico de los procedimientos algebraicos y de la geometria analitica. Los argumentos
en esta configuracion van a ser algebraicos y geomeétricos. Se concluye que, en general, las
propiedades-proposiciones caracteristicos de esta configuracion son aquellas provenientes
del algebra y del estudio de las curvas mediante la geometria analitica. Finalmente se
enmarca que los desarrollos realizados en esta configuracion muestran intentos para
encontrar métodos cada vez mas generales, para abordar los problemas sobre trazado de
tangentes.
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4. Trazado de tangentes mediante consideraciones cinematicas:
Fue una propuesta elaborada por Fermat, para determinar la tangente a una curva plana,
usando consideraciones de tipo cinemético, que le permitieron determinar la direccion
instantanea del movimiento del punto mediante el cual se genera la curva. Se alude a las
demostraciones de Galileo, quien establece la ley fundamental de la composicion vectorial
del movimiento y la aplica para determinar la trayectoria descrita por un proyectil, basado
en las ideas de que el espacio recorrido por un movil es igual al area bajo la grafica de su
velocidad en funcion del tiempo. En las situaciones-problema de esta configuracion se
abordan problemas relacionados con el trazado de las tangentes a distintas curvas, y los
lenguajes y procedimiento son del algebra y de la geométrica analitica. La lectura final que
se le da a la configuracion es que para el trazado de las tangentes son extensivos en cuanto
a que no son generalizables en todos los casos.

5. Calculo de maximos y minimos mediante la idea intuitiva de limite:
Fue uno de los grandes aportes de Fermat el cual lo aplicd a parabolas e hipérbolas y
consiste en considerar en una cumbre o en un valle de la curva, cuando € es pequefio, los
valores de la funcion f(x) y f(x + &) tan préximos que se pueden tomar como iguales. El
método consiste en hacer f(x + €) = f(x), dividirlo por € y tomar £=0.
El lenguaje utilizado por Fermat en la solucion del problema es algebraico, grafico y
descriptivo. En esta configuracién se caracteriza el uso de magnitudes infinitamente
pequefias, es decir, los infinitesimales, lo cual representa el punto de partida para los
mismos. Finalmente, se destaca la aparicion de conceptos como el limite y la derivada; v,
al desarrollarse métodos generales para la determinacién de maximos y minimos esta
configuracidn tiene caracteristicas mas intensivas que las anteriores.

6. Calculo de tangentes y subtangentes mediante métodos infinitesimales:
Desarrollado por Fermat nuevamente dice que la tangente sera conocida si, dado el punto
de tangencia, puede determinarse el punto de interseccién de la tangente con el eje de una
parabola. Y para determinar dicho punto de tangencia bastaba con encontrar la proyeccién
sobre el eje o también llamado subtangente. Algunos de los principales conceptos-
definiciones que se manejan en esta configuracion son: a) la concepcion de Barrow sobre
la tangente; b) la nocion intuitiva de limite; c) la nocion intuitiva de la derivada.
Refiriéndose a los argumentos en esta configuracion, resaltan los algebraicos, geométricos
y consideraciones infinitesimales; del mismo modo el lenguaje utilizado es de tipo
geométrico, algebraico y descriptivo.

7. Célculo de fluxiones:
Newton aporta con sus estudios, la nocion de fluxiones en curvas cinematicas que describen
comportamientos en funcion del tiempo, El procedimiento mas importante de esta
configuracién es el método de las fluxiones de Newton, apoyada en el algebra y el analisis
geométrico. En cuanto a las situaciones - problema de esta configuracion se resalta los
problemas sobre el célculo de la velocidad del movimiento en un tiempo cualquiera, dada
la longitud del espacio descrito. De este modo se observo y concluyo que como en esta
configuracion las fluxiones es lo que en la actualidad se conoce como la derivada.
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8. Caélculo de diferencias:
El calculo de Leibniz se define con un carécter mas simbdlico y analitico; las bases de su
calculo diferencial e integral son las diferencias infinitesimales y la suma de infinitamente
pequefios. Para dar inicio al andlisis de la configuracion se ponen en consideracion algunos
ejemplos. Leibniz abordo situaciones-problemas sobre maximos y minimos, tangentes y
puntos de inflexion; también introduce por primera vez la expresion “Calculo diferencial”
y proporciona férmulas para derivar productos, cocientes, potencias y raices. Leibniz,
ademas, logro introducir un lenguaje accesible para facilitar la manipulacion de conceptos,
procedimientos y argumentos, los cuales se asocian a una serie de nuevos conceptos-
definiciones. Para finalizar se sefiala que, para sus argumentaciones, Leibniz, utilizo
consideraciones algebraicas, geomeétricas e infinitesimales; la configuracion es altamente
intensiva, y se concluye que, por el desarrollo de conceptos, el desarrollo de reglas y a
aplicacion de los conceptos a la resolucion de problemas sittan el calculo de Leibniz por
encima del célculo de Newton.
9. Derivada como limite:

Se describen las caracteristicas, y se desarrolla el analisis de la configuracion, a partir del
analisis del estudio historico sobre el desarrollo de una fundamentacion rigurosa de la
derivada. En esta etapa se desarrollan una serie de conceptos-definiciones para el desarrollo
de la fundamentacion de la derivada y para el calculo infinitesimal en general. Como
proposiciones-propiedades caracteristicas de esta configuracion, se tienen, varios teoremas
tales como “El teorema del valor medio para funciones derivables”. En cuanto al lenguaje
de la presente configuracion se definen como formal, algebraicos, apoyado en lenguaje
geométrico. Seguidamente, los procedimientos caracteristicos se definen como aritméticos.
Finalmente se expone que los argumentos de esta configuracion consiguen fundamentar el
analisis infinitesimal sobre conceptos aritméticos.

Las configuraciones aqui denotadas son un recuento de todos los conceptos por los cuales se tuvo
que pasar para poder llegar a definir la derivada como un limite. Las configuraciones epistémicas
se componen de los objetos matematicos primarios y sus relaciones, que intervienen y emergen de
los sistemas de practicas matematicas en distintos contextos de uso.

La configuracion epistémica mas global es la de la derivada como un limite. Asi mismo los textos
guias propuestos y analizados consideran como conocimientos previos a la introduccion de la
derivada: funciones, continuidad y la nocion de limite. Adicionalmente se pudo observar,
independientemente del contexto de uso de la derivada, siempre aludian a un mismo significado:
la derivada como limite del cociente de incrementos.

2.2.8 Algunas investigaciones del EOS de 2006 en adelante

A través de una revision detallada de las publicaciones del EOS de Godino, Font y otros del 2006
en adelante se encontrd una amplia gama de trabajos que han contribuido a fortalecer teéricamente
el Enfoque Ontosemiotico y otras que han enriquecido la puesta en préactica de dichas teorias. Por
ejemplo, y solo para referenciar algunas de ellas: Godino, J. D, Batanero, C., Rivas, H. y Arteaga,
P. (2013) sobre los componentes e indicadores de idoneidad de programas de formacién de
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profesores en didactica de las matematicas; Pino-Fan, L. Godino, J.D. y Font, V. (2013) acerca del
disefio y aplicacion de un instrumento para explorar la faceta epistémica del conocimiento
didactico-matematico de futuros profesores sobre la derivada; Font,V., Godino,J.D. (2013) titulado
“The emergence of objects from mathematical practices. Educational Studies In mathematics”.
Una lista detallada sobre estas investigaciones se encuentra en el apéndice. A continuacion, se citan
algunas ideas de Pino Fan, Retamal, Font y Duval 2016 por el interés de ese estudio para esta
investigacion.

Estos autores en "Andlisis de la actividad cognitiva subyacente en la resolucion de una tarea sobre
derivabilidad de la funcién de valor absoluto: dos perspectivas tedricas” presentan un estudio de la
conexion en red de teorias entre la teoria de los registros de representacion semidtica (TRSR) vy el
enfoque onto-semidtico de la cognicion e instruccion matematica (EOS, en inglés OSA). Los
resultados obtenidos muestran una complementariedad entre estas dos perspectivas teoricas, lo que
permitiria un analisis mas detallado del desempefio de los alumnos.

Una de las principales preocupaciones de la comunidad investigadora sobre la educacion
matematica es determinar cuales son las dificultades que los estudiantes enfrentan en su camino
hacia la comprension y, por lo tanto, el aprendizaje, las nociones matematicas. Este interés se
refleja en el hecho de que, durante décadas, uno de los principales focos de investigacion dentro de
nuestra disciplina cientifica ha sido las caracteristicas de la actividad cognitiva del alumno.
Ademaés, una de las teorias mas populares en el campo es la teoria de los registros de representacion
semidtica (TRSR) (Duval, 1995), que se centra en el estudio de la actividad cognitiva de los
estudiantes al resolver problemas matematicos, aportando nociones que hacen posible Analizar y
comprender como los sujetos utilizan y vinculan los diferentes tipos de representaciones materiales
y el papel que estas representaciones tienen en la comprension de los conceptos matematicos.

En el articulo se muestra un estudio comparativo entre estos dos enfoques teoricos, la teoria de los
registros de representacion semidtica y el enfoque onto-semiético, que permite realizar el analisis
cognitivo a partir del desempefio de los sujetos. Para llevar a cabo este estudio, y siguiendo la
metodologia propuesta para las obras en el marco de la creacion de redes de teorias, se analiza el
desempefio de un futuro maestro de secundaria en una tarea relacionada con la diferenciacion de la
funcién de valor absoluto.

Diversos autores han investigado sobre la comprension de los estudiantes de bachillerato y
primeros semestres de universidades, sobre el concepto de las derivadas; sin embargo, hay pocos
estudios que cuestionan a los maestros en relacion con este tema; La mayoria de estos son a los
maestros de matematicas en formacion, para determinar el conocimiento y comprension del
concepto de derivadas. Este tema ha sido abordado por Luis R. Pino-Fan, Juan D. Godino, Viceng
Font en “Explorando aspectos relevantes del conocimiento didactico-matematico sobre la
derivada de profesores en formacion inicial” (2014).
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CAPITULO I11: MARCO TEORICO

En este capitulo se encuentra en primer lugar una aproximacion a las nociones de error, dificultad
y conflicto, seguida de una aproximacion propia a una conceptualizacion de los obstaculos, a
continuacion de la cual se presentan las nociones fundamentales del andlisis didactico del Enfoque
Ontosemiotico (EOS) en cuanto a las configuraciones ontosemiotica y didactica. Luego se
enuncian las facetas de idoneidad didactica y algunas nociones sobre el enfoque Noetico-Semiotico
de Raymond Duval. Finalmente se disponen algunas consideraciones acerca de las practicas
educativas universitarias vinculadas con la iniciacion del calculo diferencial (PEUC).

La seleccion de enfoques y tendencias actuales relacionadas con la nocion de obstaculo (2.2.3)
presentada en la seccion anterior del Estado de Arte se ha realizado a través de un minucioso rastreo
de la literatura especializada y le da vida al constructo propio que se propone como resultado de
esta investigacion. Estas consideraciones hacen necesaria la seccidn que a continuacion se presenta,
configurando un marco de compresion para las nociones de obstaculo y otras asociadas a ella.

3.1 Una aproximacion a las nociones de error, dificultad y conflicto

Las investigaciones sobre los errores, dificultades y conflictos en el campo del pensamiento
matematico avanzado no son uniformes en la terminologia, ya que muchas veces se utiliza
indistintamente dificultad y obstaculo. En todo caso, los estudios que se han consultado estan
focalizados sobre la deteccion de obstaculos y dejan en un segundo plano las limitaciones en los
aprendizajes debidos a significados personales poco representativos de los significados
institucionales de referencia.

En el EOS se considera a los objetos matematicos como entidades emergentes de los sistemas de
practicas realizadas en un campo de problemas (Godino y Batanero, 1994) y, por tanto, son
derivados de dichas practicas. Al objeto matematico se le asigna un estatuto derivado, mientras que
a la practica se le dota de un lugar privilegiado. Los objetos matematicos personales, segin Godino
y Batanero (1994, p. 335), son: “emergentes del sistema de practicas personales significativas
asociadas a un campo de problemas”. Estos objetos personales van cobrando forma —van
emergiendo en un aprendizaje suscitado por la propia practica-, asi que un objeto personal implica
la generacidn de una regla de comportamiento en el sujeto.

Dado que el significado de un objeto personal consiste en las practicas que hace la persona, dicho
objeto personal se convierte en una posibilidad permanente de planificacion de practicas. El
significado de un objeto personal queda entonces ligado a otros objetos personales y significados,
puesto que en las practicas intervienen diversos objetos personales. Aqui también se logra entrever
el caracter triadico de la semidtica de Peirce en cuanto a la terceridad que se recrea en un ciclo de
signos permanente, y también podria verse aqui el primer supuesto de los obstaculos
epistemoldgicos, que de un nivel de conocimiento y comprension a otro, hay una necesidad de
integracion y reorganizacion. La cognicién no es un proceso solo acumulativo: puede ser disruptivo
y reconstruirse sobre las ruinas.
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Con relacién a los objetos matematicos institucionales, se pueden considerar como entes que
emergen progresivamente de sistemas de practicas socialmente compartidas en una institucion,
ligadas a la resolucion de cierto campo de problemas matematicos. Emergencia ésta que es
progresiva a lo largo del tiempo. Un objeto institucional implica la generacion de una regla de
comportamiento compartida por toda la institucién. (Godino y Batanero, 1994, p. 340)

Para el EQS, el alumno pasa de ser un alumno individual a ser un alumno-en-una-institucion, la
relacion entre los significados de los objetos personales y los institucionales hay que pensarla
basicamente en términos de “ajuste”. Esta parte es clave y acerca al EOS con Radford sin perder
de vista los objetos personales y los demas aspectos cognitivos. Se pretende que el significado de
los objetos personales se ajuste lo mas posible al significado de los objetos institucionales. Esta
relacion de ajuste es la que subyace y posibilita “la evaluacion de los conocimientos de los alumnos,
y es la que me parece potente, coherente y practica para estudiar los tales obstaculos o conflictos
semidtico de cualquiera de los 6rdenes enunciados, relacién de ajuste que la veo mediada y medida
por la normatividad. Esta parte de la teoria dota de metodologias y marcos tedricos aterrizados y
précticos a las investigaciones, es decir, se vuelve tangible lo que se va a medir en términos de los
significados.

En el EOS se define conflictos semidticos como: “Cualquier disparidad o discordancia entre los
significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en
interaccion comunicativa ”; considera que cabe hacer la distincion entre el significado personal
global, el declarado y el logrado. La parte del significado declarado no concordante con el
institucional es lo que habitualmente se consideran como errores de aprendizaje. De acuerdo con
Font (2000a) y Godino, Batanero y Font (2003):

- Hablaremos de error cuando el alumno realiza una practica (accion, argumentacion, etc.)
que no es valida desde el punto de vista de la institucion matematica escolar.

- El término dificultad indicara el mayor o menor grado de éxito de los alumnos ante una
tarea o tema de estudio. Si el porcentaje de respuestas incorrectas (indice de dificultad) es
elevado se dice que la dificultad es alta, mientras que, si dicho porcentaje es bajo, la
dificultad es baja.

A veces el error no se produce por una falta de conocimiento, sino porque el alumno usa
un conocimiento que es valido en algunas circunstancias, pero no en otras en las cuales
se aplica indebidamente.

Si un tipo de error se manifiesta en un cierto numero de alumnos de manera persistente en
una tarea, su origen se debe buscar en los conocimientos requeridos por la tarea, y no
tanto en los propios alumnos. La complejidad semiédtica asociada a la practica matematica
es una posible causa de las dificultades de aprendizaje. El analisis de la trama de funciones
semidticas asociada al contenido matematico permite prever su grado de dificultad
potencial e identificar las variables a tener en cuenta para facilitar su ensefianza.
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- Cuando el error se produce porque el alumno usa un conocimiento, que es valido en
algunas circunstancias, en contextos donde no se puede aplicar decimos que existe un
obstaculo. La superacion del obstaculo requiere que el alumno construya un significado
personal del objeto en cuestion suficientemente rico, de manera que la préactica que es
adecuada en un cierto contexto no se use en otro en el que no es valida. Para ello sera
necesario, ademas, que los significados pretendidos e implementados sean suficientemente
representativos de los significados de referencia.

Los errores, dificultades y conflictos que tiene su origen en la complejidad semiotica o bien en la
falta de representatividad de los significados pretendidos e implementados, en el EOS se llaman
conflictos semidticos y conflictos epistémicos. Esta parte de la teoria de Godino y colaboradores
es la que me tiende un puente, me posibilita un transito entre la escuela didactica francesa clasica
(Brousseau, en especial) de corte puramente cognitivo y nuevos enfoques mas dindmicos mas
fluidos, que la permean de cultura y socializacién en la interaccién humana.

La nocion de conflicto semiotico y sus tipos puede ser més flexible, al aplicarse en situaciones
menos exigentes que la de obstaculo (segun la concibe Brousseau), y ademas aporta una posible
explicacion: disparidad de significados. Segin Godino en “Un enfoque ontologico y semiotico de
la cognicion matematica” (Seminario Doctorado I y 11-2007), esta nocion se puede interpretar en
términos de “conflictos de significados”. Siempre que podemos decir que hay un obstéaculo, existe
un conflicto de significados, pero no necesariamente aparece como un conflicto semidtico
percibido por el profesor o el estudiante mismo. Esta relacion no se da la inversa, o sea no todo
conflicto semidtico se genera por un obstaculo, en el sentido de Brousseau. Por tanto, la nocién de
conflicto semidtico puede ser una herramienta mas flexible que la de obstaculo, pero no pueden
confundirse. Los obstaculos epistemoldgicos mas profundos no producen ningdn conflicto en el
estudiante ni en sus interacciones con los profesores y comparieros.

Los analisis a priori permiten formular hipotesis sobre conflictos semioticos potenciales entre los
cuales destacan, por su relevancia, aquellos que origina un libro de texto al dejar a cargo del alumno
la realizacion de determinadas funciones semioticas que son basicas para la correcta interpretacion
del texto y que, de no producirse, pueden ocasionar una disparidad entre el significado personal
global del alumno y el significado institucional pretendido. Por su parte, los analisis a posteriori
permiten determinar los conflictos semioticos realmente producidos y contrastarlos con los
detectados a priori. En el EOS, los conflictos semioticos se consideran como explicaciones de las
dificultades y los significados pretendidos.

3.2 Una aproximacion propia a una conceptualizacion de los obstaculos

De este panorama posible: obstaculo epistemoldgico, concepciones, obstaculos culturales,
obstaculos didacticos, conflictos semidticos, epistémicos, cognitivos e interaccionales,
misconcepciones, podemos ver que, reconociendo sus diferencias sustanciales, han existido en la
literatura distintos modos de enunciar esas dificultades, errores, caidas, tropiezos que los maestros
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detectamos en nuestros estudiantes en las aulas de clase, en todos los niveles de escolaridad, en
toda clase de instituciones y de diferentes maneras; sin embargo como el lector encontrara
documentado en esta tesis, algunas de esas dificultades, caidas, tropiezos pasan desapercibidas para
maestros y estudiantes sin generar conflicto alguno, y se ha focalizado el interés de los
investigadores por indagar lo que subyace a tales dificultades con el afan de proponer categorias
de andlisis para explicarlas potencialmente.

Y ¢por qué fue importante presentar ese panorama de tendencias, de miradas y de perspectivas?
¢Por qué no solamente decir de entrada bajo qué mirada desarrollaremos la investigacion? Por un
lado, para resaltar la importancia de la problemaética, por otro para caracterizar las tendencias y
perspectivas actuales alrededor de los obstaculos y conflictos, y finalmente y sobre todo para
“construir” un enfoque propio que se sustente con conocimiento de las diferentes miradas y
perspectivas, y que sea lo suficientemente potente para dar cuenta de las “dificultades” detectadas.

Se va a entender aqui la nocion de obstaculo como un conocimiento y no como una ausencia de
conocimiento; como un conocimiento y no como un error; Un conocimiento que funciona bien en
algunos contextos, pero que al ser aplicado en otros produce “errores”. Un inconveniente concreto
que se presente en algin tema y que se revele en los errores que se cometen, en las dudas, en la
perplejidad, puede deberse a que no se tienen los conocimientos necesarios, 0 a que los que se
tienen dificultan el trabajo. A diferencia del que falta, el conocimiento que si esta pero que provoca
dificultades y conflictos, dudas y errores, es sintoma de la existencia de conocimientos previos —
presentes o ausentes— que entorpecen Yy dificultan el aprendizaje. Una dificultad concreta que se
presenta en un tema y que se revela en los errores que se cometen, en las dudas, en la perplejidad,
puede deberse a que no se tienen los conocimientos necesarios, 0 puede deberse a que los
conocimientos que si se tienen dificultan el trabajo.

Esta misma diferencia se plantea en el tipo de errores detectados: accidentales, ocasionales, lapsus
y errores sistematicos, que se deben a algo... ja qué se deben? En la conceptualizacion de
obstaculos planteamos como supuesto una contraposicion entre el conocimiento ausente
(ignorancias) y el presente, pero dificultante que son los obstaculos. Esta es una variable importante
para precisar lo que son los obstaculos: que son conocimiento, y no falta de él.

Aqui concebimos los errores como sintomas, indicadores de la posible existencia de obstaculos.
Aqui la palabra error no se entiende como juicio calificador o término que juzga un
comportamiento, conducta o respuesta erronea del estudiante, sino como aquella conducta que no
sigue las reglas institucionales. Los errores, en el marco tedrico de esta investigacion, se consideran
como los sintomas de los obstaculos; como las manifestaciones visibles de las dificultades que
emergen en las practicas educativas; y los obstaculos como la posible causa atribuida a esos errores;
los obstaculos se convierten en la etiologia que explica, epistemoldgicamente hablando, tal o cual
error.

Se reconoce creatividad en los errores que cometen los estudiantes, comprensiones divergentes de
las preguntas formuladas. Se trata de no cargar la palabra semanticamente con la tradicion que la
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asocia al enjuiciamiento peyorativo y calificativo hacia los estudiantes. Los errores —mirados de
esa manera— se convierten en la fuente de indagacién mas importante, pues los obstaculos pueden
inferirse de los errores en las practicas y de la dificultad experimentada por los que participan en
ellas.

Si la conducta erratica se repite sistematicamente, se le ha de buscar la etiologia en algo que no se
reduce a la habilidad motora incipiente. Esa conducta, error, equivocacion, violacion de la regla
institucional, es un sintoma de que ahi hay un obstaculo que no depende de falta de habilidades;
vendra entonces la caracterizacion para precisar su naturaleza, sea que genere o no algun tipo de
conflicto.

Concebimos obstaculo como un constructo del que suponemos o inferimos su presencia como
fuente de los errores sistematicos y de las dificultades experimentadas por los estudiantes en las
PEU. Es una atribucion de causalidad a las dificultades manifiestas por los estudiantes en las
PEUC.

Para entender las reservas sobre el calificativo “epistemologico” que encontramos en Radford,
Ilamémoslo obstaculo cognitivo o didactico, pues se debe a un conocimiento presente en el
estudiante en un proceso cognitivo de aprendizaje, sin decidir todavia si es solo de orden cognitivo
individual en el EOS, o también es de orden epistémico de la comunidad académica de referencia,
0 si es generado por la didactica presente en las practicas.

3.3 Analisis didactico del EOS y categorias descriptivas

3.3.1. Configuracion ontosemidtica

Un modelo teérico emergente en la educacion matematica, que ha ido ganando cada vez mas
importancia a nivel mundial, es el enfoque onto-semidtico (EOS) de la cognicidn e instruccion
matematica (Godino, Batanero y Font, 2007), modelo que intenta articular varias perspectivas de
la disciplina y dimensiones involucradas en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

En cuanto al sistema de précticas distingue dos tipos:

- Las précticas personales que realiza una persona para llegar a la solucion de un problema
matematico determinado.

- Las practicas institucionales realizadas por varias personas en el seno de una intuicion para
Ilegar a la solucion de un problema matematico.

Segun el EOS (Godino, 2016) la nocion de configuracién ontosemiotica (de practicas, objetos y
procesos) responde a la necesidad de identificar los objetos y procesos que intervienen y emergen
en las practicas matematicas, y afirman que el reconocimiento de tales objetos y procesos permite,
entre otras cosas, prever conflictos potenciales y efectivos de aprendizaje, e identificar objetos
(conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos) relacionados tal como aparece en sus
escritos en la siguiente figura.
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Figura 1. Configuracion de objetos primarios

También afirman que con esta herramienta tedrica se trata de responder a las cuestiones como:
¢Cudles son las configuraciones de objetos y procesos activadas en las practicas matematicas
necesarias para resolver un tipo de tareas matematicas? (configuraciones epistémicas), ¢Qué
objetos y procesos matematicos pone en juego el estudiante para resolver un tipo de tareas
matematicas? (configuraciones cognitivas) y ¢Qué practicas personales, objetos y procesos
implicados en las mismas, realizadas por el estudiante son validas desde la perspectiva
institucional?

Dentro de los procedimientos aparecen acciones, actitudes, tareas, operaciones que necesita una
interpretacion conceptual. Los procedimientos pueden ser analiticos (desarrollo de un limite),
graficas (unatabla), gestuales (una sefial) ... En cuanto a los argumentos, ellos son importantes por
la razén logica que los sustenta.

Por otro lado, la herramienta configuracion ontosemidtica incorpora nociones de concepto,
concepcion, esquema, praxeologia matematica y registro de representacion semioética. Para el EOS
un objeto abstracto es entendido como una entidad: Inmaterial (no ostensiva), General (intensiva);
que a su vez se puede considerar de manera: Unitaria (como regla) o sistémica (configuracion
ontosemiotica de préacticas, objetos y procesos), Personal (mental) o institucional (sociocultural) y
Antecedente (significante) o consecuente (significado) en una relacion semiotica.

Afirma también que el proceso de abstraccion mediante el cual emergen o se construyen los objetos
abstractos conlleva el concurso de otros procesos cognitivos - epistémicos mas basicos:
generalizacion, idealizacion (entendida como desmaterializacion), unitarizacion (reificacion,
cosificacién), significacion, representacion. La articulacién de estos elementos se aprecia en la
siguiente figura tomada de Godino(2016).
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Figura 2. Configuracion ontosemidtica

Segun el EOS se aplica esta configuracion para que se pueda observar o comprender que un objeto
abstracto es entendido como una entidad que puede ser, Inmaterial, General y que a su vez se puede
considerar, unitario, personal, antecedente o consecuente. Esto nos lleva a otros procesos los cuales
son: generalizacion, idealizacion (entendida como desmaterializacion), unitarizacion (reificacion,
cosificacidn), significacion, representacion, que complementan la configuracion ontosemiotica.

3.3.2 Configuracion didéactica

ElI EOS (Godino, 2016) define la nocion de configuracién didactica como cualquier segmento de
actividad didactica (ensefianza y aprendizaje) comprendido entre el inicio y fin de una tarea, que
incluye las acciones de los estudiantes y del profesor, asi como los medios planificados o usados
para abordar la tarea.

Distinguen tres tipos de configuraciones:

e Configuracién epistémica: (sistema de practicas, objetos y procesos matematicos
institucionales requeridos en la tarea).

e Configuracion instruccional (sistema de funciones docentes, discentes y medios
instruccionales que se utilizan, asi como las interacciones entre los distintos componentes).

e Configuracion cognitiva — afectiva: (sistema de practicas, objetos y procesos matematicos
personales que describe el aprendizaje y los componentes afectivos que le acompafan).
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3.4 Analisis de facetas de idoneidad didactica

Segun Font y Godino el Enfoque Ontosemiotico (EOS) es un marco tedrico que ha surgido en el
seno de la Didactica de las Matematicas con el proposito de articular diferentes puntos de vista y
nociones tedricas sobre el conocimiento matematico, su ensefianza y aprendizaje. Con dicho fin se
adopta una perspectiva global, teniendo en cuenta las diversas dimensiones implicadas y las
interacciones entre las mismas, como se representa en la figura 3. Se resalta el carécter relacional
y multidimensional de la ensefianza de las matematicas. “La enseflanza es relacional. Los
profesores, los estudiantes, y el contenido sélo se pueden comprender unos en relacion con los
otros.
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Figura 3. Facetas y niveles de analisis didactico

Establecen que las idoneidades epistémica (grado de representatividad de los significados
institucionales implementados o pretendidos, respecto de un significado de referencia) y cognitiva
(grado en que los significados pretendidos/ implementados estén en la zona de desarrollo potencial
de los alumnos) no se pueden reducir a los componentes conceptuales, procedimentales y
actitudinales; que la nocion de idoneidad didactica se puede aplicar de manera puntual, en una
sesion de clase, o de manera global, en una propuesta curricular.

La nocién de idoneidad didactica, sus dimensiones y criterios segin Batanero (2013) fueron
introducidas en trabajos previos (Godino, Contreras y Font, 2006; Godino, Bencomo, Font y
Wilhelmi, 2006; Godino, 2011) como herramienta de paso de una didactica descriptiva —
explicativa a una didactica normativa, esto es, orientada hacia la intervencion efectiva en el aula.
Esta se define como la articulacion coherente y sistémica de las seis componentes siguientes
(Godino, Batanero y Font, 2007):

- ldoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.
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- ldoneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/ implementados estén
en la zona de desarrollo potencial de los alumnos, asi como la proximidad de los significados
personales logrados a los significados pretendidos/ implementados.

- Idoneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor idoneidad desde
el punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias didacticas permiten, por una
parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra
parte permitan resolver los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

- ldoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos materiales y
temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza aprendizaje.

- ldoneidad afectiva, grado de implicacion (interés, motivacion, ...) del alumnado en el proceso
de estudio. La idoneidad afectiva esta relacionada tanto con factores que dependen de la
institucion como con factores que dependen basicamente del alumno y de su historia escolar
previa.

- ldoneidad ecoldgica, grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del
centro, la escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

Dialogo

Interaccion
Comunicacion

Recursos técnicos
Tiempo

MEDIACIONAL

INTERACCIONAL (Disponibilidad)

(Negociacién)

AFECTIVA ECOLOGICA
(Implicacion) (Adaptacion)
Actitudes
Emociones Sociedad
Motivaciones Esmfem
Curriculo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividd)

Acoplamiento
Participacion
Apropiacion

Figura 4. ldoneidad didactica

Representan mediante un hexagono regular la idoneidad correspondiente a un proceso de estudio
El hexagono irregular interno corresponderia a las idoneidades efectivamente logradas en la
realizacion de un proceso de estudio implementado, y sitdan en la base las idoneidades epistémica
y cognitiva al considerar que el proceso de estudio gira alrededor del desarrollo de unos
conocimientos especificos.

Las idoneidades epistémica y cognitiva no se pueden reducir a los componentes conceptuales,
procedimentales y actitudinales, como habitualmente se considera en las propuestas curriculares.
El primer paso para poder confeccionar un programa de estudio es determinar qué es idoneo desde
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los puntos de vista epistémico y cognitivo (asi como la coordinacion de estas idoneidades). La
ontologia (junto con las facetas duales) propuesta por el EOS permite describir las idoneidades
epistémica y cognitiva en términos de configuraciones epistémicas y cognitivas (conglomerado de
situaciones-problema, definiciones, procedimientos, proposiciones, lenguajes y argumentos). El
ndcleo de dichas configuraciones son las situaciones-problemas seleccionadas para contextualizar
y personalizar los significados.

Primer nivel: Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de
practicas

Se mira el uso de lenguajes, verbales y simbdlicos. Estos dos lenguajes son parte de conceptos,
preposiciones y procedimientos que estan en la elaboracion de argumentos para decidir las acciones
simples, en conclusion, cuando alguien tiende hacer una practica matematica activa situaciones-
problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos que estan presentes
en un lenguaje matematico.

Ademaés, aparecen estas tipologias que se basan en el lenguaje matematico que son:

- Elementos linguisticos: estan términos, expresiones, notaciones y graficos también estan de
forma escrita, oral y gestual.

- Situaciones-problemas: se encuentran las aplicaciones matematicas, tareas y ejercicios.

- Proposiciones: son enunciados que se encuentran segun el concepto.

- Procedimientos: son los algoritmos, operaciones y técnicas de célculo.

- Argumentos: se articulan con las preposiciones y procedimientos para validar una
explicacion sobre un tema en especifico.

- Conceptos: definicion (introducido mediante definiciones o descripciones).

Las situaciones-problemas son el origen de las actividades; el lenguaje sirve para representar las
ideas y sirve de instrumento para la accion y los argumentos justifican los procedimientos y
proposiciones que relacionan los conceptos.

La consideracion de una entidad como primaria no es cuestion absoluta, sino que es relativa, se
trata de entidades funcionales y relativas a los juegos de lenguaje, ademas esta relacionada con un
caracter recursivo, en el sentido de cada objeto que depende de un nivel de analisis que se
componen de las demés entidades como el argumento en el que se basan los conceptos,
preposiciones y procedimientos.

En conclusioén, la nocion de ““sistema de précticas " es utilizado en andlisis de tipo macro didactico,
en un analisis mas fino de la actividad matematica es necesario introducir los tipos de entidades
gue estan anteriormente como: situaciones-problemas, lenguajes, definiciones, preposiciones,
procedimientos y argumentos.

Segundo nivel: Atributos contextuales

La nocion de juego de lenguaje (Wittgenstein, 1953) es muy importante porque se considera junto
con la nocion de institucion, también estan los objetos matematicos que intervienen en practicas
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matematicas y emergentes de estas mismas, segun el juego del lenguaje se considera en las
siguientes facetas de (Godino, 2002):

Personal-institucional: los objetos emergentes se consideran "objetos institucionales ™,
mientras si son especificos de una persona se consideran como " objetos personales™
(Godino y Batanero, 1994, p.38). En una cognicion matematica se debe tener en cuenta las
facetas personales e institucionales, en las que se establece relaciones dialécticas complejas
y son esenciales para la educacion matematica. La "~ "cognicidn personal " es el resultado
del pensamiento y la accion del sujeto individual ante varios problemas, ademas, se
encuentra la ““cognicion institucional " es el dialogo, el convenio y la regulacién en un
grupo de individuos que forman comunidad de précticas.

Ostensivo-no ostensivo: En el ostensivo se entiende que cualquier objeto es publico en
donde se puede mostrar a otro, en los objetos institucionales y personales tiene una
naturaleza no ostensiva (no perceptibles por si mismos). Cualquiera de estos objetos se usa
en las préacticas pablicas por medio de sus ostensivos asociados (notaciones y simbolos), en
la clasificacidn de ostensivo y no ostensivo es relativa dependiendo el juego del lenguaje
en el que participan, el objeto ostensivo es sujeto al discurso implicito en el discurso
matematico (el signo de multiplicar y la notacién algebraica).

Expresion-contenido: La actividad matematica, los procesos de construccién y uso de los
objetos matematicos se relacionan esencialmente, los objetos no se conciben como
entidades aisladas, sino puestas en relacién unos con otros, existe una relacion que es
semidtica entendidas en un antecedente (expresion significante) y un consecuente
(contenido, significado) establece un sujeto (persona o institucidn) que se corresponde a un
cddigo de correspondencia.

Extensivo-intensivo (ejemplar-tipo): se relaciona con un objeto de caso particular (por
ejemplo: la funcion y = 2x + 1) y la clase general (por ejemplo: la familia de funciones
y = mx + n). la dualidad extensivo-intensiva se utiliza para las caracteristicas basicas de
la actividad matematica, se centra en la dialéctica entre lo particular y general que es la
clave en la construccion y aplicacion del conocimiento matematico.

Unitario- sistematico: Los objetos matematicos participan como entidades unitarias, otras
se deben descomponer para su estudio, en los ultimos niveles de educacion primaria, el
sistema de numeracion decimal es muy conocido y va como entidad unitaria, ademas deben
considerarse un aprendizaje sistematico.

Tercer nivel de analisis: configuraciones y trayectorias didacticas

El centro de atencion del analisis didactico debiera progresar desde la situacion —problema (o del
concepto/ estructura conceptual) a la configuracion epistémica/ cognitiva, y de ésta hacia la
configuracién didactica —que incluye no solo el saber y los sujetos sino también el papel del
profesor, los recursos y las interacciones entre los diversos componentes. En la siguiente etapa el
analisis didactico debe contemplar la trayectoria o secuencia de configuraciones didacticas, esto
es, el progresivo “crecimiento matematico” de los aprendizajes.
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Cuarto nivel de analisis: dimension normativa

La educacion, como cualquier actividad social, es una actividad regulada, en algunos aspectos de
manera explicita y en otros implicitamente. Desde el nivel méas general de las directrices
curriculares, fijadas con frecuencia con decretos oficiales, incluso mediante leyes organicas, hasta
los comportamientos de cortesia y respeto mutuo entre profesor y alumnos, los procesos de
ensefianza y aprendizaje estdn regulados por normas, convenciones, habitos, costumbres,
tradiciones, ... Todos estos elementos reguladores conforman lo que se denomina la “dimension
normativa de los procesos de estudio”. Una empresa prioritaria del analisis didactico debe ser el
estudio de esta “dimension normativa’ para, por un lado, poder describir con mayor precision el
funcionamiento de los procesos cognitivos e instruccionales normados y, por otro, incidir en
aspectos de la dimensién normativa (modificandolos si fuera necesario) para facilitar la mejora de
dichos procesos de estudio de las matematicas. La nocidn de dimension normativa (que incluye
también los aspectos metanormativos) ha sido introducida en Godino, Font, Wilhelmi y Castro
(2007) y en D’ Amore, Font y Godino (2007).

Quinto nivel de analisis: idoneidad didactica

Los analisis precedentes tienen una orientacion descriptiva (¢ qué puede ocurrir, o qué ha ocurrido?,
...), Y explicativa (¢por qué han actuado del tal modo el profesor y los estudiantes?, ...). Estos
analisis deben proporcionar informacion para emitir un juicio valorativo sobre el proceso de
estudio, abordable en el EOS mediante la aplicacion de la nocion de idoneidad didéactica (Figura
6), desarrollada en Godino, Contreras y Font (2006), Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2007).

Indicadores de idoneidad didactica

La nocion de idoneidad didactica se puede aplicar al analisis de un proceso de estudio puntual
implementado en una sesion de clase, a la planificacion o el desarrollo de una unidad didactica, o
de manera mas global, al desarrollo de un curso o una propuesta curricular. También puede ser (til
para analizar aspectos parciales de un proceso de estudio, como un material didactico, un manual
escolar, respuestas de estudiantes a tareas especificas, o “incidentes didacticos” puntuales.

Idoneidad epistémica: un proceso de estudio matematico, tiene mayor idoneidad epistémica en la
medida en que los contenidos implementados (o pretendidos) representan bien a los contenidos de
referencia.

Tabla 3. Componentes e indicadores de idoneidad epistémica (matematica)

COMPONENTES: | INDICADORES:

Situaciones- - Se presenta una muestra representativa y articulada de situaciones de

Problemas contextualizacion, ejercitacion y aplicacion

- Se proponen situaciones de generacion de problemas
(problematizacion)

Lenguajes - Uso de diferentes modos de expresion matematica (verbal, grafica,
simbolica...), traducciones y conversaciones entre las mismas

- Nivel del lenguaje adecuado a los nifios a que se dirige

- Se propone situaciones de expresion matematica e interpretacion
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Reglas -
(Definiciones,
proposiciones, -
procedimientos)

Las definiciones y procedimientos son claros y correctos, y estan
adaptados al nivel educativo al que se dirige

Se presentan los enunciados y procedimientos fundamentales del
tema para el nivel educativo dado

Se proponen situaciones donde los alumnos tengan que generar o
negociar definiciones, proposiciones o procedimientos

Argumentos - Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones son adecuadas
al nivel educativo a que se dirige
- Se promueven situaciones donde el alumno tenga que argumentar
Relaciones - Los objetos matematicos (problemas, definiciones, proporciones,

etc.) se relacionan y conectan entre si
Se identifican y articulan los diversos significados de los objetos que
intervienen en las practicas matematicas

Idoneidad cognitiva: Definimos la idoneidad cognitiva como el grado en que los contenidos
implementados (o pretendidos) son adecuados para los alumnos, es decir, estan en la zona de
desarrollo potencial de los alumnos. En la siguiente tabla se incluyen los componentes e

indicadores seleccionados.

Tabla 4. Componentes e indicadores de idoneidad cognitiva

COMPONENTES:

INDICADORES:

conocimientos previos
(Se tiene en cuenta los
mismos elementos que
para la idoneidad
epistémica)

- Los alumnos tienen los conocimientos previos necesarios
para el estudio del tema (bien se han estudiado anteriormente
0 el profesor planea su estudio)

- Los contenidos pretendidos se pueden alcanzar (tienen una
dificultad manejable) en sus diversos componentes

Adaptacion curricular a
las diferencias
individuales

- Se incluyen actividades de ampliacion y refuerzo
- Se promueve el acceso y el logro de todos los estudiantes

Aprendizaje:

(se tiene en cuenta los
mismos elementos que
para la idoneidad
epistematica)

- Los diversos modos de evaluacién indican que los alumnos
logran la apropiacion de los conocimientos, compresiones y
competencias pretendidas:

o Comprension conceptual y proposicional
competencia comunicativa y argumentativa; fluencia
procedimental; comprension situacional; competencia
meta cognitiva

- Laevaluacidn tiene en cuenta distintos niveles de
comprension y competencia

- Los resultados de las evaluaciones se difunden y usan para
tomar decisiones

En el marco del EOS se asume que el aprendizaje implica la apropiacion de los significados
institucionales pretendidos por parte de los estudiantes, mediante la participacion en la comunidad
de practicas generada en la clase. Supone el acoplamiento progresivo entre los significados
personales iniciales de los estudiantes y los significados institucionales planificados. Los
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significados son entendidos en términos de practicas operativas y discursivas y supone ademas el
reconocimiento e interrelacion de los objetos que intervienen en dichas préacticas.

Idoneidad afectiva: La emision de un juicio sobre la mayor o menor idoneidad afectiva del
proceso en cuestion se basa en el grado de implicacidn, interés y motivacion de los estudiantes. En
la siguiente tabla se incluyen los componentes e indicadores seleccionados.

Tabla 5. Componentes e indicadores de idoneidad afectiva

COMPONENTES: INDICADORES:

Intereses y necesidades | - las tareas tienen interés para los alumnos

- se propone situaciones que permitan valorar la utilidad de las
matematicas en la vida cotidiana y profesional

Actitudes - Se promueve la participacion en las actividades, la
perseverancia, responsabilidad, etc.

- Se favorece la argumentacion en situaciones de igualdad; el
argumento se valora en si mismo y no por quien lo dice

Emociones - Se promueve la autoestima, evitando el rechazo, fobia o
miedo a las matematicas

- Se resaltan las cualidades de estética y precision de las
matematicas.

La resolucién de cualquier problema matematico lleva asociada una situacion afectiva para el
sujeto implicado, quien pone en juego no solamente practicas operativas y discursivas para dar una
respuesta al problema, sino también moviliza creencias, actitudes, emociones o valores que
condicionan en mayor o menor grado y diferente sentido la respuesta cognitiva requerida.

Idoneidad interaccional: Es el grado en que los modos de interaccion permiten identificar y
resolver conflictos de significado, favorecen la autonomia en el aprendizaje y el desarrollo de
competencias comunicativas. En la siguiente tabla se incluyen algunos indicadores de idoneidad
referidos a las interacciones entre el profesor y los estudiantes y entre los propios estudiantes.

Tabla 6. Componentes e indicadores de idoneidad interaccional

COMPONENTES: INDICADORES:
Interaccion docente- - El profesor hace una presentacion adecuada del tema
discente (presentacion clara y bien organizada, no habla demasiado

rapido, enfatiza los conceptos clave del tema, etc.)

- Reconoce y resuelve los conflictos de los alumnos (se hacen
preguntas y respuestas adecuadas, etc.)

- Se busca llegar a consensos con base al mejor argumento

- Se usan diversos recursos retoricos y argumentativos para
implicar y captar la atencién de los alumnos

- Se facilita la inclusion de los alumnos en la dindmica de la
clase

Interaccion entre - Favorece el dialogo y comunicacion entre los estudiantes

alumnos




Tratan de convencerse a si mismos y a los demas de la
valides de sus afirmaciones conjeturas y respuestas
apoyandose en argumentos matematicos

Se favorece la inclusion en el grupo y se evita la exclusion

Autonomia

Se contemplan momentos en los que los estudiantes asumen
la responsabilidad del estudio (plantean cuestiones y
presentan soluciones; exploran ejemplos y contraejemplos
para investigar y conjeturar; usan una variedad de
herramientas para razonar, hacer conexiones, resolver
problemas y comunicarlos)

Evaluacion formativa

Observacion sistematica del progreso cognitivo de los
alumnos
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La importancia del discurso, el dialogo, la conversacion en la clase es resaltada por diversos

autores: “La naturaleza del discurso matematico es una caracteristica central de la practica de la

clase”.

Idoneidad mediacional: Se entiende la idoneidad mediacional como el grado de disponibilidad y

adecuacion de los recursos materiales y temporales para el desarrollo del proceso de ensefianza-

aprendizaje.

El uso apropiado de la tecnologia es uno de los principios formulados por el NCTM (2000, p.24),
indicandose, “La tecnologia es esencial en el aprendizaje y la ensefianza de las matematicas. Este
medio puede influenciar positivamente en lo que se ensefia y, a su vez, incrementar el aprendizaje

de los estudiantes”.

Tabla 7. Componentes e indicadores de idoneidad mediacional

COMPONENTES:

INDICADORES:

Recursos materiales
(Manipulativos,
calculadoras,
ordenadores)

Se usan materiales manipulativos e informativos que permiten
introducir buenas situaciones, lenguajes, procedimientos,
argumentaciones adaptadas al contenido pretendido

Las definiciones y propiedades son contextualizadas y
motivadas usando situaciones y modelos concretos y
visualizaciones

NuUmero de alumnos,
horario y condiciones
del aula

El nimero y distribucion de los alumnos permite llevar a cabo
la ensefianza pretendida

El horario del curso es apropiado (por ejemplo, no se imparten
todas las sesiones a tltima hora)

El aula y a distribucién de los alumnos es adecuada para el
desarrollo del proceso institucional pretendido

Tiempo (de
enseflanza
colectiva/tutorizacion;
tiempo de
aprendizaje)

El tiempo (presencial y no presencial) es suficiente para la
ensefianza pretendida

Se dedica suficiente tiempo a los contenidos mas importantes
del tema

Se dedica tiempo suficiente a los contenidos que presentan mas
dificultad de compresion
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Idoneidad ecoldgica: La idoneidad ecoldgica se refiere al grado en que un plan o accién formativa
para aprender matemaéticas resulta adecuado dentro del entorno en que se utiliza. Por entorno
entendemos todo lo que esta fuera del aula, condicionando la actividad que se desarrolla en la
misma. Asi, nos podemos referir a todo lo que viene en general determinado por la sociedad, la
escuela, la pedagogia, la didactica de las matematicas.

Tabla 8. Componentes e indicadores de idoneidad ecolégica

COMPONENTES: INDICADORES:

Adaptacion al curriculo | - Los contenidos, su implementacion y evaluacion se
corresponden con las directrices curriculares

Apertura hacia la - Innovacion basada en la investigacion y la practica reflexiva

innovacion didactica - Integracion de nuevas tecnologias (calculadoras,
ordenadores, TIC, etc.) en el proyecto educativo

Adaptacion socio- - Los contenidos contribuyen a la formacion socio-profesional

profesional y cultural de los estudiantes

Educacion en valores - Se contempla la formacién en valores democraticos y el
pensamiento critico

Conexiones intra e - Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e

interdisciplinarias interdisciplinarias

El EOS finalmente concluye que la nocion de idoneidad didéctica proporciona una sintesis global
sobre los procesos de estudio matematico, pero su aplicacion requiere realizar los analisis previos
de las diversas dimensiones implicadas. En particular, la idoneidad epistémica requiere caracterizar
los tipos de problemas, los sistemas de practicas institucionales correspondientes, asi como la
reconstruccion de las configuraciones y procesos matematicos implicados. La idoneidad cognitiva
precisa elaborar informacion detallada de los significados personales y la identificacion de
conflictos semioticos potenciales. La idoneidad interaccional y mediacional requiere analizar las
trayectorias de estudio y las interacciones didacticas entre el docente, los estudiantes y los medios
disponibles. El analisis de las normas ayudara a comprender los factores ecoldgicos que
condicionan los procesos de estudio, y por tanto la valoracion de la idoneidad ecolégica.

La nocién de idoneidad didactica, sus componentes e indicadores empiricos, ha sido introducida a
partir de un modelo explicito sobre el conocimiento matematico sobre bases pragmatistas -
antropoldgicas. La introduccion de la dualidad personal - institucional de los sistemas de practicas
y de las configuraciones de objetos y procesos permite aplicar sistemas de categorias similares para
describir el conocimiento de los sujetos individuales y el conocimiento institucional, para el cual
se postula un tipo de realidad objetiva, aunque culturalmente relativa. Otra nocion clave del EOS
es la de significado, entendido como contenido de las funciones semiéticas, o relaciones entre
objetos, configuraciones y sistemas de préacticas, la cual permite concebir el aprendizaje en
términos de apropiacion de significados.

La teoria de la idoneidad didactica trata de interrelacionar las distintas facetas que intervienen en
el disefio, implementacion y evaluacion de procesos de ensefianza — aprendizaje de las
matematicas. Las nociones de idoneidad epistémica y ecologica y el sistema de indicadores
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asociados constituyen el germen de una teoria curricular, mientras que los correspondientes a las
facetas cognitiva — afectiva lo constituye para una teoria del aprendizaje. Las facetas interaccional
y mediacional contienen, a su vez, el germen de una teoria de la ensefianza.

A continuacion, se presentas algunas ideas fundamentales de la Teoria de los Registros de
Representacion semiotica de Raymond Duval, a los que acudimos para la comprension de algunos
objetos descritos en la configuracion ontosemiotica como lenguajes, proposiciones, argumentos,
definiciones y conceptos.

3.5 Enfoque Noético-Semiotico (ENS) de Raymond Duval

En la perspectiva de Duval (2006a), las matematicas se distinguen de otras areas del conocimiento,
entre otros aspectos, en que el Unico acceso a sus objetos es de naturaleza semidtica: solo se
conocen por la via de sus representaciones semioticas, cada una de las cuales pertenece a un registro
semidtico especifico RSR(m). Segun el registro al que pertenezca, cada una de las representaciones
de un objeto matematico solo lo puede presentar parcialmente: no presenta las mismas propiedades
o0 caracteristicas del objeto que pueden presentar otras representaciones del mismo registro o de
otros registros, y reciprocamente, ninguna representacion en ningun registro es completa y
adecuada al objeto.

Ademas, segun la naturaleza del sistema productor de la representacion o registro semidético RSR,
y el modo fenomenoldgico de produccion de sus representaciones, se habla entonces de
representaciones semioticas de produccion intencional, para distinguirlas de las representaciones
neurales, cuya produccién no es intencional sino automatica, en tanto se involucran procesos
motores, sensoriales y neuronales. Dicho de otra manera, una representacion semidtica se produce
con signos Yy reglas de uso que llevan un carécter intencional; en cambio, las representaciones no
semioticas no tienen este caracter intencional. Pueden ser producidas por un sistema organico o
fisico, como en el caso de una huella en la arena o una fotografia, incluso una pintura. En efecto,
Duval (2006a), sefiala dos caracteristicas que distinguen el papel central y particular de las
representaciones semioticas en matematicas que pueden ayudar a los alumnos a no confundir los
objetos matematicos con sus representaciones semioticas.

En primer lugar, las representaciones semidticas son importantes en la medida en que pueden
transformarse en otras representaciones semiéticas pertenecientes al mismo registro RSR(m) o a
otro registro RSR(n). Segun Duval (2006a), las transformaciones de representaciones semidticas
se pueden clasificar en dos tipos. Por una parte, el tratamiento, como transformacion de una
representacion en otra representacion de un mismo registro, y la conversion, como transformacion
de la representacion de un objeto en un registro en otra representacion del mismo objeto en otro
registro. Asi pues, las representaciones semiéticas son importantes porque se las puede utilizar para
efectuar tratamientos, como razonamientos simbolicos aritméticos, algebraicos o analiticos, y para
hacer célculos internos en el mismo registro, o para hacer conversiones de una representacion
semidtica RS(m, K) perteneciente a un registro RSR(m) a otra representacién RS(n, I) perteneciente
a otro registro diferente RSR(n).
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En segundo lugar, es necesario recurrir a tipos diferentes de representaciones semiéticas producidas
por dos 0 mas registros diferentes, ya que cada RS(m, k) como sistema semiético ya producido
ofrece posibilidades diferentes de tratamiento segln el sistema semiotico productor o registro
RS(m) que la produzca y presenta diferentes aspectos del mismo objeto matematico que pueden
aparecer mejor a través de conversiones a representaciones de otros registros. Piénsese por ejemplo
en la representacion de los primeros cuatro numeros de contar levantando uno o varios dedos de la
mano derecha; o con palitos 0 muescas como I, 11, I11, I11l; o en numeracién romana como |, 11, 11l,
IV, en numeracion griega como las letras alfa, beta, gama y delta, y en la sino-indo-arabiga decimal
como 1, 2, 3, 4, mientras que en otro registro semidtico diferente, como la numeracion en base
cuatro ya el mismo nimero cuatro no tiene numeral propio, sino que habria que escribirlo ‘10°,
aunque en base tres seria ‘11’ y en base dos ‘100’. Cada numeracién en base natural b de dos en
adelante es un registro diferente, y en el caso de n=16 o hexadecimal digital, se utilizan también
literales como A, B, C, D, E, F, G que sirven, asi como digitos para los nUmeros representados por
los numerales decimales 10, 11, 12, 13, 14 y 15.

Es decir, el punto fundamental en la actividad matematica no es la utilizacion de representaciones
semidticas, lo cual es necesario e ineludible, sino la capacidad para pasar de una representacion
semidtica a otra representacion semiotica del mismo objeto en el mismo registro o en otro registro.

Desde esta perspectiva se postula que las representaciones en matematicas son de naturaleza
semidtica intencional y que toda actividad matematica implica el recurso a representaciones
semioticas y a sus transformaciones (tratamientos o conversiones), porque los objetos estudiados
no son accesibles perceptiva o instrumentalmente, como en otros ambitos de conocimiento
cientifico; es decir, sélo se puede acceder a los objetos matematicos mediante sus representaciones
semidticas, pero no se puede confundir el objeto con ninguna de sus representaciones.

En la Didactica de las Matematicas en cuanto a la ensefianza, para Duval es crucial presentar a los
estudiantes el mismo objeto matematico a través de representaciones diferentes producidas por
registros semidticos diferentes, al menos dos de ellos y preferiblemente més, asi como distinguir
claramente y ensefiar a efectuar los dos tipos de transformaciones semidticas, los tratamientos y las
conversiones. En cuanto al aprendizaje, Duval es radical al precisar la comprension en matematicas
como la habilidad para articular distintos registros de representacion con el fin de construir y
estudiar los objetos matematicos a través de las conversiones y los tratamientos. Esta precision
duvaliana de lo que es comprender un sistema conceptual de objetos matematicos con sus
relaciones y sus operaciones permite orientar eficazmente los procesos de ensefianza, de
aprendizaje y de evaluacion.

Cuando se le brinda al estudiante una pluralidad de representaciones del mismo objeto matematico,
se le estan brindando mayores posibilidades de comprension de ese objeto; pero no basta el caracter
multi-representacional, es decir, no es suficiente representar de diversas maneras un mismo objeto
en un registro, por potente que sea, como el verba oral o el verbal escrito, si no se garantiza también
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mediante el trabajo cognitivo de cardcter multi-registro el reconocimiento del mismo objeto en
distintas representaciones de los diferentes registros.

Por ejemplo, el objeto “mitad”, se puede representar como ‘el 50%’ en un registro numérico
porcentual, o como ‘0,5’ en el decimal usual, o como ‘%’ en el fraccional, o como “un medio” o
“la mitad de” en el verbal escrito, o como un cuadrado dividido en dos partes rectangulares iguales
con una de ellas sombreada en un registro grafico areal, o como ‘|—I—/ en otro registro grafico
lineal. El objeto mental se construye en la medida en que se detecta aquello que permanece
invariante ante las conversiones de sus representaciones de un registro a otro o ante los tratamientos
dentro de un mismo registro, como en el caso de escribir ‘Y2 = 2/4 = 0,5 = 0,50’ en el registro
numérico decimal usual.

Acerca de la comprension de los estudiantes, Duval (2006a) manifiesta la importancia que tiene
para los profesores el hecho de que los alumnos usen diferentes representaciones en el aprendizaje
de objetos y conceptos matematicos, pero a la vez resalta que el tema principal en la formacion
inicial y continuada de los docentes es saber cuales son los tipos de tareas y actividades sirven para
lograr este proposito, que dificultades ofrece cada registro y qué potencial presenta para apoyar y
guiar la deteccidn de distintos aspectos y propiedades de cada objeto matematico por cada tipo de
estudiantes y situaciones.

Al parecer la idea mas obvia es exponer varias posibles representaciones al mismo tiempo. Pero,
desde un punto de vista didactico estas actividades por si mismas no suelen llegar muy lejos, dado
que toda representacion comporta dos dimensiones semanticas que pueden dificultar la aprehensién
del objeto: la del contenido que representa solo parcialmente, y que es intrinseca al registro
movilizado, y la del objeto que representa, que es independiente del registro que se moviliza, pero
que también puede capturarse solo parcialmente en una sola representacion de ese registro.

3.6 Algunas consideraciones acerca de las practicas educativas universitarias vinculadas
con el trabajo inicial en el calculo diferencial

Se considera en esta investigacion, que las practicas educativas universitarias vinculadas con el
trabajo inicial en el calculo diferencial PEUC de los estudiantes de primer semestre de la Facultad
de Ingenieria de la Universidad Distrital incluyen las practicas discursivas y no discursivas usuales
con que estudiantes y maestros “viven” las clases, con las que participan en el aula de clase
alrededor de las tematicas propias de la disciplina. Contienen, entre otras, las formas de “hacer
tareas”, de discutir con otros, de estudiar individualmente y en grupo, de participar.

En esta investigacion se indaga la entrada al mundo del célculo diferencial en un curso més formal
que el acercamiento que da el bachillerato, como fuente rica de informacion acerca de los
obstaculos epistemologicos, semioticos, culturales, didacticos, o de la naturaleza que sea,
precisamente en ese trabajo inicial, porque se empieza a construir un lenguaje, una forma de
nominar, un rigor, un hacer que permea la practica. Porque se empiezan a tratar funciones como
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objetos, sobre los cuales se van a definir limites, continuidad y derivadas. Porque se habla, se
escribe y se significa de una cierta manera: es ahi donde se ubica esta investigacion que parte del
supuesto que esa Transicion del &lgebra al calculo que conforma lo que hemos denominado trabajo
inicial, es fuente de indagacién importante.

Se concibe la préactica configurada también por las actividades de estudiantes y maestros, por el
contexto, el medio, el “curriculo oculto” y el explicito por el que transita un “curso”.

La practica escolar (el término escolar solo se usa por el hecho de estar inscrito en una institucién
educativa, no hace referencia a la escuela primaria exclusivamente, sino a la escuela de formacién
formal del nivel que sea, en ese caso universitario) implica la apropiacion de unas préacticas, cuyo
sentido esta dado por la practica misma, y crean una cultura propia. Se caracterizan porque
constituyen una realidad colectiva, delimitan un espacio especifico, actGan en unos limites
temporales determinados, definen roles, predeterminan y sistematizan contenidos y proponen
formas de aprendizaje descontextualizado, pues los alumnos construyen sus propios procesos
intelectuales, compartiendo medios semiéticos, como la escritura, o formales como las
matematicas.

Se describen a continuacion algunos elementos constitutivos de esas practicas, como los esquemas
de clases, los textos usados, las tareas y ejercicios, las evaluaciones, los planes de estudio, los
perfiles de profesor y el tratamiento mas o menos general de algunas nociones. Descripcion basada
no solo en la experiencia personal y la observacion, sino confirmada a través de dialogos,
entrevistas con un numero significativo de maestros del ciclo bésico de ingenieria de varias
universidades colombianas, ademas de consultas con documentos curricularmente
institucionalizados en el area de matematicas de la facultad de ingenieria. Toda esta parte
constituye lo institucional en el EOS.

¢ Acerca de los esquemas de clase. Las clases de introduccién al célculo diferencial en la
universidad colombiana, en la Universidad Distrital y, especificamente, en su Facultad de
Ingenieria, son clases tradicionales,® en las que el profesor explica los contenidos inscrito en el
esquema convencional: definiciones, teoremas,'’ ejemplos, ejercicios generalmente basados en
un texto guia o de consulta, en los que el tratamiento de las tematicas es usualmente el mismo.
No hay espacios para elaboracion de talleres y trabajos en grupo.

¢ Acerca de los textos guia y de consulta. Los textos mas utilizados (impresos o ahora en
formato PDF) son Calculo o Introduccion al Calculo, de autores como Stewart, Thomas,
Swokowski, Purcell, Leithold, Protter, Larson; libros que han reinado como textos guia segun

16 Se reconoce que hay esfuerzos individuales innovadores y también algunos mediados por la tecnologia. Pero la
generalidad, la institucionalidad del enfoque del area y del ciclo basico de ingenieria esta disefiado sobre una
metodologia tradicional.

17 Los teoremas tienden a desaparecer de la clase tradicional, no sus enunciados, sino sus demostraciones formales; a
cambio, lo que generalmente se hace son “mostraciones” argumentadas del hecho que enuncia el teorema.
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se vuelvan paradigmaticos en algunas facultades, como las de la Universidad Nacional, las de
Los Andes, la Escuela Colombiana de Ingenieria... Todos ellos comparten un enfoque
tradicional de por lo menos 50 afios.8

¢ Acerca de las tareas y ejercicios. Lo usual es que cada profesor disponga de un repertorio
o0 archivo personal referente a ejercicios que ilustran mejor una situacion, comunmente tomados
de los libros, de los solucionarios o generados en grupos de trabajo de docentes. Esto se puede
corroborar en las notas de clase que publican algunos maestros por medio de la Oficina de
Publicaciones de la Universidad Distrital, como también en las guias dejadas por los profesores
en las fotocopiadoras convencionales de las facultades.

Se aclara, por supuesto, que el hecho de que el tratamiento sea clésico, convencional o
tradicional, no significa que no se haga un buen trabajo, comprometido, responsable y guiado
hacia lo que se considera juega un rol importante en el desarrollo conceptual de los estudiantes,
es decir que puede tener una alta idoneidad epistémica, usando la terminologia del EOS.

¢ Acerca de las evaluaciones. Hay parciales y exdmenes conjuntos, lo cual lleva al necesario
consenso acerca de contenidos, enfoques, tematicas y metodologias. Los profesores llevan
propuestas de evaluacion y se conforma asi la prueba, que se convierte en un verdadero
sufrimiento para los estudiantes, pues la “mortalidad” es significativamente alta en estas pruebas
conjuntas: se vuelven todo un reto, se advierte sin embargo que ultimamente han desaparecido
las pruebas finales conjuntas por los problemas de protestas, de paros, de tiempo de semestres
recortados.

¢ Acerca del curriculo general de ingenieria en la Universidad Distrital. Hay un ciclo basico
en matematicas que comprenden calculo diferencial, calculo integral, algebra lineal, l6gica,
calculo multivariado y ecuaciones diferenciales.

Consultados los planes de estudio de facultades de ingenieria de varias universidades —Nacional,
Distrital, Andes, La Salle, Central, Gran Colombia, Piloto, Antonio Narifio, UIS, América,
Auténoma, Javeriana, Escuela Colombiana de Ingenieria, UPTC- hay un consenso general
acerca de los contenidos de los cursos que constituyen el Calculo I (diferencial) y el Calculo Il
(integral); en muchos casos los mismos profesores dictan los cursos en unas y otras
universidades. El syllabus de calculo diferencial de la Universidad Distrital se ha dispuesto en
el archivo de Anexos.

¢ Acerca del perfil del profesor en ingenieria. En general, el perfil requerido es matematico
o licenciado en matematicas con posgrado en el area. Se encuentran profesores egresados de las

18 Por citar un ejemplo, la primera edicién del Célculo de Thomas es de 1952, y van en la 122 edicién. Si comparamos
la edicion de 1945 y la de 1995, podemos efectivamente confirmar su enfoque tradicional.
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Universidades Nacional, Pedagdgica, Distrital y de los Andes principalmente, quienes
usualmente dictan en mas de una universidad; una gran cantidad cuenta con maestria en
matematicas o en areas de la ingenieria; muy pocos tienen especializaciones o estudios en
educacion o en educacion matematica. Ni en el area de matematicas —ni en ningun area del ciclo
de especializacion en ingenieria en si— la pedagogia y la didactica son consideradas un problema,
pues se parte del hecho de que saber la materia es suficiente para saber ensefiar, y en algunos
casos, algunos se desempefian con exactamente los conocimientos que recibieron en sus
carreras, es decir, los ingenieros con las matematicas que vieron en sus respectivos pensum de
formacion de pregrado.

¢ Acerca del tratamiento del calculo diferencial en libros de texto: Los libros méas utilizados
ya enunciados si bien algunos acuden a la historia de la matematica como anécdota, se encuentra
un tratamiento en general formal desde el punto de vista de favorecer un esquema basado en
definiciones, ejemplos y ejercicios propuestos, los teoremas basicos en general no se demuestran
desde el punto de vista formal matematico y los ejercicios propuestos en general son de un nivel
apropiado para estudiantes de ingenieria, es decir, no muy abstractos, ni tampoco muy
superficiales.



79

CAPITULO IV: DISENO METODOLOGICO Y PRESENTACION DE LOS DATOS

4.1 Disefio Metodologico

Teniendo en cuenta que se pretende detectar, caracterizar y explicar las dificultades, conflictos u
obstaculos que se pueden inferir a partir de la observacion de la interaccion de las practicas
educativa universitarias vinculadas con el trabajo inicial en el calculo diferencial en estudiantes de
primer semestre se concretan algunos elementos fundamentales del disefio metodoldgico
propuesto.

Esta investigacion se enmarca en un enfoque de investigacion cualitativa, de tipo descriptivo-
interpretativo, con estudio de caso. El enfoque es cualitativo, en tanto se orienta al estudio de las
acciones humanas y de la vida social y utiliza la metodologia interpretativa.

Se realizaron algunas entrevistas a los estudiantes para documentar las vivencias, las experiencias,
las dificultades experimentadas, con el fin de hacer las inferencias acerca de la causalidad de las
dificultades y errores sistematicos en las PEUC. Y la observacion de las practicas permitié hacer
inferencias acerca de posibles dificultades, conflictos y las razones que los generan y los mantienen.

Estos elementos aportaron en la consecucion de los objetivos 2 y 3. El objetivo 2 se complementd
con la observacidn no participante de tipo etnografico. Para el objetivo 4 se hizo un analisis de los
episodios seleccionados a partir de las categorias descriptivas del EOS y para el objetivo 5 se
tendran en cuenta los indicadores de idoneidad didactica propuestos por Godino, Batanero, Font et
al.

En particular para el Objetivo 1

1. Configurar un marco de comprensién para la conceptualizacién del paso o transicion
del algebra al calculo (TAC) y de algunos constructos tedricos relacionados con la
nocion de obstéculo.

Se logro a partir del estudio y analisis de las diferentes teorias y tendencias que sobre obstaculos,
conflictos, dificultades, errores, transicion y rupturas epistemologicas se logré documentar, y sobre
la construccion propia que se logro elaborar acerca de los obstaculos como atribucion de causalidad
de las dificultades y errores.

La metodologia fue la consulta y contraste de fuentes documentales que permitié tomar una
posicion propia acerca de los obstaculos como atribucion de causalidad de las dificultades y errores.

En particular para el objetivo 2

2. Describir las practicas educativas universitarias vinculadas a la iniciacion del calculo
diferencial (PEUC) en estudiantes de primer semestre de Ingenieria junto con su
profesora.
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Para cada una de las dificultades detectadas, se realizd primero una triangulacion de fuentes:
observaciones de clases y del material usado (libros de texto, listas de problemas, etc.), dialogos
con la profesora, entrevistas con estudiantes, y con profesores con el objetivo de seleccionar los
episodios de aula mas significativas para la explicacion de la emergencia y mantenimiento de esta
dificultad (reduccion de datos).

Para cada uno de estos episodios se realizO primero una transcripciéon (con tres columnas), a
continuacion, se realizo el analisis didactico de esta transcripcion teniendo en cuenta algunos de
los niveles de andlisis didactico propuestos por el EOS (matematicas implicadas, interacciones,
conflictos y dificultades y valoracion de la idoneidad didactica). Por altimo, se busco explicar la
emergencia de la dificultad a partir de dicho analisis.

Se realizd una triangulacién de expertos (doctoranda, director, experto en el EOS, seminario de
investigacion) sobre el anélisis didactico realizado.

Aunqgue en la investigacion cualitativa no se suele hablar de poblacion y muestra, por conveniencia
descriptiva tomo como poblacion méas amplia solo a los estudiantes que cursan la asignatura
Caélculo Diferencial en la facultad de Ingenieria de la Universidad Distrital en los afios 2014 y
2015.2° El criterio para seleccionar esta poblacion es que eran estudiantes que en el contexto de
una carrera de Ingenieria, empiezan su formacion basica en matematicas con un curso de Célculo
Diferencial, y en este mismo grupo estan los estudiantes que a pesar de llevar 3 0 4 semestres en la
carrera contintan cursando calculo | o calculo diferencial y a los cuales hubiera podido tener acceso
directo si el tiempo y los recursos los permitieran.

De esa poblacion estudiantil tomo como muestra solo a los del semestre 2014-1, 2014-3, 2015-1,
2015-3 que describo asi: El estrato socioecondmico es 2, 3 y 4, generalmente. La mayoria estrato
3. Son estudiantes con puntajes medio y medio altos en el examen Saber 112y cierta disciplina en
habitos de estudio, de conformacion familiar heterogénea, la mayoria estable, y cada vez son menos
los casos de estudiantes de provincia o que trabajen al iniciar sus estudios. En general son méas
hombres que mujeres y proceden tanto de colegios distritales como de colegios privados, estos
tltimos bien posicionados en las pruebas SABER 11.22El criterio de seleccion fue por la asignatura
de célculo diferencial y el semestre en que iba a iniciar la investigacion.

El caso estudiado dentro de esa muestra estuvo constituido por los estudiantes de primer semestre
de Ingenieria de la Universidad Distrital, que conformaban el curso de Calculo Diferencial cuya

19e especificara el nimero y caracteristicas generales de estos estudiantes segtin estadisticas oficiales.
Especificar el rango de puntajes de admision
21 En el caso de Colombia, tenemos 11 grados de educacion basica y media: los cinco primeros de educacion primaria;

en 6%y 7° se estudia aritmética, en 8°y 9° se cursa algebra, en 10° trigonometria y geometria analitica y en grado 11 se
ven algunas nociones de célculo diferencial: funciones, limites y algo de derivadas.
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profesora titular permitio y cooper6 con el trabajo de observacion e investigacion. Estos
estudiantes son en su mayoria repitentes de la asignatura Calculo Diferencial, la estan cursando por
segunda, tercera, cuarta y hasta por quinta vez. El criterio de seleccion del caso fue pues por la
disponibilidad de la profesora, a quien llamare “Profesora (P)” solo hubo una profesora que accedid
al estudio durante todos los semestres trabajados.

Las edades de los estudiantes estan comprendidas entre 18 y 21 afios, esto por el grado de repitencia
y atraso en que caen al perder materias del llamado ciclo basico en la Universidad Distrital, del que
hace parte el célculo.

La profesora es licenciada en matematicas, egresada de la Universidad Distrital, ejerce la docencia
universitaria hace aproximadamente 15 afios, simultdneamente siempre ha trabajado en otras
Universidades. Actualmente dicta clase en una universidad privada reconocida y costosa de
Bogota. Manifiesta haber dictado el curso de célculo diferencial unas 20 veces aproximadamente.
A diferencia de una gran cantidad de profesores que dictan en la Facultad de Ingenieria, ella se
declara comprometida con la ensefianza, preocupada por que los estudiantes pasen la materia e
interesada por los métodos para ensefiar y aprender mejor.

La investigacion requiri6 la observacion de las précticas en el curso seleccionada y complementado
con la observacién de algunas clases de dos profesores mas, requirié también alguna propuesta de
diferentes tareas pertinentes a las tematicas del curso; la elaboracion y propuesta de cuestionarios
y el disefio y la ejecucidn de entrevistas para complementar la informacion.

Un estudio de caso es muy importante porque fuente rica de informacion, y esta inscrito en una
problematica relevante tanto local como internacional que aborda sin embargo elementos
particulares toda vez que se inscribe en el caso de la educacion superior en Colombia con préacticas
(profesores, textos, talleres, ejercicios,...) compartidas en la ensefianza del c&lculo y que en nuestro
ambito local no se ha hecho un estudio con estas caracteristicas: de ahi la importancia de este
estudio de caso que sin embargo aporta elementos generales para practicas compartidas vinculadas
con el célculo diferencial en la Universidad. Contestar estas preguntas siempre va mas alla de un
caso particular porque el maestro, los estudiantes, las clases son representativas de la generalidad
de estudiantes y cursos tanto a nivel local, nacional, como internacional por compartir y unos
estandares curriculares y de evaluacion.

A continuacion, se presenta la matriz documental de los dos episodios que se han denominado
fundamentales por cuanto aportan elementos muy interesantes en las PEUC y que permitieron
inferir elementos contenidos en la pregunta de investigacion a través de los indicadores y
descripciones del EOS. Fueron numerados episodio 4 y 12 de acuerdo con el orden tematico que
cronoldgicamente sucedian en el curso. Fueron seleccionados porque cada uno genera unas
dificultades respecto a los limites uno y respecto a las derivadas el otro. También por su riqueza en
datos acerca del lenguaje, de lo semiético, de la gestion de las preguntas y eventuales conflictos. Y
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también porque serd absolutamente necesario centrar la atencion en unos o dos elementos de la
gran cantidad de informacion y de datos recogidos y trabajados.

Y hay otros 14 episodios que se han denominados complementarios puesto que, al igual que los
fundamentales, se generaron a partir de la observacion de clases completas de 2 horas en diferentes
momentos del semestre academico de la misma profesora, de los cuales se han seleccionado
momentos que nos han permitido corroborar nuestras inferencias respecto a las vifietas
seleccionados de los episodios fundamentales. A estos también se les trabajo la matriz documental
y las categoriales y de indicadores de idoneidad.



4.2 Episodios fundamentales

4.2.1 Matrices Documentales
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4.2.1.1 [Ep. 4] Episodio 4. Ejercicios sobre limites algebraicos y trigonométricos

Tabla 9. Episodio 4. Ejercicios sobre limites algebraicos y trigonométricos

Sg.

Observaciones

Transcripcion

Actividad Practicas
No verbales: Orales
y Escrito

[Hay 9 estudiantes al empezar la
clase a las 6:10 a.m.]

La profesora busca captar la
atencion de los estudiantes vy
centra el objetivo de la clase.

Ella les pregunta sobre un taller de
limites [Ver Anexo C-1] y les
dice que van a dedicar la clase a
resolver ese taller.

Esto lo ha consultado conmigo un
poco antes de empezar la clase y
dice que va a ser una clase para
mi, es decir, pasarlos al tablero,
ponerlos a trabajar.

P: ¢Recuerdan el taller sobre limites?

P: Pues hoy vamos a dedicar la clase a

resolverlo:
¢ Bueno?

ustedes lo van a hacer,

Plan de la clase

Pasa una estudiante al tablero le
va corrigiendo escritura: el igual,
los paréntesis. La nifia le va
preguntando a un compaiiero,
porque se siente insegura. Como
la respuesta va con raiz le pide
que racionalice, pero la profe le va
diciendo todo el ejercicio.

P: Empecemos:

lim —(\/_ _ \/§)

x-3 x—3

1) Primera Forma

Primera pregunta
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Le cuesta mucho dejarlos trabajar,
equivocarse, si se demoran se
impacienta y empieza a hacerlo
ella misma, a hablar, a explicar, a
reiterar insistentemente. Ella hace
la pregunta y ella misma
responde.

Ahora otro estudiante pasa a
hacerlo aplicando factorizacion.

Pasa a un estudiante e insiste en
que la raiz se pueda ver como
diferencia de potencias.

(V3 (r+V3)

x>3  x—3 (Vx ++3)
lim x 3
x=3 (x — 3)(Vx ++3)
1 1

lim =
=3\x +v3 2V3

2) Segunda Forma

4

VE ~ V3

lim

A{x - VB)(x +3)

1 1

lim
x—3

(Vx +V3) 2V3

3) Tercera Forma

Anota en el tablero la

férmula que ella llama

“Limites especiales”.
X" —gh

lim
x—>a X —a
=na"?!
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Y habla de los otros dos “Limites
especiales”.

En un momento de la clase, en
privado, le pregunte ¢Por qué los
Ilama asi?, y me dijo que porque
asi se los ensefiaron cuando vio
calculo.

P: ¢(Qué necesitas para los limites
especiales?

P: Todas las identidades y toda la
trigonometria.

1) chl_rg%fm =na

n-1

2) im== =1

x—-0 X

3) lim =2 =

x—0 X

En un rincoén del
tablero anota esos
“Limites especiales”.

Realmente el que hace es el
tercero, pero asi dijo. Reemplaza
los valores y escribe:

P: Yo voy a demostrarles el primero y el
otro lo hacen ustedes y esta en todos los
libros.

. 1-cosx 1-1 0
lim = —=-
x—0 X 0 0

Segunda pregunta

Ella enfatiza y repite que toca
pensar.

P: Con los limites trigonométricos “toca
pensar” y aqui en trigonometria toca
pensar. Y hay que recordar los angulos
especiales.

P: Hagan su ayuda didéactica: identidades,
angulos especiales, angulos coterminales
los 95 angulos: haciendo la copia uno
estudia, pero no es déjeme fotocopiar la
suya.

P: Tienes que poder traer eso a la mente:
juguemos a hacer memoria, lo mismo con
la calculadora.

Recomendaciones
sobre la importancia,
segun ella, de pensar y
de elaborar su ayuda
didactica.

Recordar angulos
especiales e
identidades 'y ese
trabajo  debe  ser
individual

No lo deja responder

P: Listo Alejo, y si esta en la forma % ¢Qué
hago?

P: Quitar ese indeterminado y (Como?

Formula una pregunta,
Procedimiento
solucion del ejercicio
Enuncia dos tareas
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Pero no espera ni 10 segundos y
otra vez esta ella en el tablero con
el marcador.

Alejo responde.

Alejo dice.

P: Pues lo Unico que sé, es que ustedes lo

van a hacer de tarea.
1—cosx 1+ cosx

lim *
x>0 X (1 + cosx)

P: Lo multiplicamos por (iwz) que es 1
entonces es valido.
P:Y leda

_(1—cos®’x)  sen’x

~ x(1+cosx)  x(1+ cosx)
¢ Yaterminé?

1o

P: No. Ahi sigue el indeterminado evallen
y vera que ahi sigue el indeterminado.

sen?x
x(1+cosx)

P: Entonces, ¢que nos da Alejo?

E:
senx senx

im *
x-0 X 1+ cosx

P: Entonces que daria: el primer limite por
propiedades de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite: Como ya
apliqué una propiedad seguramente el
indeterminado ya se haya ido.

P: Evalué Alejo.

E:

2
P: Entonces terminenlo, bueno, pero

terminen y de tarea abran los libros para
que vean la demostracion del otro limite.

Le parece interesante el ejercicio

P: Y ahora vamonos con uno interesante:
(tagx — senx)

x—0 x3

Tercera pregunta o
ejercicio
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Se acerca a un estudiante que esta
en la primera fila y le dice:

Se devuelve al tablero y continta
hablando.

Sigue preguntandole a
Alejo...pero ella responde y
escribe

Le pregunta a un estudiante
Ilamando Felipe.
Y él no responde.

Una nifia responde

La profe se responde

Alejo responde.

Ella misma asocia para cuadrar el
limite fundamental y sigue la
indeterminacion.

La profesora dice.

P: ¢Cuanto es la tangente de cero? no sé.
P: No se asuste pinte su tridngulo
equilatero de catetos e hipotenusa = 1,
angulos 30° y 60°

P: Y también necesita la circunferencia
unitaria.

P: Vuelve a limite entonces por todo eso
el lim da 0/0 forma indeterminada.

P: Entonces no piense la ayuda didactica
para sacarla en el parcial.

P: Entonces arranque:

P:

P: A ver Felipe te escucho
P: ¢Ya se iria el indeterminado?:

E: iNo!
P: ¢Por qué?

P: Porque no he simplificado... ahora qué

hago.
E: Propiedades.
P: ¢Alejo en matematicas todo son

propiedades entonces qué?  ;Cuéles
propiedades?

P: Entonces que podriamos hacer...pues
conseguir un x2?

Formula  preguntas,
(los asusta) y se
responde las preguntas
Pinta sobre la
circunferencia unitaria
algunos angulos.
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Perdio el hilo del procedimiento y
los insta a terminarlo por su
cuenta.

P: Me perdi. Por favor terminenlo por ahi
ahorita que van a trabajar en grupo. Pero
similarmente puedo desde el comienzo
obtener un sen® mirando el ejercicio

anterior, pues multiplicamos arriba y
1+cosx

abajo por 1 representando como
1+cosx

P: Al multiplicar arriba y abajo por 1, el

. , 1
}CI_I)T(I) m evallelo Yy da >

Sale a traer listas y a fotocopiar
para mi el parcial que aplicé el
pasado viernes y que resolvio el
pasado lunes [Ver Anexo C-2].

Me entreg0 desde el comienzo de
la clase el taller de limites, en ese
momento también salen algunos
estudiantes a fotocopiar el taller
que supuestamente ya han
trabajado. Bueno y ya son las 7:20
a. m. y nada que empieza el
trabajo en grupo al que
supuestamente ibamos a dedicar
toda la clase.

P: Bueno ahora empiecen a trabajar sobre
el taller los limites trigonométricos:

P: Soluciono dudas.

Regresa pronto. 5 0 6 minutos, me
entrega la fotocopia del parcial y
anota un ejercicio en el tablero (se
le olvidd que habia dicho que
trabajaran en grupo).

P: Realicen los siguientes ejercicios. No
sé si estan o no en el taller, pero los vamos
arevisar:

1) lim (“2)

x—>0 \ X

2) lim (1—-tanx)

x_)E Ssen x—Cosx
4

1o

: Que estan en la forma 0/0

o

: Pasa Alejo y resuelve el segundo.




89

El pasa el ejercicio a senos y
cosenos, separa
convenientemente para que quede
el limite fundamental

Para mas claridad se presenta la
transcripcion de lo que aparece en
las fotos.

/Cbn\ o Taox
‘l—-.ﬂ/‘ .{_,'5:;.‘{-(1" X = Py
- ¥—aT/k
Lig )= Sene
Kola o (O8X
Senx~cosd
Lqu’ Cove s
X2 oS S e S

e

(1 _ senx)
m COSX

x_% senx — cosx

(1 —tanx)
x_,% senx — cosx

(cosx - senx)
1

coSX
Ssen x — Cosx

X
4

COSX — senx

lim
Xk cosx(senx — cosx)

_ COSX — senx
lim —
Xy cosx(cosx — senx)

1 1 2
— == =2
x—%  COSX V2 V2
2

10

Ahora ella anota otro ejercicio en
el tablero, que tampoco veo en el
taller.

P: ¢Qué forma tiene?

Pero no pongan cara de que estan
pensando, miren el tridngulo ;que es la
tangente en un triangulo? Saben que es lo

Pregunta, es un poco
agresiva al decir que se
hacen los que estan
pensando (quiere decir
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Bueno pasa la asistencia para
actualizarla desde el lunes 29.

Espera un ratico (creo que no mas
de 3 minutos) y pasa a Diego:

se desempefia bien en escritura,
Dice “factor de......

Termina el ejercicio muy bien y

chévere que todos los ejercicios son
diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.

que no estan pensando:
solo fingen hacerlo).

yo le pido permiso para
fotografiarlo en el tablero: todos Les agradezco: se
se rien. Les advierto que las fotos ponen nervioso, se
no son para facebook ni nada de rien.
eso, solo para documentar que es
trabajo de estudiantes y borraba
inmediatamente, ni  siquiera
alcancé a tomar la foto.
11 | Hay 17 estudiantes al finalizar la | P: Terminen el taller. Gracias. Busquen a
clase Escher. Borraba
Invita a leer, a consultar, a | P: Hay una publicacion que sacaba la U. | inmediatamente,  ni
articular la matematica con el arte, | Nacional “sefal que cabalgamos”: bucles, | siquiera alcancé a

con la musica, a motivarlos.

Escher, musica, arte, matematicas.

P: Yo soy dispersa pero no se me olvida
en que estoy no se preocupen.

tomar la foto.
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4.2.1.2 [Ep. 12] Episodio 12: Derivada Logaritmica y Trigonométrica

Tabla 10. Episodio 12: Derivada logaritmica y trigonométrica

La profesora escribe en el tablero:
“Hallar la derivada de las
siguientes ecuaciones” (subraya
ecuaciones).

Se sale un ratico del salon y ellos
van  hablando, escribiendo,
borrando; regresa en dos minutos
y pasa la asistencia. Adn no
escribe nada en el tablero.

Les da un poquito de tiempo para
que lo escriban.

Les dice a los estudiantes que
aplicaran lo visto en la semana

P: Entonces hagamos por ejemplo este
ejercicio:

Ejercicio:

Y = logg [(%) (1 i x) (9;2:21>l

Sg. Observaciones Transcripcion Actividades
practicas no
verbales: Oralesy
escritas
1. |6:10 AM, 12 estudiantes van | P: Hoy se van a trabajar ejercicios de
llegando. derivacion exponencial y logaritmica,
entonces debemos hacer un repaso de la
teoria que vimos la clase pasada.
La profesora va
P: El cociente de la derivada de la funcion | escribiendo a un lado
entre la funcion multiplicada por el | del tablero los
logaritmo de la base: resultados que le
dictan los muchachos
Y=Inx - y = —dx y al hacerlo las va
* leyendo como ellos se
In x las “deben” aprender,
Y=logyx = y=—- refiriéndose a la
L Inb formula escrita.
) dx
Y = XInb
Y =e* - y =e¥dx
Y =a* - y =a*lna dx
2.
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anterior, y que lo ideal es aplicar
las propiedades.

Se responde a si misma.

Todos los estudiantes dictan.

P: ¢Cdémo les dio el ejercicio?

P: Noten que si la base fuera negativa, por
ejemplo (-6), no habria nada que hacer,
porque el logaritmo estaria mal definido.

Y

X 3 x%+1
SRR S

P: Por propiedades de logaritmos, ustedes
qué prefieren derivar: ¢productos y
cocientes, 0 sumas y restas?

P: Pues sumas y restas por eso hacemos
las propiedades.

Y = loge(x) —1oge(2) + loge(3) —
loge (1 — x) + logg(x? + 1) — logg(x +
2)

_In(x) _In(2  In(3) In(1-x)

" In(6) In(6) ' 1In(6) In(6)
In(x*+1)  In(x+2)
In(6) In(6)

P: Ahora aplicamos lo que vimos la clase
pasada.

In(x) dx
= e d =
In(a) xlna
Y =
(ln(x) —ln(Z)+1n(3)—1n(1—x)+ln(x2+1)—1n(x+2))
Iné6
, 11 2x
~ xlne (1-x)Iné (x2+1)1Ine6
1
(x+2)In6

P: Luego pdnganla bonita.

y = (1 1 2x 1 )
~ In6\x  1-x  x%2+1  x+2

No hay que matarse
haciendo cosas que ni
siquiera tienen
solucion.
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Se viene hacia mi y me pregunta
que tanto escribo en el
computador, otra vez la veo
nerviosa: “¢Y tl a quien le vas a
mostrar todo lo que yo hago?”
Me pide el favor que descargue
Geogebra y Derive, pues Alejo no
ha vuelto a llevar su portatil.

Les pide que le dicten el primer
ejercicio

Les hace ver que por el otro lado
seria largo y dificil.

Ejercicio 1:

w2

P: Estd escrito como raiz cubica.
Aplicando propiedades de log:

o =)

1
3
1 3x
o =)
f " 3[n x+ 2

f'x) = 3 [In(3x) — In(x + 2)]

() = 1 (3 1 )
F&) =337 v 12
P: Derivada de In, derivada de raiz,

derivada de cociente y después dicen que
los parciales son dificiles y largos.

Ahora lee los 5
ejercicios propuestos
en el tablero y les da
indicaciones sobre
cada uno.

Alejo pasa y copia el ejercicio.

P: Ahora el segundo

Ejercicio 2:
[ =2)3
0 =1n[ =2

f(x) = In(x —2)} —In(v2x — 1)

f() = 3In(x—2) - SIn(2x — 1)
P: Ahi ya puedes derivar y ¢hay alguna
otra propiedad?
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Mientras Alejo esta en el tablero
la profesora le va hablando.

Alejo pregunta.

=3 3
fe) :(x—Z)_<2x—1)

P: Resolvdmoslo todo les parece?

() = 6x—3—x+2
&= =D
() = 5x -1
&)= =D
E: ¢Desde el comienzo habria podido ser
ln(x—2)3,)
InvV2x—1"

P: iNo! Esas son las propiedades que
ustedes se inventan... Si también tratan de
hacerlo con el producto.

Saca denominador
comun y simplifica el
denominador.

El lo piensa un poco, la mayoria
no lo miray él le da el marcador a
otro.

Ahora otro estudiante escribe.

¢De dbnde este ultimo -1? pero
bueno borraron. En vez de
multiplicar por -1 lo escribieron
COMO una resta.

P: Ahora dale el marcador a quien ta
quieras.

Ejercicio 4:
f) =lnyx(x+1)
f(x) =In(x(x+ 1))%
fx) = %ln(x(x + 1))
fx) = %(lnx +In(1 —x))

P: Esa derivada es una constante por la
derivada de la funcion...

, .11 1
fe =G =

)

La profesora vuelve al tablero a
proponer otro ejercicio.

Pasa otro estudiante a resolverlo.

Ejercicio 5:
_ (e*+1)
f(X) = In [m
E:
f(x) = In(e*+1) —In(e*-1)
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Ella misma le responde

Ella le borr6 los 1 que tenia en el
numerador.

Ella le dictd toda la parte de la
evaluacion en 0.

Algunos estudiantes responden:

Vuelve a decir varias veces

triangulos rectos.

Yo veo que Alejo y otro chico
sacan un Stewart.

P: Puede hacer algo més con el ejercicio.
P: ¢No? Deriva.

fx) =

1
—m*

X X

e +1 ° ¢

X X

e e
(e*+1) (e — 1)

fi@x) =

(e*-1)e* — (e* + 1)e*
(e*+1D(e*-1)

fx) =

(er_ ex _ er _ex)

(eX + 1)(e* — 1)

fx) =

) —2e*
f(x) = 62x_ 1

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

P: Bueno, hay que evaluarlo en 0:

2
f0)=-3

— f'no estadefinidaen 0

P: El taller que les voy a dejar estd muy
bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de exponenciales y
logaritmicas, ahora ¢qué es lo que habia

para hoy?

E: Derivadas de funciones
trigonomeétricas.
P: ¢(Cudl es el dominio de |las

trigonométricas?

P: Pues depende porque si las defino sobre
triangulos rectos? Pero si las define sobre
angulos  diferentes o sobre la
circunferencia unitaria.

P: ¢Alguien trajo el librito?

La profesora hace una

sefia hacia la
diferencia de
cuadrados en el

denominador.
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P: ¢Nadie mas trajo libro?

7. | Empieza a escribir en el tablero. | DERIVADA DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
Si f(x) = sinx —» f'(x) = cosx dx
P: La derivada del seno de una funcion es
el coseno de la funcidn por la derivada de
la funcidn, es un error decir solamente
“derivada de seno es coseno”.
P: jNo! Falta la derivada de la funcién.
8. Ejercicio 6:
La profesora escribe y resuelve _
otro ejercicio. P: Al derivar
f(x) = sen (x? + 3x)
P: Se obtiene.
f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)
Ejercicio 7:
9. | ContinGa con la misma dinamica | P: Siguiente ejercicio.
y escribe y resuelve el siguiente
ejercicio. f(x) = (sin(2x* + 5x))3
Ella llama composicion de | P: Composicion de funciones.2
funciones a los que cominmente |  f’(x) = 3(sen(2x* + 5x)) Cos(2x* |La  profesora lo
se denomina regla de la cadena. +5x)(8x3 + 5) resuelve en el tablero.
f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* +
5x))(sen(2x* + 5))?
10. Ejercicio 8:

Ahora propone un ejercicio y pasa
a Alejo para que lo resuelva.

La profesora aprecia bien el
trabajo que esta haciendo Alejo

P: Inventémonos otro.

P: Alejo desarrolla el siguiente.

e = [sen(53)

P: Mira qué bonito

2
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2 sen(%) cos(%) ((2(x+4)—2x)

(x+4)2

f'(x) =

2x 2x
Zsen(x i 4) cos(x i 4)(8)

(x +4)?

f'x) =

£ = 16 sen(x2f4) cos(xz_f4)
- (x + 4)?

11.

La profesora formaliza las seis
derivadas trigonométricas.

Derivadas de las funciones

trascendentes

P: Ahora escribamos las derivadas de
todas las trigonomeétricas.

Siy = senx =»y = (cosx) dx
Siy = cosx -y = (—senx)dx
Siy = tgx >y = (sec?x)dx
Siy = ctgx »y = (—csc?x) dx
Siy = secx =y = (secx)(tgx)dx
Siy = cscx =y = (—cscx)(ctgx)dx
P:Y vamos a demostrarlas todas.

P: Mafana hacemos clase a las 11 a otra
hora no puedo, y el que quiera pasar a
hacer una demostracién pasa y yo le
ayudo con la nota del tercer corte de
acuerdo?

Empieza a escribir en
el tablero el titulo del
nuevo tema.

Comienza a escribir
las derivadas.

12.

La profesora se emociona al ver
que los estudiantes saben que la

Ejercicio 9:
P: Hagamos una.

P: Vamos a demostrar:
sif(x) = senx —= f'(x) = (cosx) dx

Demostracion:
P: ¢Como lo demuestro?

E: Con la definicion formal de limite

Escribe la funcion
y = senx =Yy
= (cosx) dx

en el tablero, y procede

a demostrarla.
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demostracion se hace por medio
de la definicién formal de limite.

Alejo hace una pregunta.

La profesora no responde e
inmediatamente otro estudiante le
formula otra pregunta.

P: jSi! Eso es lo que tenemos:

vron e (AR =F ()
f'(x) = lim (—h )

sin(x+h)—sin x)

f'Ge) = lim (5

P: Por suma de angulos tenemos:

sin x cos h+sin h cos x—sinx)

f(x) = }ligr(l)( -

. sinx(cosh—-1 . sinh cosx
f'(x) = lim (¥) + lim
h—0 h h—0 h

"(x) = sinx li (cosh)—1
f(x)—smx}lll_r)r(l)f( . )+

. sinh
cos x lim —
h—-0 h

f'(x) = sinx (0) + cos x (1)

f'(x) =cosx
E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: (Para mafiana todas las demas
demostraciones?

P: Si sefior.

13.

La profesora se inventa algunos
ejercicios.

Ejercicio 10:

P: Inventémonos algunos ejercicios, por
ejemplo:

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

f'(x) = 2sec(5x3 — 7x) sec(x® —
7x) tan(x® — 7x) (15x% — 7)

P: Y ponganla bonita, buen dia.
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4.2.2 Matriz Categorial Descriptiva de los episodios fundamentales

ANALISIS DE LAS MATEMATICAS IMPLICADAS EN LOS EPISODIOS
Préacticas matemaéticas
Configuracion de objetos:

Tabla 11. Configuracién de objetos: Problemas

Ep PROBLEMAS
4 Problemas

P1: Calcular

tim O ~Y3)

x—3 x—3

P2: Calcular
. 1—cosx
lim

x—0 X

P3: Calcular
. (tagx — senx)
lim

x—0 x3

P4: Calcular
. (tgx
lim (—)

x—0 X

P5: Calcular
(1 —tanx)

im——
x_%sen X — COS X

12 | P1: Hallar la derivada de

Y = loge [(;) (1 i x) C:r 21)]

P2: Hallar la derivada de

P3: Hallar la derivada de

P4: Hallar la derivada de




f(x)=In\x(x+1)

P5: Hallar la derivada de

f(x) = In

P6: Hallar la derivada de

(e*+1)

(e*—1)

f(x) = sen (x? + 3x)

P7: Hallar la derivada de

f(x) = (sin(x* + 5x))3

P8: Hallar la derivada de

0 = on ()

2

P9: Demostrar mediante definicion formal de limite.

y = senx =y = Cosxdx

P10: Hallar la derivada de

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

Tabla 12. Configuracion de objetos: Lenguajes

funciones trigonométricas, limite

LENGUAJES
Ep Verbal Simbdlico
4 Limite, limite  especial, limites lim (Vx—V3) |
trigonométricos, Identidades | x»3 x-3 '’
trigonométricas, angulos  especiales, | lim —<2*%: lim (WL_:“X); lim (t‘g—x);
angulos coterminales, indeterminacion, | 7% ., 570 7 7O
Seno, Coseno, Tangente, circunferencia | M, cosx ” lim £(x) 5 5
o , . .
gg:lt'i“?do angulo, - grados,  triangulo, Simbolos de las expresiones simbolicas
Jugado. de las funciones que aparecen (tan X, X,
3...)
12 | Diferencia de cuadrados, derivada, | El cociente de la derivada de la funcién
logaritmo, derivacion  Exponencial, | entre la funcion multiplicada por el
derivacion logaritmica, propiedades, | logaritmo de labase: ¥ = Inx » y =

%dx,Siy = senx -y =

(Cosx) dx,Siy = Cosx -y =
(—Senx)dx,Siy = tgx -y =
(sec?x)dx,Siy = ctgx -y =
(—csc?x) dx, Siy = Secx -y’ =
(Secx)(tgx)dx,Siy = Cscx =y =
(—Cscx)(ctgx) dx, f'(0) = —% -
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f'no estadefinidaen0, f'(x) =

,lliir(l) f (f(x+h2—f(x))

Tabla 13. Configuracion de objetos: Conceptos

Ep CONCEPTOS

4 | Limites especiales, Funciones trigonométricas, ldentidades trigonométricas, Limite
indeterminado de tipo 0/0

12 | Derivacion, funciones trigonométricas, logaritmos, derivadas de las funciones

trascendentes, comun denominador, simplificacion.

Tabla 14. Configuracion de objetos: Proposiciones

PROPOSICIONES

CF(X)=C.F'(X)
FX) =X" > f'(x) =nXx""!
)L g()] =f'(x) £ g (x)
[f(x).g()] = f'(x). g(x)
+ f(x).g' (%)
[f(x)] _ £ (%).g()—f(x).g1(x)

gx) [g(x)]?
Y = = —
Inx - y xdx
Y = logh Inx
T 9N =Y =1
l
dx
Yy =—Inb

Ep Previas Emergentes
4 | Paralas funciones continuas lim f(x) = | ;, &"=a® __ 21
e ma x>3  x-a
f(a) (implicita) ) WT—3) 3
1 —cos2x = sen2x BT T e
Tanx = senx li 1—-cosx =0
cosx x—0 X
a _ 1 lim (tagx—senx) _ 1
a . ] x—0 x3 2
El limite de un producto de funciones es lim (tgx)_ 1
el producto de limites x-0
. senx (1 —tanx) 2
lim =1 im— =
x—0 X X% SEN X — COS X V2
12 fX)=c >F'X)=0 - X\ (30 (24t
FX)=X->FX) =1 V'=logs [(2) (1—x2 (x+2 )]
FX) = MX > F'(X) = M , 1 (-1) 2x

~ xIne (1-x)In6 (x2+1)Ine6

(x+2)In6
1

2): f(x) =In (%)

1

F@=3(%"m)

3):
_2)3
) =n[E2
l
5x—1

f) = (x-2)(22-1)

4): f(x) = Iny/x(x + 1)

\)
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Siy = sinx -y = cosx dx
Siy = cosx -y = —sinxdx
Siy = tanx -y = (secx)? dx
Siy = cotx »y = —(cscx)?dx
Siy = secx —» y =secxtanxdx

Siy = cscx -y = —cscxcotx dx

ro =3G-)
(e*+1)

5): f(x) = In| —
l

—2e*

) =5
6): f(x) = sen (x? + 3x)
l
f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

7)
f(x) = (sin(x* + 5x))3
l

f(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* +
5x))(sen(2x* + 5))?

8): ,
£ = [sen (35)]

\)
f’(x) _ 16 sin(%l;)s(%)

9): Demostrar mediante definicion
formal de limite.

y = senx =y = (Cosxdx
\)

f'(x) =cosx

10):

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?
\)

f'(x) = 2sec(5x3 — 7x) sec(x3 —
7x) tan(x® — 7x) (15x% — 7)

Tabla 15. Configuracion de objetos: Procedimientos

Ep

PROCEDIMIENTOS

4

1) Calculo de limites por evaluacion
2) Racionalizacion

3) Calculo de limites indeterminados del tipo 0/0

4) Evaluar la funciénen x = a

5) En caso de tener una indeterminacion hay que expresar la funcion de una forma

diferente (hay que hacer un tratamiento usando propiedades)
6) Volver a evaluar para ver si desparece la indeterminacion
7) En caso contrario hay que volver a hacer un tratamiento usando propiedades

8) Despeje de ecuaciones

9) Uso de identidades trigonométricas para solucion de limites

12

1) Aplicacion propiedades logaritmos.
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2) Factorizacion
3) Derivacion
4) Aplicacion limites

Tabla 16. Configuracion de objetos: Argumentos

Ep ARGUMENTOS
4 e Argumento 1:
Tesis
_(T-V3) 3
lim—— =—
x-3 x—3 6
Razo6n
1° Forma
C(E-3) (F-VE)_ x-3
lim * = lim
x-3 x—3 (\/E_\/§) x—>3(x_3)(\/§_\/§)
1 1 3
lim = Tambien — racionalizando
x-3 \/E — \/§ 2\/§ 6
2° Forma
COE=VE) L (E-VE) 1

S X3 M (EB)(VE-VE) R B 2V

o Argumento 1.1:

Tesis
Vx —+a
lim —— = na™?!
x-a X —a
Razén
Vx —+a x™ — ™
lim = lim =na™ !
x-a X —a x-»a X —Aa

Limite Especial

e Argumento 2:

Tesis
1 —cosx
lim——— =
x—0 X
Razon
1—cosx l+4+cosx . 1—cos’x sen®x
Lim * =lim———— =lim—
x—0 x 1+ cosx x-0x(1+4 cosx) x-0x(1— cosx)
senx senx 0

= lim * =1x=—=0
x-0 X 1+ cosx 2
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Se ha seguido el procedimiento de calculo de limites para el caso de indeterminacion
0/0 realizando un tratamiento y utilizando, entre otras, la propiedad que el limite de
un producto es el producto de limites

e Argumento 3:

Tesis
(tagx —senx) 1
x-0 x3 B
Razon
Se cumple que Tan x = ==
COoSX
( ) (—S nx senx)
tagx — senx -
m = lim ~£95X =
x-0 x3 x—0 x3

(senx — Senx * COSX)
Lim coSx = li

senx(1 — cosx)
%0 x3 x—0 x3cosx B

~ senx(1—cosx) 1+cosx _  senx(1— cos?x)
Lim 3 * = lim 3 —
x—0 x3cosx 1+ cosx x-0x3cosx(1+ cosx)

senx * sen®x . senx senx senx 1
m 3 = llm * * *
x-0x3cosx(1 + cosx) =x-0 x x x  cosx(1+ cosx)

N =

.y 1
El resultado de evaluar la funcion en x =0 es >

e Argumento 4:

Tesis
, tgx
lim (—) =
x—0 X
Razén
senx
tgx senx
lim (i) = lim | £2%X | = lim (—) =
x—-0 X x—0 X x—0 \X * COSX
. senx 1 ] 1
lim * = lim =1

x-0 X coSsx x—0COSX

e Argumento 5:
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Tesis
(1 —tanx) 2
im— = ——
X% Sen X — COS X V2
Razén
( _ senx) (cosx — senX)
(1 —tanx) cosx cosx

x_,% senx — Cosx x_% senx — cosx x_,% senx — Ccosx

COSX — senx . COSX — senx

lim = lim — =
X COSX(senx — CoSX) X cosx(cosx — senx)

y 112
xl_{% cosx 2 2
2

12

e Argumento 1:

Tesis

Y = logs [(g) (i_x) (9;2:21)] Y= x;e B (1—(;)13% + (x2+21x) In6 (x+21) In6

Y = log, [(;) (1 i x) Cj: 21)]

x 3 x%+1
Y = log6(5)+log6(1_x)+log6 o

Y = loge(x) —logg(2) +loge(3) —loge(1 — x) +loge(x? + 1) —loge(x + 2)
V- <ln(x) —In(2) +In(3) = In(1 —x) + In(x* + 1) — In(x + 2))

In6
In(x) , dx
= -y =
In(a) xlna
1 (-1 2x 1

= Xxn6 (I-omé6 Z+Din6 (x+2)n6

e Argumento 2:

Tesis
1
3

f(x) =ln( 3% )

2 stk

3x x+2
Razo6n

105



106

W=

fG) =In (x?Z)
X

f,(x) - %[ln (x::- 2)]
f'x) = % [In(3x) — In(x + 2)]

r®=3 (G

e Argumento 3:

Tesis
| (x —2)3 , 5x — 1
fx) = “L/T-ll A e oy
Razo6n
0 =1 [(x—2)3
fx . V2x—1

f(x) = In(x —2)® —In(vV2x — 1)

f@) = 3In(x—2) - In(2x — 1)

A 3<xi2)_%<2x2— 1)

feo= (x i 2) B <2x1— 1)

ooy 6X—3—x+2
F® == -0
s S5x—1
F® == -1
e Argumento 4:
Tesis
1.1 1
@ = mxG+ D - @ =3(3-17=—)
Razo6n

f(x)=Inyx(x+1)
Flo) = lnx(x +1)
B 2

1
f(x) = 5 (Inx(x + 1))

f(x) = % (Inx +In(1 — x))




Argumento 5:

Tesis

Razon

A %G_ 11,6)
F6) = [T r) = g
f@)—1[$x+ﬂ
f(x) = In(e* + 1) —In(e* - 1)
£x) = (exe: - (exei .
-2
Flx) = (e¥*- eX - %X _e¥)

(e*+1)(e*—1)

: —2e*
F =g

2
f(0) = -3 f'no estadefinidaen 0

Argumento 6:

Tesis

Razo6n

f(x) = sen (x*+3x) » f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

f(x) = sen (x% + 3x)

f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

Argumento 7:

Tesis

Razén

f(x) = (sin(x* +5x))° > f'(x)
= 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?
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f(x) = (sin(2x* + 5x))3
f'(x) = 3(sen(2x* + 5x))2Cos(2x4 + 5x)(8x3 + 5)

f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?

Argumento 8:

Tesis

2 16sin (xz%) cos (%)

160 = [Sen (xzjz})] - f = (x + 4)2

Razon

2

10 = (2]

2 sin (XZ%) cos(xzﬁ)((Z(x +4) — 2x)
(x + 4)?

HOE

2 sin(xzﬁ) cos(xzﬁ)(s)
(x + 4)2

f'(x) =

. 2x 2x
16 sm(x+4) cos(x+4)
(x +4)?

f'(x) =

Argumento 9:

Tesis

Razo6n

Si

y = senx -y = Cosxdx — f'(x) =cosx

h) —
£/ = lim f<f(x+ ) f(x)>

sin(x + h) —sinx

£1() = lim f(———

sinx cosh + sin h cos x — sin x

£'G0) = lim £ ( 2
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_ sinx(cosh — 1) ~ sinh cosx
f'(x) =Illlrr(1)f . + lim ———

h—-0 h

f'(x) = sinx lim f (%) + cos x lim
f'(x) = sinx (0) + cosx (1)

sinh

f'(x) = cosx
Argumento 10:
Tesis:
f(x) = (sec(5x® = 7x))* - f'(x)
= 2sec(5x3
— 7x) sec(5x3 — 7x) tan(5x3 — 7x) (15x% — 7)
Razén:

f'(x) = 2sec(5x3 — 7x) sec(5x3 — 7x) tan(5x3 — 7x) (15x% — 7)
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CAPITULO V: ANALISIS GENERAL DE LOS DATOS

Se disponen a continuacion algunos elementos tedricos del EOS que permiten construir los
atributos de oposiciones duales a las matematicas implicadas en cada episodio dispuesto en la
Matriz Documental.

Segun el EOS (Godino, Batanero y Font, 2008) se considera que los objetos matematicos son
emergentes de sistemas de practicas. Tal emergencia la explican mediante dos niveles de objetos
que emergen de la actividad matematica. En el primer nivel estan problemas, definiciones,
proposiciones, etc. En el segundo nivel se tiene una tipologia de objetos que emerge de las distintas
maneras de ver, hablar, operar sobre los objetos del nivel anterior, es decir objetos personales o
institucionales, ostensivos 0 no ostensivos, unitarios o sistémicos, etc.

En el primer nivel encontramos la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

Elementos linguisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos
registros (escrito, oral, gestual, ...)

Situaciones-problemas

Conceptos- definiciones

Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos,
deductivos o de otro tipo, ...).

En el segundo nivel encontramos los objetos matematicos que intervienen en las préacticas
matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de lenguaje en que participan, pueden
ser consideradas desde las siguientes facetas o dimensiones duales (Godino, 2002):

Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en el seno de una
institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”, mientras que si
estos sistemas son especificos de una persona se consideran como “objetos personales”
(Godino y Batanero, 1994, p. 338).

Ostensivo — no ostensivo: cualquier objeto que es publico y que, por tanto, se puede mostrar
a otro es ostensivo. Los objetos institucionales y personales tienen una naturaleza no
ostensiva (no perceptibles por si mismos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa
en las préacticas publicas por medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos,
graficos, ...). Esta clasificacion entre ostensivo y no ostensivo es relativa al juego de
lenguaje en que participan.

Expresion — contenido: antecedente y consecuente La relacion se establece por medio de
funciones semioticas, entendidas como una relacion entre un antecedente (expresion,
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significante) y un consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (persona
o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspondencia.

e Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un juego de lenguaje
como un caso particular (un ejemplo la funcion y = 2x + 1) y una clase mas general
(p.e., la familia de funciones y = mx + n). La dualidad extensivo-intensivo se utiliza
para explicar una de las caracteristicas basicas de la actividad matematica: el uso de
elementos genéricos (Contreras y cols, 2005). Esta dualidad permite centrar la atencion en
la dialéctica entre lo particular y lo general,

e Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos participan como
entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente), mientras que otras
intervienen como sistemas que se deben descomponer para su estudio. En el estudio de la
adicion y sustraccion, en los dltimos niveles de educacion primaria, el sistema de
numeracion decimal (decenas, centenas, ...) se considera como algo conocido y en
consecuencia como entidades unitarias (elementales). Estos mismos objetos, en el primer
curso tienen que ser considerados de manera sistémica para su aprendizaje.

Afirman Godino, Batanero y Font, (2008) que la emergencia de los objetos de la configuracion
(problemas, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los
respectivos procesos matematicos de comunicacién, problematizacion, definicion, enunciacion,
elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacién, ...) y argumentacion. Por otra parte,
las dualidades dan lugar a los siguientes procesos cognitivos/ epistémicos: institucionalizacion —
personalizacion; generalizacion — particularizacion; analisis/descomposicion — sintesis/reificacion;
materializacion /concrecion — idealizacion/ abstraccion; expresion/representacion — significacion.

Y resaltan que la consideracion de las facetas duales extensivo/intensivo, ostensivo/no ostensivo y
unitario/sistémico permiten la delimitacion de los procesos de particularizacion y generalizacion
con respecto a los procesos de idealizacion y materializacién (Font y Contreras, 2008) y de estos
con los de reificacion y descomposicion.

Segun Godino (2017), la necesidad de identificar los objetos y procesos que intervienen y emergen
en las practicas matematicas que se realizan para la resolucion de las situaciones - problemas
conduce a la nocion de configuracion ontosemidtica (de practicas, objetos y procesos)., y dicho
reconocimiento de tales objetos y procesos permite, entre otras cosas, prever conflictos potenciales
y efectivos de aprendizaje.

El EOS entiende un objeto abstracto como una entidad: Inmaterial (no ostensiva), y General
(intensiva); que se puede considerar de manera:

e Unitaria (como regla) o sistémica (configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y
procesos).

e Personal (mental) o institucional (sociocultural).

e Antecedente (significante) o consecuente (significado) en una relacion semidtica.
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El proceso de abstraccion mediante el cual emergen o se construyen los objetos abstractos conlleva
el concurso de otros procesos cognitivos - epistémicos mas basicos: generalizacion, idealizacion
(entendida como desmaterializacion), unitarizacion (reificacion, cosificacion), significacion,
representacion. Lo cual se represento en la Figura 2.

Con el fin de ampliar, analizar y enriquecer un poco mas las nociones aqui expuestas para extraer
elementos e indicadores metodoldgicos que permitan aplicar dichas oposiciones a la matriz
categorial de nuestros dos episodios, se ha agregado una columna a la matriz individual de cada
episodio y se va a llenar teniendo en cuenta los elementos tedricos citados antes.

5.1 Andlisis de los Episodios Fundamentales

Herramientas de analisis

A continuacién, se describe la Herramienta de Andlisis gréafico con la que se analizaron las matrices
de facetas de idoneidad didactica de los episodios 4 y 12, dispuestas en la seccion 5.1.1.1y5.1.2.1
respectivamente.

Herramienta N°1

e Tabla para la consignacion de la cantidad de segmentos (frecuencia) que se clasifican
dentro de cada una de las seis facetas de la idoneidad didéctica.

A continuacion, se presenta el modelo de tabla

Tabla 17. Plantilla para el registro de datos (esta no contiene datos)

B Recuadro donde se registra el nombre y nimero del episodio junto con la cantidad de
segmentos que este contiene, antecedido del titulo: Facetas De Idoneidad Didactica.

Columna de facetas de idoneidad

Columna asignada para el registro de los datos (Frecuencia)
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Frecuencia: Es el nimero registrado en el episodio que corresponde a la cantidad de segmentos
que fueron clasificados en la respectiva faceta. Cuyo valor maximo es el nimero de segmentos del
episodio (N°sg #).

Tabla 18. Tabla ideal con el nimero maximo en cada faceta seglin la matriz categorial dos del episodio que
se esté trabajando.

e Grafico Radial o de Telarafia generado a partir de: Tabla para la consignacion de la
cantidad de segmentos que se clasifican dentro de una idoneidad.

Las diferentes facetas de idoneidad didactica se ubicaran en cada uno de los vértices del Grafico
Radial (Herramienta Grafico Radial relleno; Excel); y la cantidad de divisiones interna esta
determinada por la cantidad de segmentos que contenga un episodio.

Epistémica

Ecoldgica Cognitiva

Emocional Interaccional

Mediacional

Figura 5. Gréfico radial generado a partir de la tabla 17.
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Gréfico ideal donde todos segmentos presentaron indicadores maximos de cada faceta.

Epistémica

Ecoldgica Cognitiva

Emocional Interaccional

Mediacional

Figura 6. Grafico ideal generado a partir de la tabla 18.

La figura interna (color azul) se genera a partir de las frecuencias de las facetas, esta frecuencia
esta indicada por los nimeros consignados en la columna gris.

De manera general el poligono generado internamente en el gréafico radial permite visualizar el
equilibrio entre las diferentes facetas.



5.1.1 Episodio 4
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A continuacion, se presentan las matrices de facetas duales de Idoneidad Didactica (1.D) del episodio fundamental 4 que son una forma
de comparar, contrastar, distinguir y articular las diferentes facetas de la 1.D construidas a partir de la matriz documental de cada episodio.

5.1.1.1 Matriz De Facetas de ldoneidad Didactica

Convencion de color de la letra

. Es lo que se puede retirar, es necesario verificar superficialmente si no hay componentes que sirvan a la columna (olvidados).

. Se utiliza para indicar en negro el componente que pertenece a la columna y en gris lo que hace parte del contexto pero que no
aporta directamente un componente.

Otras convecciones

/l---_---/[ se utiliza para aclarar el tipo de idoneidad del segmento

[Ep. 4] Episodio 4. Ejercicios sobre limites algebraicos y trigonométricos.

Tabla 19. Matriz de facetas duales: Epistémico - Cognitiva

S9. Observacion de la EPISTEMICO COGNITIVA Analisis:
Practica de clase
1 | [Hay 9 estudiantes al empezar

la clase a las 6:10 a.m.]

La profesora busca captar la
atencion de los estudiantes y
centra el objetivo de la clase.
Ella les pregunta sobre un taller
de limites [Ver Anexo C-1] y
les dice que van a dedicar la
clase a resolver ese taller.

P: ¢Recuerdan el taller sobre

limites?

P: ¢Recuerdan el taller sobre

limites?
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Esto lo ha consultado conmigo
un poco antes de empezar la
clase y dice que va a ser una
clase para mi, es decir, pasarlos
al tablero, ponerlos a trabajar.

P: Pues hoy vamos a dedicar la
clase a resolverlo: ustedes lo
van a hacer, ;Bueno?

P: Pues hoy vamos a dedicar la
clase a resolverlo: ustedes lo
van a hacer, ;Bueno?

Pasa una estudiante al tablero le
va corrigiendo escritura: el
igual, los paréntesis. La nifia le
va preguntando a un

compariero, porque se siente |,

insegura. Como la respuesta va

con raiz le pide que racionalice, |\

P: Empecemos:

lim—(\/; _ \/§)
x—3

x—3

1) Primera Forma

pero la profe le va diciendo e |

todo el ejercicio.

Le cuesta mucho dejarlos
trabajar, equivocarse, Si se
demoran se impacienta y
empieza a hacerlo ella misma, a
hablar, a explicar, a reiterar
insistentemente. Ella hace la

P: Empecemos:

lim—(\/; _ \/§)
x—3

x—3

1) Primera Forma

Los estudiantes realizan el desarrollo
procedimental del ejercicio sin embrago todo
el ejercicio esta dirigido por la profesora, lo
que puede limitar el desarrollo cognitivo que
el estudiante pueda generar al trabajar el
gjercicio, aun asi, la estudiante que resuelve
el ejercicio pregunta a un compariero si lo
que realiza es correcto lo que abre la
posibilidad a que se construya un desarrollo
del problema desde los estudiantes.

Presenta caracter epistémico y cognitivo al
hacer uso de conceptos desarrollados y
adquiridos en clases anteriores, al tiempo que
se intenta un desarrollo de diferentes maneras
de un mismo ejercicio.
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pregunta y ella misma
responde.

Ahora otro estudiante pasa a
hacerlo aplicando
factorizacion.

Pasa a un estudiante e insiste en
que la raiz se pueda ver como
diferencia de potencias.

2) Segunda Forma

1w

]

lim Vx -3
5 (Vx —V3)(Vx +3)

1 1

lim

=3 (VX +v3)  2v3

3) Tercera Forma

‘ 2) Segunda Forma ‘

‘ div
-1 \ T b 4 3 13
4 \
A B | U3
—= 1% s o N L
T X3 (k0 \«.‘"\E'

VE - V3

lim

{E -3 +3)

_ 11
L Oy BN

3) Tercera Forma




x —\/3 1 1 -3 1 1
x-3 x—3 2 x—3 x—3 2
_ 1 _ 1
_2V3 23
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Y habla de los otros dos
“Limites especiales”.

En un momento de la clase, en
privado, le pregunte ;Por qué
los llama asi?, y me dijo que
porque asi se los ensefiaron
cuando vio calculo.

P: ¢Qué necesitas para los
limites especiales?

P: Todas las identidades y toda
la trigonometria.

n_,n)
1) lim &2
x—3 XxX—a

n—1

= na

senx

2) lim =1
x-0 X
3) lim 1-cosx

x—0 X

=0

limites especiales?
P: Todas las identidades y toda
la trigonometria.

P: ¢(Qué necesitas para los

Se sigue impulsando la actitud activa del
estudiante frente a la tematica trabajada; la
profesora recalca los elementos necesarios
para el desarrollo de los distintos ejercicios
de este episodio.

Presenta caracter epistémico al referir los
conceptos necesarios en el desarrollo del
problema.




120

Realmente el que hace es el

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen
ustedes y esta en todos los

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen
ustedes y esta en todos los

Para generar seguridad la profesora
desarrolla un ejercicio como base para la
solucion de los demas.

tercero, pero asi  dijo. | libros. libros. / /

Reemplaza los  valores 'y fcose 1o1 o . PR Presenta caracter epistémico en tanto que se
1 - . - - . —COSX - - - .
escribe: lim = —=- lim = —=- propone un ejercicio base del cual el
x—0 X 0 0 x—0 X 0 0 . .

estudiante puede hacer uso posteriormente.
Ella enfatiza y repite que toca | P: Con los limites | P: Con los limites | La  profesora  establece una linea
pensar. trigonométricos “toca pensar’y | trigonométricos “toca pensar’y unldlreccmnal (.‘je comunicacion con el
aqui en trigonometria toca | aqui en trigonometria toca | eStudiante  mediante la cual expone la
importancia  de poseer elementos

pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales.

P: Hagan su ayuda didéctica:
identidades, angulos
especiales, angulos
coterminales los 95 &ngulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es déjeme fotocopiar la
suya.

P: Tienes que poder traer eso a
la mente: juguemos a hacer

memoria, lo mismo con la
calculadora.

pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales.

P: Hagan su ayuda didéctica:
identidades, angulos
especiales, angulos
coterminales los 95 angulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es déjeme fotocopiar la
suya.

P: Tienes que poder traer eso a
la mente: juguemos a hacer
memoria, o mismo con la
calculadora.

conceptuales indispensables que debian ser
adquiridos con anterioridad.

Presenta caracter epistémico ya que se
presentan unos requisitos fundamentales
ineludibles para el desarrollo de los
problemas.

No lo deja responder

P: Listo Alejo, y si esta en la
forma % ¢ Qué hago?

P: Quitar ese indeterminado y
¢ Cémo?

P: Listo Alejo, y si esta en la
forma % ¢Queé hago?

P: Quitar ese indeterminado y
¢ Cémo?

La profesora propone una indagacion que le
permita al estudiante adquirir una
herramienta conceptual no trabajada en
clase, la cual momentos después resuelve
aportando la herramienta conceptual que
debia ser investigada, pero que le permite a
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Pero no espera ni 10 segundos
y otra vez esta ella en el tablero
con el marcador.

Alejo responde.

P: Pues lo Unico que se, es que
ustedes lo van a hacer de tarea.

. 1—cosx 1+ cosx
lim *
x>0 X (1 + cosx)
P: Lo multiplicamos por
1+cosx
—————que es 1 entonces es
(14+cosx)
valido.
P:Y leda
_ (1 —cos*x)
~ x(1 + cosx)
_ sen’x
~ x(1 + cosx)
P: ¢Yaterminé?
P. No. Ahi sigue el

indeterminado evallen y vera
que ahi sigue el indeterminado.

sen®x

x(14+cosx)
P: Entonces, ¢que nos da
Alejo?
E:
. sSenx senx
lim *
x-0 X 1+ cosx

P: Pues lo unico que sé, es que
ustedes lo van a hacer de tarea.

~ 1—cosx 1+ cosx
lim *
x-0 X (1 + cosx)
P: Lo multiplicamos por
1+cosx
—————que es 1 entonces es
(14+cosx)
valido.
P:Y leda
_ (1 —cos?x)
~ x(1 + cosx)
_ sen’x
~ x(1 + cosx)
P: ¢Yaterminé?
P: No. Ahi sigue el

indeterminado evallen y vera
que ahi sigue el indeterminado.

sen?x

x(1+cosx)
P: Entonces, ¢que nos da
Alejo?
E:
senx senx

im *
x-0 X 1+ cosx

la profesora comenzar con el desarrollo del
problema plateado; se da campo a la
participacion del estudiante en la solucion de
una parte del problema, sin embrago la
mayor parte fue solucionada por la profesora.

Presenta caracter cognitivo al evidenciarse
un desarrollo procedimental basado en
conceptos base que permiten un grado de
procesamiento  conceptual, asi como
traspolacion de herramientas a un ejercicio
puntual.




122

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya apliqué una propiedad
seguramente el indeterminado
ya se haya ido.

P: Evalué Alejo.

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya apliqué una propiedad
seguramente el indeterminado
ya se haya ido.

P: Evalué Alejo.

Alejo dice. E: E:
0 0
2 -2
P: Entonces terminenlo, P: Entonces terminenlo,
bueno, pero termineny de bueno, pero terminen y de
tarea abran los libros para que | tarea abran los libros para que
vean la demostracion del otro | vean la demostracién del otro
limite. limite.
Le parece interesante el | P: Y ahora vamonos con uno | P: Y ahora vamonos con uno | Se plantea un ejercicio que necesariamente
ejercicio interesante: interesante: hace uso de recursos conceptuales y

Se acerca a un estudiante que
esta en la primera fila y le dice:

Se devuelve al
continda hablando.

tablero y

(tagx — senx)

}cl—rf(l) x3

P: ¢Cuéanto es la tangente de
cero? no sé.

P: No se asuste pinte su
triangulo equilatero de catetos e
hipotenusa = 1, angulos 30° y
60°

P: Y también necesita la
circunferencia unitaria.

(tagx — senx)

x—0 x3

P: ¢Cuénto es la tangente de
cero? no sé.

P: No se asuste pinte su
triangulo equilatero de catetos e
hipotenusa = 1, angulos 30° y
60°

P: Y también necesita la
circunferencia unitaria.

procedimentales que deben haber sido
adquiridos con antelacion, se permite el
aporte de conocimientos previos de
estudiantes particulares que pueden servir de
base para aquellos que alin no los han
adquiridos, sin embargo, la profesora
interviene para que se puntualicen dichos
conocimientos (es decir que se referencien
herramientas especificas al problema).
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Sigue preguntandole a
Alejo...pero ella responde y
escribe

Le pregunta a un estudiante
Ilamando Felipe.
Y él no responde.

Una nifia responde

La profe se responde

Alejo responde.

P: Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada.

P: Entonces no piense la ayuda
didactica para sacarla en el
parcial.

P: Entonces arranque:

P:
(Senx _ S@TLX)
lim C0SX i
x—0 X
P: A ver Felipe te escucho
P: ¢Ya  se iria el

indeterminado?:

E: iNo!
P: ¢Por qué?

P: Porque no he simplificado...
ahora qué hago.

E: Propiedades.
P: ¢Alejo en matematicas todo

son propiedades entonces qué?
¢Cuales propiedades?

P: Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada.

P: Entonces no piense la ayuda
didactica para sacarla en el
parcial.

P: Entonces arranque:

P:
(senx )
— Senx
. COSX

lim 3

x—0 X
P: A ver Felipe te escucho
P: ¢Ya  se iria el

indeterminado?:

E: iNo!
P: ¢Por qué?

P: Porque no he simplificado...
ahora qué hago.

E: Propiedades.
P: ¢Alejo en matemaéticas todo

son propiedades entonces qué?
¢ Cuales propiedades?

Presenta caracter epistémico en tanto que se
realiza un llamado a conceptos, elementos y
herramientas que permitan el abordaje del
problema, aqui se intenta la participacion de
estudiantes puntuales mediante el aporte
conceptual de herramientas que la profesora
supone manejan.
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Ella misma asocia para cuadrar
el limite fundamental y sigue la
indeterminacion.

La profesora dice.

Perdio el hilo del
procedimiento y los insta a
terminarlo por su cuenta.

P: Entonces que podriamos
hacer...pues conseguir un x2?

P: Me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. Pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un sen3
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y

abajo por 1 representando

1+cosx
comQ ——
1+cosx

P: Al multiplicar arriba y
abajo por 1, el

}Clir(l) (Cosx(1+cosx)) evallelo y

1
da-=.
2

P: Entonces que podriamos
hacer...pues conseguir un x2?

P: Me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. Pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un sen3
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y
abajo por 1 representando

1+cosx

como
1+cosx

P: Al multiplicar arriba y
abajo por 1, el

lim——— evallGeloy
x—0 (Cosx(1+cosx))

1
da-.
2

Sale a traer listas y a fotocopiar
para mi el parcial que aplico el
pasado viernes y que resolvio el
pasado lunes [Ver Anexo C-2].
Me entregd desde el comienzo
de la clase el taller de limites,
en ese momento también salen

P: Bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonométricos:

P: Soluciono dudas.

P: Bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonométricos:

P: Soluciono dudas.

Se limita en gran medida el desarrollo
autébnomo de los estudiantes frente a los
ejercicios propuestos en clase.

Presenta caracter cognitivo en el sentido que
no se permite el desarrollo de dicha
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algunos estudiantes a
fotocopiar el taller que
supuestamente ya han

trabajado. Bueno y ya son las
7:20 a. m. y nada que empieza
el trabajo en grupo al que
supuestamente  ibamos  a
dedicar toda la clase.

idoneidad ya que se puede decir (a manera de
comentario) que:

Por eso los profes atienden a estudiantes en
ciertas franjas horarias, que dicho sea de paso
son bastante desaprovechadas por problemas
de horarios)... cuesta dejar trabajar, cuesta
dejar hacer: a los maestros nos cuesta dejar
equivocarse, dejar rectificar, dejar preguntar,
dejarlos trabajar a ellos: es como si
sintiéramos por un lado que la clase se nos va
y no hacemos nada! es decir dejarlos
construir  su propio conocimiento lo
consideramos no hacer nada y nos preocupa
que el tiempo de la clase se haya perdido

Regresa pronto. 5 0 6 minutos,
me entrega la fotocopia del
parcial y anota un ejercicio en
el tablero (se le olvidé que
habia dicho que trabajaran en

grupo).

P: Realicen los siguientes

ejercicios. No sé si estdn 0 no

en el taller, pero los vamos a

revisar:

1) lim (tg—x)
x—-0 \ X

. (1-tanx)
2) lim ——anx)
x—% sen x—cosx

P: Que estan en la forma 0/0
P: Pasa Alejo y resuelve el
segundo.

P: Realicen los siguientes

ejercicios. No sé si estdn 0 no

en el taller, pero los vamos a

revisar:

1) lim (tg—")
x—-0 \ X

. (1—tanx)
2) lim ——anx)
x—% sen x—cosx

P: Que estan en la forma 0/0
P: Pasa Alejo y resuelve el
segundo.
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El pasa el ejercicio a senos y
c0senos, separa
convenientemente para que
quede el limite fundamental

Para mas claridad se presenta
la transcripcion de lo que
aparece en las fotos.

)&/ﬂ\ __{___751!\_{(
Y—-.!% .g'w,xf'w X

Lig o 1= Sew

Ve
Serix~ (c=i%

Lim (o c

XA/ O3~ 57

L%

(1 —tanx)
x_,% senx — Ccosx

lim

o (iosm

x_,% senx —cosx

(cosx - senx)
. COSX
= lim

x_,% sen x — Ccosx

«&M\ --{7_74.‘!{(
"1,'—-,‘% .(_','w_x(‘w X

Lig o 1= Sew

X212 ,v_.-C'Ef"
Senx-cosa
(B7
XA/ L5 6; 57
S5
’,'("ny

(1 —tanx)
lim ——
x_% senx — Ccosx

(o

x_,% senx — cosx
(cosx — senx)
T COSX
= limy -
x-7 SENX — COSX
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CoOSx — Senx

im
X cosx(senx — cosx)
cosx — senx

lim —

X cosx(cosx — senx)
; 1 1 2
xli% cosx V2 V2

2
- 2

CoOSXx — Senx

im
X cosx(senx — cosx)
cosx — senx

lim —

X cosx(cosx — senx)
; 1 1 2
xl:% cosx V2 V2

2
- V2

10

Ahora ella anota otro ejercicio
en el tablero, que tampoco veo
en el taller.

Bueno pasa la asistencia para
actualizarla desde el lunes 29.

Espera un ratico (creo que no
mas de 3 minutos) y pasa a
Diego:

se desempefia bien en escritura,
Dice “factor de......

Termina el ejercicio muy bieny
yo le pido permiso para
fotografiarlo en el tablero:
todos se rien. Les advierto que
las fotos no son para facebook
ni nada de eso, solo para
documentar que es trabajo de

P: ¢Qué forma tiene?

Pero no pongan cara de que
estdn pensando, miren el
triangulo ¢que es la tangente en
un tridngulo? Saben que es lo
chévere que todos los ejercicios
son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.

P: ¢Qué forma tiene?

Pero no pongan cara de que
estdn pensando, miren el
triangulo ¢que es la tangente en
un tridngulo? Saben que es lo
chévere que todos los ejercicios
son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.
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borraba
siquiera

estudiantes y
inmediatamente, ni
alcancé a tomar la foto.

11

Hay 17 estudiantes al finalizar
la clase

Invita a leer, a consultar, a
articular la matematica con el
arte, con la mdsica, a
motivarlos.

P: Terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: Hay una publicacion que
sacaba la U. Nacional “senal
que

Escher,
matematicas.

bucles,
arte,

cabalgamos”:
musica,

P: Yo soy dispersa pero no se
me olvida en que estoy no se
preocupen.

P: Terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: Hay una publicacion que
sacaba la U. Nacional “senal
que

Escher,
matematicas.

P: Yo soy dispersa pero no se
me olvida en que estoy no se
preocupen.

bucles,
arte,

cabalgamos”:
musica,

Se referencia elementos externos que pueden
complementar los conceptos trabajados y
adquiridos en clase. Se propone la
culminacion del taller como elemento que
permita la adquisicién de habilidad por parte
de los estudiantes.

Presenta caracter epistémico y cognitivo ya
que se hace necesario la ampliacion del
marco referencial conceptual del estudiante y
se propone la continuacién de la practica
extra clase que desarrollé agilidad en la
resolucion de problemas por parte de los
estudiantes.

Tabla 20. Matriz de facetas duales: Interaccional — Mediacional

S9. Observacion de la INTERACCIONAL MEDIACIONAL Analisis:
Practica de clase
1 | La profesora busca captar la | [Hay 9 estudiantes al empezar | [Hay 9 estudiantes al empezar | La profesora realiza un cuestionamiento

atencion de los estudiantes y
centra el objetivo de la clase

Ella les pregunta sobre un taller
de limites que adjunto y les dice
gue vamos a dedicar la clase a
resolver ese taller (esto lo ha
consultado conmigo un poco

la clase a las 6:10 a.m.]

P: ¢Recuerdan el taller sobre
limites? Pues hoy vamos a
dedicar la clase a resolverlo:
ustedes lo van a hacer ;bueno?

la clase a las 6:10 a.m.]
P: ¢Recuerdan el taller sobre
limites? Pues hoy vamos a
dedicar la clase a resolverlo:
ustedes lo van a hacer ;bueno?

sobre un taller propuesto anteriormente, con
ello se intenta entablar una interaccion con
los estudiantes la cual no obtiene resolucion
del estudiante en este segmento

Presenta caracter interaccional se pretende en
un primer momento una especie de consulta
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antes de empezar la clase y dice
que va a ser una clase para mi,
es decir, pasarlos al tablero,
ponerlos a trabajar.

por parte de la profesora hacia los estudiantes
en la cual no se evidencia respuesta de estos
Gltimos en este segmento

Pasa una estudiante al tablero le
va corrigiendo escritura: el
igual, los paréntesis. La nifia le
va preguntando a un
compafiero porque se siente
insegura. Como la respuesta va
con raiz le pide gue racionalice
pero la profe le va diciendo
todo el ejercicio: le cuesta
mucho  dejarlos  trabajar,
equivocarse, si se demoran se
impacienta (sin ponerse brava)
sino que empieza a hacerlo ella
misma, a hablar a explicar a
“cantaletear”. Ella hace la
pregunta 'y ella misma
responde.

P: Empecemos:

lim 0% ~V3)

x-3 x—3

1) Primera Forma

2) Segunda Forma

3) Tercera Forma

P: Empecemos:

fim 0% ~Y3)

x-3 x—3

1) Primera Forma

2) Segunda Forma

3) Tercera Forma

La profesora propone un ejercicio el cual es
resuelto por los estudiantes de distintas
formas en el tablero, a medida que la
estudiante desarrolla el ejercicio se hace
presente la constante correccion de la
profesora a la estudiante lo que genera un
grado de inseguridad de esta Gltima.

Presenta caracter interaccional y
mediacional. La interaccion (correccion de la
profesora a la estudiante) en este segmento
puede ser negativa ya que en lugar de aclarar
y servir de soporte genera en la estudiante un
grado de inseguridad  sobre  sus
proposiciones.

Al igual que en el episodio anterior el tablero
es una de las herramientas fundamentales
para el desarrollo de la clase.
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Pasa a un estudiante e insiste en
que la raiz se pueda ver como
diferencia de potencias. Anota
en el tablero la férmula que ella
llama LIMITES especiales.

P: ¢ Qué necesitas para los
limites especiales? Todas las
identidades y toda la
trigonometria. En un rincon del
tablero anota esos limites

P: ¢ Qué necesitas para los
limites especiales? Todas las
identidades y toda la
trigonometria. En un rincon del
tablero anota esos limites

Voy a preguntarle a la salida especiales: especiales:
porqué los llama asi? Y habla
de los otros dos LIMITES
1 n_,n) n_,n)
especiales. 1) lim &2 _ pgn-1 1) lim &= = pgn-1
x—3 X—a x—=3 X—a
: senx o . senx _
2). }Cl_r)r(l) = 1y, 2). }Cl_r;%—x 1y,
3). im—2% =g 3). lim =% = ¢
X=0 xX=0

Realmente el que hace es el
tercero  pero asi  dijo,

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen
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Reemplaza los

escribe:

valores vy

ustedes y esta en todos los
libros.

ustedes y esta en todos los
libros.

Ella enfatiza y repite que toca
pensar, 0 sea el que llamamos
fundamental (esas palabras son
mias).

P: Con los limites
trigonométricos “toca pensar”
y aqui en trigonometria ella
enfatiza y repite que toca
pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales Hagan su
ayuda didactica: identidades,
angulos especiales, angulos
coterminales los 95 &ngulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es déjeme fotocopiar la
suya. Tienes que poder traer
eso a la mente: juguemos a
hacer memoria, lo mismo con
la calculadora.

P: Con los limites
trigonométricos “toca pensar’”
y aqui en trigonometria ella
enfatiza y repite que toca
pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales Hagan su
ayuda didactica: identidades,
angulos especiales, angulos
coterminales los 95 angulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es dejeme fotocopiar la
suya. Tienes que poder traer
eso a la mente: juguemos a
hacer memoria, lo mismo con
la calculadora.

Se intenta una interaccion con los estudiantes
mediante la proposicién (Con los limites
trigonométricos “toca pensar”) que estimule
una actitud reflexiva en ellos, sin embargo, el
proceso  comunicativo tiende a lo
unidireccional profesor-estudiante

Presenta caracter interaccional al presentarse
un proceso comunicativo mediante el cual la
profesora intenta exponer la importancia del
estar atento y ser cuidadoso en la solucién de
problemas de este tipo.

No lo deja responder

P: Listo Alejo, y si estd en la
0 .
forma 5 ¢cque hago?
P: quitar ese indeterminado y
¢,cémo? Pues lo Unico que sé es
lo que ustedes van a hacer de
tarea
1 —cosx

lim——

x—0 X

P: Listo Alejo, y si esta en la
0 .

forma 5 cque hago?
P: quitar ese indeterminado y
¢,cOmMo? Pues lo Unico que sé es
lo que ustedes van a hacer de
tarea

1 —cosx

lim—
x—0 X

Aqui nuevamente se pretende abrir camino a
la participacion de los estudiantes, pero la
impaciencia de la profesora trunca la posible
respuesta de los estudiantes, sin embargo
posteriormente se permite la respuesta de uno
de los estudiantes.

Presenta caracter interaccional al
evidenciarse la participacion profesor
estudiante, pero marcada en gran medida por
la constante participacion de la profesora.
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pero no espera ni 10 segundos y
otra vez esta ella en el tablero
con el marcador (A las 6:50 hay
16 estudiantes)

Lo multiplicamos por
1+cosx
que es 1 entonces es

(1+4cosx)
valido.

_ 2
Y le da 82252 va terming?

x(1+cosx) ¢

No. Ahi sigue el indeterminado

evalUen y vera que ahi sigue el
2

indeterminado. ———

x(1+cosx)

entonces que nos da Alejo

E1l: Alejo responde:
senx

lim
x-0 X

senx
im————
x-01 + cosx

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya apliqué una
propiedad seguramente el
indeterminado ya se haya ido.
Evalué Algjo,

E1: Alejo dice: g

P: entonces terminenlo, bueno,
pero terminen y de tarea abran
los libros para que vean la
demostracion del otro limite.

Lo multiplicamos por

1+cosx

que es 1 entonces es
(1+4cosx)

valido.
Y le da

(1-cos?x) | 40
reono vaterming:

No. Ahi sigue el indeterminado
evallen y vera que ahi sigue el

sen?x

indeterminado. ———
x(1+cosx)

entonces que nos da Alejo

E1l: Alejo responde:
senx

lim
x-0 X

senx

im———
x-01 4+ cosx

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya apliqué una
propiedad seguramente el
indeterminado ya se haya ido.
Evalué Algjo,

El: Alejo dice:g

P: entonces terminenlo, bueno,
pero terminen y de tarea abran
los libros para que vean la
demostracion del otro limite.
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Le parece interesante el

ejercicio

Se acerca a un estudiante que
esta en la primera fila y le dice:
,” NO SE ASUSTE PINTE SU
TRIANGULO EQUILATERO
DE CATETOS E
HIPOTENUSA = 1 :
ANGULOS 30 Y 60” Se
devuelve al tablero y continda
hablando:

P: y ahora vdmonos con uno

interesante:
liIn(tagx—senx)

x—0 x3

P: ¢cuanto es la tangente de
cero? no sé.

Y también necesita la
circunferencia unitaria y pinta
sobre ella algunos angulos.
Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada. Entonces no
piense la ayuda didactica para
sacarla en el parcial. entonces
arranque Yy sigue preguntandole
a Alejo...pero ella responde y
escribe:

(senx
COSX
1 3
x—0 X

- SeTlX)

P: Felipe te escucho:
¢Yase iria el indeterminado?:

E2: una nifia responde jno!

P: ¢por qué? la profe se
responde: porque no he
simplificado... ahora qué hago

P: y ahora vdmonos con uno

interesante:
. tagx—senx
lim (tagx—senx)

x—0 x3

P: ¢cuanto es la tangente de
cero? no sé.

Y también necesita la
circunferencia unitaria y pinta
sobre ella algunos angulos.
Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada. Entonces no
piense la ayuda didactica para
sacarla en el parcial. entonces
arranque y sigue preguntandole
a Alejo...pero ella responde y
escribe:

(senx
. COSX
lim

x—-0 x3

- senx)

P: Felipe te escucho:
Yase iria el indeterminado?:

E2: una nifia responde jno!

P: ¢por que? la profe se
responde: porgue no he
simplificado... ahora qué hago

Nuevamente el momento de participacion es
impulsado desde la profesora esta vez con
una participacién un tanto mas activa de los
estudiantes en el proceso comunicativo,; la
profesora genera preguntas a estudiantes
puntuales con la intencién de incentivar la
participacion de dichos estudiantes.

Presenta carécter interaccional al realizarse
preguntas a estudiantes puntuales es evidente
la intencion de la profesora en que dichos
estudiantes participen, sin embargo, cabe
preguntarse ¢Por qué dichos estudiantes son
los nombrados y no otros? ¢ la profesora sabe
los nombres de los demas estudiantes? ¢son
para ella estudiantes con caracteristicas
particulares ?




134

E1l: Alejo: propiedades,

P: Alejo en matematicas todo
son propiedades ¢entonces
que? ¢Cudles propiedades?
Ella misma asocia para cuadrar
el limite fundamental y sigue la
indeterminacion entonces que
podriamos hacer...pues
¢conseguir un x2?

P: me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un seno?
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y
abajo por 1 representando

1+cosx
como ——
1+cosx
Obtiene al multiplicar arriba 'y

. . 1
abajo 1 por }Cli% (Cosx(1+cosx))

, 1
evaltelo y da =

El: Alejo: propiedades,

P: Alejo en matematicas todo
son propiedades ¢entonces
qué? ¢Cuales propiedades?
Ella misma asocia para cuadrar
el limite fundamental y sigue la
indeterminacion entonces que
podriamos hacer...pues
¢conseguir un x2?

P: me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un seno?
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y

abajo por 1 representando

14+cosx
comQo ——
1+cosx

Obtiene al multiplicar arriba y

abaJO 1 por }CIL% (Cosx(1+cosx))

, 1
evallelo y da >

Sale a traer listas y a fotocopiar
para mi el parcial que aplico el
pasado viernes y que resolvio el
pasado lunes. Me entreg6 desde
el comienzo de la clase el taller
de limites (adjunto) en ese

P: bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonomeétricos:
soluciono dudas.

P: bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonométricos:
soluciono dudas.
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momento  también  salen
algunos estudiantes a
fotocopiar el taller que
supuestamente ya han

trabajado. bueno y ya son las
7:20 a. m. y nada que empieza
el trabajo en grupo al que
supuestamente  ibamos  a
dedicar toda la clase:

Por eso los profes atienden a
estudiantes en ciertas franjas
horarias, que dicho sea de paso
son bastante desaprovechadas
por problemas de horarios)...
cuesta dejar trabajar, cuesta
dejar hacer: a los maestros nos
cuesta dejar equivocarse, dejar
rectificar, dejar preguntar,
dejarlos trabajar a ellos: es
como si sintiéramos por un
lado que la clase se nos va 'y no
hacemos nada!!les decir
dejarlos construir su propio
conocimiento lo consideramos
no hacer nada y nos preocupa
que el tiempo de la clase se
haya perdido

Regresa pronto. 5 0 6 minutos,
me entrega la fotocopia del
parcial y anota un ejercicio en
el tablero (se le olvidé que

P: realicen los siguientes
ejercicios. no sé si estan o no
en el taller pero los vamos a
revisar:

1) lim (tg—x)

x—-0 \ X

P: realicen los siguientes
ejercicios. no sé si estan o0 no
en el taller pero los vamos a
revisar:

1) lim (tg—x)

x—-0 \ X

Se permite la participacion practica del
estudiante se utiliza el tablero como
herramienta para el desarrollo del problema.
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habia dicho que trabajaran en
grupo).

Foto de Alejo en el tablero. Y
de lo que él escribe.

El lo pasa a senos y cosenos,
separa convenientemente que
quede el fundamental

. (1—-tanx)
2) lim ————
x> Sen x—cosx

Que estadn en la forma 0/0 y
pasa a Alejo.

10

Ahora ella anota otro en el
tablero, que tampoco veo en el
taller?

Bueno pasa la asistencia para
actualizarla desde el lunes 29.
Espera un ratico (creo que no
mas de 3 minutos) y pasa a
diego:

se desempefia bien en escritura,
Dice: “factor de... ”

Termina el ejercicio muy bien
y yo le pido permiso para

P: ¢qué forma tiene?

Pero no pongan cara de que
estan pensando miren el
triangulo ¢qué es la tangente en
un tridngulo? Saben que es lo
chévere gue todos los
gjercicios son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.

P: ¢qué forma tiene?

. (1—-tanx)
2) lim ———
x>l Sen x—cosx

Que estan en la forma 0/0 y
pasa a Alejo.

Presenta caracter interaccional y
mediacional; el estudiante toma un papel
activo en este segmento la profesora es ahora
observadora del desarrollo cognitivo del
estudiante, el tablero parece por la
herramienta predominate para el desarrollo
y exposicion de conceptos.

Pero no pongan cara de que
estan pensando miren el
triangulo ¢qué es la tangente en
un triangulo? Saben que es lo
chévere que todos los
ejercicios son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.

Se realiza un comentario de la profesora
mediante el cual expresa que ha identificado

que no muchos estudiantes  estan
entendiendo.
/- _--- //

Presenta caracter interaccional la profesora
establece  un momento  comunicativo
unidireccional en que expresa una
preocupacion y un punto de vista.
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fotografiarlo en el tablero:
todos se rien. Les advierto que
las fotos no son para Facebook
ni nada de eso, solo para
documentar que es trabajo de
estudiantes y borraba
inmediatamente, ni siquiera
alcance a tomar la foto.

11

Hay 17 estudiantes al finalizar
la clase

P: terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: hay una publicacion que
sacaba la u. nacional “senal
que cabalgamos”: bucles,
Escher, musica, arte,
matematicas.

“yo soy dispersa pero no se me
olvida en que estoy no se
preocupen”.

P: terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: hay una publicacion que
sacaba la u. nacional “senal
que cabalgamos”: bucles,
Escher, musica, arte,
matematicas.

“yo soy dispersa pero no se me
olvida en que estoy no se
preocupen”.

Tabla 21. Matriz de facetas duales: Emocional — Ecol6gica

So. Obseryauon de la EMOCIONAL ECOLOGICA Analisis:
Practica de clase
1 | La profesora busca captar la | [Hay 9 estudiantes al empezar | [Hay 9 estudiantes al empezar | //---_--- Il

atencion de los estudiantes y
centra el objetivo de la clase

Ella les pregunta sobre un taller
de limites que adjunto y les
dice que vamos a dedicar la
clase a resolver ese taller (esto
lo ha consultado conmigo un
poco antes de empezar la clase

la clase a las 6:10 a.m.]

P: ¢Recuerdan el taller sobre
limites? Pues hoy vamos a
dedicar la clase a resolverlo:
ustedes lo van a hacer ;bueno?

laclase a las 6:10 a.m.]

P: ¢Recuerdan el taller sobre
limites? Pues hoy vamos a
dedicar la clase a resolverlo:
ustedes lo van a hacer ¢bueno?

Presenta caracter emocional y ecoldgico.
Emocional al destacarse el interés de la
profesora en que los estudiantes centren su
atencion en los conceptos que se estan
explicando.

Y ecoldgico al tomar el mar la hora de
inicio de la clase como referente de la
cantidad de estudiantes que acceden a los
temas expuestos en este segmento.
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y dice que va a ser una clase
para mi, es decir, pasarlos al
tablero, ponerlos a trabajar.

Pasa una estudiante al tablero
le va corrigiendo escritura: el
igual, los paréntesis. La nifia le
va preguntando a un
comparfiero porque se siente
insegura. Como la respuesta va
con raiz le pide que racionalice
pero la profe le va diciendo
todo el ejercicio: le cuesta
mucho  dejarlos  trabajar,
equivocarse, si se demoran se
impacienta (sin ponerse brava)
sino que empieza a hacerlo ella
misma, a hablar a explicar a
“cantaletear”. Ella hace Ila
pregunta 'y ella misma
responde.

P: Empecemos:

i (X —V3)

x—3 x—3

1) Primera Forma

2) Segunda Forma

-

3) Tercera Forma

P: Empecemos:

lim —(\/_ — \/§)

x-3 x—3

1) Primera Forma

2) Segunda Forma

3) Tercera Forma

Presenta caracter emocional aqui este
caracter se evidencia en la estudiante que
esta desarrollando el ejercicio en el tablero,
ya que debido a las correcciones de la
profesora esta pierde algo de seguridad y
acude a un compariero para verificar si sus
proposiciones son correctas y para que este
le ayude en la solucion de alguna
incertidumbres que posee.




139

Pasa a un estudiante e insiste en
que la raiz se pueda ver como
diferencia de potencias. Anota
en el tablero la férmula que ella
llama LIMITES especiales.

P: ¢ Qué necesitas para los
limites especiales? Todas las
identidades y toda la
trigonometria. En un rincon del
tablero anota esos limites

P: ¢ Qué necesitas para los
limites especiales? Todas las
identidades y toda la
trigonometria. En un rincon del
tablero anota esos limites

Voy a preguntarle a la salida especiales: especiales:
porqué los llama asi? Y habla
de los otros dos LIMITES
H n_,n) n_,n)
especiales. 1) lim &= _ pgn-1 1) lim $£—% = pgn-1
x-3 XxX—-a x—-3 X—a
. senx o : senx —
2). }Cl_rg = 1y, 2). }Cl_r)r(l)—x 1y,
3). im—2% = 3). lim—2% =g
X220 X=0

Realmente el que hace es el
tercero pero asi  dijo,

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen

P: Yo voy a demostrarles el
primero y el otro lo hacen
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Reemplaza los

escribe:

valores vy

ustedes y esta en todos los
libros.

ustedes y esta en todos los
libros.

Ella enfatiza y repite que toca
pensar, 0 sea el que llamamos
fundamental (esas palabras son
mias).

P: Con los limites
trigonométricos “toca pensar”
y aqui en trigonometria ella
enfatiza y repite que toca
pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales Hagan su
ayuda didactica: identidades,
angulos especiales, angulos
coterminales los 95 angulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es déjeme fotocopiar la
suya. Tienes que poder traer
eso a la mente: juguemos a
hacer memoria, lo mismo con
la calculadora.

P: Con los limites
trigonométricos “toca pensar”
y aqui en trigonometria ella
enfatiza y repite que toca
pensar. Y hay que recordar los
angulos especiales Hagan su
ayuda didactica: identidades,
angulos especiales, angulos
coterminales los 95 angulos:
haciendo la copia uno estudia,
pero no es dejeme fotocopiar la
suya. Tienes que poder traer
eso a la mente: juguemos a
hacer memoria, lo mismo con
la calculadora.

Presenta caracter emocional al enfatizar
“gue toca pensar” la profesora puede estar
adquiriendo una postura en la que
inconscientemente este obviando algunos
de los procesos cognitivos de los
estudiantes.

No lo deja responder

P: Listo Alejo, y si esta en la
0 .

forma 5 cque hago?
P: quitar ese indeterminado y
¢cOmMo? Pues lo Unico que sé es
lo que ustedes van a hacer de
tarea

1 —cosx

lim——
x—0 X

P: Listo Alejo, y si esta en la
0 ‘

forma S cqué hago?
P: quitar ese indeterminado y
¢como? Pues lo Unico que sé es
lo que ustedes van a hacer de
tarea

1 —cosx

lim——
x—0 X

Presenta caracter emocional y ecoldgico en
un primer momento es evidente la
impaciencia de la profesora ante la
proposicion de un ejercicio; por otra parte el
tiempo de clase a transcurrido y se pueden
observar mas estudiantes (nuevamente el
tiempo pare afectar la concurrencia de los
estudiantes a la clase).
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pero no espera ni 10 segundos
y otra vez esta ella en el tablero
con el marcador (A las 6:50
hay 16 estudiantes)

Lo multiplicamos por
1+cosx
que es 1 entonces es

(1+4cosx)
valido.

Y le da

1-cos? .
(17€05 ) ya terming?
x(1+cosx)

No. Ahi sigue el indeterminado
evallen y vera que ahi sigue el

sen?x

indeterminado. ———
x(1+cosx)

entonces que nos da Alejo

E1: Alejo responde:
senx

lim
x-0 X

senx
im———
x—01 + cosx

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya aplique una
propiedad seguramente el
indeterminado ya se haya ido.
Evalué Alejo,

E1: Alejo dice: g

P: entonces terminenlo, bueno
pero terminen y de tarea abran
los libros para que vean la
demostracion del otro limite.

Lo multiplicamos por
1+cosx

que es 1 entonces es
(1+cosx)

véalido.
Y le da

(1-cos? x)

.
c(cosn YA terminé:

No. Ahi sigue el indeterminado
evallen y vera que ahi sigue el

sen?x

indeterminado. ———
x(1+cosx)

entonces que nos da Alejo

E1l: Alejo responde:
senx

lim
x-0 X

senx
im———
x-01 + cosx

P: Entonces que daria: el
primer limite por propiedades
de los limites da 1 entonces
solo nos queda el otro limite:
Como ya aplique una
propiedad seguramente el
indeterminado ya se haya ido.
Evalué Alejo,

E1: Alejo dice: g

P: entonces terminenlo, bueno
pero terminen y de tarea abran
los libros para que vean la
demostracion del otro limite.
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Le parece interesante el
ejercicio

Se acerca a un estudiante que
estd en la primera filay le dice:
,” NO SE ASUSTE PINTE SU
TRIANGULO EQUILATERO
DE CATETOS E
HIPOTENUSA = 1 :
ANGULOS 30 Y 60” Se
devuelve al tablero y continta
hablando:

(FOTO)

P: y ahora vdmonos con uno

interesante:
lim (tagx—:enx)
x—0 X

P: ¢cuanto es la tangente de
cero? no sé.

Y también necesita la
circunferencia unitaria y pinta
sobre ella algunos angulos.
Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada. Entonces no
piense la ayuda didactica para
sacarla en el parcial. entonces
arranque y sigue preguntandole
a Alejo...pero ella responde y
escribe:

(Senx
. COSX
lim

x—0 x3

- senx)

P: Felipe te escucho:
¢Yase iria el indeterminado?:

E2: una nifia responde jno!

P: por qué? la profe se
responde: porque no he
simplificado... ahora qué hago

P: y ahora vdmonos con uno

interesante:
lim (tagx—senx)

x—0 x3

P: ¢cuanto es la tangente de
cero? no se.

Y también necesita la
circunferencia unitaria y pinta
sobre ella algunos angulos.
Vuelve a limite entonces por
todo eso el lim da 0/0 forma
indeterminada. Entonces no
piense la ayuda didactica para
sacarla en el parcial. entonces
arranque y sigue preguntandole
a Alejo...pero ella responde y
escribe:

(Senx
. COSX
lim

x—-0 x3

- senx)

P: Felipe te escucho:
¢Yase iria el indeterminado?:

E2: una nifia responde jno!

P: por qué? la profe se
responde: porque no he
simplificado... ahora qué hago
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E1: Alejo: propiedades,

P: Alejo en matematicas todo
son propiedades ¢entonces
qué? ¢Cuales propiedades?
Ella misma asocia para cuadrar
el limite fundamental y sigue la
indeterminacion entonces que
podriamos hacer...pues
¢conseguir un x2?

P: me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un seno?
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y

abajo por 1 representando

1+cosx
como ———

1+cosx
Obtiene al multiplicar arriba y

abajo 1 por LS eyp——

, 1
evaltelo y da >

E1: Alejo: propiedades,

P: Alejo en matematicas todo
son propiedades ¢entonces
qué? ¢Cuales propiedades?
Ella misma asocia para cuadrar
el limite fundamental y sigue la
indeterminacion entonces que
podriamos hacer...pues
¢cconseguir un x2?

P: me perdi. Por favor
terminenlo por ahi ahorita que
van a trabajar en grupo. pero
similarmente puedo desde el
comienzo obtener un seno?
mirando el ejercicio anterior,
pues multiplicamos arriba y

abajo por 1 representando

1+cosx
como ———

1+cosx
Obtiene al multiplicar arriba y

abajo 1 por lim 7o

p 1
evaltelo y da >

Sale atraer listas y a fotocopiar
para mi el parcial que aplico el
pasado viernes y que resolvid
el pasado lunes. Me entregd
desde el comienzo de la clase el
taller de limites (adjunto) en

P: bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonométricos:
soluciono dudas.

P: bueno ahora empiecen a
trabajar sobre el taller los
limites trigonomeétricos:
soluciono dudas.

En conclusién al segmento puedo
identificar que cuesta dejar trabajar, cuesta
dejar hacer: a los maestros nos cuesta dejar
equivocarse, dejar rectificar, dejar
preguntar, dejarlos trabajar a ellos: es como
si sintiéramos por un lado que la clase se
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ese momento también salen

algunos estudiantes a
fotocopiar el taller que
supuestamente ya han

trabajado. bueno y ya son las
7:20 a. m. y nada que empieza
el trabajo en grupo al que
supuestamente  ibamos a
dedicar toda la clase:

Por eso los profes atienden a
estudiantes en ciertas franjas
horarias, que dicho sea de

paso son bastante
desaprovechadas por
problemas de horarios)...
cuesta dejar trabajar, cuesta
dejar hacer: a los maestros nos
cuesta dejar equivocarse, dejar
rectificar, dejar preguntar,
dejarlos trabajar a ellos: es
como si sintiéramos por un
lado que la clase se nos va 'y
no hacemos nada!!les decir
dejarlos construir su propio
conocimiento lo consideramos
no hacer nada y nos preocupa
que el tiempo de la clase se
haya perdido

nos va y no hacemos nada!!'es decir
dejarlos construir su propio conocimiento lo
consideramos no hacer nada y nos preocupa
que el tiempo de la clase se haya perdido

Regresa pronto. 5 0 6 minutos,
me entrega la fotocopia del
parcial y anota un ejercicio en
el tablero (se le olvidé que

P: realicen los siguientes
ejercicios. no sé si estan o no
en el taller pero los vamos a
revisar:

P: realicen los siguientes
ejercicios. no sé si estan o no
en el taller pero los vamos a
revisar:
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habia dicho que trabajaran en
grupo).

Foto de Alejo en el tablero. Y
de lo que el escribe.

El lo pasa a senos y cosenos,
separa convenientemente que
quede el fundamental

1) lim (“Z)

x—=0 \ X

. (1—tanx)
2) lim 202
x_)g sen x—cosx

Que estan en la forma 0/0 y
pasa a Alejo.

10

Ahora ella anota otro en el
tablero, que tampoco veo en el
taller?

Bueno pasa la asistencia para
actualizarla desde el lunes 29.
Espera un ratico (creo que no
méas de 3 minutos) y pasa a
diego:

se desempefia bien en escritura,
Dice: “factor de... ”

P: ¢qué forma tiene?

Pero no pongan cara de que
estan pensando miren el
triangulo ¢qué es la tangente en
un tridngulo? Saben que es lo
chévere que todos los
ejercicios son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.

P: ¢qué forma tiene?

1) lim ()

x—-0 \ X

. (1-tanx)
2) lim ~——22X)
x—% sen x—cosx

Que estan en la forma 0/0 y
pasa a Alejo.

Pero no pongan cara de que
estan pensando miren el
triangulo ¢qué es la tangente en
un tridngulo? Saben que es lo
chévere que todos los
ejercicios son diferentes.

P: uy y lo bonito que habla.
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Termina el ejercicio muy bien
y yo le pido permiso para
fotografiarlo en el tablero:
todos se rien. Les advierto que
las fotos no son para Facebook
ni nada de eso, solo para
documentar que es trabajo de
estudiantes y borraba
inmediatamente, ni siquiera
alcancé a tomar la foto.

11

Hay 17 estudiantes al finalizar
la clase

P: terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: hay una publicacion que
sacaba la u. nacional “senal
que cabalgamos”: bucles,
Escher, musica, arte,
matematicas.

“yo soy dispersa pero no se me
olvida en que estoy no se
preocupen”.

P: terminen el taller. Gracias.
Busquen a Escher.

P: hay una publicacion que
sacaba la u. nacional “senal
que cabalgamos”: bucles,
Escher, musica, arte,
matematicas.

“yo soy dispersa pero no se me
olvida en que estoy no se
preocupen”.

Presenta caracter emocional se evidencia en
el reconocimiento que realiza la profesora
sobre su autoconcepcion de concentracion.
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5.1.1.2 Cinco Niveles De Analisis

A continuacion, se presentan los cinco niveles de analisis aplicados al episodio 4; en el
quinto nivel se hace alusion a la matriz de facetas anteriormente presentada.

PRIMER NIVEL DE ANALISIS
Identificacion de préacticas matematicas??

La profesora: tiene el papel protagonico de este episodio. De manera general es la que
formula y plantea los ejercicios, ella misma los resuelve, genera y comunica preguntas,
selecciona los estudiantes que pasan al tablero, enfatiza, repite, da instrucciones para la
solucion de los ejercicios, realiza Ilamados de atencion, Generaliza sobre un tipo de limites
y nomina (les coloca nombre) [EP.4-Sg3].

Los estudiantes: tienen un papel menos activo que el de la profesora, solo intervienen dos
estudiantes del curso; ellos se ocupan de los procesos de racionalizacion, factorizacion,
simplificacion y evaluacion del calculo de limites.

Desde el punto de vista de la practica matematica la profesora tanto plantea como resuelve
los ejercicios, lo cual puede deberse a factores como:

- El paradigma de formacion por el cual ha pasado la profesora.
- Modelo de desarrollo de la clase limitado por el curriculo (guia de catedra, pensum).
- Tiempo de desarrollo del curso (Cronograma curricular).
- Falsa percepcidn de optimizacién del tiempo por parte del profesor al solucionar los
problemas el mismo.
- El esquema de clases de matematicas de la facultad de ingenieria que sigue el o
patron:
o Definir
Describir
Ejemplificar
Solucionar
o Ejercitar (dejar ejercicios de tarea).
- Desconfianza en la capacidad de los estudiantes en la resolucion de problemas.
- El'imaginario de que es el profesor quien sabe méas y explica mejor.
- Desconocimiento del error como herramienta de aprendizaje.
- Desinterés por las herramientas de la que hacer practica docente y como cualificar
esa practica docente en aras de posibilitar un mejor aprendizaje.
- En general la profesora se relaciona con un estudiante repitente (Alejo) [EP.4; Sg.6,
Sg.7, Sg.9].

o O O

22 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para El Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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Por otra parte, desde el punto de vista de la practica matematica podemos identificar que para
este caso los estudiantes estan representados por dos alumnos que son los visibles. Asumen
el rol de receptores y cuando tratan de resolver los ejercicios propuestos lo hacen de manera
general, fendmeno que puede deberse a:

Predominancia de la profesora como protagonista principal.

Metodologia propuesta por la profesora.

Imaginario de los estudiantes de que asi se desarrolla una clase de matematicas.
Carencia de los elementos bases para participar, preguntar, proponer, cuestionar.
Pena, timidez al participar.

Desinteres debido a:

o Porque no entiende.

Falta de empatia con el profesor.

Incomodidad por la repitencia de la materia.

Falta conviccion por la carrera.

Falta de claridad sobre el proyecto de vida.

Conflictos personales de diversas indoles.

Falta de coherencia entre lo que se ensefia y el mundo que vivencia.

La predominancia del enfoque cuantitativo en las materias versus ganancias
de saber cualitativo (conocimientos adquiridos, procesos de aprendizaje).

O O O O O O O

SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS.

Identificacion de objetos y procesos matematicos.>

Procesos

Se evidencia un proceso de algoritmizacion de célculo de limites en el que tiene un
papel importante el proceso de tratamiento para conseguir expresiones equivalentes.

En sintesis, en general, podriamos estructurar la configuracion de la siguiente manera: hay
un procedimiento general para calcular limites de reales de una variable

1.
2.
3.

Sustituir o evaluar

Ver si sale una indeterminacion o no

Si sale una indeterminacién, expresar la funcién de forma equivalente pero
diferente, es decir, hacer tratamientos

Segun el tipo de indeterminacién y de funcién, sugerencias, maneras, recursos,
herramientas, intuiciones, algoritmos, formas de tratamientos especificos
Recordar propiedades: identidades, casos de factorizacion, productos notables,
potencias, ...

Segun sea la funcidn, es mas conveniente usar un proceso que otro.

23 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para EI Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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Podriamos estructurar asi desde el punto de vista de darles pautas de un procedimiento
general para calcular limites, que luego se subdividen en especificos: no para algoritmizar, o
mecanizar, sino para que tengan cada vez mas elementos en el célculo de limites, que junto
con derivadas, es en ultimas, a lo que se dedica el célculo diferencial en las facultades de
ingenieria, o en general, mas aun de cualquier calculo diferencial de primer semestre que no
sea de una carrera de matematica pura o disciplinar. Con lo cual se quiere decir que, si este
calculo tiene como fin principal, entre otros, dotar a los estudiantes de las herramientas y
conceptos necesarios para logar un buen desempefio, tener éxito en la solucion de limites,
deberia al menos cumplir con esa funcidn adecuadamente.

Es necesario subdividir el célculo de limites en sub-casos, siendo muy importante el
tratamiento en el calculo de limites, hay un procedimiento no epistémico de la profesora en
estos tratamientos de lo cual es ldgico que los estudiantes experimenten dificultades de
diversa indole.

Los alumnos tienen dificultades en célculo de limites, lo cual se evidencia en el hecho de
que, descontando un porcentaje muy bajito de estudiantes, la mayoria no tiene éxito.

TERCER NIVEL DE ANALISIS.
Descripcion de interacciones en torno a conflictos.?*
e Interaccion

La profesora en esta clase hacer salir a la pizarra a tres alumnos que son los mismos que salen
siempre en casi todas las clases

La profesora procede con el siguiente patron de interaccion: inicio-respuesta-evaluacion,
en algunos casos la respuesta es de un alumno (r), pero en mucho casos ella misma se
responde (R).

“Realicen el siguiente ejercicio. No sé si estd 0 no en el taller, pero lo vamos a

’

revisar:’

lim (tg—x) Que esta en la forma 0/0 y pasa Alejo.

x-0 \ X

“Listo Alejo, y si estd en la forma 0/0 jqué hago?” ella misma dice: “quitar ese
indeterminado y como? Pues lo Unico que sé es lo que ustedes van a hacer de tarea «

La profesora resuelve el primer limite en la pizarra y hace intervenir a dos alumnos siguiendo
el patréon I-r-E (iniciacion profesora-respuesta alumno-evaluacién profesora). En el
segundo limite la interaccion comienza con I-R-E (la profesora pregunta, ella misma
contesta y ella misma lo da por bueno) y continua con I-r-E; I-R-E; I-r-E; I-R-E hasta que la
profesora misma dice: “me perdi”. El segundo problema queda sin resolver.

2 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para EI Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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En el tercer problema sale un alumno a la pizarra y lo resuelve sin decir nada. La profesora
lo da por bueno. Lo mismo sucede con el cuarto problema, aunque el alumno que lo resuelve
es otro.

Hay que resaltar que la profesora:

(xn_an)

1) No resuelve el primer limite como un caso particular de lim a pesar de decir que

xX—-a xX—a

lo iba a hacer, y
2) que el calculo del tercer limite queda lo deja sin terminar

La interaccion que esta presente en esas practicas fomenta que siempre sean unos pocos
alumnos los que solucionan los problemas:

Espera un ratico (creo que no mas de 3 minutos) y pasa a Felipe:

Luego dice “Felipe te escucho”
La sucesion de las rectas secantes (Sn) se acerca a la recta tangente T, esto ocurre
cuando qué Felipe

Realicen el siguiente ejercicio. No sé si estd 0 no en el taller, pero lo vamos a revisar:
. t . .

Lim (%) que esta en la forma 0/0 y pasa Alejo.

X—

Listo Alejo, y si estd en la forma 0/0 ¢qué hago? ella misma dice: quitar ese

indeterminado y ¢como? Pues lo Unico que sé es lo que ustedes van a hacer de tarea
Evalué Alejo, Alejo dice: 0/2

Y en otros semestres el papel de Alejo estuvo representado por Carlos y Cindy.

CONFLICTOS Y DIFICULTADES
e Conflicto semi6tico (CS1)

. o -3 . : )
En el primer ejercicio hrr%% , para llegar al mismo resultado que la estudiante llego
xX—> -

por medio de la racionalizacién de la expresion algebraica, la profesora pretende que los

: . (x"—a™
estudiantes lo vean como un caso de lim——

=na" Y (“que denomina |limites
x-3 X—a

- , . . n_,mn)
especiales!”). Se produce una ambigiedad ya que deberia haber escrito hm(xx—j =
X—a -
n—1

na
En este punto se produce un conflicto de interpretaciones ya que los alumnos normalmente
asocian la letra n del exponente con un nimero natural y la profesora pretende que lo
consideren un exponente fraccionario.
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Esta disparidad de interpretaciones - junto al hecho de que la manera prototipica de resolver
limites con raices sea la racionalizacion y no el tratamiento para pasar a una expresion con
potencias - produce una dificultad en los alumnos (en el sentido que ninguno de ellos hace el
tratamiento que quiere la profesora). La interpretacion de n como un nimero natural aqui se
convierte en un obstaculo de tipo. Si la profesora hubiese utilizado, por ejemplo, una k en
lugar de la n este obstaculo quizas se habria superado.

e Errores y Ambigiiedades

Hay que resaltar que la profesora es poco cuidadosa con las notaciones. Ademas de utilizar
la n para representar nimeros que no son enteros como ya hemos comentado, introduce
notaciones ambiguas que no son validas desde el punto de vista institucional al hacer una
reduccion simbolica (usa LIM en lugar de chl_T)ral ,quiza para no escribirlo todo) lo cual

puede generar confusiones e interpretaciones incorrectas en sus alumnos.
Otro ejemplo de uso poco preciso, lo tenemos en el siguiente dialogo:

“Listo alejo, y si esta en la forma 0/0 ;qué hago?” (Ella misma dice): “quitar ese
indeterminado y ¢como?... pues lo Gnico que sé es lo que ustedes van a hacer de tarea;
quitar ese indeterminado ”.

En otro momento (2) del episodio

La profesora comete varios errores y ambiguedades. No sefiala las cosas importantes. Deja
un problema a medio hacer. No resalta la importancia del tratamiento. No es muy cuidadosa
con el tratamiento, n natural, todo eso hace posible explicar la dificultad del calculo de
limites.

La interaccion que esta presente en esas practicas fomenta que siempre sean unos pocos
alumnos los que solucionan los problemas:

En el primer ejercicio propuesto presentado en la tabla de episodio 4:

lim —(\/; _ \/§)

x-3 x—3

Cuando ella insiste en que los estudiantes lo vean como un caso de lo que denomina jlimites

especiales”:
n_,n) . . .,
1%% =na™ !  Institucionalmente la expresion que corresponde es
1) lim <
X—> -
. (=a™
lim =—"— =na
. senx
m =
2) 1 1

x—-0 X
=0

. 1-cosx
3) lim
x—0 X

e : n—g™ _
Especificamente el 1: lim 2% = pgn-1 . .
x->3 xX-a en primer lugar es muy importante establecer
las condiciones para el exponente n que aparece en esta “formula” , Por otra parte también

aparece la duda de si es valido, es decir si es un teorema, si aparece en los libros, luego
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hacemos una busqueda bastante intensiva y exhaustiva en internet, encontrando un video en
el que lo enuncian y lo demuestran de dos maneras: tanto con el teorema del binomio como
por la regla de L’ Hoppital, anunciando de entrada la condicion para n nimero natural, entero
positivo. Ante lo cual es valido preguntarnos si por ejemplo al desarrollarlo por el teorema
del binomio se supone tacitamente n entero positivo, o si la aplicacion de la regla de L’
Hoppital es correcta o se suponen funciones continuas y diferenciables. La profesora quiere
que lo vean como un caso particular del limite especial que ha numerado 1y le apliquen la
formula para llegar al mismo resultado que la estudiante lleg6 por medio de la racionalizacion
de la expresion algebraica

lim &3 3YD=1/2¢3

x—3 X—
Al omitir la condicién para la potencia se comete un error, y es una cuestion de tratamiento,
se observa gue los estudiantes tienen poco éxito en hacer este tratamiento, entonces inferimos
que tienen dificultad porque ellos identifican, asocian que n es natural o entero positivo,
entonces al ser la potencia fraccionaria: 2, no le otorgan el sentido ni significado que la

maestra ve natural otorgarle.
Y ¢por qué nadie lo ha hecho?

El tratamiento en dltimas es de lo que se trata todo. Y también es importante preguntar: ¢;Por
qué ellos asocian inmediatamente, sin dudarlo, sin pensarlo que n es natural y por tanto no
tiene sentido para potencia fraccionaria?

Entonces también podria constituir un error de la profesora que potencia o genera un conflicto
u obstaculo en los estudiantes, y ademas no lo resuelve porque finalmente ni en esa clase ni
en las siguientes de limites volvio a abordar este ejercicio ni otro similar.

(7 a® Gta®

1. Escritura no institucional de la profesora: lim =na™! lim
Xx—-3 xX—a x-a X—a
na™ 1, no es valido cuando n no sea un numero natural, entero positivo
2. Sino hay error y puede ser valido también para n racional o real...hay una dificultad de
tratamiento para convertir raices en potencias y una dificultad de sentido y significado para
asociar una expresion algebraica enunciada en términos de raices con una regla algebraica
como la sustraccion de raices enésimas.

e Dificultades

Los alumnos presentan dificultades en calculo de limites, lo cual se evidencia en el hecho de
que (descontando un porcentaje muy bajo de estudiantes) la mayoria no tiene éxito.

Una explicacion plausible de como emerge esta dificultad es: que el procedimiento general
para resolver limites no se ha explicado con claridad ni se ha institucionalizado, como
tampoco se han explicado ni institucionalizado los procedimientos de célculo de limites
especificos.

En efecto, institucionalmente hay un procedimiento general para calcular limites, que
contiene los siguientes pasos:
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1. Sustituir o evaluar el limite para ver si se obtiene una indeterminacion o no.

2. En caso de tener una indeterminacion hay que expresar la funcién de una forma
diferente (hay que hacer un tratamiento).

3. Volver a evaluar para comprobar si desaparece la indeterminacion

4. Si la indeterminacion persiste, hay que volver a hacer un tratamiento utilizando
ciertas propiedades y definiciones (por ejemplo que 1 = (sinx)? + (cosx)?,

SINX 2 _ 1, etc.)
COSXx a

tanx =

5. Segun la funcion concreta y el tipo de indeterminacion hay que usar determinadas
propiedades.

Dicho procedimiento esta implicito en el episodio, pero no se explica claramente ni se
institucionaliza.

En la practica observada se evidencia claramente que favoreceria dar las pautas de un
procedimiento general para calcular limites, los cuales posteriormente se subdividen en unos
mas especificos, ya que segun sea la funcion y la indeterminacion, es mas conveniente usar
un proceso u otro.

Igualmente seria favorable enfatizar que el limite que se calcula es un caso de una familia de
limites que tienen tales propiedades.

En sintesis, al pretender responder la pregunta: ¢ Por qué se genera esta dificultad?, es posible
plantear las siguientes ideas:

-No hay un procedimiento general, no hay procedimientos especificos, los estudiantes no
poseen los conocimientos necesarios para calcular limites y no se han dado las pautas
generales.

-No hay una representatividad de tipologia de limites diferentes: todo es muy inconexo. No
se dice este limite es la tipologia de una familia de limites que tienen tales propiedades. Falta
la representatividad de una familia, los casos de limites que propone qué representatividad
tienen en cuanto a los ejercicios que deberian estar calculando.

Sin pretender descalificar las practicas de la profesora, y dado que el EOS categoriza errores
y ambigledades, en este analisis es posible detectar algunos de ellos. No se sefiala ni se
enfatizan las cosas importantes. Se dejan problemas sin terminar. No se resalta ni se es muy
cuidadosa con la importancia del tratamiento. Todo esto hace posible explicar la dificultad
del calculo de limites.

Continuando con el otro momento (2)

Tenemos una dificultad: En general la resolucion de limites requieren un tratamiento para
tener éxito, pero ademas aqui la profesora quiere que hagan un tratamiento: una
transformacion de raices a potencias en forma de fracciones.
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No es que la causa de esto sea que, en este caso particular estd implicado que el exponente n

estd asociado como un numero natural, entero positivo, si asi fuera, la profesora comete

ambigliedad en la notacion. El obstadculo que inferimos alli es que en la expresion
(x"—a™ n-1

n_,n) . .
lim ¥ =%~ — ng"-1 | correctamente enunciada: lim *—%~ = ng
x-3 X—-a x->a X—a

x™ Es una potencia con n nimero natural, entero positivo. Podria verse también como una
ambigiiedad...en todo caso inscrita en un modelo de clase mecanicista o formalista, se ve
que ni siquiera realiza correctamente ciertos procesos formales, como la condicion para la
potencia de x. En sintesis, parece ser para los estudiantes que x™ no puede representar una
raiz...no puede Ser una raiz.

e Generalidades

Por otro lado, en el cuarto apartado de la tabla la profesora aborda uno de los tres limites que
ha llamado “especiales: el tercero:
. 1-—cosx . 1-1
lim———=

=1 = —=—

x—0 x 0 0
Que ademas no necesita una formula sino requiere un procedimiento, un algoritmo de

solucion que involucra algunas identidades y simplificaciones basicas.

Sin embargo, es de resaltar que realizo este tercer limite, después de decir que les iba a hacer
el primero, lo que realmente habria sido muy adecuado pues no los dejaria con la duda y seria
consecuente con el ejercicio anterior.

En cuanto al simbolismo utilizado en el siguiente apartado, se podria afirmar que la maestra
ha hecho una reduccion simbolica que es un tratamiento simbélico de tipo incorrecto,
englobar con la expresion Lim todo el limite (;quizd para no escribir todo???) es otra
ambiguedad que puede generar confusion en los alumnos. Es decir, hace un uso de la notacién
bastante ambigua, que, por lo tanto, también esta dificultando el tratamiento en los alumnos.

En el apartado 6 de la tabla del episodio 4 que estamos analizando:

Listo Alejo, y si esta en la forma 0/0 ¢,qué hago? ella misma dice: quitar ese indeterminado
y ¢Cémo? Pues lo unico que sé es lo que ustedes van a hacer de tarea quitar ese
indeterminado

Constituye una ambigtiedad de tipo discursivo...una ambigiiedad en el tipo de discurso que
instaura en la clase, lo cual documenta el hecho de que aun acercandose a un modelo de clase
formalista-mecanicista tampoco lo es por la falta de claridad y cierto rigor en el discurso, en
los simbolos, en toda la semidtica puesta en juego, y luego en el apartado 7 de la misma tabla
respecto al episodio 2: cuando plantea uno “mads interesante” (las comillas son mias, las
palabras de ella)

(tagx — senx)
x—0 x3

...Me perdi. Por favor terminenlo por ahi ahorita que van a trabajar en grupo. Pero
similarmente puedo desde el comienzo obtener un seno cubo (ella quiere decir sen3(x)).
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Y lo dejo a medio hacer, dijo “me perdi” y dio unas pautas que no corresponden al ejercicio
pues aludi6 al ejercicio anterior de multiplicar arriba y abajo por 1 representado en una cierta
expresion que no conduce al desarrollo del ejercicio. Entonces esta no resolucion de los
ejercicios, por las causas que sean, podrian interpretarse como potencialmente generadoras
de dificultades...

e Conclusiones

1. Los alumnos tienen dificultades en el calculo de limites y estas estan evidenciadas
por los exdmenes conjuntos, porcentajes, exdmenes de los profesores. [Ver Anexos]

2. ¢Por qué se produce esta dificultad?

Una primera explicacion evidente es que en la clase de esta profesora como representante de
muchos profesores y de una clase magistral y donde siempre se tiene en cuenta a los mismos
hay una escasa interaccidn, salvo un par de estudiantes, que suelen ser los mas brillantes:
Alejo. En este espacio de interaccion se observa que es la profesora la protagonista: ella
formula, explica, resuelve, evalla, institucionaliza, lo que significa que no tenemos
informacidn acerca de la faceta cognitiva de los otros estudiantes, de su comprension y que
esta la inferimos de los examenes.

3. Un anélisis detallado de la interaccion que se ha producido en el aula muestra otras
razones para explicar las dificultades de los alumnos, no con indicadores muy
detallados. Por ejemplo, en la calidad matematica: errores, ambigiiedad, poca
representatividad.

4. Sinos fijamos ya en una clase concreta de limites, observamos errores de la profesora:
deja un ejercicio a la mitad, tratamiento de la n como si fuera entero, lim, esto no es
especialmente lo mas significativo. Lo mas significativo es que lo esencial del calculo
de limites, los contenidos y procesos para el calculo de limites no estan
suficientemente conectados: no aparece ni se explicita el procedimiento general. Y
en este procedimiento el tratamiento es fundamental, con el cual la profesora no es
especialmente cuidadosa ni tampoco le hace ver la importancia a los estudiantes: Lim,
potencia n.

5. La idea de que segln el tipo de funcion hay que emplear unas propiedades u otras
conlleva trabajar una riqueza de estas funciones para que haya representatividad.

Donde no deberia haber dificultades es en el calculo de limites y derivadas pues es un célculo
dedicado a estos conceptos, pero la practica instaurada en la clase genera un tipo de
interaccidn y esa practica es precisamente el obstaculo, es decir el problema es el tipo de
matematicas que se da y el tipo de interaccion que se establece. Mientras no se cambien las
matematicas, mientras no se cambie el tipo de interaccion, esto se convierte endémico,
mientras hagamos este tipo de interaccion, esto se mantiene.

CUARTO NIVEL DE ANALISIS.
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Identificacién de normas.?®

En este apartado se presentan las inferencias realizadas a partir de: Godino, Font y Wilhelmi
(2008, PP. 12).

La clase empieza a una determinada hora con los estudiantes que estén, pero los otros
pueden ingresar posteriormente, asi mismo pueden retirarse cuando lo necesiten.

La profesora es eje central en cuanto al desarrollo temético, es decir las explicaciones
de los temas, la resolucion de los ejercicios, el planteamiento de talleres y los modos
de proceder son dispuestos y desempefiados por ella.

No se privilegia la participacion de los estudiantes, ni se da el tiempo para identificar
progresos o dificultades, ni tampoco se le da importancia a esta labor de evaluacion
que podriamos denominar formativa.

Los estudiantes son receptores del proceso educativo, ellos escuchan, toman apuntes,
en general no responden las preguntas.

El esquema de la clase es, podriamos llamarlo, tradicional: la profesora explica, habla,
y los estudiantes copian y tratan de hacer los ejercicios; piden ayuda extra clase.

La interaccion es escasa, se habla con uno o dos estudiantes: Alejo, en otros
semestres, Felipe u otro que hace el papel de Alejo.

No hay espacio para desarrollar talleres o trabajos en grupo en la clase.

El ritmo de dictar temas es apresurado, pues hay unos tiempos determinados por las
respectivas guias de catedra, y por la realizacion de las pruebas conjuntas.

Los estudiantes en general no reclaman acerca de las notas, ni cuestionan formas de
evaluar o metodologias, menos contenidos tematicos o ejercicios.

La profesora asiste a todas sus clases, se preocupa por ir al dia en contenidos, y hasta
planea clases extras (por ejemplo, los sabados) para poder abarcar todos los temas
propuestos.

El uso de tecnologia, o estrategias para visualizar funciones, graficas, ...esta a cargo
de un estudiante (Alejo) quien lleva su computador portétil, y la profesora busca un
cable y conectan al televisor. Si Alejo no llega o no lleva el portéatil no se realiza la
actividad de visualizacion planeada.

La profesora regafia, es sarcastica (“toca pensar”, “no se hagan los que estan
pensando”, ...,” por eso se caen los puentes”).

QUINTO NIVEL DE ANALISIS.

Valoracion de la idoneidad didéctica del proceso de instruccion.?®

Componentes e indicadores de idoneidad epistémica (matematica)

La profesora propone solo ejercicios en contexto intramatematico por lo que no se fomenta
la modelizacion. Tampoco se fomenta la argumentacion mas alla de la ejemplificacion del

25 Juan D. Godino, Viceng Font y Miguel R. Wilhelmi (2008). Analisis didactico de procesos de estudio
matematico Basado en el enfoque ontosemidtico.

26 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para El Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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método de célculo de limites. Por otra parte, tampoco llega a justificar claramente la
aplicacion de los pasos del método (por ejemplo, se dejan problemas sin terminar).

Los procesos de simbolizacion que realiza la profesora en algin caso son ambiguos por no

decir incorrectos (por ejemplo, utiliza simbolos que no son institucionales como “Lim”
. (x"—a™

lim

x-3 X-a

observan tratamientos no se institucionaliza la importancia de este tratamiento. Por otra parte,

no se observan conversiones de expresiones simbolicas a numéricas (tablas) ni gréaficas.

=na™" !, oel uso de la n para representar a un nimero racional). Si bien se

El proceso fundamental que se da es la mecanizacion, pero de manera imprecisa ya que la
practica que realizan los alumnos resolviendo limites (durante tres clases) no les lleva a tener
claros los pasos del método.

En Contreras, Garcia y Font (2012) y Garcia (2008) se proponen las siguientes
configuraciones epistémicas para caracterizar la complejidad del objeto limite: gréfica,
geométrica, pre infinitesimal, infinitesimal, numérica, métrico-analitica y topoldgica.
Nosotros, de manera analoga a lo que hacen en Contreras, Ordéfiez y Wilhelmi (2010) y
Orddfiez (2011) con la integral, creemos necesario considerar también otra configuracion que
llamaremos algebraica. La profesora analizada presenta bésicamente esta configuracion
algebraica y en menor medida la métrica-analitica. Por otra parte, con relacion a estas dos
configuraciones los elementos esenciales no estan bien explicados ni claramente
institucionalizados, en particular el procedimiento general de calculo de limites esta presente
de forma implicita.

Hay que resaltar que, situados en la configuracion epistémica algebraica, ademas no se
presenta una muestra representativa de tipos de limites ya que se pone el énfasis sobre todo
la indeterminacion 0/0...

La falta de procesos relevantes, en particular de modelacion y de argumentacion, la falta de
representatividad de significados parciales (basicamente solo se presenta la configuracion
algebraica), la falta de variedad de tipos de limites donde se aplica el célculo de limites, la
falta de claridad y de institucionalizacion de las nociones esenciales, etc., nos permiten
afirmar que estas clases sobre limites tienen una baja idoneidad epistémica.?’

27 para complementar el analisis objeto de este episodio vamos a tener en cuenta los siguientes documentos
especificos:
e Contreras, A., Garcia, M. y Font, V. (2012) Andlisis de un Proceso de Estudio sobre la Ensefianza del
Limite de una Funcion. Bolema, 26(42B), 667-690.

e Contreras, Ordofiez L. y Wilhelmi, M. (2010). Influencia de las pruebas de acceso a la Universidad en
la ensefianza de la integral definida en el Bachillerato. Ensefianza de las Ciencias. 28(3), 367-384.

e Contreras, Ordofiez L. y Wilhelmi, M. (2010). Influencia de las pruebas de acceso a la Universidad en
la ensefianza de la integral definida en el Bachillerato. Ensefianza de las Ciencias. 28(3), 367-384.

e Orddfiez, J. (2011). Restricciones institucionales en las matematicas de 2° de bachillerato en cuanto
al significado del objeto integral definida. Tesis Doctoral. Universidad de Jaén.
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5.1.1.3 Representacion Gréafica Global del Episodio

Con base en la matriz de facetas de idoneidad didactica se representa la frecuencia con la que
cada segmento se relacion6 con una u otra faceta, de lo cual se ha generado un gréfico que
da cuenta de la tendencia marcada por un fuerte sesgo o inclinacién a lo epistémico,
cognitivo, etc. Es decir, no muestra la idoneidad sino la tendencia hacia uno de los aspectos
que marcan el desarrollo de la practica.

Tabla 22. Plantilla con datos registrados.

Epistémica 54,54%
Cognitiva 27,27%
Interaccional 63,63%
Mediacional 18,18%
Emocional 9,09%
Ecolégica 9,09%
Episodio 4
Epistémica
Ecoldgica Cognitiva
Emocional Interaccional
Mediacional

Figura 7. Gréfico radial generado a partir de la matriz de facetas de idoneidad didactica del
episodio 4
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A continuacion, se presentan las matrices de facetas duales de Idoneidad Didéctica (1.D) del episodio fundamental 12 que son una
forma de comparar, contrastar, distinguir y articular las diferentes facetas de la I.D construidas a partir de la matriz documental de

cada episodio

5.1.2.1 Matriz de Facetas de ldoneidad Didéactica

[Ep. 12] Episodio 12: Derivada Logaritmica y Trigonométrica

Tabla 23. Matriz de facetas duales: Epistémico - Cognitiva

estudiantes van
Ilegando.

derivacion exponencial y
logaritmica, entonces debemos hacer
un repaso de la teoria que vimos la
clase pasada.

P: EIl cociente de la derivada de la
funcién entre la funcion multiplicada
por el logaritmo de la base:

Y= Ilnx - y =

Sg. | Observacion de la EPISTEMICO COGNITIVA ANALISIS
practica de clase
1. |6:10 AM, 12 | P: Hoy se van a trabajar ejercicios de

Debido a que se trata de una
definicion de derivada
logaritmica, se relaciona en la
columna epistémica.

La profesora explica paso por
paso la derivada en el tablero.

Se muestra imparcial al no
decir mayor cosa acerca del
curso.
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Y =e* - y =e*dx
Y =a* - ¥y = a*lna dx
La profesora escribe Debido a que es un ejercicio
en el tablero: “Hallar para explicar las propiedades
la derivada de las | Ejercicio 1: de los logaritmos, se relaciona

siguientes
ecuaciones” (subraya
ecuaciones).

Se sale un ratico del
salon y ellos van
hablando,
escribiendo,
borrando; regresa en
dos minutos y pasa la
asistencia. AUn no
escribe nada en el
tablero.

Les da un poquito de
tiempo para que lo
escriban.

Les dice a los
estudiantes que
aplicaran lo visto en
la semana anterior, y
que lo ideal es aplicar
las propiedades.

Y = log, [(;) (1 i x) C:: 21)]

con la columna epistémica.

La profesora desarrolla el
problema paso por paso en el
talero.

Debido a que la profesora no
dice nada durante el desarrollo
del ejercicio, e asume que
todos los estudiantes
entendieron de manera clara el
ejercicio.
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Se responde a si
misma.

Todos los estudiantes
dictan.

- s ()

3 x2+1
+10g6(1—x>+10g6 x+ 2

Y = loge(x) —loge(2) +
loge(3) —loge(1 — x) + loge(x? +
1) —logg(x + 2)

_In(x) _In(2) , In(3) In(1-x)

" In(6) In(6) In(6)  In(6) +
In(x*+1)  In(x+2)
In(6) In(6)
In(x) . dx
In(a) xlna
Y =
In(x) —In(2)+In(3)-In(1—x)+In(x2+1)—In(x
In6
, 1 1
v = xln6 (1-x)Ine6
2x 1

(x2+1)In6 N (x+2)Iné6
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y':L(l_L 2x _L)
In6\x 1-x x241 x+2
La profesora plantea un
ejercicio de Logaritmo natural
con un radical fraccionario.
Se viene hacia mi y Debido a que es un tema del
me pregunta qué syllabus de la carrera, se
tanto escribo en el relaciona con la columna
computador, otra vez epistémica, y ya que se debe
la veo nerviosa: “¢Y desarrollar primero con
td a quien le vas a propiedades de logaritmos,
mostrar todo lo que también se relaciona con la
yo hago?” columna cognitiva, a que estos
Me pide el favor que deben ser conocimientos
descargue Geogebra previos.
y Derive, pues Alejo
no ha vuelto a llevar | Ejercicio 2: La profesora desarrolla paso

su portatil.

Les pide que le dicten
el primer ejercicio

f@=n(2)

P: Esta escrito como raiz cubica.
Aplicando propiedades de log:
1

3x \3
o0 =n(25)
[ = %[ln (xrb:cZ)]
fl(x) = % [In(3x) — In(x + 2)]

r® =3 ()

P: Esta escrito como raiz cubica.
Aplicando propiedades de log:
1

o =)

por paso y de manera rapida el
ejercicio, llegando asi a la
respuesta.

La profesora no muestra
ninguna postura ni ningin
comentario en este momento de
la clase.
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Les hace ver que por
el otro lado seria

P: Derivada de In, derivada de raiz,
derivada de cociente y después
dicen que los parciales son dificiles

largo y dificil. y largos.
Debido a que es un ejercicio de
Ejercicio 3: derivada de logaritmos,
(x —2)3 nuevamente, se relaciona con la
f(x) =In o —1 columna epistémica.
f(x) = In(x — 2)3 - .
_— La profesora primero desarrolla
ln( 2x = 1)_ las propiedades de logaritmos
. f(x) = 3In(x —2) — para poder llegar a la ecuacion
;In(2x —1) de la forma mas simplificada
posible, para luego proceder a
derivar.
La profesora le pregunta a un
! 1 1 2 ! 1 1 2 estudiante si es posible seguir
f'x)=3 <—x — 2) - §<—2x — 1) fx)=3 (—x - 2) 3 <—2x = 1) aplicando propiedades; como la
o~ [ 3 1 o~ (3 1 respuesta es negativa, procede
Saca  denominador f) = (x — 2) - <2x — 1) f) = (x — 2) N (Zx — 1) con la derivada, sin hacer

comun y simplificael
denominador.

Alejo pregunta.

P: Resolvamoslo todo les parece?

: _6x—3—x+2
F® = e -1

Sx—1
f(x) =

(x—2)(2x—-1)

P: Resolvdmoslo todo les parece?

: _6x—3—x+2
@ = —pex-1
) _ S5x—1

@ = —pex-1

ningun tipo de comentario.
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Mientras Alejo esta
en el tablero ella le va
hablando.

El lo piensa un poco,
la mayoria no lo mira
y él le da el marcador
a otro.

Alejo escribe.

P: Ahora dale el marcador a quien ti
quieras.

Ejercicio 4:
f(x) =Inyx(x+1)
f(x) = ln(x(x +1))2
1
f(x) = Eln(x(x + 1))

flx) = %(lnx +In(1 —x))

La profesora plantea un

ejercicio, por lo que este
segmento se ubica en la

columna epistémica.

La profesora plantea de manera
adecuada el ejercicio, sin
ningun error ni interrupcion.

Ya que no hubo ninguna
interrupcion durante la
explicacion, de deduce que no

¢De doénde este flo) = 1(1 4 1 ) existe ninguna pregunta por

ultimo  -1?  pero 2'x 1—-x-1 parte de ningun estudiante.

bueno borraron.

Pasa otro estudiante

a hacer el siguiente.

La profesora vuelve | Ejercicio 5: En este segmento se plantea un

al tablero a proponer (e*+1) ejercicio acorde a los temarios

otro ejercicio. f(&x) =In m propuestos para el curso, por lo
E: que entra en la columna

Ella misma le
responde

f(x) = In(e*+1) —In(e*-1)
P: Puede hacer algo mas con el
ejercicio.

P: ¢No? Deriva.

epistémica.

La profesora plantea de nuevo
un ejercicio, ahora un poco mas
complejo en comparacion con
los anteriores.
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Ella le borrd los 1 que
tenia en el
numerador.

Ella le dict6 toda la
parte de la evaluacion
en 0.

Algunos estudiantes
responden:

Ella responde.

X X

e e
(e*+1) (e — 1)

fx) =

_(e"-1De* —(e* + e

F&) == e
' _ (er_ eX — 2% _ ex)
I = & Der -
: B —2e*
Fo) =77

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

2
f(0) = ~3
— f'no estadefinida en 0
P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de  funciones
trigonométricas.

P: ¢Cual es el dominio de las
trigonométricas?

2
f(0) = ~9
— f'no estadefinida en 0
P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de funciones

trigonométricas.

P: ¢Cudl es el dominio de las
trigonométricas?

Debido a que nuevamente no
hace ningln comentario
respecto | ejercicio ni respecto
a los estudiantes, se deduce que
los estudiantes entendieron de
manera adecuada.
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Vuelve a decir varias

veces triangulos
rectos.
Yo veo que Alejo y

otro chico sacan un
Stewart.

P: Pues depende porque si las defino
sobre triangulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

P: Pues depende porque si las defino
sobre triangulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

Empieza a escribir
en el tablero.

DERIVADA
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

DE LAS

Si f(x) = sinx - f'(x) =

cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcion es el coseno de la funcion por
la derivada de la funcién, es un error
decir solamente “derivada de seno es
coseno”.

P: No! Falta la derivada de la
funcioén.

En este segmento se explican
las derivadas de las funciones
trigonomeétricas, por lo cual se
relaciona con la columna
Epistémica.

La profesora explica la
derivada de seno, y aclara
como se debe decir
correctamente.

La profesora explica de manera
adecuada la derivada de
coseno.

Ejercicio 6:

P: Al derivar
f(x) = sen (x* + 3x)

P: Se obtiene.
f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

La profesora plantea un
problema, que va acorde al
tema de la materia.

Desarrolla el problema en
Gnicamente dos pasos.

La profesora evidencia con esto
la Regla de La Cadena,
mientras lo explica de manera
eficiente.
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9. Ejercicio 7: La profesora explica un
o o ejercicio de derivada
P: Siguiente ejercicio. trigonométrica, lo cual quiere
decir que se relaciona en la
f(x) = (sin(2x* + 5x))3 columna epistémica.
P: CompOSICIén de funCiones. Desarro”a el ejercicio por
f'(x) = 3(sen(2x* medio de la regla de la cadena,
+ 5x))2Cos(2x4 explicandola a los estudiantes.
+ 5x)(8x3 +5 .
X ) Se asume que los estudiantes
£(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + entendieron de manera exitosa
5%)) (sen(2x* + 5))? el ejercicio, debido a que nadie
tiene preguntas.
10. Ejercicio 8: La profesora plantea un

P: Inventémonos otro.

P: Alejo desarrolla el siguiente.

0 = en(2)

P: Mira qué bonito

f()
_ 2 sin (xz_f4) cos(xz_f4)((2(x +4
B (x + 4)?

f1()

. 2X 2x
_ 251n(x i 4) cos(x i 4)(8)

(x + 4)?

ejercicio que va acorde al
programa de la materia.

Aplica las propiedades de la
division de derivadas y de la
potenciacion, haciéndolo de
una manera facil y rapida.

La profesora, al no comentar
nada respecto al curso,
evidencia que esta a gusto en
este episodio.
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£ = 16 sin(xz_f4) cos(—xz_f4)

(x +4)?

11.

Derivadas de las funciones
trascendentes

P: Catalina dictame las derivadas
trigonomeétricas.

Siy = senx -y = (Cosx) dx
Siy = Cosx -y = (—Senx)dx
Siy = tgx -y = (sec?x)dx

Siy = ctgx -y’
= (—csc?x) dx

Siy = Secx -y’
= (Secx)(tgx)dx

Siy = Cscx =y
= (—Cscx)(ctgx) dx

P: Y vamos a demostrarlas todas.

P: Mafiana hacemos clase a las 11 a
otra hora no puedo, y el que quiera
pasar a hacer una demostracion pasa
y yo le ayudo con la nota del tercer
corte de acuerdo?

En este segmento la profesora

explica el tema de las derivadas
de las funciones Trascendentes,
el cual esta dentro del Syllabus.

Representa de manera
organizada en el tablero las
formulas de las funciones
trascendentes, y todos proceden
a escribirlas en sus cuadernos.

No se hace ningun comentario
al respecto, lo cual evidencia
gue es un tema que ha quedado
claro en este segmento.

12.

Ejercicio 9:

P: Hagamos una.

La profesora plantea una
demostracion de la derivada de
seno, y deciden hacerla por
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La profesora se
emociona al ver que
los estudiantes saben
que la demostracién
se hace por medio de
la definicion formal
de limite.

P: Vamos a demostrar:

sif(x) = senx — f'(x)

= (cosx) dx

1 = T g (FOD=TG)
£/ = lim f (F2)

sin(x+h)—sin x)

f'Go) = lim £ (32

P: Por suma de angulos tenemos:

fx) =
lim f (sinx cos h+sin h cos x—sin x)
h—-0 h

, T sinx(cos h—1)
f1() = lim f (TSR 4

h
lim
h—0 h

sinh cosx

’ s . (cosh)-1
f'(x) = 51.nx}ll_r)r(1)f(—h ) +
cos x lim %

h—0

medio de la definicién formal
de limite.

La profesora le pregunta a los
estudiantes por medio de qué
pueden desarrollar esa
derivada, y una estudiante
responde con seguridad que
con la definicion formal de
limite, y procede a hacerla en el
tablero.

La profesora, al ver que un
estudiante respondio de forma
acertada, se emociona.
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Alejo pregunté algo y
me lo perdi: ah ya
averigue.
Alejo  vuelve a
preguntar.

f'(x) =sinx (0) + cosx (1)
f'(x) = cosx
E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: ¢(Para mafiana todas las demas
demostraciones?

P: Si sefior.
13 Ejercicio 10:
La profesora se
inventa algunos | P: Inventémonos algunos ejercicios,
ejercicios. por ejemplo:
f(x) = (sec(5x3 — 7x))?
f'(x) = 2sec(5x3 —
7x) sec(x® — 7x) tan(x3 —
7x) (15x%2 — 7)
P: Y ponganla bonita, buen dia.
Tabla 24. Matriz de facetas duales: Interaccional - Mediacional
Sg. | Observacion de la INTERACCIONAL MEDIACIONAL ANALISIS
practica de clase
1. |6:10 AM, 12

estudiantes van
llegando
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La profesora escribe
en el tablero: “Hallar
la derivada de las
siguientes
ecuaciones” (subraya
ecuaciones).

Se sale un ratico del
salon y ellos van
hablando,
escribiendo,
borrando; regresa en
dos minutos y pasa la
asistencia. AlUn no

P: Entonces hagamos por ejemplo
este ejercicio:

Ejercicio 1:

Y = log [(;) (=) <):++ 21)]

Este segmento se relaciona con
la columna interaccional
porgue se evidencia de forma
clara que la profesora se
expresa verbalmente hacia los
estudiantes.

El ejemplo que brinda la
profesora es de logaritmos; ella
hace una aclaracion de una
restriccion para las derivadas
logaritmicas de manera clara, y
se percata que los estudiantes
entiendan.




172

escribe nada en el
tablero.

Les da un poquito de
tiempo para que lo
escriban.

Les dice a los
estudiantes que
aplicaran lo visto en
la semana anterior, y
que lo ideal es aplicar
las propiedades.

Se responde a si
misma.

Todos los estudiantes
dictan.

P: ¢Cdémo les dio el ejercicio?

P: Noten que si la base fuera
negativa, por ejemplo (-6), no habria
nada que hacer, porque el logaritmo
estaria mal definido.

P: Por propiedades de logaritmos,
¢ustedes qué prefieren derivar:
productos y cocientes, 0 sumas Yy
restas?

P: Pues sumas y restas por eso
hacemos las propiedades.

La profesora se relaciona con
los estudiantes de manera
respetuosa, y de forma correcta
en sus explicaciones, para que
los estudiantes puedan aprender
de manera més facil. Explica
las propiedades de algunos
logaritmos, y se asegura de que
los estudiantes entiendan.
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P: Ahora aplicamos lo que vimos la
clase pasada.

P: Luego pdénganla bonita.

Se viene hacia mi y
me pregunta qué
tanto escribo en el
computador, otra vez
la veo nerviosa: “¢Y
tl a quien le vas a
mostrar todo lo que
yo hago?”

Me pide el favor que
descargue Geogebra
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y Derive, pues Alejo
no ha vuelto a llevar
su portatil.

Les pide que le dicten
el primer ejercicio

Les hace ver que por
el otro lado seria
largo y dificil.

f(x) = 3In(x—2) —
%ln(Zx -1)

P: Ahi ya puedes derivar y ¢hay
alguna otra propiedad?

Este segmento se relaciona en
la columna interaccional,
porgue se muestra que existe
una conversacion entre la
profesora y un estudiante
dentro del aula de clase.

La profesora explica que
primero deben aplicarse las
propiedades de los logaritmos a
la funcion, y después de eso si
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Saca  denominador
comun y simplifica el
denominador.

Alejo pregunta.

Mientras Alejo esta
en el tablero ella le va
hablando.

ln(x—2)3,7

Ser Inv2x—1"

P: iNo! Esas son las propiedades que
ustedes se inventan... Si también

tratan de hacerlo con el producto.

P: Esa derivada es una constante por

la derivada de la funcion...

se aplican las reglas de
derivacion. Pregunta para
asegurarse que sus alumnos
han aprendido de manera
correcta, a lo que los alumnos
responden de forma erronea, lo
cual evidencia gue no es asi.

La profesora no responde de
una manera adecuada a la
intervencion de los estudiantes,
quienes no respondieron de
manera correcta a su pregunta
no porque no quisieran hacerlo,
sino porgue realmente no
entienden muy bien el tema.

El lo piensa un poco,
la mayoria no lo mira
y él le da el marcador
a otro.

Alejo escribe.
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¢;De dbénde este
ultimo  -1?  pero
bueno borraron.

Pasa otro estudiante
a hacer el siguiente.

—_
—_

f) =5(-+

x 1—-x-1

NI»—\

—_
—_

[0 =361

Nl»—x

La profesora vuelve
al tablero a proponer
otro ejercicio.

Ella  misma le
responde

Ella le borrd los 1 que
tenia en el
numerador.

Ejercicio 5:
(e*+1)
fe) = [(ex - 1)]

E:

f(x) = In(e*+1) —In(e*- 1)
P: Puede hacer algo més con el
ejercicio.

P: ¢No? Deriva.

X X

e
SO =T @ -
o (ef-1)e* — (e* + 1)e”
A (e*+1)(e*-1)
‘ B (er_ ex — er _ex)
F'O) = e ine -
) —2e*
Fo) =77

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

P: Bueno, hay que evaluarlo en 0:

2
f(0) = 0

— f'no esta definida en 0

Ejercicio 5:
1
Feo = m[e ]

e 1)
E:

f(x) = In(e*+1) —In(e*- 1)
P: Puede hacer algo mas con el
ejercicio.

P: ¢No? Deriva.

X X

e
fix )_( e +1) (e —1)
, _ (e*-1)e* — (e* + 1)e”
f&) =i D - D
’ B (er_ eX — er_ex)
I = e iDe -1
) —2e*
Fe) =—m—7

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

P: Bueno, hay que evaluarlo en 0:

F0)=-=

- f'no estadefinida en 0
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Ella le dict6 toda la
parte de la evaluacion
en 0.

Algunos estudiantes
responden:

Ella responde.

Vuelve a decir varias

veces triangulos
rectos.
Yo veo que Alejo y

otro chico sacan un
Stewart.

P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de  funciones
trigonomeétricas.

P: ¢(Cual es el dominio de las
trigonométricas?

P: Pues depende porque si las defino
sobre tridngulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

P: ¢Alguien trajo el librito?
P: ¢Nadie mas trajo libro?

P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de  funciones
trigonomeétricas.

P: ¢Cual es el dominio de las
trigonométricas?

P: Pues depende porque si las defino
sobre tridngulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

P: ¢Alguien trajo el librito?
P: ¢Nadie mas trajo libro?

Empieza a escribir
en el tablero.

DERIVADA DE LAS
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

Si f(x) = sinx - f'(x) =

cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcion es el coseno de la funcién por
la derivada de la funcién, es un error

DERIVADA DE LAS
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

Si f(x) = sinx - f'(x) =

cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcidn es el coseno de la funcién por
la derivada de la funcién, es un error
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decir solamente “derivada de seno es
coseno”.

P: No! Falta la derivada de la
funcion.

decir solamente “derivada de seno es
coseno’.

P: No! Falta la derivada de la
funcion.

8. Ejercicio 6: Ejercicio 6:
P: Al derivar P: Al derivar
f(x) = sen (x% + 3x) f(x) = sen (x% + 3x)
P: Se obtiene. P: Se obtiene.
f'(x) = [cos(x*+3x)](2x+3) | f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)
9. Ejercicio 7: Ejercicio 7:
P: Siguiente ejercicio. P: Siguiente ejercicio.
f(x) = (sin(2x* + 5x))3 f(x) = (sin(2x* + 5x))3
P: Composicion de funciones. P: Composicion de funciones.
f'(x) = 3(sen(2x* f'(x) = 3(sen(2x*
+ SX))ZCOS(2X4 + 5X))2C05(2X4
+ 5x)(8x3 +5) + 5x)(8x3 + 5)
f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* +
5x))(sen(2x* + 5))? 5x))(sen(2x* + 5))?
10. Ejercicio 8: Ejercicio 8:

P: Inventémonos otro.

P: Alejo desarrolla el siguiente.

70 = pen (5]

P: Inventémonos otro.

P: Alejo desarrolla el siguiente.

0 =|en( )]
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P: Mira qué bonito

P: Mira qué bonito

f(x) fx)

2 sin (xz-fél) cos(xz_ic4)((2(x +4 2sin (xz_f4) cos(xz_lic4)((2(x + 4
B (x + 4)? B (x +4)?

f'() , , £ , ,

_ 2sin(z =D cos(z77)(8) _ 2sin(z =D c0s(z77)(8)

B (x + 4)2 B (x + 4)2

, 16 sin(xz_f4) cos(x2f4) ’ 16 sin(xz_lic4) Cos(xz_fé})

[ = (c +4)? [ = (c +4)?

11.

Derivadas de las funciones
trascendentes

P: Catalina dictame las derivadas
trigonométricas.

Siy = senx -y = (Cosx) dx
Siy = Cosx —»y = (—Senx)dx
Siy = tgx -y = (sec?x)dx

Siy = ctgx -y’
= (—csc?x) dx

Siy = Secx -y
= (Secx)(tgx)dx

Derivadas de las funciones
trascendentes

P: Catalina dictame las derivadas
trigonomeétricas.

Siy = senx -y = (Cosx) dx
Siy = Cosx —»y = (—Senx)dx
Siy = tgx -y = (sec?x)dx

Siy = ctgx -y’
= (—csc?x) dx

Siy = Secx =y
= (Secx)(tgx)dx
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12.

La profesora se
emociona al ver que
los estudiantes saben
que la demostracién
se hace por medio de
la definicion formal
de limite.

P: ¢Cémo lo demuestro?

E: Con la definicién formal de limite

P: iSi! Eso es lo que tenemos:

Este segmento ss clasificado
dentro de la idoneidad
interaccional porque se dirige
hacia los estudiantes para
desarrollar una demostracion.

La profesora pide una
demostracion de un limite
trigonométrico, a lo que los
estudiantes responden de
manera acertada que se puede
desarrollar por la definicion
formal de limite. Se puede
evidenciar la emocién de la
profesora al ver que los
estudiantes saben de manera
correcta la respuesta.

La profesora se exalta al notar
gue sus estudiantes responden
con seguridad que para
demostrar una derivada
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Alejo pregunto algo y
me lo perdi: ah ya
averigue.
Alejo  vuelve a
preguntar.

fx) =
lim f (sin x cos h+sinh cos x—sin x)
h—0 h

, T sinx(cosh-1)
f/(x) = lim f (292) +

h
. sinh cosx
lim———
h—0 h
’ . . (cosh)—l)
x) = sinx lim (— +

f'@) lim f (<=

. sinh
cos x lim —

h—0

f'(x) =sinx (0) + cosx (1)

f'(x) =cosx

E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: (Para mafiana todas las demas

demostraciones?
P: Si sefior.

fx) =
limf (sinx cosh+sinhcosx—sinx)
h—0 h

, T sinx(cosh-1)
£/ = lim f (G2 +

h
lim
h—0 h

sinh cosx

’ . . (cos h)—l)
f'(x)= 51.11:}11_{1(1)]‘ (—h +
cos x lim 2>
h—-0

f'(x) =sinx (0) + cosx (1)

f'(x) =cosx

E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: (Para mafana todas las demas

demostraciones?
P: Si sefior.

trigonométrica es necesaria la
definicién formal de limite.

13.

La profesora se
inventa algunos
ejercicios.

Ejercicio 10:

P: Inventémonos algunos ejercicios,
por ejemplo:

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

f'(x) = 2sec(5x3 —
7x) sec(x® — 7x) tan(x3 —
7x) (15x% — 7)

Ejercicio 10:

P: Inventémonos algunos ejercicios,
por ejemplo:

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

f'(x) = 2sec(5x3 —
7x) sec(x® — 7x) tan(x3 —
7x) (15x% = 7)




182

Tabla 25. Matriz de facetas duales: Emocional - Ecologica

estudiantes van
llegando.

Sg. | Observacion de la EMOCIONAL ECOLOGICA ANALISIS
practica de clase
1. |6:10 AM, 12

La profesora escribe
en el tablero: “Hallar
la derivada de las
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siguientes
ecuaciones” (subraya
ecuaciones).

Se sale un ratico del
salon 'y ellos van
hablando,
escribiendo,
borrando; regresa en
dos minutos y pasa la
asistencia. AUn no
escribe nada en el
tablero.

Les da un poquito de
tiempo para que lo
escriban.

Les dice a los
estudiantes que
aplicaran lo visto en
la semana anterior, y
que lo ideal es aplicar
las propiedades.

Se responde a si
misma.
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Todos los estudiantes
dictan.

P: Pues sumas y restas por eso
hacemos las propiedades.

Y = loge(x) —loge(2) +
loge(3) — loge(1 — x) + logg(x? +
1) —logg(x + 2)

_In(x) _In(2)  In(3) In(1-x)
" In(6) 1In(6) In(6)  In(6)
In(x*+1)  In(x+2)
In(6) In(6)

P: Ahora aplicamos lo que vimos la
clase pasada.
In(x) ) dx
-y =
In(a) xlna

P: Pues sumas Yy restas por eso
hacemos las propiedades.

Y = loge(x) —loge(2) +
loge(3) — loge(1 — x) + loge(x? +
1) —loge(x + 2)

__In(x) _In(2)  In(3) In(1-x)

" In(6) In(6)  In(6) In(6)
In(x*+1)  In(x+2)
In(6) In(6)

P: Ahora aplicamos lo que vimos la
clase pasada.
In(x) ) dx

In(a) Y ~xIna

Y = Y =
(ln(x) —In(2)+In(3)-In(1—x)+In(x2+1)-In(A (ln(x) —In(2)+In(3)-In(1-x)+In(x?+1)-In(A
Iné6 Iné6
y 1 - 1 y 1 N 1
v = xlné6 (1-x)Ine6 v = xlné6 (1-x)1In6
2x 1 2x 1

(x2+1)In6  (x+2)In6

P: Luego ponganla bonita.

y = L (1 LI 1 )
_ Ine\x  1-x  x241 _ x+2

(x2+1)In6  (x+2)In6

P: Luego ponganla bonita.

y o= L (1 LI 1 )
_ In6\x  1-x  x241  x+2

Se viene hacia mi y
me pregunta qué
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tanto escribo en el
computador, otra vez
la veo nerviosa: “¢Y
tl a quien le vas a
mostrar todo lo que
yo hago?”

Me pide el favor que
descargue Geogebra
y Derive, pues Alejo
no ha vuelto a llevar
su portatil.

Les pide que le dicten
el primer ejercicio

Les hace ver que por
el otro lado seria
largo y dificil.
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Saca  denominador
comun y simplificael
denominador.

Alejo pregunta.

Mientras Alejo esta
en el tablero ella le va
hablando.

f(x) = In(x — 2)3 -
1n(W)
f(x) = 3In(x —2) —
%ln(Zx -1)

P: Ahi ya puedes derivar y ¢hay
alguna otra propiedad?

o= sy
fe = (x—Z)_(Zx—l)

P: Resolvamoslo todo les parece?

() = 6x—3—x+2
Fo) = ==
() = 5x—1
FO) = e =D
E: ¢Desde el comienzo habria
. In(x-2)3
podido ser ln\/m?

P: iNo! Esas son las propiedades que
ustedes se inventan... Si también
tratan de hacerlo con el producto.

P: Esa derivada es una constante por
la derivada de la funcion...

f(x) = In(x — 2)3 -
ln(W)
f(x) = 3In(x —2) —
%ln(Zx —-1)

P: Ahi ya puedes derivar y ;hay
alguna otra propiedad?

= sy
f) = (x—2>_(2x—1)

P: Resolvamoslo todo les parece?

() = bx —3—x+2
) ===
() = 5x—1
) == —D
E: ¢(Desde el comienzo habria
. In(x-2)3
podido ser mm?

P: iNo! Esas son las propiedades que
ustedes se inventan... Si también
tratan de hacerlo con el producto.

P: Esa derivada es una constante por
la derivada de la funcion...

El lo piensa un poco,
la mayoria no lo mira
y él le da el marcador
a otro.

Alejo escribe.

P: Ahora dale el marcador a quien td
quieras.

Ejercicio 4:

P: Ahora dale el marcador a quien tu
quieras.

Ejercicio 4:
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;De donde este
ultimo  -1?  pero
bueno borraron.

Pasa otro estudiante
a hacer el siguiente.

La profesora vuelve
al tablero a proponer
otro ejercicio.

Ella  misma le
responde

Ella le borro los 1 que
tenia en el
numerador.
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Ella le dict6 toda la
parte de la evaluacion
en 0.

Algunos estudiantes
responden:

Ella responde.

Vuelve a decir varias

veces triangulos
rectos.
Yo veo que Alejo y

otro chico sacan un
Stewart.

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

P: Bueno, hay que evaluarlo en 0:

2
F)=-3
— f'no estadefinida en 0
P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de funciones
trigonomeétricas.

P: (Cual es el dominio de las
trigonométricas?

P: Pues depende porque si las defino
sobre triangulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

P: ¢Alguien trajo el librito?
P: ¢Nadie mas trajo libro?

P: Mira qué bonito, la diferencia de
cuadrados en el denominador.

P: Bueno, hay que evaluarlo en 0:

2
f(0) = ~3
- f'no estadefinida en 0
P: El taller que les voy a dejar esta
muy bonito.
P: Listo, excelente.

P: Listo las derivadas de
exponenciales y logaritmicas, ahora
¢qué es lo que habia para hoy?

E: Derivadas de funciones
trigonomeétricas.

P: ¢Cual es el dominio de las
trigonométricas?

P: Pues depende porque si las defino
sobre triangulos rectos? Pero si las
define sobre angulos diferentes o
sobre la circunferencia unitaria.

P: ¢Alguien trajo el librito?
P: ¢Nadie mas trajo libro?

Empieza a escribir
en el tablero.

DERIVADA DE LAS
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

DERIVADA DE LAS
FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
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Si f(x) = sinx - f(x) =

cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcion es el coseno de la funcién por
la derivada de la funcién, es un error
decir solamente “derivada de seno es
coseno”.

P: No! Falta la derivada de la
funcion.

Si f(x)=sinx - f(x) =

cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcidn es el coseno de la funcién por
la derivada de la funcién, es un error
decir solamente “derivada de seno es
coseno’”’.

P: No! Falta la derivada de la
funcion.

Ejercicio 6:

P: Al derivar
f(x) = sen (x% + 3x)

P: Se obtiene.
f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

Ejercicio 6:

P: Al derivar
f(x) = sen (x? + 3x)

P: Se obtiene.
f(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)

Ejercicio 7:
P: Siguiente ejercicio.
f(x) = (sin(2x* + 5x))3

P: Composicion de funciones.
f'(x) = 3(sen(2x*
+ 595))26'05(2954
+ 5x)(8x3 +5)

f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* +
5x))(sen(2x* + 5))?

Ejercicio 7:
P: Siguiente ejercicio.
f(x) = (sin(2x* + 5x))3

P: Composicion de funciones.
f'(x) = 3(sen(2x*
+ SX))ZCOS(ZX4
+ 5x)(8x3 + 5)

f(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* +
5x))(sen(2x* + 5))?
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10. Ejercicio 8: Ejercicio 8:
P: Inventémonos otro. P: Inventémonos otro.
P: Alejo desarrolla el siguiente. P: Alejo desarrolla el siguiente.
= [ren ()] - ren ()]
f(x) =[sen ) f(x) =|sen 12
P: Mira qué bonito P: Mira qué bonito
fx) , , f10) , ,
. X X . X X
- 2 sin (x i 4) cos(x i 4)((Z(x + 4 - 2 sin (x T 4) cos(x T 4)((2()6 + 4
(x +4)? (x +4)?
f(x) , , f10) , ,
. X X . X X
_ 2 sm(m) cos(m)(8) ~ 2 sm(x i 4) cos(x T 4)(8)
(x +4)? (x +4)?
. 2x 2x . 2x 2x
) = 16 sin(;——3) cos(;3) ) = 16 sin(;——3) cos(z—7)
(x +4)? (x +4)?
11. Derivadas de las funciones | Derivadas de las funciones

trascendentes

P: Catalina dictame las derivadas
trigonométricas.

Siy = senx —»y = (Cosx)dx
Siy = Cosx -y = (—Senx)dx

Siy = tgx -y = (sec?x)dx

trascendentes

P: Catalina dictame las derivadas
trigonomeétricas.

Siy = senx -y = (Cosx) dx
Siy = Cosx -y = (—Senx)dx

Siy = tgx >y = (sec?x)dx
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Siy = ctgx -y’
= (—csc?x) dx

Siy = Secx =y
= (Secx)(tgx)dx
Siy = Cscx =y
= (—Cscx)(ctgx) dx

P: Y vamos a demostrarlas todas.

P: Mafana hacemos clase a las 11 a
otra hora no puedo, y el que quiera
pasar a hacer una demostracion pasa
y yo le ayudo con la nota del tercer
corte de acuerdo?

Siy = ctgx -y’
= (—csc?x) dx

Siy = Secx -y’
= (Secx)(tgx)dx
Siy = Cscx =y
= (—Cscx)(ctgx) dx

P: Y vamos a demostrarlas todas.

P: Mafana hacemos clase a las 11 a
otra hora no puedo, y el que quiera
pasar a hacer una demostracion pasa
y yo le ayudo con la nota del tercer
corte de acuerdo?

12.

La profesora se
emociona al ver que
los estudiantes saben
que la demostracion
se hace por medio de
la definicion formal
de limite.

Ejercicio 9:
P: Hagamos una.
P: Vamos a demostrar:
si f(x) = senx - f'(x)
= (cosx) dx
Demostracion:

P: ¢Cémo lo demuestro?

E: Con la definicion formal de limite

P: jSi! Eso es lo que tenemos:

Ejercicio 9:
P: Hagamos una.
P: Vamos a demostrar:
si f(x) = senx - f'(x)
= (cosx) dx
Demostracion:

P: ¢Cémo lo demuestro?

E: Con la definicion formal de limite

P: jSil Eso es lo que tenemos:
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Alejo pregunt6 algo y
me lo perdi: ah ya
averigué.

Alejo  vuelve a
preguntar.

' T fx+h)—f(x)

£/ = lim f (E22E)
, T sin(x+h)—sinx
f/(x) = lim f ()

h

P: Por suma de angulos tenemos:

fx) =
lim f (sin x cos h+sinh cos x—sin x)
h—0 h

, T sinx(cosh-1)
f1G) = lim f (B2 +
lim sinh cosx

h—0 h

’ . . (cosh)—l)
f'x) = sm:}g_r}rg)f (—h +
cos x lim —-
h—0

f'(x) =sinx (0) + cosx (1)

f'(x) =cosx

E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: ¢Para mafana todas las demaés

demostraciones?
P: Si sefior.

o) = Tim f (LEPT@
f'G) = lim f (F252)

, T sin(x+h)—sinx
f/(0) = lim f ()

P: Por suma de angulos tenemos:

fx) =
limf (sinx cos h+sinhcosx—sinx)
h—0 h

, T sinx(cosh-1)
fG) = lim f (S92 +
lim sinh cosx

h—0 h

’ . . (cos h)—l)
f'(x) = 51.11:}113(1)]‘ (—h +
cos x lim —
h—0

f'(x) =sinx (0) + cosx (1)

f'(x) =cosx

E: Profe pero ahi donde esta dx?

E: ¢(Para mafiana todas las demas

demostraciones?
P: Si sefior.

13.

La profesora se
inventa algunos
ejercicios.

Ejercicio 10:

P: Inventémonos algunos ejercicios,
por ejemplo:

Ejercicio 10:

P: Inventémonos algunos ejercicios,
por ejemplo:
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f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

f'(x) = 2sec(5x3 —
7x) sec(x3 — 7x) tan(x3 —
7x) (15x%2 — 7)

P: Y ponganla bonita, buen dia.

f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

f'(x) = 2sec(5x3 —
7x) sec(x® — 7x) tan(x3 —
7x) (15x%2 — 7)

P: Y ponganla bonita, buen dia.
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5.1.2.2 Cinco Niveles De Analisis

A continuacion, se presentan los cinco niveles de analisis aplicados al episodio 12; en el quinto
nivel se hace alusion a la matriz de facetas anteriormente presentada.

PRIMER NIVEL DE ANALISIS.
Identificacion de practicas matematicas?®

De manera similar al episodio 4, la profesora parece ser el eje central del desarrollo de la clase aun
asi es visible la participacion de algunos estudiantes los cuales responden a algunas de las preguntas
que la profesora realiza durante el episodio.

Durante el desarrollo de este episodio es la profesora quien pregunta y responde a sus propios
interrogantes, los cuales parecieran estar dirigidos a los estudiantes, pero a los que en varios
momentos no deja responder [EP.12 Sg 2], analogamente la profesora es la que cuestiona de
manera irénica los errores que cometen los estudiantes [EP.12 Sg 4] y no profundiza en las posibles
causas de dichas confusiones; La profesora también cumple el papel de proveer las herramientas
y conceptos bases para el desarrollo del tema, aun asi algunas representaciones en leguaje
simbolico de los conceptos expuestos pueden llegar a ser algo confusos [EP.12 Sg 1, Sg 7, Sg 11]
lo que puede generar en los estudiantes un manejo inadecuado del lenguaje matematico, como
punto final son evidentes como procesos realizados por la profesora la proposicién de mecanismos
de solucion, la correccion de errores, la exposicion de propiedades (logaritmicas ), demostracion
de las proposiciones matematicas y resolucion de los ejercicios.

Por otra parte los estudiantes cumplen el papel de receptores de los planteamientos expuestos por
la profesora, ocasionalmente proponen [EP.12 Sg 12]y se evidencia un notorio condicionamiento
de su papel a ejecutar los procedimientos establecidos en el episodio por la profesora [EP.12 Sg
2]; los estudiantes también estan encargados de calcular algunos limites y derivadas, sin embargo
son pocos los estudiantes que participan en el desarrollo y aplicacién de los procedimientos, debido
a que generalmente es la profesora la que realiza estos procesos; en casos particulares son algunos
de los estudiantes los que recuerdan, reconocen y asocian el elemento conceptual para el
desarrollo de un planteamiento matematico [EP.12 Sg 12].

SEGUNDO NIVEL DE ANALISIS.
Identificacion de objetos y procesos matematicos 3!
Lenguajes

e Objetos

Verbal (Diferencia de cuadrados, derivada, logaritmo, derivacion Exponencial, derivacion
logaritmica, propiedades, funciones trigonométricas, limite)

Simbdlico: El cociente de la derivada de la funcion entre la funcion multiplicada por el
logaritmode labase: Y = Inx » y = %dx, Siy = senx -y = (Cosx)dx,Siy =

28 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para EI Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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Cosx »y = (=Senx)dx,Siy = tgx >y = (sec’x)dx,Siy = ctgx -y =

(—csc?x) dx, Siy = Secx —» Yy = (Secx)(tgx)dx, Siy = Cscx =y =
(—Cscx)(ctgx) dx, f(0) = —% - f'no estadefinidaen 0, f'x) =
. fx+h)—f(x)

fim £ (F57)

Este episodio estd marcado por una constante presencia de elementos simbolicos La carga de
representatividad recae en las expresiones matematicas que se presentan durante toda la clase; el
lenguaje verbal es la herramienta mediante la cual se sustentan las proposiciones simbdlicas; no es
en si centro de desarrollo sino que cumple la funcion de medio de interconexion entre lo expuesto
como concepto y lo representado de manera simbdlica. Aun asi, ocasionalmente es el lenguaje
verbal el que permite la poca interaccién profesor-estudiante y viceversa.

e Procedimientos

Evidentemente, al ser la profesora el eje central, la mayoria de procesos estan caracterizados por la
validacion de los conceptos [Ep.12 Sg 1, Sg 7, Sg12] que se desarrollan durante el episodio; asi
mismo la profesora es la encargada de la enunciacion y argumentacion de las proposiciones
matematicas, lo que genera un bajo indice de participacion de los estudiantes durante la clase. Sin
embargo, el uso del dx al enunciar las derivadas de las funciones no hace parte del saber
institucional puesto que esta expresion no representa la derivada interna de la funcién, sino es una
representacion de la diferencial de x: dx. Hace parte de la faceta cognitiva de la profesora quien
usa esta expresion con la intencion de que el estudiante asocie con ella la derivada de la funcion, y
lograr asi un mejor desempefio en las evaluaciones.

Los estudiantes por su parte son los encargados de los procesos de conceptualizacion; es decir,
son los que deberian interiorizar los conceptos y procesos expuestos por la profesora, su papel se
caracteriza por una actitud pasiva desde la cual solo responden preguntas realizadas en pocos
momentos del episodio donde la profesora permite la participacion [EP.12 Sg 12], la identificacion
de la herramienta necesaria para la demostracion del limite trigonométrico también hace parte de
los procesos realizados por los estudiantes (puntualmente un estudiante[Ep.12 Sg 12]); aun asi los
procesos de proponer y argumentar, que en gran medida deberian estar marcados por la
participacion de los estudiantes, quedan limitados debido a la actitud de la profesora [Ep.12 Sg 2]

TERCER NIVEL DE ANALISIS.
Descripcion de interacciones en torno a conflictos.?®

e Interaccién

Los patrones de interaccion son muy parecidos a los propuestos en el tercer nivel de analisis del
episodio 4; parece ser que esta es una caracteristica constante en el desarrollo de las clases que
dirige la profesora: La profesora procede con el siguiente patrén de interaccion: inicio-respuesta-
evaluacion, en algunos casos la respuesta es de un alumno (r), pero en mucho casos ella misma se
responde (R).

2 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para El Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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Por otra parte, pareciera ser que la profesora limita la participacion activa del estudiante, pues
aunque cuando ella realiza una pregunta (evidentemente dirigida a los estudiantes), ella no espera
y se responde casi que de manera automatica, suponiendo en alguna medida que los estudiantes no
lo van a hacer; sin embargo, no debe verse este hecho como una responsabilidad Unica de la
profesora pues si bien es cierto que cohibe el tiempo de respuesta del estudiante, también es
necesario tomar en cuenta que las actitudes (desinterés, preocupacion, incomodidad, etc.) y los
imaginarios que los estudiantes poseen sobre el desarrollo de una clase de matematicas
(complicada, tediosa, aburrida, etc.), son otros factores que propician un ambiente complicado para
el desarrollo de la clase.

[Ep.12 Sg 2]. “P: Por propiedades de logaritmos, ¢ustedes qué prefieren derivar: ¢productos y
cocientes, 0 sumas y restas?

Se responde a si misma.

P: Pues sumas y restas por eso hacemos las propiedades.”

La predominancia de la profesora como elemento principal de la clase genera un ambiente poco
dindmico. EIl desarrollo del episodio se torna lineal y en ocasiones predecible; la interaccion la
mayoria de veces queda reducida a: pregunta la profesora- responde ella misma (I-R-E), en
contadas ocasiones es el estudiante es el que pregunta y no necesariamente hace referencia a un
tema expuesto, sino que algunas veces tiene que ver mas con cuestiones de plazos y tiempos de
entrega de trabajos (i-R-E) [Ep.12 Sg 2].

En el aspecto cognitivo se puede decir:

El desplazamiento del estudiante hacia una posicion meramente receptiva y operativa complejiza
el analisis de falencias y vacios conceptuales, ya que estas no se muestran explicitamente, sino que
se extraen momentos puntuales en los que los estudiantes mediante gestos y actitudes dejan en
evidencia su incomprension de una pregunta o un concepto; ejemplo de ello es que durante varios
momentos de la clase cuando la profesora pregunta sobre la solucion de un ejercicio, ellos guardan
silencio.

CONFLICTOS Y DIFICULTADES

e Conflictos semioticos (CS1)

En este episodio un conflicto semidtico se evidencia en la proposicion [Ep.12 Sg 1] realizada por
la profesora donde expresa lo siguiente:
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ey e e d , . . .
La expresion y’ significa ﬁ, gue representa una razén de dos cambios, el cambio de y y el cambio

de x, por lo que constituye una falta de precision y de rigor escribir el dx en la parte derecha de la
formula pues el dx ya esta contenido en y’. Se puede interpretar que utiliza él dx para representar
“la derivada interna de la funcion”. Sin embargo, esta escritura y esta forma de hacer las cosas se
caracteriza como un error y como una ambiguedad, ambas categorias generadoras de conflictos y
obstaculos inferidos desde las practicas observadas. Aqui aparece claro que la profesora usa las
diferenciales (dy, dx) para la funcién logaritmica de manera totalmente mecéanica y por demas no
institucional pues no distingue entre la derivada y la diferencial.

Por otra parte, no es sencillo evidenciar cuales razones son las que llevan a que la profesora utilice
dicha expresion [EP.12 Sg 1-2-7-11-12] para representar la derivada de la funcién. El primer
supuesto sobre este fendmeno podria ser que la profesora intenta generalizar la proposicién no solo
para x sino que desea incluir funciones compuestas de tal manera que cuando se realice la derivada
se tenga en cuenta la funcion interna contenida en In.

e Erroresy Ambigledades

Hay que resaltar que la profesora en cuanto a las notaciones no siempre sigue reglas institucionales.
Ademas de utilizar dx para representar derivadas o diferenciales, pareciera que los utiliza para
representar nimeros, cuando de hecho no son nimeros. Esa expresion dx claramente no epistémica,
no institucional, no rigurosa, es como una estrategia para que los estudiantes recuerden la derivada
interna de la funciodn.

e Dificultades

De manera general se evidencia una cierta dificultad por parte de los estudiantes en la comprension
de las propiedades de los logaritmos [Ep.12 Sg 4]. La profesora escribe la siguiente funcién en el
tablero

(x — 2)3l
2x—1

f(x) =ln [

La profesora la reescribe usando propiedades de los logaritmos de la siguiente manera:
f(x) = In(x —2)® —In(v2x — 1)
f() = 3In(x —2) — SIn(2x — 1)

Deriva la funcién y obtiene:

f =3 (ﬁ) _%(sz— 1)

fe = (x i 2) - (le— 1)

6x—3—x+2
(x—2)2x—-1)

o) =
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5x—1
(x—2)2x—1)

fx) =

Es en este momento donde un estudiante propone que:
E: ¢Desde el comienzo habria podido ser?
In(x — 2)3
Inv2x — 1

Inmediatamente la profesora corrige al estudiante y le dice:

P: ino! Esas son las propiedades que ustedes se inventan. Si también tratan de hacerlo con el
producto.

La pregunta del estudiante es sumamente profunda pues para el de alguna manera el logaritmo de
un cociente deberia ser el cociente de los logaritmos, pues ese operador Ln en la cognicion funciona
algo asi como un operador lineal, es decir, deberia poderse distribuir en el numerador y
denominador.

Sin embargo, no hay un seguimiento profundo ni un cuestionamiento para esclarecer cuales son
los motivos por los cuales el estudiante realiza dicha pregunta, la dificultad evidentemente tiene
que ver con el manejo de las propiedades de logaritmos. Este hecho puede propiciar la permanencia
de la incomprension en el estudiante y de esta manera generar posteriores conflictos sobre la
utilizacion de las propiedades de los logaritmos.

En cuanto a la gestion de la clase por parte de la profesora, se puede inferir que se presenta una
gestion en la que cuando hay una pregunta no se responde o no se aclara la duda manifestada
adecuada ni suficientemente. La respuesta se reduce a un conjunto de normas sin explicacion tal
como emerge en esta situacion, que puede resultar en un potenciador de conflictos, obstaculos y
dificultades presentes y futuras. La respuesta méas bien representa una ironia, en la que no se
responde la pregunta del estudiante, ni se pone un contragjemplo para hacerle ver que la propiedad
que el propone no es correcta, sino que se contesta con una especie de sarcasmo: “Esas son las
propiedades que ustedes se inventan”.

CUARTO NIVEL DE ANALISIS.
Identificacion de normas.%°

En este apartado se presentan las inferencias realizadas a partir de: Godino, Font y Wilhelmi (2008,
PP. 12).

- La clase empieza a una determinada hora con los estudiantes que estén, pero los otros
pueden ingresar posteriormente, asi mismo pueden retirarse cuando lo necesiten

- La profesora es eje central en cuanto al desarrollo tematico, es decir las explicaciones de
los temas, la resolucion de los ejercicios, el planteamiento de talleres y los modos de
proceder son dispuestos y desempefiados por ella.

30 Juan D. Godino, Viceng Font y Miguel R. Wilhelmi (2008). Analisis didactico de procesos de estudio matematico
Basado en el enfoque ontosemi6tico



234

- No se privilegia la participacion de los estudiantes, ni se da el tiempo para identificar
progresos o dificultades, ni tampoco se le da importancia a esta labor de evaluaciéon que
podriamos denominar formativa.

- Los estudiantes son receptores del proceso educativo, ellos escuchan, toman apuntes, en
general no responden las preguntas.

- El esquema de la clase es, podriamos Ilamarlo, tradicional: la profesora explica, habla, y
los estudiantes copian y tratan de hacer los ejercicios; piden ayuda extra clase.

- Lainteraccion es casi nula, se habla con uno o dos estudiantes; Alejo, 0 en otros semestres,
Felipe u otro que hace el papel de Algjo.

- no hay espacio para talleres o trabajo en grupo elaborados en la clase.

- EIl ritmo de dictar temas es apresurado, pues hay unos tiempos determinados por las
respectivas guias de catedra, y por la realizacién de las pruebas conjuntas.

- Los estudiantes en general no reclaman acerca de las notas, ni cuestionan formas de evaluar
0 metodologias, menos contenidos tematicos o ejercicios.

- Laprofesora asiste a todas sus clases, se preocupa por ir al dia en contenidos, y hasta planea
clases extras (por ejemplo, los sdbados) para poder abarcar todos los temas propuestos.

- El uso de tecnologia, o estrategias para visualizar funciones, graficas, ...esta a cargo de un
estudiante (Alejo) quien lleva su computador portétil, y la profesora busca un cable y
conectan al televisor. Si Alejo no llega o no lleva el portéatil no se realiza nada.

- La profesora regafia, es sarcastica (“toca pensar”, “no se hagan los que estan pensando”,

2 ¢

“esas son las propiedades que ustedes se inventan”, “por €s0 Se caen los puentes”.

QUINTO NIVEL DE ANALISIS.
Valoracion de la idoneidad didéactica del proceso de instruccion3!

Si bien el episodio estd marcado por la interaccion entre los diferentes actores del contexto
educativo (Profesor, estudiante), dicha interaccion esta caracterizada en gran parte del episodio por
ser unidireccional, es decir, se desarrolla de tal manera que el flujo interaccional toma como punto
de inicio a la profesora y se desplaza a los estudiantes, quienes pocas veces invierten dicho flujo
para retroalimentar las explicaciones de la profesora, lo cual ayudaria a monitorear la compresion
o dificultad de un tema por parte de los estudiantes.

La faceta mediacional queda reducida en el contexto tangible a la utilizacion del tablero como
herramienta por excelencia para la exposicion de proposiciones. Herramientas como televisores,
computadoras, textos académicos son ocasionales y dependen en gran medida de elementos
extracurriculares; para el caso puntual de este episodio dicho medio es visualizado en el episodio
[Ep.12 Sg 4].

La predominancia de la faceta epistémica en la mayoria de los segmentos indica que uno de los
focos de interés de la clase es la obtencidn de procedimientos basicos para la solucion de ejercicios
matematicos. Para dicho efecto la profesora enfatiza en lo que ella considera importante; asi mismo
corrige y realiza comentarios sobre los errores cometidos por los estudiantes; sin embargo aunque
dicha faceta posea tal importancia, pocos son los momentos en los que los estudiantes tienen
oportunidad de preguntar sobre lo que no les queda claro, al tiempo que en gran parte del episodio
no se resuelve ni se profundiza sobre los vacios conceptuales y procedimentales de los estudiantes,

31 Font, V., Planas, N & Godino, J. (2009). Modelo Para El Andlisis Didactico En Educacién Matematica.
Disponible en: http://www.ugr.es/~jgodino/eos/modelo_anadida_25junio09.pdf
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quienes ven limitada su participacion a la mera recepcion de informacion proporcionada por y
desde la profesora.

En comparacion con la faceta epistémica, de la faceta cognitiva no podemos decir mucho debido
a que son pocos los instantes en que el estudiante trabaja de manera autbnoma. La mayoria de
procesos matematicos estan a cargo de la profesora, asi como la proposicién de enunciados y la
identificacion de los errores; los estudiantes poco proponen modelos o procesos de solucién para
los ejercicios, son contadas las ocasiones en los que son los protagonistas del episodio. Esto puede
estar relacionado con el hecho de que es la profesora la que generalmente incentiva la interaccion,
aun cuando es ella misma la que no permite que se concrete eficazmente.

Por ultimo, tenemos la faceta ecoldgica. La importancia de esta faceta no es perceptible en el
episodio; son pocos o insuficientes los indicadores que podemos encontrar a lo largo del episodio;
la relacion de los contenidos académicos propuestos con elementos extra académicos es a grandes
rasgos imperceptible, no se evidencia explicitamente referencia a variables sociales, econdmicas,
culturales, etc., lo cual puede transformase en una posible explicacion a factores como:

- Desinterés de los estudiantes (¢ Por qué es importante?)

- Descontextualizacion del conocimiento matematico (;Dénde se usa?).

- Aplicabilidad del conocimiento matematico (¢,Para queé se aplica en el mundo?)
- Importancia de los elementos conceptuales (¢ Por qué es importante adquirirlos?)
- Incomprensién del célculo.

5.1.2.3 Representacion Grafica Global del Episodio

Con base en la matriz de facetas de idoneidad didactica se representa la frecuencia con la que cada
segmento se relaciond con una u otra faceta, de lo cual se ha generado un gréfico que da cuenta de
la tendencia marcada por un fuerte sesgo o inclinacion a lo epistémico, cognitivo, etc. Es decir, no
muestra la idoneidad sino la tendencia hacia uno de los aspectos que marcan el desarrollo de la
practica.

Tabla 26. Plantilla con datos registrados.

Facetas De Idoneidad Didactica Episodio 12 — 13 segmentos

Epistémica 100%

Cognitiva 23,08%
Interaccional 23,08%
Mediacional 0%

Emocional 0%

Ecoldgica 0%
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Nota: Aungue la tabla arroja el 100% en la faceta epistémica por el simple hecho de que todo el
episodio es desarrollado por la profesora, no significa que la idoneidad epistémica sea solo porque
por indicadores de frecuencia aparece ese 100% (cuantitativamente) sin embargo la vifieta
selecciona en la que aparece dx en todas las derivadas indica que hay no es una préctica epistémica-
institucional, que no hay una distincion rigurosa matematica entre derivada y diferencias, luego no
se puede afirmar que la idoneidad epistémica sea del 100%.

Episodio 12
Epistémica
Ecoldgica Cognitiva
Emocional Interaccional
Mediacional

Figura 8. Grafico radial generado a partir de la matriz de facetas de idoneidad didactica del episodio 12

A continuacion, se presenta la Matriz Categorial que se ha denominado Descriptiva y a la cual se
le ha agregado una columna de atributos de oposiciones.
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5.2 Matriz Categorial Descriptiva (Practicas Matematicas Y Configuracion De Objetos) Y

De Oposiciones

5.2.1 [Ep. 4] Episodio 4. Ejercicios sobre limites algebraicos y trigonométricos

Tabla 27. Matriz categorial descriptiva y de oposiciones — Episodio 4

CATEGORIAS

DUALIDADES Y OPOSICIONES

Problemas
P1: Calcular

lim M

x—3 x-3

P2: Calcular
. 1—cosx
lim

x—0 X

P3: Calcular
(tagx — senx)

x-0 x3

P4: Calcular
. (tgx
lim (—)

x-0 X

P5: Calcular

(1 —tanx)
im———
x_% senx — Ccosx

Lenguaje

e Verbal
Limite, limite especial, limites trigonométricos,
Identidades trigonométricas, angulos especiales, angulos
coterminales, indeterminacion, Seno, Coseno, Tangente,
circunferencia unitaria, angulo, grados, triangulo,
conjugado.

e Simbdlico

La definicion es una expansion discursiva y
también un concepto

La definicion como letrero es un lenguaje.
La definicion también es un proceso y
concepto.

En el lenguaje hay términos, predicados,
proposiciones, expansiones discursivas.
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lim

x—3 X

mnﬂiﬂﬂ;hmf@y%
a

xolksenx—cosx’ x—
4

(\/?—_\/3@ © lim 1-cosx, lim (tagx—senx). lim (tg_x)

x—0 x x50 x3 Tox>0\ x

Simbolos de las expresiones simbolicas de las funciones
que aparecen (tan x,x,3 .....)

e Proposiciones
Previas
Para las funciones continuas lim f(x) = f(a)
x—-a
(implicita)
1 — cos2x = sen2x

El limite de un producto de funciones es el producto de
limites
limZ= =1
x-0 X

Emergentes:
1) lim @roal et
x—3 xX—a
x-3 x-3 6
1—cosx

3) limI=2% =

x—0 X
4) lim (tagx—35€nx) _ 1

x-0 X 2

im (£95)=
5)2%(x)—1

. (1—-tanx) 2

6) lim——r_ = _ 2

X sen x—cosx V2
2

e Argumentos
Argumento 1:

Tesis
lim (xB3) 3
x—3 x—3 6
Razén
1° Forma
lim (Vx—/3) *(\/E—\E) L x—3

x->3 Xx-3 (Vx—v3) B }cllg (x—3)(Vx—V3)

Son Términos:
ostensibles,
sistémico
Expresion.
Extensivo

Son proposiciones como parte de Lenguajes,
No ostensivas
Intensivo

Anuncia que demostrara este primer limite
que llama especial, sin embargo, el que
realiza es el tercero.

Estas 6 proposiciones son:

No ostensivas

Extensiva

Sistemica

Personal

Las proposiciones son importantes por el
concepto que expresan, por tanto también
pueden estar en la casilla de conceptos.

En las proposiciones y las razones lo
importante no es el lenguaje sino el contenido
conceptual.
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. 1 1 . V3 . .
}}Eg WA Tamblen? racionalizando
2° Forma
limM - limM = lim —— = L
x—3 X-3 x-3 (VX+V3)(Vx—=V3)  x-3Vx+V3 23

Argumento 1.1:

Tesis
. vJx—a
lim =
x-a X—a
Razén
Vx—va n_gh

a . X =
= lim
x-=a X—a

n-—1

na

n-1

=na
x-=a X—a

Limite Especial

Argumento 2:

Tesis
lim 1—cosx - 0
x—0 X

Razon

1—cosx

. 1+cosx 1-cos? x sen?x
Lim
x—0 X

senx

= lim =lim
x—0x(1+cosx) x—0x(1—cosx)

2

1+cosx
senx

= lim

x>0 X
Se ha seguido el procedimiento de calculo de limites para
el caso de indeterminacion 0/0 realizando un tratamiento
y utilizando, entre otras, la propiedad que el limite de un

producto es el producto de limites

1+cosx

Argumento 3:

Tesis
lim (tagx—:enx) _ 1
x—0 x 2
Razon

senx

Se cumple que Tan x =
CoSX

senx
( —senx)
CoSsXx

Lim (tagx—senx) — i _

x—0 x3 x—0 x3
(senx—senx*cosx) ( )
T cosx senx(1—cosx
: COSX. — | —
Lim 3 = 11m3— =
x—0 X x—0 X°Ccosx

. senx(1—cosx) 1+cosx senx(1—cos?x
Lim * = senx(1-cos’x) _

x—0

x3cosx 1+cosx x>0 x3cosx(1+cosx)

Son proposiciones ostensibles y extensivas

La razén del argumento es no ostensible e
institucional porque se comparte.

Se reconoce una dificultad para clasificar
cada evento en las categorias de EOS

Hay varios tipos de argumentos, sin embargo,
en esta clase son puramente algebraicos y
procedimentales,

El argumento es el resultado y el
procedimiento. Es resultado en tanto objeto
descrito en el analisis didactico del EOS
como queda linglisticamente en la
transcripcion; Es proceso en tanto
procedimiento argumentativo como ocurrio
en la situacion problémica en el aula.
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senxxsen®x . _Senx senx senx 1
_—— * * *
x>0 x3cosx(1+cosx) x>0 X x x cosx(1+cosx)

., 1
El resultado de evaluar la funcion en x =0 es >
Argumento 4.

Tesis
. tgx
lim (L): 1
x—0 X
Razo6n
¢ senx
. X . . senx
lim (L) = lim <ﬂ) = llm( ) =
x->0 \ X x-0 X x—-0 \X*C0SX
. senx 1 . 1
i * = _— =
x-0 X COoSX x—0 CoSx

Argumento 5:

Tesis
. (1—-tanx) 2
m-———=——
x_,g sen x—cosx V2
Razdn
(1_senx) (cosx—senx)
lim 8RR iy A cosx)  _ jyyy _cosx
x> sen x—cosx x>t sen x—cosx x>t senx—cosx
4 4 4
cosx—senx — lim cosx—senx _
x> cosx(senx—cosx) xof  cosx(cosx—senx)
4 4
lim———=-+=-2
x—% cosx g V2

Conceptos

Limites  especiales,  Funciones trigonométricas,

Son:
No ostensibles (inmateriales)
Intensivos (generales)

Identidades trigonométricas, Limite indeterminado de Contenidos.
tipo 0/0 Intensivos
Procedimientos Son:

1) Célculo de limites por evaluacion.

2) Racionalizacion.

3) Calculo de limites indeterminados del tipo 0/0

4) Evaluar la funcionen x = a

5) En caso de tener una indeterminacion hay que expresar
la funcién de una forma diferente (hay que hacer un
tratamiento usando propiedades).

No ostensibles.

Informales y no rigurosos

Calculos algebraicos

Evaluacion célculo aritmético
Transformaciones tipo tratamiento de Duval
Extensiva y no intensivo
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6) Volver a evaluar para ver si desparece la
indeterminacion.

7) En caso contrario hay que volver a hacer un
tratamiento usando propiedades.

8) Despeje de ecuaciones.

9) Uso de identidades trigonomeétricas para solucién de
limites.

Tabla 28. Elementos de analisis de resultados del Episodio 4

Al tratar de distinguir los objetos que se podrian clasificar dentro de los Lenguajes y los que no
lo son, se encontraron frecuentes dificultades. Por ejemplo, las definiciones que se presentan por
parte de la profesora o en los libros de texto son también Proposiciones, claramente identificables
y ostensibles, pero también podrian ser clasificadas como Conceptos, pero serian no ostensibles.

Las Proposiciones y las Argumentaciones son Lenguajes, pero habria que caracterizarlas en sus
propias categorias que se distinguen entre si porque toda argumentacion tiene una 0 mas
proposiciones, pero ambas volverian a aparecer en Lenguajes.

Para evitar estas dobles clasificaciones, tanto Proposiciones como Argumentaciones podrian ser
reubicadas como subcategorias de los Lenguajes, que seria una macro-categoria con situaciones,
procesos y objetos.

Las Proposiciones podrian tener a su vez una sub-categoria que fueran las Definiciones cuando
se toman como formulaciones linguisticas, no como procesos mentales. Pero cuando en una
argumentacion se usa una definicidn sin repetirla, se puede clasificar como Concepto, y por lo
tanto seria no ostensible.

Pero Proposiciones y Argumentaciones como subcategorias no agotan los objetos que pueden
aparecer en la macro-categoria Lenguajes. Podrian agregarse subcategorias como expresiones
semidticas no articuladas (como los gestos), y en las articuladas se podrian distinguir
subcategorias como términos, operadores y predicados; luego vendrian las Proposiciones y las
deméas Expansiones Discursivas, entre ellas las Argumentaciones, las Narraciones y las
Instrucciones.

Tabla 29. Vifeta episodio 4

Vifeta Ep4 Segl-2-3
P: ¢Recuerdan el taller sobre limites? Pues hoy vamos a dedicar la clase a resolverlo:
ustedes lo van a hacer ¢bueno?

P: Empecemos:  lim (x=3)

x—3 x—3
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Pasa a un estudiante e insiste en que la raiz se pueda ver como diferencia de potencias.
Anota en el tablero la férmula que ella llama limites especiales:

n_,n)
1) lim (7-a” _ pgn1
x—>3 X—a
2) lim== =1
x-0 X
3) lim == = ¢
x—0 X
1° Forma racionalizando
(E-V3) (E-V3) . x—3
lim * = lim
23 x=3  (Vx—v3) 3 (x-3)(x—3)
1 1
lim = Tambien —
x=3\x =3 23 6

2° Forma factorizacién: diferencia de cuadrados en el denominador

lim M = lim (\/E _ \/§) i 1 !

P x=3 S (r VBB VR4 VE 2V3

3° Forma. Aplicando la férmula del “limite especial”

C(Wx=v3) 1 1 1
lim———— =-%32=——
x»3  x—3 2 243

Son proposiciones ostensibles y extensivas

Tabla 30. Analisis de dualidades y oposiciones de la vifieta del Episodio 4

Vifieta Ep4 Segl-2-3 Analisis de dualidades y oposiciones
_ (\/E — ﬁ) La profesora insiste nuevamente en que la raiz se pueda ver
}C!g? como diferencia de potencias para aplicarle la formula
(" —aV enunciada. Pero en ninguno de los libros de calculo
}clfé T x_—a consultados aparece este como limite especial.
=na"! iy . . .
La expresion correcta que Tam_blen_ es importante preguntar: ;por qué los estudiantes
) asocian inmediatamente, sin dudarlo, sin pensarlo que n es
corresponde es chl_r)lg ——_, = | hatural y por tanto no tiene sentido para potencia fraccionaria?
ng™1 Ese exponente n que aparece en esa formula al desarrollarlo
por el teorema del binomio se supone tacitamente n entero
positivo.

De hecho es un limite que requiere un caso de factorizacién de
resta de potencias iguales, y su procedimiento nuevamente es
algebraico, manual, quiza lo especial podria ser que la potencia




243

n es intensivo y no extensivo, es generalizacion y no un caso
particular con n=2 o n=3.

Ademas, podria realizarse usando la regla de L’Hopital pues
es un limite de la forma 0/0 y quedaria de la siguiente manera
derivando numerador y denominador por separado:

(™ —a"
lim ———
x-a X—a

o pxnl
lim =na" !
x—-a

Tabla 31. Elementos de analisis de resultados de la vifieta seleccionada

Hay una resistencia en los estudiantes para realizar el limite propuesto con la férmula de
“limite especial”, pues lo abordan en primer lugar por racionalizacion, método que esta
mas asociado cuando se presentan raices en los limites. O ese segundo procedimiento que
involucra un caso de factorizacion en el denominador, que no es en lo primero que piensan
la mayoria de estudiantes. Pero el que la profesora insiste en usar como un caso particular
de lo que ha llamado limite especial, ninguno lo ha realizado por ese método, incluso se
tardan bastante en aplicar la férmula para obtener el resultado, pues ahi no habréa ningtn
procedimiento mas que reemplazar la x por el nimero 3.

Los argumentos son proposiciones como parte de Lenguajes, No ostensivas, Intensivo.

Hay varios tipos de argumentos, sin embargo en esta clase son puramente algebraicos y
procedimentales.

El argumento es el resultado y el procedimiento. Es resultado en tanto objeto descrito en
el analisis didactico del EOS como queda linglisticamente en la transcripcion; Es proceso
en tanto procedimiento argumentativo como ocurrié en la situacién problémica en el aula.
Se reconoce una dificultad para clasificar cada evento en las categorias de EOS

Al peguntar a la profesora la razén por lo que llama a ese limite “especial” respondié que
asi se lo ensefio el profesor Oriol en la licenciatura, y ese era “el profesor” el admirado, el
que sabia, el que formo6 a muchas generaciones de licenciados. Asi que es cierto eso de que
el ejemplo ensefia mas que la palabra, tambien ese rol de autoridad que ostentan algunas
personas y ese repetir actitudes y habitos incuestionables, también en la educacion.

En cuanto al ejercicio numero 3 también tiene un procedimiento analitico de solucién que
consiste en multiplicar por la conjugada del numerador, hacer aparecer la identidad
fundamental, reemplazarla, identificar el limite fundamental y evaluarlo, es decir, no tiene
el status epistemolégico del limite nimero 2 que si es un teorema, que no se puede resolver
con un tratamiento algebraico, ni analitico. Lo maximo que se puede hacer es verificarlo
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€s0s cocientes hacia 1.

con vecindades alrededor de 0 y tomar el sen, luego el cociente y estimar la tendencia de

5.2.2 [Ep. 12] Episodio 12. Derivadas Logaritmicay Trigonométrica

TABLA 32. Matriz categorial descriptiva y de oposiciones — Episodio 4

CATEGORIAS

DUALIDADES Y OPOSICIONES

Problemas

P1: Hallar la derivada de

B ES)

P2: Hallar la derivada de

Y = loge

W=

fG)=In (xTZ)

P3: Hallar la derivada de

(x—2)

f() =

P4: Hallar la derivada de

f(x)=Inyx(x+1)

P5: Hallar la derivada de

1
f@ = m[EE

P6: Hallar la derivada de
f(x) = sen (x* + 3x)
P7: Hallar la derivada de

f(x) = (sin(x* + 5x))3

P8: Hallar la derivada de

0 = on ()

2

P9: Demostrar mediante definicion formal de limite.
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y = senx —»y = Cosxdx
P10: Hallar la derivada de
f(x) = (sec(5x3 — 7x))?

Lenguaje
e Verbal

Diferencia de cuadrados, derivada, logaritmo, derivacion
Exponencial, derivacion logaritmica, propiedades,
funciones trigonométricas, limite

El cociente de la derivada de la funcién entre la funcion
multiplicada por el logaritmo de la base

e Simbolico
Y=Ihx-> y = 1;dx,
Siy = senx -y = (Cosx) dx,
Siy = Cosx »y = (—Senx)dx,

Siy = tgx -y = (sec?x) dx,

Siy = ctgx -y = (—csc?x) dx,

Siy = Secx — y' = (Secx)(tgx)dx,

Siy = Cscx =y = (—Cscx)(ctgx) dx, f(0) =
—%—)f’no estadefinidaenO, f'x) =

}li_r)r(l)f (f(x+h}2—f(x))

e Proposiciones
Previas:
fG)=c > f'(X)=0
fA)=X->f'X) =1
fX)=MX > f'(X)=M
CfX) =C.f'(X)
fX)=X"> f'(x) =nx""!
[fC) 9] =f"(x) £9'(x)

La definicidn es una expansion discursiva y
también un concepto

La definicion como letrero es un lenguaje.

La definiciébn también es un proceso y
concepto.

En el lenguaje hay términos, predicados,
proposiciones, expansiones discursivas.

Todas estas siete proposiciones compuestas
son de| caracter Personal por el dx que
acompana la férmula al lado derecho que de
facto lo pone la profesora pues no aparece asi
en los textos, ni es ostentado por el saber
institucional en ninguna instancia, ni por el
saber disciplinar riguroso de la matematica

Son proposiciones como parte de Lenguajes,

No ostensivas
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[f (). g = f'(x). g(x) + f(x). g'(x)

f@] _f'®).900) - f(x).9'(x0)
g(x) [g()]?

1
Y=Inx - y’=;dx

Y = loahx = _lnx
-9 =Y =
l
’—dxlb
y=—ln

Y =e* - y =e¥dx
Y =a* - y = a*lnadx
Siy = sinx -y = cosx dx
Siy = cosx -y = —sinxdx
Siy = tanx -y’ = (secx)? dx
Siy = cotx -y = —(cscx)?dx
Siy = secx —» Yy =secxtanxdx

Siy = cscx -y = —cscxcotx dx

Emergentes

Ejercicio 1:
x 3 x2+1
V'=logs (E)(l—x><x+2>l
\)
, 1 (-1 N 2x
~xIn6 (1—-x)In6 (x2+1)In6
1
~(x+2)In6
Ejercicio 2:

1
3

f(x) =In (%)

Intensivo

No ostensivas
Extensiva
Sistémica
Personal

Las proposiciones son importantes por el
concepto que expresan, por tanto también
pueden estar en la casilla de conceptos.
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(x) = 1 ( 3 1 )
F&) =337 v 12 N . .
Son proposiciones ostensibles y extensivas

Ejercicio 3:
o0 =tn [ 2k
X) = 1n
V2x —1
)
Sx —1 La razon es no ostensible e institucional
fx) = G- — D porque se comparte.
Ejercicio 4:
f(x) = Inyx(x+1)
)
, 1 (1 1 )
fe = 2\x 1-—x
Ejercicio 5:
B (e*+1)
£ = |G
)
, —2e”*
fO) =
Ejercicio 6:

f(x) = sen (x* + 3x)
l
f'(x) = [cos(x? +3x)](2x + 3)
Ejercicio 7:
f(x) = (sin(x* + 5x))°
\)
f'(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?

Ejercicio 8:

0 = en(2)
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16sin (xzﬁ) cos (xz—-licél)
(x + 4)?

frx) =
Ejercicio 9: Demostrar mediante definicion formal de
limite.
y = senx -y = Cosxdx
)
f'(x) = cosx
Ejercicio 10:
f(x) = (sec(5x3 — 7x))?
)

f'(x) = 2sec(5x3
— 7x) sec(x?
— 7x) tan(x® — 7x) (15x% — 7)

e Argumentos

Argumento 1:

Tesis
v = 1oge () (Z5) (52 = ¥ = e
(-1) 2X _ 1
(1-x)In6 = (x2+1)In6  (x+2)Iné6
Razon
3 241
V= loge (;)(1—x><)§c+2>l

x 3 xZ+1
Y = log6(§)+log6(1_x>+log6 o

Y = loge(x) —loge(2)

+ loge(3)

—logs (1 — x)

+ logg(x2 + 1) — logg(x + 2)

Y = (ln(x) —ln(z)+ln(3)—ln(1—x)+1n(x2+1)—ln(x+2))
- Iné6

Hay varios tipos de argumentos, sin embargo
en esta clase son puramente algebraicos y
procedimentales,

ElI argumento es el resultado y el
procedimiento. Es resultado en tanto objeto
descrito en el andlisis didactico del EOS
como queda linglisticamente en la
transcripcion; Es proceso en tanto
procedimiento argumentativo como ocurrio
en la situacion problémica en el aula.
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In(x) ) dx

Sly:ln(a) = :xlnadx

Y = (ln(x) —ln(Z)+ln(3)—ln(1—x)+1n(x2+1)—ln(x+2))
- In6

1 1 2x 1

v = xlne (1-x)Ine6 T (x2+1)1Ine6 o (x+2)In6

Y = 1 (1 1 n 2x 1 )
T In6\x  1-x @ x2+1  x+2

Argumento 2:
Tesis

fG)=n (x?iliCZ)

Razo6n

W[

ﬁf,(x)=%(%_xj—2)

W=

0 =n(i2e)

=35

[In(3x) — In(x + 2)]

f(x) =

fo):%(%_xiZ)

Argumento 3:

Wl =

Tesis

f) =f(x) = [( — ) > f(x)
_3(2x—1)—(x—2)
T 2x—-1D(x-2)

Razén

[ =2)3
f(x) =1In [—Zx — 1]

f(x) = In(x —2)3 —In(v2x — 1)

f() = 3In(x—2) - SIn(2x — 1)

Se reconoce una dificultad para clasificar
cada evento en las categorias de EOS

Son proposiciones como parte de Lenguajes,
No ostensivas

Intensivo
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A (x i 2) N (2x1— 1)

ooy 6x—3—x+2
& =G =pex-D
N Sx —1
& =a=pex-Dn
Argumento 4:
Tesis
f(x) = Inyx(x+1) - f(x)
_ 1/1 1
=51
Razo6n

f(x)=Inyx(x+1)
x(x+1)
2

f(x)=1In
1
f(x) = 5 (Inx(x+ 1))
f(x) = 1 (Inx +In(1 — x))

f<>--@—1iJ

Argumento 5:
Tesis

R

Razén

(e +1)

f(x) =

f(x) = In(e* + 1)—ln(e -1

—Ze

Personal

Personal
Personal
Personal
Personal
Personal

Personal

No ostensivas
Extensiva
Sistémica

Personal
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e* e*

O =D @ -n
o (e-1e* — (e* + 1)e*
f&) =T -1
, B (er_ ex _ er _eX)
fO =G Ee -y

! —2e*
£ =g

2
f(0)=- 0~ f'no esta definida en 0

Argumento 6:
Tesis

f(x) = sen (x*+ 3x) » f'(x)
= [cos(x? + 3x)](2x + 3)

Razon
f(x) = sen (x% + 3x)
f'(x) = [cos(x? + 3x)](2x + 3)
Argumento 7:
Tesis

f(x) = (sin(x* +5x))° > f'(x)
= 3(8x3
+ 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?

Razén
F(x) = (sin(2x* + 5x))3
£(x) = 3(sen(2x* + 5x))" Cos(2x* + 5x)(8x® + 5)
£(x) = 3(8x3 + 5)(Cos(2x* + 5x))(sen(2x* + 5))?

Argumento 8:
Tesis
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2

RS e

_ 16sin (xz-lic4) cos (ijC‘L)
(x +4)2

Razoén

2

0 = (2]

B 2 sin (xzﬁ) cos(xz_i_—x4)((2 (x +4) — 2x)

(x +4)?
.. 2x 2x
) = Zsm(x i 4) cos(x i 4)(8)
(x + 4)?
. 2X 2x
£ = 16 sm(x i 4) cos(m)
(x +4)?
Argumento 9:
Tesis
y = senx =y = Cosxdx — f'(x) =cosx
Razon
e _ fx+h)—f(x)
Si f'(0) = lim £ (F2575)

sin(x + h) —sinx

£60) = lim f(———

sinx cosh + sin h cos x — sinx

f'Go) = lim £ -

) = i sinx(cosh — 1) y sinh cosx
f1x) = hl—r>r(1)f h +m h

, _ singli (cosh) —1 Y sinh
f'(x) = smxhl_r)r(l)f (T) + cos x lim —

f'(x) =sinx (0) + cos x (1)
f'(x) = cosx

Arqgumento 10:

Tesis

Las tesis Son proposiciones ostensibles y
extensivas

Las razones son no ostensibles e
institucionales.
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f(x) = (sec(5x° = 7x))? > f'(x)
= 2sec(5x3
— 7x) sec(5x3
— 7x) tan(5x3 — 7x) (15x2
~7)

Razo6n

f'(x) = 2sec(5x3 — 7x) sec(5x3 —
7x) tan(5x3 — 7x) (15x% — 7)

Conceptos Son:
Derivacion, funciones trigonométricas, logaritmos, | No ostensibles (inmateriales)
derivadas de las funciones trascendentes, comun .
) R Intensivos (generales)
denominador, simplificacion,
Contenidos.
Intensivo
Procedimientos Son:

1) Aplicacion propiedades logaritmos.
2) Factorizacion
3) Derivacion

4) Aplicacion limites

No ostensibles.

Informales y no rigurosos

Calculos algebraicos

Evaluacién célculo aritmético
Transformaciones tipo tratamiento de Duval

Extensiva y no intensivo

TABLA 33. VINETA EPISODIO 12

Vifieta Ep12 Seg?2

Y=Inx - y’=%dx

base:

Y = e*

P: Hoy se van a trabajar ejercicios de derivacion exponencial y logaritmica
, dx
Y = logbhx = y=i— "y == Inb
P: El cociente de la derivada de la funcion entre la funcién multiplicada por el logaritmo de la

- y = e*dx

Inx
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Vifieta Epl2 Seg7

Si f(x) = sinx - f'(x) = cosx dx
P: La derivada del seno de una funcion es el coseno de la funcion por la derivada de la funcién,
es un error decir solamente “derivada de seno es coseno”.

Vifieta Ep12 Segll

P: En el tablero: Siy = senx —»y = (Cosx) dx
Siy = Cosx -y = (—Senx)dx
Siy = tgx >y = (sec?x)dx
Siy = ctgx -y = (—csc?x) dx

Siy = Secx —» y' = (Secx)(tgx)dx
Siy = Cscx »y = (—Cscx)(ctgx)dx

Esto seis enunciados en los que claramente aparece el uso de dx en la derivada se presentan
con el fin de dar cuenta de que dx no se presentd solamente en una situacién sino que hace
parte del discurso de la profesora al explicar todas las derivadas.

Tabla 34. Analisis de dualidades y oposiciones episodio 12

Vifeta Ep12 Seg2 Andlisis de dualidades y oposiciones

Y=Inx > y = 1 ax Es una propgsicién compuesta que consta de dos partes con
X un operador intermedio

Las proposiciones estan unidas por un operador de —

implicacion por lo tanto parecen requerir un proceso de

validacion.

Las razones aparecen en lo no ostensible y en lo cognitivo

personal. Esa implicacién es compartida por todos los

profesores por lo tanto es institucional también. El operador

logico — necesita una explicacion que no aparece

explicitamente.

Las tesis estan ostensibles como proposiciones linguisticas

compuestas de dos partes. Esa razon cognitiva es también

institucional o epistémica porque es aceptada por toda la

comunidad académica.

ostensibles,
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Son proposiciones como parte de Lenguajes,

No ostensivas

Intensivo

Extensiva

Sistémica

Personal

La razdn es no ostensible e institucional porque se comparte.
Hay varios tipos de argumentos, sin embargo en esta clase son

puramente algebraicos y procedimentales,

El argumento es el resultado y el procedimiento. Es resultado
en tanto objeto descrito en el anélisis didactico del EOS como
queda linguisticamente en la transcripcion; Es proceso en
tanto procedimiento argumentativo como ocurri6 en la
situacion problémica en el aula.

Se reconoce una dificultad para clasificar cada evento en las
categorias de EOS

Vifieta Ep12 Seg7

Analisis de dualidades y oposiciones

Si f(x) = sinx - f'(x) =
cosx dx

P: La derivada del seno de una
funcion es el coseno de la
funcién por la derivada de la
funciéon, es un error decir
solamente “derivada de seno es
coseno”.

1. La profesora pone la diferencial de x (dx) como parte
de la derivada. Se podrian inferir por lo menos dos
explicaciones para esta escritura.

la primera es que estd pensando en una regla de la

cadena y ese dx representa la derivada interna de la

funcion,

“la derivada del seno de una funcidn es el coseno de

la funcién por la derivada de la funcién”

y la segunda es que estd pensando en la integral, mas

exactamente en la antiderivada que requiere ese dx

para devolverse y decir algo como la antiderivada de

cos x dx es sin x.

Revela fundamentalmente esa falta de distincion

rigurosa entre la derivada y la diferencial. La notacion

compartida por la comunidad académica y por los

textos de calculo para lo que en la clase la profesora

quiere decir es, por ejemplo:

Sif(x) = sinx - f'(x) = cosx ,o0

Si f(u) = sinu,yues funcionde x - f'(u)

du

= cosu—
dx
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Al poner el tema con algunos profesores de matematicas de
la Facultad, se les pregunto:
¢Cual es la diferencia entre derivada y diferencial?
Algunas respuestas obtenidas:

e En R son la misma cosa.

e En R? son lo mismo.

e En R3 son diferentes significados:
Ay es el comportamiento de la funcion y.
dy es el comportamiento de la recta tangente
(¢recta tangente en R3? 11 O en R??

Ax = dx pero Ay # dy

flx+h)—f(x) =Ax
f(x;'-:l})l:i(x) — f(x+h2_f(x) — fl(x) — i_x')
Yy

Pero f'(x) = Z—z — razon de cambio
Six2—-x1 ent x2—x1-0

2—-y1
entonces dy = %

Sif'(x) = Z—zaf’(x).dx =dy
Jf).dx=[dy >y+c

¢Por qué las integrales necesitan el dx, dy, dt en la expresion
[ f(x)dx?
e Para saber con respecto a que variable se integra «—
e Es importante por ejemplo en varias variables en el
concepto de derivada parcial y de integrales dobles y
triples [ AJJf
e Si[ [dy = xesconstante
e Si[[dx = yesconstante

¢Pero realmente cual es el papel de esadxen [ f(x)dx?
e Esquesidx ody odt no esta no se puede integrar.
e Por el Teorema Fundamental del Calculo T.F.C.
¢Son las siguientes notaciones correctas matematicamente?

JDf(x) = f(x)
DJf(x)=f(x)

d A , .
f'(x) =y =D,y = d—z + ﬁ ¢Por qué no son iguales?

¢Se dice que una funcion es derivable o diferenciable?
¢ Cuando es derivable?

¢ Cuando es diferenciable?

Realmente se llama C. Diferencial, No C. Derivadas
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¢ Por qué los profes no lo presentan claro?
¢Cudl de las dos: dx o Ax esta relacionada con la dy o Ay?
Mgec/\Myqn en R? qué relacion tienen con dx o Ax, y con

dy o Ay?

Podemos decir lo siguiente

fo=2
[f(x).dx = [Ldx
f@=y+c
y
f(x+h)
f(
c

X x+h

Formalizando algunos conceptos involucrados en lo aqui
discutido, cito a continuacion algunos extractos del Célculo
de Leithold, con el objetivo de precisar:
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A continuacion, se transcriben textualmente las consideraciones del director y codirector acerca de
la situacion expuesta con el animo de no perder tan enriquecedores apuntes.?

TABLA 35. VINETA

Vifieta
RV: “Desde Bajtin es claro que el uso particular de la palabra en la practica es su
significado. ¢Cudl era este uso? Lo que nos quiere decir Bajtin es que un enunciado esta
Ileno de matices dial6gicos, y sin tomarlos en cuenta es imposible comprender hasta el
final el estilo del enunciado.

Carlos Eduardo tiene una hipotesis sobre esta forma de hablar de la profesora sobre
el dx, que, si recuerdo bien, esta asociada con el procedimiento que se efectua en el calculo
de la anti derivada. Mi hipdtesis es otra. Esta asociada con la formula de derivacion
implicita a la cual la profesora podria estar acudiendo. Acepté en su momento que la
hip6tesis de Carlos Eduardo me gustaba mas. Sin embargo, seria bueno ir mas
profundamente en el asunto y por qué no indagar directamente con la misma profesora.

Voloshinov sostiene que el lenguaje es interaccién verbal en tanto que no sélo se toma en
su dimension cognitiva-racional, sino ante todo como un fendmeno de alteridad, lo cual
sugiere que en dicho fendbmeno puede estar ocurriendo una practica de hablar de la
profesora, tal vez heredada, que recurre a ciertas elocuciones y que, segun ella, le van a
permitir lograr que los estudiantes le entiendan.”

CEV: “Otra hipdtesis es que, si la profesora esta segura de que la integracion indefinida es
un reversazo de la derivacion, el operador de integracion indefinida o anti derivada /)
debe anular el operador de diferenciacion D(-) o (-)’:

AD(f(x)) -dx) = Af'(x)-dx) = f(x) o cualquier otra funcion f(x) + ¢ que tenga la
misma derivada f’(x)

Tendria pues razon en pedirle a los estudiantes hacer explicito el “dx” en f’(x) - dx para
reversar la integracion que ella ve como “/f’(x) - dx)”, aunque otros matematicos vean el
operador de anti derivada o integral indefinida como si tuviera el simbolo despegado en
dos partes con una ventanita en la mitad:

/(=) - dx, que aplicado a f’(x) daria /[f’(x)] - dx

Pero mi siguiente jugada de esgrima verbal seria decirle a la profesora que de todas
maneras incurre en un desliz de notacion y en otro de interpretacion de la derivada y la
diferencial, pues si usara la notacion de Leibnitz, veria que para él la derivada es la raz6n
entre dos diferenciales:

D(f(x)) = df(x)/dx,luego D(f(x))-dx = (df(x)/dx)-dx = df(x) (Ya sin
"dx").

32 Conversacion privada de Rodolfo Vergel y Carlos Eduardo Vasco realizada el 4 de abril de 2017 en Bogota,
Colombia.
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Ahora, siguiendo a Leibnitz, el operador de integracion indefinida J(-) si es un reversazo
de la diferenciacion d(-), pero no de la derivacion D(-)!

A(D(f(x)) -dx) = Jdf(x)y laintegral /de la diferencial df (x) si corresponde a f (x),
mddulo su clase de equivalencia de funciones equidiferenciales:

Jaf = [f]

En donde no hace falta la x, pues la clase de equivalencia o clase equidiferencial de f,
[ f]es lo que llamamos muy mal notado "f(x) + c¢", con una lectura mas mala todavia:
"en donde c es una constante arbitraria”. Mi siguiente jugada de esgrima verbal seria: ";Si
c es arbitraria, no es constante sino variable!".

Ambientacion a la entrevista:

A continuacion, se transcribe la entrevista que se realizo a la profesora con el objetivo de contrastar
las hipotesis realizadas acerca del uso del d x , y tener de primera mano sus concepciones acerca
de esa practica, de esa forma de notacion, como también acerca del significado que le otorga a ese
d x ; de paso decantar sus concepciones sobre derivadas y diferenciales, todo ello con el &nimo de
precisar un analisis riguroso de acuerdo con nuestro marco tedrico y metodolégico. 3

Antes de empezar a grabar ya habiamos conversado acerca del interés de comprender su notacion,
concretamente ese dx que coloca al lado de la derivada de todas las funciones en el episodio 12 y
se logr6 que permitiera grabar sus ideas al respecto.

TABLA 36. ENTREVISTA

Entrevista

I: “Al escribir al lado de la derivada ese dx, en qué estas haciendo el énfasis y qué
pretendes en los estudiantes? Explicame lo que me quieres decir.”

P: “Cuando nosotros abordamos el concepto derivada en algunas funciones particulares
como las funciones trascendentes, noto que mis estudiantes le prestan demasiada
importancia a la representacién simbolica y no al concepto que queremos tener en una
representacion simbolica.

Frente a representacion simbdlica me refiero a una ecuacién. Si yo tengo que la derivada
del seno es el coseno como parece en muchos libros de calculo, ven una formula y la repiten
de memoria. Lo importante es ver que la derivada del seno no es el coseno, sino que la
derivada del seno y tu vas de encontrar después de eso muchas funciones, que la derivada
del seno de una funcién es el coseno de la funcion por la derivada de la funcién y no revisar
la derivada, repasando, repitiendo una férmula, sino entender que nuestros sistemas de

33 Entrevista personal de la investigadora (1) con la profesora (P) realizada el 28 de abril de 2017 en Bogot4, Colombia.
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representacion simbdlicos lo que nos permiten es representar, en una ecuacion un
concepto.”

I: “Pero lo que me dijiste, ¢el énfasis que le das al poner dx es para que ellos caigan en
cuenta que les falta la derivada de la funcion?”

P: “A que me refiero cuando y esto pasa en todo a la derivada de las funciones
trascendentes, en todas, sea la exponencial, la logaritmica, bueno la exponencial, la
trigonométrica, la hiperbdlica con sus respectivas inversas, en todas siempre tienes que
revisar y hacer énfasis con ellos que aunque esté la formula siempre lo que esta derivando
al final tienes que hacer la derivada de la funcién, que tu no estas de derivando un x, que
la derivada del sen(x) no es el cos(x), qué ese X lo que nos esta interpretando en la
férmula es una funcion entonces que al final tengo que derivar dicha funcion.”

I: ¢ T crees que nuestros comparieros, los otros colegas de matematicas tienen en cuenta
este pedacito que digamos es una practica, una escritura que compartimos los profesores
de matematicas de la facultad por ejemplo o donde tu trabajas?”

P: “Yo la verdad considero que yo en una universidad en la que trabajo en particular tengo
desde hace muchos afios un curso de repitentes y yo veo siempre la misma reitero siempre
lo mismo en los estudiantes, ellos memorizan una formula y no esto, muchas férmulas en
otros conceptos no sélo derivada, de integrales de eso, sino solamente memorizan los
simbolos de la férmula, las letras, pero no el concepto inmerso que tiene una
formula. Entonces independientemente que sea con derivada pasa lo mismo con la longitud
de curva, con el volumen de un sélido, con hallar el &rea entre curvas, ellos repasan, repiten
la formula de memoria, pero no hemos entendido, no se ha hecho el trabajo de que esa
representacion simbolica es una ecuacion, una férmula, pero eso lo necesitamos para
representar el lenguaje matematico, pero mas alla de la formula esté el concepto inmerso
en ella y es lo que nos hace falta reforzar en eso. Repiten la formula nada més pero no
entienden verdaderamente el concepto derivada y menos en funciones trascendentes.”

I: “; Osea que ese dx es para llamar su atencion y decir no se les olvide?”

P: “Mas que no se les olvide es que no siempre les van a colocar en el seno derivar el
sen(x) sino ese dx lo que les van a colocar ahi es cualquier funcién.”

Audio

Algunos elementos de andlisis: Claramente el uso y el énfasis que la profesora pone en ese dx,
significa la derivada de la funcion pues “no siempre tienen que derivar senx" , Sino que ese x
puede ser una funcién cualquiera. Entonces mas que una forma de que se acuerden de poner la
derivada de la funcion es para que puedan reemplazar ese dx por la derivada de la funcion. No
utiliza la expresion “derivada interna”. Llama la atencidén también que para ella eso es correcto, no
tiene ningun problema acerca de distinguir derivada de diferencial.


file:///C:/Users/Administrador/Downloads/Entrevista_Profesora.m4a
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TABLA 37. ANALISIS EPISODIO 12 - SEGMENTO

Epl2 Seg4

Ahora el segundo: Alejo pasa y copia el ejercicio
Ejercicio 3: f(x) =In I

f(x) = In(x—2)—-Inv2x—1
f(x) = 3In(x —2) — %ln(Zx —1)

(x — 2)3l
2x —1

P: Ahi ya puedes derivar y ¢hay alguna otra propiedad? Ella misma se responde

feo=3 (x3%2> N %(zlxz— 1)
fj(x)z(x—Z)_<2x—1>

ooy 6x—=3—x+2
F® = =@ —D
s S5x—1

F@® = =@ —D

P: Por el otro lado seria largo y dificil: derivada de In derivada de raiz derivada de cociente y
después dicen que los parciales son dificiles y largos.

E: ¢Desde el comienzo habria podido ser

_In(x —2)3
e = InV2x — 1

P: iNo! Esas son las propiedades que ustedes se inventan. Si también tratan de hacerlo con el
producto.

El anélisis de este fragmento se centra en la pregunta del estudiante que consiste en aplicar “mal”
las propiedades de los logaritmos y sobre todo por la respuesta de la profesora, que no constituye
en si una respuesta pues no explica porque no se puede aplicar “esa propiedad”, ni profundiza
en las razones por las cuales el estudiante esta convencido de gque es correcta y esto abreviaria
los célculos sino que emite una frase irénica: “;No! Esas son las propiedades que ustedes se
inventan. Si también tratan de hacerlo con el producto”. Es decir, los potenciales conflictos que
podemos inferir en esta situacion no dan lugar a una gestion inadecuada por parte de la profesora
que logre transcenderlo.

5.3 Descripcion de la Practica

Esta seccidn constituye el complemento a la seccion 3.6 del Marco Teorico en la que se esbozaron
rasgos generales descriptores de las PEUC. En este apartado se presentan los enunciados de lo mas
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relevante al interior de las PEUC en una secuencia de 16 clases en diferentes semestres con la
misma profesora.

De las matrices documentales y categoriales es posible concluir que las clases son magistrales, en
las que la profesora define, explica, justifica, evalUa, institucionaliza, responde, desarrolla, realiza,
y tiene bajo su dominio la mayoria de actividades que soportan el curso de Céalculo Diferencial.

Los estudiantes toman apuntes, atienden, preguntan poco, intervienen poco, pasan al tablero solo
uno o dos en algunas clases, de un curso de 25 a 30 estudiantes. No se les asigna trabajo en grupo
en el salon, tampoco se les da espacio para desarrollar talleres de ejercicios, ni para interactuar
libremente hablando entre ellos alrededor del desarrollo de algin tema.

En cuanto a la gestion de las preguntas y a la atencidn que se da a ellas, aproximadamente en 15
ocasiones (segmentos) donde estudiantes le preguntan a la profesora, se observd que, o no se
responden, 0 se responden con sarcasmos, con ironias que no profundizan en el trasfondo de la
pregunta para decantar las posibles dificultades o eventuales conflictos que tiene el estudiante, ni
tampoco se aprovechan para ampliar un tema o para hacer caer en cuenta en algo sumamente
importante, o para que ellos tomen conciencia, objetiven algin proceso u objeto matematico, o
alguna practica que se considere fundamental. En ese sentido no se gestionan las dudas, las
dificultades no se tienen en cuenta, muchos menos se interesa o cuestiona acerca de posibles
obstaculos que puedan estar ocasionando tales dudas o que puedan estar generando potenciales
obstaculos por dejar asi las preguntas.

Otro aspecto muy llamativo es el hecho de dejar a medias algunos ejercicios, aproximadamente en
22 ocasiones (segmentos) en total de los 16 episodios de clase, por ejemplo, en los segmentos 6 y
7 del episodio 4 con frases como “terminenlo”, o por ejemplo, en los segmentos 6 y 11 del episodio
12 enunciando frases que parecen estar guiando el proceso que falta: simplifiquen, evaliien y ya”
pero que potencialmente son generadores de obstaculos que estan emergiendo para futuros cursos,
como el método de la derivacion implicita, asemejando un proceso de derivadas parciales, o el de
separar las variables como en ecuaciones diferenciales para hallar la derivada de logaritmo natural,
momentos que no causan conflicto ni a los estudiantes, ni a la profesora, pero si al observador o
investigador. No se les moviliza a inquirirse a si mismos y cuando alguno se da cuenta de algo tan
importante como que falta el dx, la profesora lo pasa por alto.

Con base en la clasificacion de conflictos del EOS (seccion 3.1): “...conflictos semioticos
potenciales entre los cuales destacan, por su relevancia, aquellos que origina un libro de texto al
dejar a cargo del alumno la realizacion de determinadas funciones semidticas que son bésicas para
la correcta interpretacion del texto y que, de no producirse, pueden ocasionar una disparidad entre
el significado personal global del alumno y el significado institucional pretendido”, es claro que
esta categoria es la que aparece cada vez que la profesora deja sin terminar un ejercicio, o dice
terminenlo, o0 me confundi, factoricen y evallen y ya. Frases como esa, son indicadores claros de
este conflicto semiotico con esta explicacion.
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Acerca de la interaccion, esta se limita a uno o dos estudiantes con los que la docente cuenta para
que realicen algun ejercicio, dicten una definicion, evalten un limite, respondan alguna pregunta,
traigan el portatil para proyectar alguna grafica en los televisores, entre otras. Se enuncian a
continuacién los dos episodios fundamentales y los segmentos de estos, en los que se ha
documentado y soportado lo anteriormente descrito:

De forma general se encontrd que en el Episodio 4 hay un poco més de interaccion, en el sentido
que ella al menos pregunta a su estudiante: Alejo y pasa algin otro estudiante al tablero. El
Episodio 12 consta puramente de explicaciones formales de su parte donde corta la dialéctica y
también corta la accion.

Ep4 — Sg. 2/6: La profesora hace todo, tiende a tomarse la totalidad de la clase. Ella formula, pero
ella misma responde. No permite que el estudiante responda. Trabaja con un estudiante que
generalmente es el mismo: Alejo. Algo visto como una especie de segregacion, pues solo tiene en
cuenta a uno de todos los estudiantes, solo le presta atencidn a uno de ellos.

Ep4 — Sg. 2/5/7/10/11: La profesora tiende a usar frases sarcésticas, irdnicas, agresivas en cierto
modo, lo cual revela una actitud de burla o peyorativa de parte de ella: “No se hagan los que estin
pensando”, “Cudntas neuronas perdimos”, “En esta toca pensar...”.

Ep4 — Sg. 1/3/6: Con base en las experiencias recolectadas de la observacion y documentacion de
las clases de la profesora (por ejemplo, cuando dice “esas son las propiedades que ustedes se
inventan” o no resuelven un ejercicio como debe ser) y en los resultados obtenidos en las
evaluaciones y parciales [Ver Anexos] se puede inferir que los estudiantes vienen con muy pocas
y deficientes bases algebraicas.

Ep4 — Sg. 8: En particular, por lo observado en todos los episodios de clase, a la profesora le cuesta
dejar trabajar, dejar hacer, dejar equivocarse, dejar rectificar, dejar preguntar, dejarlos trabajar a
ellos, rapidamente interviene, rapidamente es ella quien empieza a hacer “lo correcto”, es como Si
sintiera que la clase se termina y no se alcanzé a hacer nada de lo esperado, es decir, dejarlos
construir su propio conocimiento lo considera “no hacer nada” y le preocupa que el tiempo de la
clase se haya perdido. No se fomenta la practica de construir saber, de compartir procesos, de
contrastar, de poner en comun, de argumentar, de defender procedimientos, argumentos y
resultados.

Ep4 — 8/9: Hay una constante tendencia de la profesora de cambiar las practicas y de paso la
intencionalidad de la clase, es decir, no es consecuente lo que dice con lo que hace, se puede inferir
gue es un comportamiento arraigado en su ser docente.

Ep4 — 11: Borra muy rapido. No da el tiempo suficiente para que el estudiante tome notas, ponga
atencion, piense

Epl2 — 2/6: Sigue en una dindmica de preguntar y responder ella misma.

Epl2 — 4: Al hacer la resta de fracciones no se toma la molestia de explicar, y ellos seguramente
tienen dudas, “pero eso es algebra, no me puedo devolver tanto, hasta el colegio ni mas faltaba, esa
parte es de ustedes”. Reconocimiento del algebra como pre-requisito del calculo, como
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fundamento de él, como base sin la cual es imposible avanzar ni entender, y por otro lado la mirada
peyorativa a que el algebra se da por vista, por asimilada por el estudiante, tanto que no se puede
rebajar a explicar algebra, “ni mas faltaba”, no me puedo devolver tanto”.

5.4 Resultados

En cuanto a la categoria de Lenguajes en las matrices categoriales, al tratar de distinguir los
objetos que se podrian clasificar dentro de los Lenguajes y los que no lo son, se encontraron
frecuentes dificultades. Por ejemplo, las definiciones que se presentan por parte de la profesora o
en los libros de texto son también Proposiciones, claramente identificables y ostensibles, pero
también podrian ser clasificadas como Conceptos, pero serian no ostensibles.

Las Proposiciones y las Argumentaciones son Lenguajes, pero habria que caracterizarlas en sus
propias categorias que se distinguen entre si porque toda argumentacion tiene una o0 mas
proposiciones, pero ambas volverian a aparecer en Lenguajes.

Para evitar estas dobles clasificaciones, tanto Proposiciones como Argumentaciones podrian ser
reubicadas como subcategorias de los Lenguajes, que seria una macro-categoria con situaciones,
procesos y objetos.

Las Proposiciones podrian tener a su vez una sub-categoria que fueran las Definiciones cuando se
toman como formulaciones linglisticas, no como procesos mentales. Pero cuando en una
argumentacion se usa una definiciéon sin repetirla, se puede clasificar como Concepto, y por lo
tanto seria no ostensible.

Pero Proposiciones y Argumentaciones como subcategorias no agotan los objetos que pueden
aparecer en la macro-categoria Lenguajes. Podrian agregarse subcategorias como expresiones
semidticas no articuladas (como los gestos), y en las articuladas se podrian distinguir
subcategorias como términos, operadores y predicados; luego vendrian las Proposiciones y las
demas Expansiones Discursivas, entre ellas las Argumentaciones, las Narraciones y las
Instrucciones.

A continuacion se presentan Dificultades, Conflictos y algunos Obstéculos inferidos de los
episodios fundamentales 4 y 12, con las respectivas vifietas seleccionadas, dispuestos estos
resultados en forma de tabla.

Cuando una estudiante pasa al tablero ella le va corrigiendo escritura como el igual, los paréntesis, entre
otros.

La estudiante desarrolla el ejercicio preguntandole a un compariero, porque se siente insegura.

Como la respuesta que obtiene va con raiz la profesora le pide que racionalice la expresion 2—% pero a su vez

le va diciendo todo el ejercicio.

| Dificultades | Conflictos | Obstéculos Inferidos
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Dificultad entre estudiantes y
profesor: Desarrollar el limite,
factorizar, multiplicar por la
conjugada y Racionalizar la

.2 1
expresion, WL

Seg. 2

Dificultad de la profesora
consigo misma: dar tiempo
para  que los estudiantes
empiecen a trabajar o a ver que
no saben por dénde empezar, o
darse cuenta en donde tienen
problemas.

En esta situacion se pone de
manifiesto que a la profesora
le cuesta mucho dejarlos
trabajar, equivocarse, Si se
demoran se impacienta y
empieza a hacer ella misma el
ejercicio. Ella formula las
preguntas y ella misma las
responde.

Este comportamiento genera
una presion en los estudiantes
y no permite que se
desempefien  correctamente.
Tampoco deja ver si se da una
real comprension del
procedimiento generando
dificultades en ejercicios
parecidos, conflictos también
pues se puede presentar una
disparidad de significados
cuando se  hable de
racionalizacion 'y posibles
obstdculos  porque  mas
adelante se van cohibir de
preguntar y a guardar sus
dudas.

Propone un ejercicio:

Al pedir que lo resuelvan no lo hacen
racionalizando el numerador:

lim —(\/_ — \/§)

x—3 x—3

como ella espera, sino que en primer lugar lo desarrollan

L (E-V3) (T +3)

x—3

x—3 (Vx ++/3)
lim x—3
3 (x = 3)(Vx +73)

1 1
lim———==——
=3\x +vV3 243
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Luego lo hacen usando viendo el denominador como un caso de diferencia de cuadrados, es decir, usando
factorizacion.

VT -3

B x VB (x +V3)
1 1

MEv3) 2

Por Gltimo pasa un estudiante y le solicita explicitamente que lo desarrolle usando la “formula del limite
especial” que anoto en el tablero.

x™®—a™

lim
x>a X —a

Con dudas el estudiante aplica el “limite especial”.

N Gt ) N S S

x—3

x—3

Seg. 2

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Hay una dificultad en ver la
raiz cuadrada como diferencia
de potencias iguales. Y un
obstaculo no semidtico sino
generado por la semiotica.

Hay dificultad entre los
estudiantes y la docente pues
ellos no ven que se pueda
aplicar la férmula a este limite

Conflicto pues hay disparidad
de significados: para los
estudiantes el n de la férmula es
entero positivo, por tanto la
potencia fraccionaria no se
ajusta al caso.

Hay un  desajuste  de
significados, realmente hay un
conflicto semiotico epistémico
y cognitivo.

Es de resaltar que los
estudiantes resolvieron el
limite, e incluso de dos
formas: racionalizando que
fue en lo que primero
pensaron, multiplicaron por la
conjugada del numerador
arriba y abajo, simplificaron,
evaluaron el limite. Y en
segundo lugar factorizando
como diferencia de cuadrados
el denominador, no fue nada
facil verlo de esta forma,
aunque no fue tan rapido, pues
se espera que las raices
cuadradas sean exactas y no
que se dejen indicadas. La
dificultad radica en que ellos
no pueden ver esta expresion
como un caso de “limite
especial’ que la profesora
enuncia, y el que ella espera
que apliquen. La dificultad
aqui no es algebraica -
operativa sino como
“Institucional” en tanto hay
desajuste de significados.
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Cuando la profesora escribe de manera méas formal los limites en el tablero comete un error, pues pone un

3 en el limite en vez de a:

X" — an)
““;(x—a = na”™!
x> -

Vx = x1/?

V3 = 31/

En un momento de la clase cuando le pregunte en privado, porque los llamaba asi, me dice que porque asi

se los ensefiaron cuando vio calculo.

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Seg. 3

Se presenta una imprecision en
la escritura del limite pues
escribe 3 en vez a cuando lo
estd enunciando en forma
general lo que también
contribuye a confundir ain méas
la aplicacion de ese “limite
especial”.

Este “limite especial” que
llama la profesora no es mas
que la aplicacion de la regla de
L’Hopital pues el limite esta
en la forma 0/0 lo que permite
derivar arriba y abajo por
separado y llegar al resultado
que se presente.

Este argumento: “...asi me lo
enseflaron” demuestra que las
précticas de ensefianzas malas
o buenas se adquieren y se
mantienen por imitacioén a lo
largo de la  formacion
académica.

Yo voy a demostrarles el primero y el otro lo hacen ustedes y esta en todos los libros.

l-cosx _ 1-1 0
x50 x 0 0
Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos
La profesora es imprecisa en
Ep. 4 Es un conflicto epistémico ya | el lenguaje puesto que dicen
Seg. 4 que disparidad de significados | va a demostrar uno y

del termino demostracion.

realmente lo que hace es
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desarrollar el tercero.

Usa el termino demostrar
cuando en realidad lo que hace
es desarrollar el ejercicio
algebraicamente a lo cual no
se le puede Illamar en
matematicas demostracion,

La profesora le pide a Alejo que resuelva

1 —cosx
lim ———
x—0 X

Multiplica por la conjugada de numerador, aplica la identidad fundamental, separa el limite y Alejo evalla.
A pesar de que afirma que ellos lo hagan de tarea, no espera ni 10 segundos y se pone a realizarlo y al final
dice “terminenlo”

Seg. 6

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

genera una dificultad al no
permitir que los estudiantes
resuelvan el ejercicio para ver
las dudas y posibles conflictos
que tengan

Dificultad porgue la docente no
completa ciertos ejercicios o
cortaba el proceso, lo que no
permite su completa
comprension.

Terminenlo. Dejar inconcluso
algun ejercicio es
potencialmente generador de
conflictos,

Hay una baja interaccion.

La  profesora  pregunta,
formula, responde, escribe,
evalUa, institucionaliza; es
ella quien lo hace todo, lo cual
se asocia con un nivel bajo en
la faceta interaccional y.

Dejar  inconcluso  algun
ejercicio es potencialmente
generador de conflictos, pues
no se sabe si lo terminen bien,
0 si realmente lo termine, y
entonces queda en su
cognicion y en sus préacticas a
medio hacer, con vacios.

La profesora plantea un ejercicio que considera “interesante”.

(tagx — senx)

x=0 x3
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Les pregunta a algunos estudiantes partes del proceso, pero no espera la respuesta y lo desarrolla a su

manera.
Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

Dificultad al aplicar | En un momento del desarrollo | Considera  interesante el
identidades trigonomeétricas del ejercicio dice “me perdi” y | ejercicio porque involucra
Dificultad entre los estudiantes | pide que lo terminen. varias identidades
en los procedimientos | Pierde o cambia la intencion de | trigonométricas y procesos
algebraicos trabajo en grupo. Lo anuncia y | algebraicos, temas en lo que
luego lo cambia. sabe que los estudiantes

Por ultimo también afirma que | presentan dificultades.
Dificultad en el desarrollo del | desde el comienzo se podia | Es la profesora quien
limite  pues no sefiala | obtener un sen® a partir del | nuevamente desarrolla el
claramente como se habria | ejercicio anterior. ejercicio quitando la
podido obtener ese sen3del que posibilidad de participacion
habla. de algun estudiante a pesar de
que les formula pero son
Ep. 4 retoricas y no tiene en cuenta.
' El hecho de decir “me perdi,

Seg. 7

terminenlo” es generador de
dificultades, conflictos y de
obstaculos pues deja a medio
hacer un ejercicio que
potencialmente presenta
vacios, falencias,
incertidumbre y mas si no hay
la retroalimentacion
respectiva.

Respecto al trabajo en grupo
cambia las précticas que
quisiera hacer, por supuesto
también la intencionalidad.

La profesora expresa la derivadade Y = Inx como y’ = %dx,

Y también las dos derivadas siguientes:

Y =e* - y =e¥dx
Y =a* - y = a*lna dx
Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos
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Ep. 12
Seg. 1

El uso de ese dx al lado
derecho es un error desde el
punto de vista matematico,
episttmico e institucional.
Desde el punto de vista del
andlisis Constituye un conflicto
epistémico y cognitivo de la
profesora, sin embargo ese
conflicto no es publico ni
observable.

Es un indicador de un conflicto
epistémico-cognitivo  de la
profesora.

Puesto que dx representa una
diferencial y no una derivada.
Ademas la derivada es una
razon de dos diferenciales:

)

d . .
y = d—i es decir, la derivada

ya contiene la expresion dx,
luego no se explica como ese
dx aparece multiplicando al
otro lado de la ecuacion.

Se podria atribuir esta
conducta tan particular de dos
formas:

Que ella esta pensando como
en  variables  separables
cuando se intenta resolver una
ecuacion diferencial, o que el
dx juegue el papel que juega
en la integral indefinida.

Ella tiene su propia forma de
institucionalizar, tiene su
propia concepcion de las
derivadas con el fin de que los
estudiantes se acuerden de las
formulas.

La profesora escribe en el tablero: “Hallar la derivada de las siguientes ecuaciones” (subraya ecuaciones).

Ep. 12
Seg. 2

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Conflicto semidtico

Esto es una imprecision en el
lenguaje pues no se halla la
derivada de ecuaciones sino
de funciones, claro generador
de conflictos y obstaculos
pues queda una nocion
inconsistente de lo que es la
derivada y sobre que actla.

| La profesora pide derivar la siguiente funcion:
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fG)=n 3 (xBfZ)

Y convierte la raiz cubica en potencia (1/3)

o = (2)

W=

Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos
Dificultad en expresar las No explica ni ve la necesidad
raices cubica en forma de de aclarar por qué la potencia
potencia queda elevada a la 1/3, es
Dificultad para apreciar y decir, convierte la raiz cubica
entender la conveniencia de en potencia sin tener en cuenta
escribir las raices en forma de si es claro para todos los
Ep. 12 . i
Seq. 3 potencia estudiantes. 'Y  tampoco
' argumenta la razon por la cual
conviene mas esa
representacion semidtica, que
es justamente para aplicar
propiedades de logaritmos
antes de derivar.
Al terminar de resolver la derivada de la funcion:
o) =1 [(’“— 2
x) =In|——
V2x —1
Aplicando propiedades de los logaritmos, un estudiante le pregunta si desde el comienzo habria podido ser
In(x — 2)3
Inv2x — 1

A lo que la profesora responde: “{No! Esas son las propiedades que ustedes se inventan... Si también tratan
de hacerlo con el producto”

Ep. 12
Seg. 4

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Dificultad al entender y aplicar
las propiedades de los
logaritmos, en particular el
logaritmo de un cociente

recibir la
pregunta

Dificultad  al
respuesta a la

Discordancia entre lo que los
estudiantes creen que deberia
ser el logaritmo de un cociente
y lo que matematicamente es
correcto.

La pregunta del estudiante
tiene mucho sentido porque
pareceria natural que el
logaritmo de un cociente sea
el cociente de los logaritmos,
pero no es asi y no se explica
el por qué. Esta sobre
generalizacion de patrones de
linealidad  constituye un
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formulada en forma de ironia o obstaculo que se mantiene
sarcasmo porque no se profundiza la
respuesta, no se hace una
reflexion ni epistémica ni
didactica sobre hechos como
este, lo que mantiene vy
perpetla este tipo de creencias
en los estudiantes.

Aqui claramente se ve un inadecuado manejo y gestion de las preguntas formuladas por los estudiantes, las
escasas ocasiones en que se atreven a preguntar. Una inadecuada manera de responder pues solo se sefiala
gue son invenciones, pero ni siquiera se contrasta con la propiedad matematicamente correcta, ni se
profundiza un poco para decantar las posibles dudas, creencias, misconcepciones que puedan estar
provocando tal forma de pensar y proceder.

En el desarrollo el siguiente ejercicio:
f(x) =Inyx(x+1)

f(x)=%(lnx+ln(1—x))
o1 1
fe =5G+1—=7

Al sacar la derivada interna que es -1, en vez de multiplicar por -1 lo escribieron como una resta.

Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

Hay una imprecision de tipo
algebraica que se pasa por alto
y es que al sacar la derivada de

Ep. 12 ln(.l - x). que es 1T1x por la
Seg. 5 derivada interna que es (-1),
ese -1 lo dejan restando en vez
de indicarlo como un
producto, error que se comete
como mucha frecuencia.

En el siguiente ejercicio:
f(x) = In(e*+1) —In(e*- 1)

Al derivarlo queda
') 1 x 1
= % —_— T %
flx (e*+1) ¢ (e* = 1)
“1 sobre la funcion por la derivada de la funcion”. Ella decide borrar los 1 para que quede presentado de la siguiente manera:

ex
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fx) =

X X

e e

(e*+1) (e — 1)

Ep. 12
Seg. 6

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Dificultad en entender cundo
ya han desaparecido los 1 de
los numeradores, porque se
borra un paso en el tratamiento
algebraico

Ella le borra los 1 (unos) del
numerador, pero no se toma la
molestia de explicar por qué lo
hace, por qué es mejor no
dejarlos, sencillamente los
borra 'y no hace ver la
conveniencia de expresar la
derivada sin los unos en el
numerador.

Es ella quien ejecuta la accion,
no deja que el estudiante lo
haga para tomar conciencia de
este paso.

Al obtener la derivada de

Que es

f(x) = In(e*+1) —In(e*- 1)

fe) =

2e*
-1

Ella afirma que el denominador es una diferencia de cuadrados y lo evalta en 0.

Ep. 12
Seg. 6

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Dificultad en identificar la
diferencia de cuadrados del
denominador. Es decir, de
interpretar  e?*  como el
cuadrado de una expresion, o
sea de e*

Dificultad al evaluar el limite
en el punto dado con la funcion
exponencial

—2e*

En la expresion ———en el

denominador no es evidente la
diferencia de cuadrados, esta
como encriptada en la
escritura, bastaria reescribir
para que lo vean claramente:
er — (ex)z

Se evidencio un obstaculo
pues muchos estudiantes se
guedaron pensando en donde
estaba la diferencia de
cuadrados, y se pasé por alto,
ni siquiera creo conflicto.

Ella recurre a teoremas que
para ellos tal vez no sean muy
claros. Respecto a este mismo
punto, ella dicta la evaluacion
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del limite en 0O, pero ellos se
guedan como pensando.

Al definir las funciones trigonométricas sobre triangulos rectangulos ella usa la expresion “triangulos
rectos” es varias ocasiones.

Ep. 12
Seg. 6

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Esto constituye un conflicto
epistémico y semiotico.
Conflicto semiotico al llamar a
las cosas con nombres
incorrectos.

Dice varias veces: triangulos
rectos, este nombre es
matematicamente incorrecto
pues el calificativo recto se
aplica a los angulos y no a los
triangulos; a estos ultimos se
les aplica el adjetivo
rectangulos.

Esta es otra expresion no
epistémica que puede
confundir o por lo menos no
expresar lo que entienden por
triangulos rectangulos que
son aquellos que tienen un
angulo recto.

En el titulo del segmento anuncia que se van a estudiar las derivadas de

desarrolla Gnicamente las de las funciones trigonométricas.

las funciones trascendentes y

Ep. 12
Seg. 11

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Las funciones trascendentes
comprenden las funciones

trigonométricas, las
trigonométricas inversas, las
logaritmicas, las
exponenciales y las

hiperbolicas. Y solo presento
las derivadas trigonométricas
lo que genera una falsa
concepciones en los
estudiantes de que las
trascendentes son solo esas.

Tampoco hubo una
explicacion de porqué se
Ilaman trascendentes.
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Se vuelve a repetir ese uso particular del dx al hablar de las derivadas trigonométricas, tales como:

Siy =
Siy =
Siy =

Siy =

senx =y = (cosx) dx
cosx -y = (—senx)dx
tgx >y = (sec’x)dx

ctgx -y = (—csc?x) dx

Siy = secx =y = (secx)(tgx)dx

Siy = cscx =y = (—cscx)(ctgx)dx

Ep. 12
Seg.
7,11

Dificultades

Conflictos

Obstaculos Inferidos

Dificultad de la docente
consigo misma al utilizar una
expresion no adecuada para
significar la derivada de la
funcion

Conflicto semi6tico epistémico
y cognitivo: desajuste de
significados institucional-
personal en el docente

Esto constituye un conflicto
semidtico-epistémico y
cognitivo desde el punto de
vista del docente. Epistémico
porque hay una disparidad
entre lo institucional
matematico y lo que ella ha
apropiado como la derivada
de una funcion; y cognitivo
porque esta disparidad o
discordancia de significados a
pesar de darse un sujeto
epistétmico como el docente
marca la forma como ella se
ha apropiado de este saber
cognitivo.

Cuando Alejo le pregunta en donde esté el dx en la demostracion de:

f&x) =

Cuyo resultado de la demostracion fue:

La profesora no responde.

senx — f'(x) = (cosx) dx

f'(x) =cosx
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Ep. 12
Seg. 12

Dificultades Conflictos Obstaculos Inferidos

en ella un conflicto;

ese dx al final

potencialidad,  no

clase.

VI: CONCLUSIONES, LIMITACIONES, RECOMENDACIONES E IMPACTOS
ESPERADOS

Conclusiones de la indagacion tedrica: (para el objetivo 1)

1)

2)

Inicialmente se partio de una reflexion amplia sobre las culturas, las ciencias, los
conocimientos, los saberes y las opiniones, en la que se Ilamd la atencion sobre el hecho
de que en una concepcién amplia de opinion, de saber, de conocimiento, de ciencia y de
cultura no es posible concebir los unos sin los otros, y se hizo explicito que la
epistemologia subyace a todos esos conceptos, en tanto forma de aproximarnos al
conocimiento cientifico, razonado, sustentado, fundamentado, y no al de la mera
opinidn, primer obstaculo que hay que superar, segun diria Bachelard.

De esa reflexion se derivd una primera conclusion. Los obstaculos epistemologicos son
obstaculos para un cambio en la manera de construir conocimiento y de aprender; no
son solamente obstaculos para una correcta 0 incorrecta comprension; es decir,
obstaculizan la comprension en si misma. El rastreo tedrico nos ayudo a separar las
dificultades de aprendizaje y los conflictos semidticos, que se observan en la interaccion

Este segmento es sumamente
importante pues un estudiante
muy agudamente se da cuenta
que en la demostracion al final
por ninguna parte se ha
obtenido el dx. Esto ha debido
tocar a la profesora, hacerla
reflexionar pues deberia crear

profundizara en esa pregunta
del estudiante quizé se hubiera
podido llegar a la conclusion
que efectivamente esa forma
de escribir las derivadas con

matematicamente  correcta.
Pero a cambio de toda esta

respuesta por parte de
profesora y se pasd a otro
tema, se dio por terminada la
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entre maestros y estudiantes, de los obstaculos subyacentes que no son ostensibles ni
directamente observables, sino que solo podemos inferirlos a partir de los datos por
medio de las herramientas tedricas de que disponemos porque han sido ya trabajados en
varias teorias de la Didactica de las Matematicas: en el EOS, en la Teoria de las
Situaciones Didacticas de Brousseau, en la teoria de Pensamiento Avanzado de Tall, en
el Enfoque Noéetico-Semiotico de Duval, en el Enfoque Semiotico-Cultural de Radford
y en otras teorias sobre el aprendizaje, tanto respecto a los procesos cognitivos
personales de los estudiantes como respecto a la intermediacion linglistica (que
consideramos solo parte de las distintas interacciones semidticas en distintos registros).
En sintesis pudimos especificar que las dificultades y conflictos son detectables por la
observacion no participante y por las respuestas de los participantes a preguntas de otros
participantes y a las posteriores preguntas, examenes y entrevistas de los investigadores
y, por ello, son en alguna forma ostensibles; pero los obstaculos no lo son, sino que son
inferencias que hace el investigador a partir de sus microscopios teoricos. Por ello
podemos productivamente atribuir las dificultades y conflictos que observamos a
obstaculos didacticos causados involuntariamente por los procesos seguidos por los
docentes en las situaciones didacticas en las que ubican a sus estudiantes y en los
problemas o tareas que en ellas les proponen, y por las herramientas de ensefianza
empleadas por los docentes (incluido el lenguaje utilizado como herramienta
privilegiada, segun Vygotsky, y en particular, incluidas las producciones linguisticas
producidas por el registro semiotico de la lengua materna del estudiante como registro
privilegiado pero no Unico pues seria ineficaz si no se triangula con otros registros,
segun Duval); también podemos atribuir las dificultades observadas a obstaculos
cognitivos en cada estudiante, debidos a los distintos grados de conocimientos previos
de tipo conceptual o de adquisicion de destrezas de calculo algebraico y, a mayor nivel
de profundidad, podemos atribuirlas a obstaculos epistemoldgicos que se deben a
conocimientos previos adquiridos y arraigados que han sido exitosamente utilizados en
otras situaciones problematicas anteriores pero que inconscientemente para maestros y
discipulos impiden las reconceptualizaciones necesarias para superar las dificultades
observables. En una u otra concepcidn de sociedad, cultura e interaccion humana, todos
tres son obstaculos culturales; por ser atribuibles a cada estudiante en particular, son
también obstéaculos individuales, y todos ellos, mas o menos directamente, son también
de naturaleza semidtica; pero los obstaculos didacticos, y en particular los linglisticos,
se pueden considerar mas directamente como culturales, y los cognitivos y los
epistemoldgicos se pueden considerar mas directamente como individuales, en cuanto
la cultura y en particular el lenguaje, han sido ya internalizados y “hechos propios” o
“apropiados” por el estudiante en procesos de aprendizaje anteriores a la situacion
observada en una investigacion.

Asi que podemos introducir a los estudiantes en una nueva situacion didéactica,
problematica o situacion-problema y esperar que en el curso de ella emerjan toda clase
de dificultades y conflictos, que Ilamamos errores, misconcepciones, malas



4)

5)

6)

280

comprensiones o les damos otros nombres peyorativos, pero dificilmente podremos
reorientar eficazmente nuestras practicas como docentes de manera que podamos
superar esas dificultades y conflictos si no podemos atribuirlas a obstaculos especificos
que consideramos actuantes y potentes aunque directamente inobservables.
Precisamente esta es una de nuestras principales tareas como profesores: si
conjeturamos a queé tipo de obstaculo pueden deberse las dificultades y conflictos
experimentados, con mas eficacia podremos ayudar a los estudiantes a superarlos por si
mismos, a ser conscientes de las diferencias; entonces, los estudiantes quiz& puedan
hacer sus propias reorganizaciones mentales y reconceptualizaciones de manera que
tengan menos dificultades y experimenten menos conflictos para alinear sus
producciones cognitivas internas con las epistémicas institucionalizadas en los
curriculos, textos y producciones matematicas avanzadas.

Superar obstaculos no significa cambiarse a otro sistema de creencias 0 a otro esquema
de pensamiento mas persistente y mas creible, sino méas bien es un proceso critico y
autocritico que —con la ayuda del docente dotado de los microscopios teoéricos
apropiados— puede llegar a ser mas apropiado para que cada estudiante pueda
aproximarse a los problemas con los que se enfrenta en cada situacion didactica con una
permanente conciencia sobre el campo de construccién y aplicacion de los conceptos,
modelos y teorias, acerca de su alcance y de sus limitaciones para saber en qué dominios
aplicarlos y en cuéles no, asi como para automotivarse y autoevaluarse.

La razén por la cual un educador matematico de cualquier nivel de ensefianza podria
Ilegar a interesarse por la teoria de los obstaculos y a distinguirlos de los conflictos y
dificultades es porque el patron del desarrollo conceptual en la historia de muchas ramas
de las matematicas y la fisica parece ser “recapitulado” cada vez que un estudiante en
su nifiez y adolescencia se embarca en el proyecto de comprension de algo nuevo o en
la construccién de un nuevo concepto. En ese sentido muy restrictivo pero utilizable de
manera heuristica, podriamos hablar de la recapitulacion de la sociogénesis historico-
cultural de los conceptos cientificos en la ontogénesis individual del aprendizaje de esos
mismos conceptos por parte de los estudiantes (Piaget y Garcia, 1982; para la
reinterpretacion heuristica, ver Vasco, 1995).

El estudio de los conflictos y dificultades detectados en la transiciéon del algebra al
calculo diferencial y de los obstaculos que se pueda conjeturar que estan activos detras
de lo observado podra aportar muchas herramientas de apoyo y orientacion didactica a
los formadores de profesores, a los profesores en ejercicio y a los estudiantes que se
preparan para ser futuros profesores en varios aspectos: en la caracterizacion y
explicacion de la estructura y funcionamiento de cada obstaculo inconscientemente
atravesado en el camino de los estudiantes por la actividad semidtico-comunicativa del
docente mismo, y por lo tanto, dentro del sistema didactico; en afinar su mirada y su
atencion para no caer en imprecisiones que se conviertan en obstaculos didacticos que
creen dificultades y conflictos a sus estudiantes, y en la explicitacién de herramientas
tedricas y metodoldgicas para el mejoramiento de su practica docente que le sean Utiles
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para superar esas dificultades y conflictos si se dan, y para facilitar y potenciar su propio
aprendizaje continuado y permanente en el calculo diferencial e integral y en su
ensefianza en diferentes niveles de escolaridad.

Respecto a como se generan ciertas dificultades o conflictos a partir de las practicas
cotidianas en el aula, sin consciencia y sin culpa alguna por parte del docente, se afirma
que siempre que las clases sean tales como transcurrieron las clases que fueron
documentadas, observadas y analizadas en esta investigacion, la consecuencia
dificilmente evitable es que se van a generar estas mismas dificultades y conflictos.
Paralelamente, se puede también afirmar que siempre que la gestion de los conflictos y
las respuestas a las preguntas, a las dudas y a las inquietudes de los estudiantes sean
como se documento en los episodios analizados aqui, estas mismas dificultades van a
seguir estando presentes; es decir, se van a mantener en un modelo de practicas
educativas universitarias en la iniciacion del Calculo Diferencial e Integral (PEUC) que
no permiten ni fomentan, ni posibilitan la interaccion productiva, ni la retroalimentacion
apropiada, ni la gestion eficaz de los conflictos, ni las respuestas adecuadas a las
preguntas de los estudiantes.

En el camino del aprendizaje del Célculo en las universidades, o sea, en las practicas
universitarias (PEU) de la adquisicién de conocimientos, habilidades y destrezas
matema@ticas, para el caso del Calculo como rama aplicada del analisis matemaético se
podria ya adelantar otra conclusion: mientras el estudiante no pase de tomar las formulas
y ecuaciones como simbolos de procesos de calcular nUmeros a partir de remplazar
variables por constantes numéricas o —para reformular lo anterior con la teoria APOE
de Ed Dubinsky y con la teoria de la primera Anna Sfard (1991, 1994)— mientras no se
logre el paso de acciones y procedimientos a los objetos y esquemas, y mientras no se
pase de los procesos a la reificacion, el estudiante no puede pasar de los sistemas
aritmético-algebraicos, cuyos elementos son los nimeros enteros, fraccionarios y reales,
a los sistemas analiticos, cuyos elementos son las funciones como operaciones unarias
reificadas. Tanto los estudiantes como muchos de sus profesores siguen pensando que
el sistema simbdlico que aprendieron en el algebra de bachillerato representa lo mismo
cuando se usa en el calculo, pues en ambas asignaturas basta saber operar con algunas
reglas que se refieren solo a los simbolos, sin tener que pensar en los conceptos. Pero
no es asi, pues manejar variables como ¥, Y, z, cuyos valores son numeros especificos de
un sistema numérico elemental, como R, no es lo mismo que utilizar, ademas, nuevas
variables como f, g, h, cuyos valores son funciones especificas de un espacio funcional
F(R™R), que transforman los valores de argumentos X, y, z en otros valores, ni las
operaciones usuales entre numeros son las mismas que las operaciones entre funciones,
y menos todavia, no hay consciencia clara de que esas operaciones pueden o no diferir
de la nueva operacidn basica entre funciones, que es la composicion, nunca explicitada
en el algebra elemental. (Neira, 2012)
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Conclusiones del Analisis de los Datos

1) Respecto al uso del dx al plantear las derivadas de senx, Inx, cosx, tanx y otras funciones

Al colocar la profesora siempre al lado derecho de la derivada de la funcion la expresion dx, como
se documento en la seccion respectiva, es posible afirmar que hay aqui unas practicas, discursos,
formas de expresion y de ensefianza que no se pueden atribuir a la comunidad académica
internacional, ni siquiera a la de la misma universidad y facultad en donde ejerce su docencia la
profesora observada, sino a ella como profesora concreta y particular o a cada profesor que
incorpore ese tipo de précticas, discursos y formas de expresion con la conviccion de que esta
proponiéndola a sus estudiantes como mediacion del saber sabio al saber que estd de facto
ensefiando, sin ser consciente de las diferencias entre el saber sabio o epistémico, el saber
institucional de su propia institucion y el saber que él toma por el saber a ensefiar aqui y ahora.
Esta distincion nos aclara por qué la profesora puede utilizar algo que no esta ni en el saber sabio
ni en el saber a ensefiar, con toda la consciencia de que es una expresién matematicamente correcta
y didacticamente potente para resolver futuros ejercicios de derivacion.

Aparece en esa vifieta una practica distante de lo epistémico y de lo institucional. Podemos
categorizarla como una practica no institucional, no epistémica, que es fruto de la apropiacion
personal que la profesora ha hecho de las derivadas y las diferenciales por una parte, y de otra, por
las dificultades que ella sabe que los estudiantes van a encontrar en las preguntas de los examenes,
y por tanto ella se ha apropiado una practica que cree les va a ayudar a sus estudiantes resolver esos
ejercicios sin dificultad. El uso del dx después de la derivada de la funcion, no es institucional, es
cognitivo de ella; parece jugar el rol para la profesora de la derivada interna de la funcién que ella
en la entrevista aclara diciendo:

Est4 mal decir que la derivada de seno es coseno, no no no no! La derivada del seno de
una funcion es el coseno de la funcidn por la derivada de la funcion: dx representa
justamente “la derivada de la funcion”.

Curiosamente, la profesora utiliza no una expresion que se parezca a otras que ha utilizado para las
derivadas, como ‘du/dx’, o un apostrofe (como u°), Sino ‘dx’, que se utiliza en las integrales para
expresar cudl es la variable con respecto a la cual se integra: [ f(x)dx.

Aunqgue no se tienen datos explicitos acerca del aspecto cognitivo en los estudiantes, porque la
interaccion de la profesora con ellos fue muy poca y porque no fue posible seguir el desempefio de
los estudiantes precisamente por el esquema y la practica instaurada por la profesora ya descrita
en las matrices documentales, si es posible inferir algunos elementos a partir de las preguntas, a
partir de las proposiciones interrogativas y de los resultados obtenidos.

Analizando los exdmenes parciales, en los casos “exitosos”, que son mas que los exitosos en el
episodio de limites, sus estudiantes lograron identificar una “derivada interna” distinta de la funcion
que se les pedia derivar. La conjetura de que se trata de la derivada interna se confirma con lo que
ella manifiesta en la entrevista, y es que a sus estudiantes “les va mejor” que en otros temas, pues
logran “acordarse” del ‘dx’al lado de la derivada de la funcion y notan la necesidad de hacer una
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derivacion intermedia. Parece pues ser claro que la buena intencion de la profesora funciona;
aungue es una practica no institucional ni epistémica, en términos de lo cognitivo de lo que se logra
apropiar el estudiante, si le ayuda a escribir bien las formulas de las derivadas que requieren la
derivacion intermedia de la funcion que afecta al argumento final.

2) Sobre la distincion entre lo epistémico y lo cognitivo y su relacidn con lo insititucional y lo
personal en el Enfoque Ontosemiotico—EQOS

En el Andlisis Didactico planteado por el Enfoque Ontosemidtico—EOS hay una distincion entre lo
epistémico y lo cognitivo; lo primero esta méas fuertemente asociado a lo institucional, representado
por los libros de texto, por las disciplinas y sus curriculos, por los maestros y autoridades educativas
y cientificas como representantes institucionales del saber epistémico o saber sabio, y lo segundo
estd mas asociado al estudiante y a sus procesos personales de estudio y aprendizaje. Pero el anélisis
de los episodios y vifietas en las que la profesora introduce diferenciales en la expresion algebraica
de las derivadas nos obligd a revisar y contrastar las oposiciones entre lo cognitivo y lo epistémico
y entre lo personal y lo institucional como se venian utilizando en el EOS y como comenzamos a
utilizarlas en el andlisis de los datos.

En este caso de la introduccion de diferenciales en las expresiones de las derivadas hay un elemento
cognitivo en la profesora, que consiste en la manera como ella se ha apropiado personalmente de
los saberes y los conocimientos epistémicos, manifestada en su discurso oral y escrito en el aula de
clase, pues actlla como si esta apropiacion personal fuera institucional y procede a imponerla con
su autoridad, aunque dicha concepcidn no es epistémica ni aparezca validada e institucionalizada
en los textos y curriculos, ni siquiera entre sus colegas que ensefian el mismo curso de Calculo
Diferencial.

Esta distincion mas fina entre las dos polaridades el EOS —la una entre lo institucional y lo personal
y la otra entre lo epistémico y lo cognitivo— no se esperaba antes del analisis, pero aparecio clara'y
repetidamente en las transcripciones de la actividad docente de la profesora.

Segun el esquema metodoldgico ya muy extendido para la clasificacion de los conocimientos,
saberes, opiniones y creencias de los actores del sistema didactico, tanto en el triangulo didactico
de Brousseau como en el de Chevallard (Saber-Profesor-Estudiante), en el saber hay una distincién
clara entre el saber apropiado por el profesor (el saber-a-ensefiar) y el cognitivo del estudiante (el
saber-aprendido).

La conclusion de nuestro analisis es que, al menos en esta caso, se da claramente un nivel
intermedio entre lo Institucional de la Universidad, la Facultad y las Carreras de Ingeneria y lo
Personal de cada sujeto individual, y entre lo Epistémico del saber circulante en la comunidad
matematica y lo Cognitivo del saber provisorio del que haya logrado apropiarse cada estudiante.

Proponemos pues que hay un nivel intermedio de saber que ha interiorizado el profesor y que es el
gue se propone ensefiar al estudiante, con una concepcion o creencia subjetiva acompafiada de un
convencimiento personal del profesor de que ese saber es coincidente con el saber institucional de
tipo epistemico para el Calculo Diferencial e Integral.
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Asi pueda parecer repetitivo, nuestra interpretacion del saber de la profesora observada acerca de
la derivadas, las diferenciales y sus relaciones y notaciones no corresponde ni a lo epistémico de la
comunidad matematica, ni a lo cognitivo del estudiante, ni a lo institucional de la Universidad ni
de la Facultad, ni a lo personal del estudiante tal como esté descrito en el EOS de Godino, Batanero
y Font. Habria que situarlo en un nuevo nivel de transposicion del saber epistémico al saber
cognitivo-del-docente, que podria compararse y evaluarse con relacion al saber epistémico avalado
por la institucion, y que puede o no llegar a convertirse en saber cognitivo personal del estudiante,
0 generarle nuevas interpretaciones y concepciones alternas y aun equivocadas al estudiante que
experimenta situaciones didacticas disefiadas y gestionadas por un docente que tiene ese tipo de
concepcion intermedia.

Sin entrar en detalles o diferencias de interpretacion, esta propuesta parece coincidir con una de las
criticas que le hizo Chevallard a Brouseau sobre el saber sabio y el saber escolar como
transposicion didactica del saber sabio. La idea es que no hay solo una transpsicén didactica del
saber sabio de la comunidad de investigadores en matematicas, que podria considerarse epistémico
solo para un tiempo, un lugar amplio y una cultura especifica, a un saber escolar que podria
considerarse institucional pero solo para una institucion educativa especifica. Habria muchas y
muy distintas transposiciones, practicamente una para cada institucién situada en un tiempo y lugar
y una para cada educador afiliado a esa institucién en ese tiempo y lugar, o para cada texto escolar
especifico, y el educando solo estaria expuesto a ese saber particular, sin acceso directo al saber
epistémico o saber sabio, pero al menos con la posibiidad de criticar uno de esos saberes escolares
a los cuales esta expuesto desde otro de ellos. En nuestro caso, un estudiante detect6 la ausencia
del ‘dx’ en la conclusion de una pretendida “demostracion de la formula de la derivada™.

Algo parecido le sucedié a Chevallard cuando empez0 a trabajar en la transposicion didactica con
Josep Gascdn y Mariana Bosch: encontr6 que la transposicion didactica no era solo del saber sabio
de las matematicas de investigacién a los libros de texto escolar, como creian inicialmente
Brousseau y €l, sino que también aparecia en la apropiacion diferencial de los maestros de ese saber
ya traspuesto, que era otra especie de transposicion que hace dificil mantener la distincién entre el
saber sabio (que en el EOS es el epistémico institucionalizado) y el saber escolar (que en el EOS
es el cognitivo personalizado por los estudiantes), pues aparece como intermediario ese saber
circulante entre los maestros, que es personal de cada uno de ellos pero no puede calificarse de
epistémico por no coincidir con el saber circulante en la comunidad de matematicos investigadores,
ni de institucional por no aparecer en los planes, programas, syllabus y textos recomendados y otros
documentos oficiales de la universidad o la facultad o el departamento de matematicas, aunque
cada docente cree que si lo es y siente la necesidad de institucionalizarlo asi en su actividad docente
cotidiana.

No hay duda de que hay una primera transposicion del saber sabio al saber institucional escolar
local representado en textos, libros, manuales y articulos, syllabus, guias de catedra, notas del
profesor, que ya dispersa lo que parecia homogéneo como lo seria el saber escolar institucional
para esa escuela o institucion educativa. Asi, la transposicion didactica puede tener diferentes
etapas y ser efectuada varias veces por distintas personas hasta llegar al aula. Pero otra
transposicion puede ocurir en el momento en que el mismo profesor de la asignatura Célculo |
empieza a escribir un texto escolar, una guia, un taller o un plan de clase o de periodo escolar, o
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cuando toma un curso de capacitacion o profundizacion y cambia su percepcién de lo que creia que
deberia ensefiar. Ahi hay otra transposicién cuyo producto podria distanciarse y aun contradecir
otros productos de otras transposiciones. En el Célculo Diferencial, por ejemplo, de hecho la
definicion de limite que se encuentra en un libro puede ser diferente de la de otros libros de célculo.
La categoria del saber cognitivo del docente pone también en cuestion la categoria del saber escolar
en el sentido saber institucionalizado y su relacion con el saber sabio y con el saber escolar en el
sentido del saber especifico que circula durante las clases concretas de ese docente en un periodo
escolar dado. Es la presencia documentada en la profesora observada de esa practica de ensefiar un
saber intermedio entre el epistémico, el institucional y el escolar la que nos exige refinar y
subdividir estas categorias del EOS.

Tal vez fue por alguna razon semejante por lo que Chevallard propuso que en la TAD no
deberiamos partir de que los investigadores ya sabemos lo que es institucional y lo que es
epistémico, sino que lleguemos al salén de clase como un antrop6logo que quiere estudiar
etnogréaficamente una cultura extrafia de la que sabe poco, no domina su lenguaje, y solo puede
describir las practicas y sus praxeo-logias observables, asi como las técnicas y sus tecno-logias
acompafiantes, sin juzgar externamente cuales cree el mismo investigador que son “las verdaderas,
correctas, epistémicas o institucionalizadas”, sino afirmar cudles parecen ser las “localmente
institucionalizadas” en esa cultura escolar, con un sentido mucho mas etnografico de “institucion”
y sin postular una institucién matematica universal que sea la poseedora del saber sabio y
epistémico.

3) Acerca de la Idoneidad Emocional y la ocurrencia de sarcasmos

Cuando la profesora da a sus estudiantes un discurso sobre la importancia de estudiar, de tomar
buenas decisiones, la primera vez que dice ese discurso tiene una alta idoneidad emocional; pero
la segunda o tercera vez que lo dice es de baja idoneidad emocional, pues los estudiantes lo perciben
como mera repeticion ya sin sentido para ellos. Un aspecto a tener en cuenta es si la profesora
considera que estas repeticiones de las exhortaciones a estudiar contribuyen a formar un buen clima
de aula; pero otro aspecto dificil de evaluar es si los estudiantes lo perciben de esa manera.

En cuanta a laironia y la manera como la Profesora responde a los estudiantes al hacer una pregunta
sincera: como habla de bonito, no se haga el que esta pensando, no se invente leyes o reglas, estas
expresiones no solo no tienen en cuenta la duda manifestada en la pregunta, la incomprensién que
estan tratando de hacer explicita sino que causan una cierta ruptura en la interaccion de la pregunta
con la respuesta esperada; esto corresponde a la faceta emocional, también a la ecoldgicay es parte
central de la gestion de los conflictos, de la gestion de las preguntas que formulan los estudiantes,
las que no gestiona adecuadamente en el sentido en que no trata de detectar el sentido profundo
que las genera, en otras ocasiones ni siquiera aparece una respuesta a la pregunta asi sea superficial
0 no, y en otras varias ocasiones responde con frases irénicas. Esta practica no solo no aclara las
dudas sino actla como un mecanismo que mantiene y perpetla las dificultades vinculadas con el
calculo diferencial.

4) En cuanto a la Herramienta metodoldgica del EOS utilizada
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La metodologia empleada en el analisis de los datos emerge como una herramienta potente para
futuras investigaciones, en particular por el refinamiento metodologico realizado junto con el hecho
de unir la matriz de Précticas Matematicas y Configuracién De Objetos con la de oposiciones
agregando una columna. La matriz descriptiva de procesos, objetos y polaridades también es un
aporte y una innovacion pues se le aplica a cada objeto. En sintesis el aparato analitico-
metodoldgico utilizado y configurado en esta tesis es un aporte al EOS.

En cuanto a los episodios fundamentales y las vifietas seleccionadas, se estudiaron las practicas en
las que observamos algunos procesos y objetos; entre los procesos los que se repiten son los
procedimientos tipo algoritmico y entre los objetos encontramos los observables y los no
observables.

Se analiz6 un limite en un episodio, una derivada en otro episodio; de ellos sacamos los lenguajes,
los conceptos y los procedimientos. Al tratar de usar el EOS caimos en cuenta que hay lenguajes,
gestos y expresiones de otro tipo. Por lo cual la categoria de Lenguajes queda demasiado amplia,
pues alli estan contenidos simbolos, términos, proposiciones, predicados,...y ain expresiones que
no se podrian catalogar como ninguna de ellos como Lim, razon por la cual tratamos de usar una
linguistica més fina.

El aporte al EOS no es solamente el resultado del analisis, sino emerge del esfuerzo de utilizar las
categorias del Enfoque y de haber sufrido muchas dificultades para clasificar los objetos y los
procesos. De esas dificultades y de los distintos conflictos semi6ticos experimentados durante el
andlisis de los datos y la redaccion de resultados y conclusiones, pude inferir que el obstaculo que
estaba detras era la ambiguiedad de los términos y la no disyuncion de las categorias y subcategorias
de los Lenguajes y los Conceptos/Definiciones. Asi fui cayendo en la cuenta de la necesidad de
refinarlas y operacionalizarlas mejor.

Esto se vio de manera muy especifica en el analiss de algunos casos que llaman mucho la atencion
en las transcripciones. Por ejemplo, en el caso de solucidn de un limite que para la profesora es una

P . . 1 . ey .
formula pero para los estudiantes no; o por ejemplo que —dx no es una proposicion ni es una F.B.F

(Formula Bien Formada) entonces surge la pregunta, que es? Nos quedamos cortos con las
categorias de proposicion, argumento, concepto, definicion,...casos como este nos hace requerir
un instrumento mas refinado, mas fino, que hile un poco mas delgado y en el que se puedan plantear
atributos correspondientes. En el proceso de analisis nos dimos cuenta que clasificamos todo en
lenguaje. Eso da la necesidad de refinar la categoria para lenguajes, proposiciones y argumentos.
Podria por ejemplo proponerse la utilizacion de categorias o subcategorias como términos,
predicados, operadores.

En la lista de los seis tipos de objetos ciertamente las Proposiciones y los Argumentos ya son
subtipos del tipo Lenguajes. Los Procedimientos (algoritmicos o no) si formarian un tipo objeto
diferente de los Lenguajes. Lo mismo pasa con Concepto/Definicion: generalmente se identifican
los conceptos con las definiciones rigurosas que dan los libros, y eso también reduciria este subtipo
al tipo Lenguajes. No quedarian sino dos tipos puros: Lenguajes y Procedimientos.

En sintesis usamos el EOS con su andlisis didactico descriptivo: se distinguen las situaciones, los
procesos y los objetos; luego se clasifican en Lenguajes, Conceptos-Definiciones, Proposiciones,
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Argumentos y Procedimientos. A esas cinco categorias se le aplicaron las oposiciones del
decagono, y se hizo necesario subdividir y refinar la categoria Lenguajes, y precisar la de
Conceptos-Definiciones.

Comenzando por la dltima, hay un problema en entender la definicion como una expansion
discursiva, con lo cual volveria a quedar en la categoria Lenguajes y seria claramente ostensiva,
mientras que si se considera como un concepto mental, seria apenas inferida de los usos de la
misma palabra o expresion, y claramente no ostensible. La definicién como un letrero estereotipado
con una palabra o expresion breve al comienzo (definiendum), el verbo “es” y luego otra expresion
larga (definiens) es claramente de la categoria Lenguajes, pero también puede ser un concepto
mental, y en algunos casos también puede ser un proceso de definir un concepto nuevo con la ayuda
de otros conceptos ya definidos y por medio de la conocida técnica de dar ejemplos y
contraememplos.

También se hizo necesario precisar la categoria Argumentos, pues hay varios tipos de argumentos,
y a veces algunos tienen una sola proposicion explicita; en el caso de algunos tratamientos
puramente algebraicos para transformar un término en otro ni siquiera tienen proposiciones
explicitas. Los argumentos observados en las clases fueron puramente algebraicos Yy
procedimentales, de tal manera que pareciera que el argumento fuera la coincidencia del resultado
de seguir paso a paso el procedimiento con la regla o caso prototipico enunciado previamente, tal
como se aclaré en el analisis de oposiciones.

Igualmente, la categoria de Argumentos y la de Proposiciones son subcategorias de la de
Lenguajes, no son dos categorias paralelas a Lenguajes. En caso de que un argumento tenga una
sola proposicién explicita, no hay criterio claro para ubicar ese renglén como Proposicion 0 como
Argumento. Ya vimos cémo una Definicion puede ser una proposicion, y por lo tanto seria también
de la categoria Lenguajes y de la subcategoria Proposiciones. Esto requiere una revision por parte
de los expertos en el EOS para reformular y distinguir las cinco categorias, precisar las distinciones
apropiadas, dar los criterios que operacionalizan cada categoria y reforzarlos con algunos ejemplos.

Acerca del obstaculo de la sobregeneralizacion de Linealidad

Segun De Bock, Van Dooren, Janssens y Verschaffel, L. (2007) diversas investigaciones han
demostrado que los estudiantes de diferentes edades tienen una fuerte tendencia a aplicar modelos
lineales o proporcionales en cualquier lugar, incluso en situaciones donde no son aplicables. Por
ejemplo, en geometria se sabe que muchos estudiantes creen que si los lados de una figura se
duplican, el area se duplica también. Sin embargo, también la historia de la ciencia proporciona
varios casos de pensadores que postularon inadecuadamente las relaciones lineales para describir
las situaciones.

El uso indebido de la linealidad se ha encontrado en diferentes niveles y en una variedad de
contextos matematicos (vease, por ejemplo, De Bock et al., 1999). En la aritmética elemental, el
fendmeno del razonamiento proporcional inadecuado se relaciona a menudo con una "falta de
sentido comun™ en el aula de matematicas (Gagatsis, 1998, Greer, 1993, Nesher, 1996, Verschaffel
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etal., 1994, Wyndhamn y Sélj6, 1997). Cuando se enfrentan a los llamados "problemas de pseudo
proporcionalidad™ (por ejemplo, "Se tarda 15 minutos en secar una camisa en el tendedero. ;Cuanto
tiempo tardard en secar 3 camisas fuera?"), Muchos estudiantes dan respuestas basadas en la
proporcionalidad directa, es decir, triplicando el tiempo de secado porque el nimero de camisas se
triplica. También en los casos en que el modelado con proporcionalidad directa en el mejor de los
casos ofrece una aproximacion, como, por ejemplo, en el problema del corredor: "el mejor tiempo
de John para correr 100 metros es 17 segundos ¢Cuanto tiempo le llevara a correr 1 kilometro?),

So6lo muy pocos estudiantes se dan cuenta de que la proporcionalidad directa dara sélo una
respuesta aproximada. En la educacion secundaria, los «errores de linealidad» se presentan a
menudo en los campos de algebra y pre-calculo. Los estudiantes tienden a sobregeneralizar lo que
se ha experimentado como "verdadero™ para funciones lineales a funciones no lineales por ejemplo
un caso muy comun es querer concluir que la raiz cuadrada de una suma es la suma de las raices
cuadradas, o que el logaritmo de un producto es el producto de los logaritmos. O como en lo
evidenciado en el episodio 12 [Segmento 4], cuando el estudiante pregunta si desde un principio
se hubiera podido expresar el logaritmo de ese cociente, como el cociente de los logaritmos; a lo
que la profesora respondi6 con un sarcasmo en sefial de que esas son invenciones de los estudiantes
pero sin tener conciencia de que esa pregunta expresa un obstaculo que es la ilusion de la linealidad.

De Bock., et al citan a Matz (1992), quien afirma que estos errores de linealidad resultan de la
sobregeneralizacion de la ley distributiva por parte de los estudiantes. La utilizacion tan reiterada
de la ley distributiva en la aritmética y el algebra temprana hace que los estudiantes la apliquen en
contextos no lineales, sin preguntarse bajo qué condiciones se utiliza, y sin que los profesores ni
siquiera adviertan esa sobre generalizacion que es potenciadora de errores, conflictos, dificultades
y obstaculos.

El ejemplo més conocido del uso indebido de la linealidad por parte de los estudiantes, es la
aplicacion inadecuada de esta en problemas que involucran relaciones entre la longitud y el area 'y
/ 0 el volumen ampliadas o reducidas (De Bock et al., 1998). Como el esclavo en el dialogo de
Platon, los estudiantes de diferentes niveles educativos tienden a generalizar cambios en las
dimensiones lineales a cambios en el &rea y el volumen. Al responder a las preguntas sobre el efecto
de reducir a la mitad o duplicar las caras de una figura para producir una figura similar, la mayoria
de los estudiantes -e incluso los futuros profesores- afirman que el area y el volumen seran
reducidos a la mitad o duplicados (Consejo Nacional de Maestros de Matematicas, 1989; Y
Mitchelmore, 2000, Simon y Blume, 1994, Tierney et al., 1990). En palabras de De Bock., Van
Dooren, Janssens y Verschaffel, L. (2007):

Intuitive reasoning, the linearity illusion, shortcomings in geometrical knowledge,
inadequate habits and beliefs seem to be a fertile soil for a superficial or deficient
mathematical modelling process. As several authors have stressed, mature
mathematical modelling involves a complex, cyclical process consisting of a number
of subsequent steps: understanding the situation described; selecting the elements
and relations in this situation that are relevant; building a mathematical model and
working through it; interpreting the outcome of the computational work in terms of
the practical situation; and evaluating the results and the applied model itself
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(Burkhardt, 1994; Greer, 1997; Verschaffel et al., 2000). In the modelling process
observed in many of our students, some of these steps were completely bypassed.
Little effort was invested in understanding the problem situation and in making a
clear mental representation of the relevant elements and relations. The
mathematical model then mainly occurred on the basis of ‘reflex-like recognising’,
and is almost immediately translated in calculations. These calculations received
the most time and attention in the problem-solving process. The superficial
modelling was moreover affected by inadequate habits and beliefs (e.g. solving
word problems is just doing the correct operations with the given numbers,
drawings are less trustworthy than formulas).

...students’ improper use of linear reasoning can also be seen as a symptom of an
immature and even distorted disposition towards mathematical modelling.

A manera de sintesis

Del panorama presentado en el estado del arte en cuanto a las miradas, enfoques y formas de
nominar aquello que se ha manifestado dificultante en el aprendizaje del calculo, se quiso
caracterizar lo encontrado como una dificultad, o como un conflicto, sin embargo concluimos que
el concepto de obstaculo sigue siendo valido y no se puede reemplazar por el de conflicto porque
el hecho de que no haya conflicto no evidencia para nadie el problema.

En el marco tedrico se consolidaron como punto de partida varios elementos referentes a esta
categoria que a lo largo del andlisis fueron adquiriendo identidad propia aunque un poco distinta a
lo consolidado en lo tedrico, que fue emergiendo y constituyendo un valioso aporte de esta
investigacion por cuanto muestra la dindmica del proceso de discusion y analisis.

Lo observable es que hay una dificultad, evidenciada en la demora al contestar, en los errores, en
el tipo de preguntas que formulan cuando se atreven a hacerlo, en las respuestas que dan cuando se
atreven a hablar, en los errores que comenten en los examenes, todo esto constituye los sintomas y
podrian muchos de estos ser caracterizados como conflictos, en el sentido de la disparidad entre
los significados institucionales y/o personales, pero puede ocurrir la dificultad sin conflicto y esas
son las mas dificiles de detectar precisamente porque no son observables, se les pasa al profesor,
al observador, al estudiantes, a todos. Se adoptd la categoria de obstaculo y las otras dos se tomaron
como sintomas: dificultades en la comunicacion, dificultades en el desarrollo de ejercicios,
dificultades para terminar los ejemplos, (dificultades para dejar trabajar a los estudiantes). Las
dificultades y los conflictos fueron lo observable, mientras que los obstaculos fueron inferencias
de lo que estaba pasando. Algunos ejemplos de dificultades:

e El estudiante no puede terminar el ejercicio.

e Cuando la Profesora habla de tridngulo “recto” hay una dificultad de comunicacion por el
conflicto semiotico de llamar a ese objeto incorrectamente.

e Enel uso de dx no hay dificultad, no nota ningun conflicto, pero ahi viene la inferencia de
que eso no es institucional, pero la profesora lo institucionaliza como si lo fuera: esta es
precisamente la categoria nueva. Las practicas parecen ocurrir sin conflicto.
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e Los estudiantes no aplican la formula del limite “especial” porque no reconocen las
hipdtesis para su aplicacion: la potencia fraccionaria

e Los trabajos en grupo aln no estan institucionalizados como practicas, cuando lo anuncia
lo hace por darle gusto al observador (a mi), pero finalmente no lo realiza

e En el episodio que la profesora pregunta que no entendieron de la definicion de limite se
habla de la vecindad, y ella responde que “no es la vecindad del chavo”, la pura definicion
de limite es un obstaculo didactico, y al ponerlos a leer y decir “eso asi se estudia, leyendo,
consultando, preguntando”, institucionaliza el buen estudio, los buenos habitos de estudio
pero no la definicion ni el concepto de limite, ni de vecindad, porque no explica lo que es,
solo hace un chiste con el chavo del ocho, ni la nocion de distancia, ni la de valor absoluto,
ni la de los cuantificadores, ni la de los épsilon y deltas. De hecho algo importante en cuanto
a las vecindades es que se pierde el concepto de cercania al exigirle la clausura al espacio,
lo cual si crea un obstaculo epistemoldgico pues ya no es vecindad si no esta cercano, lo
cual es condicion para serlo. La profesora soslaya la dificultad diciendo lean, investiguen,
empiricamente diferentes.

e En el episodio donde deriva implicitamente un producto de la forma xy, diciendo “derivo
respecto a x, luego derivo respecto a y”, esté haciendo algo como una derivada parcial, lo
cual no es epistémicamente correcto pues no son derivadas parciales porque requeriria que
tanto x como y fueran variables independientes de otra funcion z que depende de ellas,
también es como un truco o un algoritmo que puede funcionar pero que al institucionalizar,
tanto el proceder como el concepto, y tanto la profesora como luego los estudiantes lo
institucionaliza y es su propia reconstruccién puede devenir en obstaculos epistemoldgicos,
por ejemplo al definir el concepto de derivada parcial en un futuro curso de célculo
multivariado que obligatoriamente veran los estudiantes en su carrera. Se estan sembrando
las semillas de potenciales obstaculos a futuro. Importante también ampliar un poco este
tema de las variables dependientes e independientes. La forma de derivar de ella puede ser
un truco o un algoritmo que puede funcionar pero que epistémicamente es erréneo.

El asunto de que una dificultad no genere conflicto es un riesgo para que ni el docente, ni el
estudiante, ni el investigador vean una dificultad y entonces no podamos decir que fue lo que causo
el obstaculo. El hecho de que no haya conflicto no quiere decir que no haya una dificultad, un
problema. La categoria de Obstaculo que no produce conflicto es muy potente por ejemplo la
profesora considerada buena profesora y que dice y usa el dx de esa manera.

Resumiendo:

e Conflicto lo tomamos como perturbacion de una conducta; es un observable, un ostensible
como dice el EOS.

e Obstaculo (epistemoldgico) es un constructo que “emerge” de la repeticion de ciertas
perturbaciones en las practicas.

Todas estas consideraciones nos han llevado a proponer que hay razones para mantener el concepto
de obstaculo, es decir, que esta bien utilizado el término obstaculo como algo que inferimos que
describe bien algo que pasa desapercibido porque no hubo conflicto. El problema de que no haya
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conflicto observable es semejante a una situacion en que no nos ponemos a buscar la llave porque
ni siquiera nos hemos dado cuenta de que se cay0. En nuestro caso y a manera de metafora una
situacion es que la profesora le ponga una cascara de platano para que el estudiante caiga y otra
que ponga una cascara sin darse cuenta, como es el caso del uso ([ en las derivadas. Al no crear
conflicto, tanto profesores, estudiantes, investigadores, etc. pueden pasarse toda la vida sin
cuestionarse nada.

Se mantuvo la conciencia acerca de la ambigtiedad de las ideas de obstaculo, dificultad y conflicto,
lo cual fue potente analiticamente para hacer el analisis de los datos, pues esa independencia en las
categorias descritas permitié que emergieran libremente los problemas epistémicos, didacticos,
cognitivos,... con su correspondiente explicacion.

Por ejemplo en nuestro caso de dx, ese dx es un simbolo, una GESTALT que puede significar que
la profesora no distingue entre diferencial y derivada, que usa el dx como abreviatura de la derivada
interna o abreviatura de la diferencial, y que claramente no es correcta ninguna de las dos
interpretaciones, se esta confundiendo la derivada con la diferencial, lo que constituye un obstaculo
semidtico, epistémico y cognitivo de la profesora.

El problema es que estas formas de proceder no corresponden ni con la derivada de Leibniz ni con
el teorema fundamental del célculo: la derivada es una razén de diferenciales:

fle) =2

. 1 dy 1
= 4 ! = - - — = -
Si f(x) = Ln(x) f'(x) " dx T dx
Es una equivocacion llamar dx a la derivada y dx a la diferencial. Desde el punto de vista semi6tico
es un error llamar lo mismo a cosas diferentes, resaltamos que lo contrario si se puede hacer, es

decir, llamar de diferentes maneras a lo mismo, por ejemplo %2 = mitad.

Se debe usar el mismo signo para lo mismo, pero llamar de la misma manera a dos cosas diferentes
no es correcto. Se tiene aqui claramente un obstaculo semiotico.

Desde el punto de vista analitico podemos observar que la profesora no da explicacion de las
férmulas que enuncia para las derivadas que involucran el uso del dx y esa falta de aclaracion se
puede explicar porque desde el punto de vista de la profesora no es necesario, todo esta bien, lo
hace porgue asi lo hace siempre y lo considera correcto, es mas considera que el dx le da un énfasis
casi nemotécnico para que los estudiantes recuerden cuando saquen una derivada, sin embargo
desde el punto de vista académico-matematico no es algo correcto, va en contra de lo institucional.

, . 1 . - , .
En cuanto a la categoria Lenguajes, — es un término compuesto de 2 términos y 1 operador

simbolico. Nos quedamos cortos con las categorias de proposicion, argumento, concepto,
definicidn,...casos como este nos hace requerir un instrumento mas refinado, mas fino, que hile un
poco més delgado y en el que se puedan plantear atributos correspondientes. En el proceso de
analisis nos dimos cuenta que clasificamos todo en lenguaje. En la lista de los seis tipos de objetos
ciertamente las Proposicionesy los Argumentosya son subtipos del tipo Lenguajes.
Los Procedimientos (algoritmicos o no) si formarian un tipo objeto diferente de los Lenguajes.
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Pero si se trata de programas de computador o simples listas de instrucciones, también serian
subtipos del tipo Lenguajes.

Lo mismo pasa con Concepto/Definicion: generalmente se identifican los conceptos con las
definiciones rigurosas que dan los libros, y eso también reduciria este subtipo al tipo Lenguajes. No
quedarian sino dos tipos puros: Lenguajes y Procedimientos.

Por otra parte, evaluar no es sindbnimo de institucionalizar, aunque toda evaluacion puede ser una
forma de institucionalizacion, pero no al contrario. La evaluacion como actividad didactica es
diferente de la gestion de la situacion didactica. Un proceso se institucionaliza en el momento en
que se vuelve semejante al ostentado por los libros, por la guias, por los curriculos; en cambio al
evaluar lo que se hace es mas revisar si ese proceso ha sido asimilado por el estudiante.

Al considerar la faceta Epistémica centrémonos por ejemplo en las siguientes expresiones: [1[12
y (%01, Respecto a ellas podemos formular algunos interrogantes: ;Por qué son diferentes?, ;Qué
significan?, ¢Qué representa cada expresion? , ;Por qué el cuadrado en sitios diferentes?, ¢Los
estudiantes caen en la cuenta?, generalmente se usan estas notaciones sin la suficiente explicacién
ni profundizacion sobre lo que el cuadrado esta haciendo sobre cada una de las expresiones y
mucho menos reflexionando si para los estudiantes significan lo que nosotros queremos que ellas
signifiquen. Este caso es un prototipo de como la simbologia de las matematicas ocultan los
significados de los objetos.

Acerca de la faceta interaccional, ella esta marcada por las interacciones que se den o no, a
propdsito de los temas que se estén desarrollando, en cambio lo normativo es todo aquello que
explicita o tacitamente rige la interaccion (profesor-alumno; alumno-alumno) en la clase, y ademas
de la interaccion determina y condiciona el desarrollo de los contenidos y de todo el curso. Luego
lo normativo no se reduce solamente a lo interaccional.

En el archivo de anexos se encuentra una transcripcion fiel de las intervenciones de Vasco en el
segundo congreso CIVEOSen diéalogo con Godino.

ANEXO intervenciones de Vasco en el segundo congreso CIVEOS: Segun didlogo con Godino,

“Aqui volveria a cuestionar la division entre estos seis tipos de objetos primarios: lenguajes,
problemas, conceptos/definicion, proposiciones y argumentos, procedimientos. No hay manera de
estipular restricciones puramente verbales para lograr un sublenguaje técnico que pueda
contradecir las inclusiones categoriales indicadas por los términos (que faltan, no identificables
con los conceptos), los predicados (que faltan), los operadores légicos (que faltan), las
proposiciones (como formulas bien formadas como sucesiones simbdlicas a partir de términos,
predicados y operadores l6gicos), las definiciones (como un tipo de proposiciones bimembres,
tampoco identificables con los conceptos) y los argumentos (como sucesiones de proposiciones)
dentro de la categoria de lenguaje o lenguajes, a menos que se entienda “lenguajes” como
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“lenguas” en el sentido de sistemas lingiiisticos saussureanos. Pero en este caso, también en todas
esas categorias el investigador se encontraria con lenguajes.”

“En cualquier sistema tedrico que pretenda agregar restricciones linglisticas a las categorias
primarias se pretende operacionalizarlas de manera que otro investigadores puedan clasificar
exitosa y validamente (en forma triangulable por otros expertos en los procedimientos
investigativos del paradigma) los fendmenos observados en esas categorias, que deberian
pretender ser disyuntas, exhaustivas y no vacias. Aqui no veo posible cumplir con la disyuncion, y
sin los términos y los operadores ni siquiera se puede pretender la exhaustividad de las
subcategorias de la de lenguaje(s).”

En los juegos de lenguaje de los investigadores no se puede pretender tener una
categoria Lenguajes que sea Util para los andlisis sin subdividirla en forma operacional, pablica
y contrastable a través de los andlisis que hagan otros investigadores, de tal manera que se
distingan los lenguajes analogos, gestuales, tonales, iconicos e indexicales de los lenguajes
articulados que requieran una interpretacién de segundo orden en modelos mentales privados solo
accesibles a la experiencia personal del sujeto individual que, como diria Leibnitz en
la Monadologia, vive encerrado en su carcel craneana, apenas con unas estrechas ventanitas
hacia el pasado.

“En cuanto a aceptar la division inicial de los fenomenos fundamentales observables en una
investigacién en practicas, procesos, objetos y conceptos, para mi “procesos” es la categoria mas
general de las tres: a ciertos procesos observables y replicables los llamamos précticas, que
incluirian los discursos y actos de habla que los acompafian, motivan o explican (que son
las praxeo-logias de Chevallard, que también son procesos); a otros procesos técnicos los
[lamamaos procedimientos (las técnicas que Chevallard acompafiaria con las tecno-logias), y a
ciertos procesos mentales los llamariamos conceptosen el sentido de procesos de
conceptualizacion y razonamiento sobre esas conceptualizaciones, que ciertamente son procesos
mentales, que aunque no sean directamente observables, si se pueden inferir a través del examen
de los productos, que serian objetos ™.

“Los conceptos serian solo un tipo de los distintos objetos mentales con los que trabaja el
pensamiento, el intelecto o la razon, pues en filosofia se distinguen al menos tres: los conceptos,
los juicios y los razonamientos. Los tres son tipos privados o mentales no ostensibles que
corresponden a tres tipos publicos y ostensibles de la categoria Lenguajes: los predicados, las
proposiciones y los argumentos”. ...Si se separan como tipo del EOS los objetos que emergen de
las practicas, habria que agregar la categoria de los sujetos de las practicas, y habria que
considerar los procesos de objetivacion y los procesos de subjetivacion, como los distingue Luis
Radford. Quedarian pues como las cuatro grandes categorias
fundamentales procesos (ostensibles o  publicos y no ostensibles, privados o
mentales), practicas (discursivas y no discursivas, que tambien pueden ser ostensibles o publicas,
como las practicas de ensefianza, pero también podrian ser no ostensibles, privadas o mentales,
como las practicas de pensamiento, reflexion, meditacion u otras), sujetos y objetos (ostensibles o
publicos y no ostensibles, privados o mentales)”.
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“Las definiciones verbales o “de diccionario” (“léxicas”) serian un subtipo de las proposiciones,
y los argumentos serian sistemas de proposiciones; pero faltarian otros sistemas de proposiciones
gque no son argumentos pero si son expansiones discursivas, como las narraciones, las
explicaciones o las teorias formales axiomatizadas, en donde figuren solo las definiciones, los
axiomas y los teoremas pero no las demostraciones.

Ademas, con la linguistica de Chomsky, la Teoria General de Procesos y Sistemas y la Teoria de
Modelos en Logica, no basta con sefialar dentro de la categoria Lenguaje las proposiciones y las
expansiones discursivas como los argumentos u otras, pues habria que distinguir en cada
proposicion sus componentes, no solo los predicados o sintagmas verbales o sintagmas predicales,
sino también los sintagmas nominales y los sintagmas operacionales.

En la Teoria General de Procesos y Sistemas los sintagmas nominales corresponden a los
elementos o componentes del sustrato de un sistema; los sintagmas predicales corresponden a las
relaciones de la estructura del mismo sistema, y los sintagmas operacionales corresponden a las
acciones, transformaciones u operaciones de la dinamica del mismo sistema. No pueden omitirse
ninguno de los tres”.

Y claro que ese refinamiento se hizo necesario cuando, por ejemplo, quisimos analizar lo que dice
la profesora cuando escribe un limite como “lim [x --> 0] (1/x)”, y vimos que no aporté mucho
escribir en la matriz categorial que eso es lenguaje, pues no pudimos clasificar ese sistema de
semidtico en un subtipo de lenguaje, como proposicion, pues no lo es, ni siquiera es una formula
bien formada. Tampoco es un argumento, ni un predicado ni una propiedad. Parece que en algunas
exposiciones del EOS se propuso que las propiedades son ciertos tipos de proposiciones, pero una
cosa es la propiedad conmutativa de la multiplicacion y otra cosa es una proposicién que la
enuncie, como “xy =yx”. Al respecto, Vasco propone:

“En el EOS, este sistema semiotico ya producido o representacion semiotica “lim [x --> 0] (1/x)”
no se puede catalogar en un subtipo de Lenguajes que tenga poder analitico y permita analizar la
practica de ensefiar la unidad de limites al comienzo del Calculo I. Parece necesaria la categoria
de término, con la definiciébn recursiva usual; pero no esta seria suficiente sin la
categoria operador, para reconocer el papel que juega aqui el simbolo ‘lim’ para representar el
operador lineal sobre un espacio funcional, cuyos invariantes son las funciones continuas.

Si la profesora quiere continuar la escritura en el tablero, tiene que usar un relator binario o
predicado diddico simbolizado por ‘=". Pero apenas escriba el relator binario ‘=’, le va a quedar
dificil seguir, porque segun lo dice ella misma en discursos previos, ‘oo’ (el ocho dormido) no es
un objeto matematico, y sin embargo, si escribe un sistema semidtico “con sentido completo” o

“proposicion’ en la que aparece este término ‘0o’:
“lim [x -->0] (1/x) = 00"

No nos ganamos nada con clasificar esta representacion semidtica como Lenguaje o
como Proposicion, pues todo el andlisis de esta proposicion para su descripcion categorial y para
su idoneidad didactica depende de que se especifiquen los usos y significados de los términos

o«

basicos ‘x’, ‘0°, ‘1’, ‘00’; de que se aclare el uso y el significado de la flecha ‘-->"; del operador
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de inversion ‘1/( )’ y de su valor en los casos del 0 y del 0o; de las convenciones epistémicas
respecto a la lectura del segmento x-->(0’, como “equis tiende a cero” o “equis se acerca a cero”,
que son conversiones de un registro semidtico a otro. Aln con esas herramientas analiticas,
todavia no hemos dicho gran cosa si no analizamos por qué y cuando y en qué sentido se liga el
termino de la izquierda ‘lim [x -->0] (1/x)’ con el de la derecha ‘oo’ por medio del relator binario
‘=".", Por todo lo anterior al intentar avanzar en el andlisis, no tenemos mas remedio que
experimentar la necesidad de refinar las categorias del EOS, en particular, la

categoria Lenguajes.

El EOS prefiere no hablar de obstaculos ni dificultades ni errores, sino de conflictos semioticos. El
problema es que al hacer el andlisis, se empieza a ver que las dificultades mas de fondo se dan
precisamente cuando ni el profesor ni el estudiante parecen tener ni sentir ningun conflicto! El
observador no ve conflictos como conductas disruptivas en el aula de clase que observa (que si los
ve cuando el saber personal cognitivo del estudiante choca con el saber institucional epistémico
que el profesor representa) pero si detecta una especie de conflicto o dificultad entre el discurso
que desarrolla el profesor y lo que es el saber epistémico que el observador cree que deberia
presentar el docente como representante de lo institucional, o entro lo que el profesor trata de
institucionalizar con recomendaciones, instrucciones, ejemplos y evaluaciones y lo que el
observador cree que deberia haber institucionalizado, pues no es lo que el observador considera
epistémico. Efectivamente, es el investigador el que experimenta esa sensacion de que hay un
conflicto, no el profesor ni los estudiantes.

Se vio muy bien en la manera como la profesora agrega “dx” a las derivadas usuales, pensando que
con eso les ayuda a sus estudiantes a recordar la derivada interna cuando la variable sobre la que
actia la funcion no sea x sino otra funcion de x. Eso no es epistémico ni institucional, pues no
aparece ni en el texto, ni en el syllabus ni en lo que dicen y usan otros profesores de célculo | de la
misma universidad. Mas adn, es un error epistémico confundir la diferencial con la derivada; pero
desde el punto de vista didactico, la profesora cree que eso ayuda, y lo confirma con que a sus
estudiantes les va mejor en esas preguntas capciosas en donde los estudiantes de otras secciones
“caen en la trampa” de derivar directamente.

Ni el caso de dificultades y obstaculos epistemolégicos, semidticos y didacticos que no producen
conflicto, ni el caso de la tension entre lo que es personal-cognitivo del profesor respecto al saber
epistémico institucional estan contemplados en el EOS, y por eso son conclusiones muy valiosas
que constituyen un aporte metodoldgico al EOS y a futuras investigaciones.

Es decir que si afinamos el andlisis y los resultados, vemos dificultades y tensiones que no
producen conflicto abierto, y vemos un nivel intermedio entre el saber epistémico
institucionalizado y el saber cognitivo personalizado por cada estudiante, asi no sepamos cémo
Ilamarlo, pues es cognitivo en el maestro pero él cree que es epistémico, y asi lo hace aparecer
antes sus alumnos, considerando “de buena fe”” que debe institucionalizarlo.

En los enfoques citados en el estado del arte se consideran los obstaculos cognitivos y los
epistémicos, caracterizados fundamentalmente porque los cognitivos estan asociados a procesos en
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los estudiantes, mientras que los epistémicos estan estrechamente relacionados con los maestros.
Sin embargo lo encontrado en esta investigacion, respecto al uso de dx por parte de la profesora
para representar la derivada de la funcion, como ha sido ampliamente discutido en el andlisis, hace
emerger una nueva categoria que podriamos ubicar en la mitad entre lo cognitivo y lo epistémico,
gue no es exactamente cognitivo ni epistémico pero que a la vez tiene dimensiones cognitivas y
epistémicas.

No es cognitivo como lo considera el EOS pues es una practica que hace la profesora y no el
estudiante. No es epistémico como lo considera el EOS pues este uso de dx no esta
institucionalizado en el saber sabio: textos, generalidad de maestros. Es una practica cognitiva de
la maestra, es una apropiacion del saber muy particular de ella; es como una transposicion didactica
del saber sabio al saber de los textos, las instituciones; saber sabio por parte de la profesora pero
no epistémico porque no es compartido: no epistémico porque no es compartido y no cognitivo
porque no es de los estudiantes. Es la apropiacion propia de la profesora, que en el espacio de la
clase se vuelve institucional por el rol que ella desempefia alli. Esto nos esta diciendo que la
clasificacion cognitivo - epistémico tal como aparece en la teoria en estos momentos no da cuenta
para casos como el aqui reportado en cuanto a la apropiacion del conocimiento por parte de la
profesora. Por un lado son dos polos que parecen ser disyuntos, y por otro lado se requieren como
varios estadios grises entre un polo y el otro. Lo didactico configura una institucionalidad diferente
a la de los matematicos puros, ni siquiera a la de los textos de pregrado.

En el EOS todo conflicto genera un obstaculo pero el aporte es que se han encontrado unos
obstaculos que no producen conflicto. emerge un objeto que no es personal ni epistémico.

LIMITACIONES

Una de las limitaciones en la observacion es precisamente que no es natural ni comudn que otro
profesor asista a una clase, converse con el profesor titular, tome fotos, menos adn en la
Universidad en una Facultad de Ingenieria; eso causa un elemento extrafio e intimida en algunos
casos comportamiento y desempefios. Ademas que no fue nada facil conseguir un colega, otro
profesor, en este caso, profesora, dispuesta a abrir su aula a la observacion de un tercero, pues se
expone en todo sentido: en sus saberes, sus practicas, sus deficiencias y fortalezas, y porque no se
sabe el uso que el investigador pueda darle a esta informacion.

El pensum unificado de Célculo Diferencial en temaéticas, parcelado en semanas, la realizacion de
pruebas conjuntas, si bien garantiza ciertos desarrollos y cumplimientos de los cursos, también
actlan de cierta manera como limitantes en el sentido que establecen unos tiempos, unas dindmicas
que se deben cumplir, y por lo tanto puede hacer mas dificil el permitir mas interaccion, mas
trabajos en grupo, mas retroalimentaciones, mas revision de talleres, mas pasarlos al tablero, mas
puestas en comun.

La mayor limitacion precisamente fue la falta de datos sobre la comprension de los estudiantes,
sobre las dificultades que encuentran en proceso de apropiacion del célculo, por la poca
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oportunidad que se les da en las clases de expresarse, de preguntar, de equivocarse, de presentar
ejercicios, talleres, tareas y, sobre todo, de recibir la debida evaluacion y retroalimentacion.

RECOMENDACIONES PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

Las dificultades que encuentran los estudiantes en estas areas basicas del curriculo en la formacién
matematica debe ser un problema al cual las Facultades de Ingenieria le deben poner atencion, pues
hay un marcado desinterés por los problemas cognitivos, didacticos y epistémicos en las précticas
educativas. Es decir, la ensefianza, la pedagogia son valoradas en menos rango que los problemas
de la ingenieria, de la programacion, de las bases de datos, es decir, no se dimensiona de la misma
manera y si no se cambia esa mirada, los intentos por mejorar desercion y repitencia se van a
quedar en la superficie, en los formalismos, pero no van a atacar la raiz del problema al interior de
las aulas con maestros, estudiantes y saberes.

Es deseable que mas profesores de las Facultades de Ingenieria permitan observacion de sus
practicas, pues solo de esta manera se logra conciencia sobre las bondades y deficiencias que cada
uno ostenta en su practica,, a partir de lo cual puede construirse una verdadera cualificacion de
practicas, saberes y de formacion.

Esa vigilancia epistemoldgica sobre las creencias, los discursos, las actuaciones, los significados,
los sentidos, los saberes, que debemos los maestros mantener permanentemente es la base para
objetivar y tomar conciencia acerca de si lo que creemos, pensamos, decimos, ensefiamos y
expresamos es potencialmente generador de dificultades u obstaculos.

En las preguntas, las dudas, las dificultades, los errores que observamos en los estudiantes estan
los verdaderos sintomas o indicadores de lo que no han comprendido, de lo que ain no han
conceptualizado, de lo que los hace repetir una y otra vez y obstaculizar su avance en su carrera
profesional. Por tanto la atencién que se dé a ellos, y la gestion que hagamos puede marcar su
avance o estancamiento en ese camino por el que estan transitando hacia unas bases solidas en
calculo para su formacion profesional y académica.

Se debe favorecer la buena préctica pedag6gica en los cursos, el trabajo en grupo, las puestas en
comun como unas orientaciones que permeen toda el area de matematicas de las Facultades, pues
solo contrastando, argumentando, resolviendo y expresando, los estudiantes tendran la libertad de
preguntar y el profesor de revelar esas limitaciones y dificultades.

Y en cuanto a sefialar algunos elementos para una agenda de trabajo para futuras investigaciones,
seria deseable profundizar en la bibliografia que se agrega a continuacion con sus consecuentes
complementos y contrastes en tales escuelas.

Para terminar se presenta una lista de referencias de la escuela de Utrecht para su estudio, si se
quiere profundizar en futuras investigaciones en la seccién 2.2.3 del capitulo Il

e Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. Dordrecht:
Kluwer Academic Publishers.

e Gravemeijer, K. P. E. (1994). Developing realistic mathematics education. CD-Beta Press,
Utrecht.
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Lange, J. de (1995). Assessment: No Change without Problems. In: Lange, J. de (1996),
Using and Applying Mathematics in Education.

Streefland, L. (1991). Fractions in Realistic Mathematics Education. A Paradigm of
Developmental Research. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.

Streefland (ed.) (1991). Realistic Mathematics Education in Primary School. Utrecht: CD-
b Press / Freudenthal Institute, Utrecht University.

Treffers, A. (1975). De Kiekkas van Wiskobas. Beschouwingen over Uitgangspunten en
Doelstellingen van het Aanvangs- en Vervolgonderwijs in de Wiskunde. Leerplan
publicatie nummer 1. Utrecht, the Netherlands: IOWO.

Treffers, A. (1987). Three dimensions: a model of goal and theory description in
mathematics instruction - The Wiskobas project. Dordrecht: Kluwer Academic Publishers.
Treffers, A. (1991). Realistic mathematics education in The Netherlands 1980-1990. In L.
Streefland (ed.), Realistic Mathematics Education in Primary School. Utrecht: CD-b Press
/ Freudenthal Institute, Utrecht University.

Van den Heuvel-Panhuizen, M. (1996). Assessment and realistic mathematics education.
Utrecht: CD-b Press / Freudenthal Institute, Utrecht University. New Theory: Realistic
Mathematics Education.

Resultados esperados

6.3.1 Relacionados con la generacion de conocimiento:
A traveés del estudio de los obstaculos, conflictos y dificultades en el trabajo inicial del célculo
diferencial en estudiantes de Ingenieria se aporté en:

La caracterizacion y explicacion de la estructura y funcionamiento del obstaculo en el
sistema didactico.

Herramientas tedricas y metodoldgicas a formadores de profesores, profesores y
estudiantes para el mejoramiento de su practica docente y de su aprendizaje en el calculo
diferencial en diferentes niveles de escolaridad.

Herramientas tedricas y metodoldgicas para la ensefianza y aprendizaje del célculo
diferencial escolar en estudiantes universitarios.

6.3.2 En relacion con el fortalecimiento de la comunidad cientifica en Educacion
Matematica

Aportar herramientas tedricas y metodoldgicas para el analisis y reflexion de los planes de
mejoramiento en el disefio, implementacion, desarrollo y evaluacion de la investigacion
curricular de los programas de Ingenieria.
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6.3.3 Dirigidos a la apropiacion social del conocimiento en didactica de las matematicas y la
formacién de profesores de matematicas

Aportar elementos de profundizacion, sustentacion y fundamentacion epistemoldgica y
metodoldgica a la investigacion sobre obstaculos, conflictos, dificultades que se presentan
al iniciar el estudio del calculo diferencial escolar.

Desarrollar propuestas investigativas en la tematica de la formacion de profesores que
tengan en cuenta los obstaculos detectados en el aprendizaje del céalculo.

Asi mismo, se esperan impactos a partir del uso de los resultados de investigacion en lo
institucional, en relacion con la investigacion en didactica de las matematicas y en la
formacion de profesores de matematicas, con las comunidades de investigadores y con las
politicas educativas. Se espera plantear propuestas didacticas para superar los obstaculos
caracterizados y para desarrollar practicas escolares que conduzcan a una transicion méas
continua del conocimiento superando las rupturas y los obstaculos; una mayor sustentacion
tedrica y metodologica en el &rea de matematicas del ciclo basico de ingenieria para la
evaluacion de las practicas docentes de los profesores de matematicas y una ampliacién de
la base tedrica y metodoldgica de los investigadores, grupos de investigacion, formadores
de profesores, profesores en ejercicio en la linea de investigacion concerniente a la
formacion de profesores de matematicas que tengan en cuenta la caracterizacion de las
PEUC vy los obstéculos inferidos a partir de su estudio.

Los acercamientos descritos anteriormente permitieron obtener algunos resultados
prometedores para la investigacion que profundizo la tesis doctoral en esta direccion.
Consideramos que estos favorecen la discusion y elaboracion de propuestas. Hemos
encontrado que la deteccion de dificultades, obstaculos y rupturas, y su clasificacion en
semioticos, didacticos, epistemoldgicos, culturales, etc., plantean un gran ndmero de
problemas no triviales.

Se espera haber sefialado varios elementos de analisis en direccion a elaborar reflexiones
de orden epistemoldgico y didactico en cuanto a comprender, interpretar y quiza aportar en
la solucion, de una manera mas amplia, de las dificultades y obstaculos detectados en la
comprensidn del calculo diferencial. El trabajo empirico, la recoleccion y anélisis de datos,
confirmo las bondades y también las limitaciones de este acercamiento.

Resultados del proceso metodolégico

Refinamiento de nociones asociadas al concepto de obstaculos epistemoldgico como
conflictos y dificultades.

Instrumentos que permitan recolectar la informacion pertinente y que posibiliten el estudio
de potenciales obstaculos al iniciar el estudio de célculo en primer semestre de
Universidad. La Matriz Documental, La Matriz Categorial Descriptiva, La Matriz
Categorial Descriptiva (Practicas Matematicas Y Configuracion De Objetos) Y De
Oposiciones y la Matriz de Facetas de Idoneidad.
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¢ Informacion necesaria y pertinente, en el marco del curriculo en matematicas en Ingenieria
que posibilite, gestione y sistematice una reflexién permanente sobre formas de ensefianza
y aprendizaje del célculo diferencial.

e Disefio metodologico que sirva para el andlisis didactico y de idoneidad de manera general.

6.4 Impactos de la investigacion

6.4.1 Impactos a partir del uso de los resultados de investigacion en lo institucional

e Propuestas Didacticas para superar los obstaculos, conflictos y dificultades caracterizados
y para unas practicas escolares que conduzcan a una transicibn méas continta del
conocimiento superando las rupturas y los obstaculos.

e Mayor sustentacion teorica y metodoldgica en el area de matematicas del ciclo basico de
Ingenieria para la evaluacion de las précticas docentes de los profesores de matemaéticas.

e Consolidacion de los planes de mejoramiento académico y de la gestion curricular del ciclo
béasico de Ingenieria y del area de matematicas de la Facultad de Ingenieria.

6.4.2 Impactos en relacidn con la investigacion en didactica de las matematicas y formacion
de profesores de matematicas

e Ampliacién de la base tedrica y metodoldgica de los investigadores, grupos de
investigacion, formadores de profesores, profesores en ejercicio en la linea de investigacion
concerniente a la formacién de profesores de matematicas que tengan en cuenta la
caracterizacion de las PEUC y los obstaculos inferidos a partir de su estudio.

6.4.3 Impactos en relacién con las comunidades de investigadores y politicas educativas

e Desarrollo de transformaciones en las politicas socioeducativas en la formacién de
profesores de matematicas para la educacion media y superior.

e Propuestas de innovacion y mejoramiento de las practicas docentes en el proceso de
ensefianza aprendizaje del céalculo diferencial en las Facultades de Ingenieria.
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