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Resumen

La investigacion de la que se da cuenta en esta memoria, persigue el objetivo
fundamental de valorar la comprension que han alcanzado, en el Nivel Medio,
los estudiantes que inician la carrera de Profesorado en Matematica, en la
Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y Agrimensura de la Universidad
Nacional del Nordeste, sobre objetos matematicos enmarcados en la
Divisibilidad.

El marco teorico adoptado es el modelo epistémico y cognitivo del Enfoque

Ontologico y Semiético del conocimiento y la instruccidén matematica.

El planteo metodologico se fundamenta en investigaciones basadas en el

disefio, usando herramientas de analisis provenientes del marco tedrico.

En este contexto tedrico y metodologico se construye un instrumento de
indagacién, conformado por una muestra de problemas de Divisibilidad, con el
propdsito de suministrar a los estudiantes recientemente caracterizados. El
mismo, se construye a partir del andlisis de investigaciones relacionadas con el
estudio de la comprension de objetos de la Divisibilidad y otros objetos
matematicos, como asi también, del marco epistémico y didactico elaborado

como referencia.

El analisis de las practicas de los estudiantes, a propdsito de la resolucion de la
altima version del instrumento, deja al descubierto funciones semibéticas
actuativas 'y argumentativas  (conceptuales, proposicionales, con
contraejemplos y deductivas) y una amplia red de relaciones conceptuales
involucradas en dichas funciones semioticas, lo que hace posible valorar la
comprension lograda de la Divisibilidad, de acuerdo con distintos niveles de

comprension.
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Introduccion

Esta tesis doctoral se enmarca en una linea de investigacion de la Didactica de
la Matematica desarrollada por Juan Diaz Godino, en la Universidad de
Granada, a partir de los afios 90. El grupo de investigacion que el autor dirige,
denominado Teoria de la Educacion Matematica, elabord el modelo epistémico
y cognitivo dado en llamar Enfoque Ontosemio6tico del conocimiento y la
instruccion matematica, el cual se adopta como modelo tedrico de la

investigacion que se presenta en esta memoria.

El objetivo fundamental de esta tesis es valorar la comprensiéon que han
alcanzado, en el Nivel Medio, los estudiantes que inician la carrera de
Profesorado en Matematica, en la Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y
Agrimensura (FaCENA) de la Universidad Nacional del Nordeste (UNNE),

sobre objetos matematicos de la Divisibilidad.

En anteriores investigaciones realizadas, especificamente al elaborar la Tesina
de Licenciatura en Did4ctica de la Matematica de la FaCENA, una investigacion
financiada por el Instituto Nacional de Formacion Docente del Ministerio de
Educacion de nuestro pais, la Tesis de Maestria en Docencia Universitaria,
llevada a cabo en la UNNE, en todos los casos sobre aspectos relacionados
con el estudio de practicas institucionales y personales asociadas a ciertas
nociones enmarcadas en la Divisibilidad en el Nivel Medio, han quedado en
evidencia las dificultades que tienen los alumnos al momento de establecer
relaciones conceptuales, movilizadas por un problema, entre diferentes objetos
matematicos o distintos significados de un mismo objeto. Similares
apreciaciones hemos obtenido durante la realizacion de ciertos trabajos
relacionados con la comprensién de objetos matematicos, particularmente con
los involucrados en la Divisibilidad, en el &mbito de investigaciones llevadas a

cabo en la Universidad Nacional de Villa Maria.

Durante el inicio de esta tesis realizamos un minucioso analisis de
antecedentes, habiendo abordado investigaciones relacionadas con la
valoracion de la comprensién de objetos de la Divisibilidad, las que dan cuenta

de los inconvenientes que poseen los alumnos de los niveles Primario y
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Secundario, como asi también, los maestros y profesores en formacion y en
ejercicio de la profesion, cuando deben establecer relaciones conceptuales
entre entidades primarias de la Divisibilidad, a propésito de la resolucion de
problemas. De estos trabajos hemos tomado algunas sugerencias de
problemas y tipos de problemas que por su relevancia deberian estar presentes
en las aulas. Con algunas de estas investigaciones inclusive compartimos

marco tedrico y/o metodologico.

Luego del planteamiento general de la investigacion, explicitado en el primer
capitulo, el andlisis de los antecedentes se expone en el capitulo 2 de esta

tesis.

En el tercer capitulo se presenta el marco tedérico de encuadre de la
investigacion, esto es, los aspectos fundamentales del Enfoque Ontosemiotico,

relacionados con la investigacion.

En el capitulo 4 se expone la metodologia general que orienta el desarrollo de
la investigacion. La misma es de naturaleza cualitativa, basada y fundamentada
en el disefio, usando herramientas de analisis provenientes del marco teérico
adoptado, tales como los constructos “configuracion epistémica”, “funcién
semidtica” e “idoneidad didactica”.

El primer marco epistémico y didactico de referencia para el pretendido analisis
de practicas personales de los alumnos ingresantes al Profesorado en
Matematica, que se incluye en el quinto capitulo, se modeliza a través de una
configuracion epistémica, estructurada sobre tipos de tareas de la Divisibilidad
en el Nivel Medio.

En base a esta organizacion matematica se elabora un instrumento de
indagacién constituido por una muestra de situaciones-problemas de
Divisibilidad, para el Nivel Medio, con el propdésito de valorar la comprension
alcanzada por los alumnos destinatarios de la exploracion. Dicho instrumento
tuvo un largo proceso de construccidn. Los analisis didacticos de las practicas
de los estudiantes que se realizaron luego de la instrumentacion de sus dos
primeras versiones, el permanente estudio de su idoneidad didactica, la
valoracion de los pares académicos y el constante analisis de la literatura

correspondiente, hicieron posible la elaboracion de su version definitiva.
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En la version final, los enunciados de las consignas fueron mejorados a fin de
evitar conflictos semidticos, y no se incluyeron problemas que en su resoluciéon
involucran el establecimiento de las mismas (0o muy similares) relaciones
conceptuales. Asimismo, se pudo mejorar el analisis a priori de las préacticas

institucionales de referencia.

La tercera y Ultima version del instrumento se expone en el sexto capitulo,
acompafiado de un analisis epistémico y didactico de su contenido, el cual se
constituye en el segundo marco epistémico y didactico de referencia. Para cada
una de las situaciones-problemas que lo componen se realiza un analisis
ontosemidtico, esto es, se modelizan las practicas institucionales desarrolladas
a través de configuraciones epistémicas, explicitando las principales relaciones
entre entidades primarias, en término de funciones semidticas. Como
complemento de este andlisis, se elabora una matriz de desempefio o
comprension, en la que se incluyen practicas mateméticas institucionales, de
cada una de las situaciones-problemas del instrumento, factibles de ser
elaboradas por alumnos que inician el Profesorado, caracterizados segun
cuatro niveles progresivos de comprension: novato, aprendiz, experto y

distinguido.

Cabe aclarar que tanto el analisis ontosemiotico realizado sobre los problemas
del instrumento como las practicas matematicas incluidas en la matriz de
desemperio y el permanente estudio de la idoneidad didactica del contenido del
instrumento, fueron evolucionando y amplidndose permanentemente durante el
proceso investigativo, a partir de las exploraciones aulicas con las distintas
versiones del instrumento, las observaciones de los pares expertos y el analisis
bibliografico de textos de Matematica, Educacion Mateméatica y disefios

curriculares.

A partir de los elementos referenciales nombrados, se realiza la exploracion
con la ultima version del instrumento, en una de las primeras clases tedricas de

la asignatura Algebra .

El andlisis ontosemidtico de las practicas de los alumnos ingresantes al

Profesorado en Matematica se expone en el capitulo 7. En esa seccion se

determinan y clasifican las funciones semioticas elaboradas por los estudiantes

a proposito de la resolucion de las situaciones-problemas del instrumento de
13



indagacion. En el primer nivel, se consideran las funciones semioticas
actuativas; en el segundo, las argumentativas conceptuales, proposicionales y
con contraejemplos; mientras que, en el tercero, se incluyen las argumentativas

deductivas.

La clasificacion mencionada de las funciones semidticas, la determinacion de
los objetos de la Divisibilidad involucrados en las mismas y el analisis de la
compleja red de relaciones conceptuales establecida entre esos objetos,

permite valorar la comprension lograda por los estudiantes.
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Planteamiento de la Investigacion

CAPITULO 1

Planteamiento de la Investigacion

1.1. Introduccion

En este capitulo se plantea la problematica de la investigacion, sefialando la
posicion tomada acerca de asumir la conformacion de la Divisibilidad en el

conjunto de los NUmeros Naturales.

Asimismo, se indican los objetivos de la misma, relacionados con la valoracion
de la comprension alcanzada por estudiantes sobre Divisibilidad, en el Nivel
Medio.

Luego se fundamenta la eleccion del tema, en cuyo marco se explica el

significado que se adopta sobre “comprension”.
Finalmente se exponen los aportes de la tesis a la comunidad académica.
1.2. Delimitacion de la problematica de la investigacion

En principio cabe sefialar que organismos internacionales, abocados a analizar,
discutir y acordar aspectos relativos a la ensefianza y aprendizaje de la
matematica, sugieren incluir el estudio de la Teoria Elemental de Niumeros en
el curriculo de la formacion inicial de docentes de matematica. Por ejemplo, el
(NCTM, 1989) explica que el abordaje de esta tematica proporciona una
comprension profunda de las propiedades y las estructuras numéricas, a los
maestros. Asimismo, el informe de la Conference Board of the Mathematical
Sciences (CBMS, 2001) insiste sobre la misma recomendacion, pero referida a

la formacion de profesores de secundaria.

En nuestro pais, en la actualidad, la ensefianza de la Divisibilidad se inicia en la
Escuela Primaria, se retoma y complejiza en la Escuela Secundaria y forma
parte de la curricula de las primeras materias de los planes de estudio del

Profesorado en Matematica del Nivel Superior.

En el Nivel Primario los estudiantes trabajan con divisores, multiplos, factores,
criterios de divisibilidad, factorizacion, maximo comun divisor, minimo comun
multiplo, clasificacidon de numeros en primos, compuestos, etc. en el conjunto

de los Numeros Naturales y contindan en el Nivel Secundario, ampliando sus
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Planteamiento de la Investigacion

significados, también en el conjunto de los naturales, de acuerdo con lo que
disponen los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP) en ME (2011),
definidos para todo el territorio nacional. No obstante, varios libros de textos de
reconocidas editoriales plantean el estudio de ciertos objetos de la Divisibilidad
en el conjunto de los Numeros Enteros. Es también en este conjunto donde
abordan la Divisibilidad los alumnos universitarios cuyas practicas son objeto
de analisis de esta tesis.

Trabajos como los realizados por Dubinsky (1991); Vergnaud (1994); Zazkis &
Gadowsky (2001); Bodi (2006); Bodi, Valls y Llinares (2007); Espinoza (2012) y
Vallejos Vargas (2012), muestran que, al terminar la Escuela Secundaria, se
pueden observar en los alumnos diferentes niveles de dificultad en la

resoluciéon de tareas sencillas vinculadas a la Divisibilidad.

Como aporte a la Didactica de la Divisibilidad, y en estrecha relacion con los
trabajos desarrollados por los autores recién indicados, en esta tesis se
persigue el propasito de valorar la comprension de los alumnos ingresantes a la

carrera de Profesorado en Matematica referida a la Divisibilidad.

Para cumplir con este objetivo, se analizan las redes de relaciones que estos
alumnos establecen entre objetos primarios de la Divisibilidad a partir de la
resolucién de unas situaciones-problemas del instrumento de recoleccién de
informacion elaborado al efecto. Las relaciones mas significativas a los
intereses de la investigacibn se caracterizan en términos de funciones

semiobticas.

Cabe aclarar que, si bien es interesante analizar los conflictos semioticos
potenciales y reales como forma de explicar dificultades de aprendizaje, y en tal
sentido focalizar el estudio en la falta de establecimiento de algunas funciones
semidticas o en la elaboracion de funciones semiéticas incompletas o erroneas,
no es este el propdsito que persigue la tesis. La elaboracién de este tipo de
relaciones significa que el alumno no ha comprendido cabalmente un concepto
y por lo tanto sus practicas no son objeto de analisis, dado que en este trabajo

se busca valorar aspectos constitutivos de la comprension.

En referencia a la nocion de comprension, en concordancia con Godino (2003),

en este trabajo la entendemos del siguiente modo: Comprender un
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Planteamiento de la Investigacion

determinado objeto matematico, significa ser capaz de articular
coherentemente seis elementos de significados referidos al mismo: las
situaciones problemas en las que participa el objeto, los conceptos, las

propiedades, los procedimientos, los argumentos y el lenguaje.

En relacion con esta concepcion de la comprension de un objeto matematico,
en el Proyecto de mejora para la formacion inicial de profesores para el Nivel
Secundario (INFOD, 2010, p. 122), se puede apreciar que:

Comprender un objeto matematico significa (...) producir, organizar y
reorganizar la red de relaciones que se deben establecer en la
resolucion de una situacién problematica (intra y extra-matematica)
que “obliga” al funcionamiento del objeto, los procedimientos o
técnicas que se despliegan para resolverla, las definiciones,
propiedades, argumentos que validan las acciones realizadas, todas
ellas soportadas y reguladas por el lenguaje (...), propio de la

Matematica, y la lengua natural.

Esta posicibn es en todo coherente con el planteamiento de diversos
investigadores en Educacion Matematica, como ser, Font (2011), Pochulu y
Rodriguez (2017), Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011), Hiebert y Lefevre
(1986), Godino (2000), Godino (2003), entre otros.

A fin de avanzar en la delimitacién de la problematica de investigacion es
necesario tomar posicion acerca del conjunto numérico de encuadre, en donde

asumimos la conformacion de la Divisibilidad.

Tanto los NAP (2011) como los Disefios Curriculares Jurisdiccionales
correspondientes a algunas provincias aledafias a la UNNE, como ser Chaco
(MECCTC, 2012) y Corrientes (MEC, 2012), plantean el estudio de la
Divisibilidad, para el Nivel Medio, en el conjunto de los Numeros Naturales.
Asimismo, varias de las investigaciones que se toman como antecedentes de
esta tesis realizan un estudio didactico de esta tematica también en este

conjunto.

Entre los objetos centrales de la Divisibilidad en el conjunto de los NUmeros
Naturales se encuentra el Minimo Comun Mdltiplo, cuya existencia pareciera no
estar garantizada en los enteros, considerando que el conjunto de los multiplos

enteros comunes de dos numeros enteros no tiene minimo. Otro ejemplo de la
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no conservacion de propiedades en la extensién de la Divisibilidad al conjunto
de los Numeros Enteros lo constituye el orden que se establece entre un
ndamero y su divisor. En efecto, si a es divisor de b, siendo ambos numeros
naturales, sucede que a es menor o igual que b, mientras que, en Z, el primero

puede también ser mayor que el segundo.

En 1634, Stevin extendio el algoritmo de Euclides al calculo del Maximo Comun
Divisor de dos polinomios. Euler, en 1770, traté de ampliar el concepto de
Divisor mas alla de los numeros enteros y de los polinomios, encontrandose
con el problema de la imposibilidad de la conservacion de todas las
propiedades en esa extension, en especial, la de la existencia del Maximo
Comun Divisor y de la unicidad del Teorema Fundamental de la Aritmética
(Kline, 1992; Boyer, 1999).

Estos autores sefialan también que hasta el siglo XIX, con los aportes de
Gauss, la Divisibilidad se desarroll6 en el conjunto de los NUumeros Enteros. En
este mismo siglo, autores como Kummer, Dedekind y Kronecker generalizaron
la Teoria de la Divisibilidad mediante la creacion de la estructura de ideal. El
Algebra Conmutativa Moderna empez6 a formalizarse a partir de 1910, década

en la que se creo la estructura de anillo debido a Fraenkel.

A partir del siglo XX, la Teoria de Numeros ocupd un amplio espectro en la
Matematica, pudiéndose destacar el estudio de la Divisibilidad en el conjunto
de los Numeros Naturales. Los objetos centrales de la Divisibilidad que cabe
mencionar, caracterizados en este dominio, son: Divisor, Factor, Divisible,
Criterios de Divisibilidad, Numero Primo y Compuesto, Teorema Fundamental
de la Aritmética, Maximo Comun Divisor y Minimo Comun Mdltiplo.

Estos hechos histéricos nos permiten asumir la conformacion de la Divisibilidad
en el conjunto de los Numeros Naturales, pues es en N donde sus objetos
conservan todas sus propiedades. Esta postura concuerda con los disefios
curriculares tomados como referencia y varias de las investigaciones que se

analizan en los antecedentes de esta tesis.

Sin embargo, creemos que es posible el desarrollo de un fructifero trabajo

matematico y la obtencion de interesantes conocimientos al plantear el estudio

de algunos objetos de la Divisibilidad y sus propiedades en el conjunto de los

Numeros Enteros. Como ejemplo de esta postura, incorporamos en la
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configuracion epistémica del marco matematico referencial (capitulo 5) la
problemética del cero en tareas relativas a la Divisibilidad, y la inclusion de
algunas situaciones-problemas en el contexto de Z en el instrumento de

recoleccion de informacion que se explicita en el capitulo 6.
1.3. Objetivos de la investigacion
1.3.1. Objetivo general

Valorar la comprension que han alcanzado, en el Nivel Medio, los estudiantes
gue inician la carrera de Profesorado en Matematica en la Facultad de Ciencias
Exactas, Naturales y Agrimensura de la Universidad Nacional del Nordeste,

sobre objetos matematicos enmarcados en la Divisibilidad.
1.3.2. Objetivos especificos

a. Determinar las funciones semiéticas que establecen los estudiantes a
partir de la resolucion de las situaciones-problemas que conforman el
instrumento de indagacién elaborado al efecto.

b. Analizar la red de relaciones, establecida entre objetos matematicos
primarios de la Divisibilidad, involucrada en las funciones semiéticas.

c. Clasificar las funciones semidticas en virtud de la riqueza, variedad y

complejidad de las relaciones conceptuales involucradas en las mismas.
1.4. Justificacion de la elecciéon del tema de investigacion

Uno de los intereses principales que persiguen las investigaciones que
estudian la comprension alcanzada por estudiantes es el andlisis de las redes
de relaciones que pueden establecer a proposito de la resolucion de
problemas. Sin embargo, son pocas las investigaciones abocadas al disefio de
instrumentos y la busqueda de criterios que permitan caracterizar y potenciar

dichas redes conceptuales.

Con esta investigacion se quiere avanzar en esta direccion mediante el disefio
y aplicacion de un instrumento que permita valorar la comprension alcanzada

por los estudiantes mencionados en la institucién indicada.

La importancia de las actividades que realizan los estudiantes con la
Divisibilidad se evidencia en el Nivel Primario, Secundario y en varias catedras

de Matematica que cursan en el Nivel Terciario o Universitario, dado que es un
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contenido basico para la apropiacion de otros como el de Congruencia Entera,

Divisibilidad en los Polinomios, Estructuras Algebraicas, etc.
1.5. Aportes de esta tesis a la comunidad académica

La relevancia de esta tesis queda justificada en los aportes de conocimientos
tedricos y metodolégicos a toda la comunidad de Educaciéon Matematica,
especificamente a los profesores de matematica del Nivel Medio, a los
profesores del Profesorado en Matemética y a los investigadores en Educacién

Matematica, puntualmente a partir de las siguientes producciones:

- El instrumento de recoleccion de informacion y su validacion: el mismo
aporta al docente del Nivel Medio una interesante muestra de tipos de
problemas de Divisibilidad que los alumnos de dicho nivel deberian poder
resolver y que se tendrian que retomar en la formacion de profesores, dadas
las multiples dificultades observadas en los ingresantes al profesorado al
momento de abordar estas situaciones.

Los objetos mateméticos involucrados en las practicas resolutivas de los
problemas del instrumento constituyen una gama muy variada de contenidos
de ensefianza del Nivel Medio, mientras que las relaciones conceptuales
establecidas entre los mismos forman una amplia red.

Tanto a docentes como investigadores, la tesis presenta un instrumento que ha
pasado por muchas y variadas instancias de evaluacion, como ser: el analisis
de idoneidades didacticas, las exploraciones aulicas y los andlisis didacticos
correspondientes, la evaluacion de pares expertos. Su proceso de construccién
ilustra una metodologia de investigacion fundamentada en general en las
investigaciones basadas en el disefio.

- El analisis ontosemiético de los problemas del instrumento: Este analisis,
fundamentado desde el punto de vista tedrico y metodolégico en una teoria
didactica conocida y utilizada mundialmente como lo es el Enfoque
Ontosemiotico, aporta el conocimiento de los objetos matematicos involucrados
en la resolucién de los problemas del instrumento y de sus relaciones, en los
sistemas de précticas institucionales. Es una potente herramienta de referencia
para analizar las practicas matematicas desarrolladas por los estudiantes. En el
caso del docente formador de profesores, que ensefia materias como Didactica

de la Matematica y relacionadas, deberia estar en condiciones no solamente de
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realizar estos analisis referenciales para analizar las practicas de sus propios
alumnos, sino también, promover este tipo de tareas a sus alumnos, dirigiendo
la mirada en los sistemas de practicas de los alumnos del Nivel Medio.

Este tipo de andlisis deja en evidencia que el conocimiento del docente mejora
sustancialmente su comprension sobre las producciones de los alumnos, sobre
las dificultades que poseen, lo cual posibilita el disefio de actividades de
ensefianza tendientes a superarlas a partir de lo que los estudiantes son
capaces de realizar ya sea de manera correcta o0 no.

- La matriz de desempefio o comprension: En la misma se incluyen tipos de
practicas matematicas institucionales sobre los problemas del instrumento,
segun cuatro niveles de desempefio o comprension: novato, aprendiz, experto
y distinguido. Se constituye en una interesante herramienta de analisis a priori,
Gtil para analizar las practicas matemaéticas de los estudiantes. Complementa el
andlisis ontosemiotico de las situaciones-problemas del instrumento y amplia el

marco institucional de referencia.
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CAPITULO 2

Antecedentes de la Investigacion

2.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los aspectos fundamentales de algunas

investigaciones relacionadas con esta tesis.

La mayoria de las mismas comparten tépicos sobre la comprension de objetos
basicos y centrales de la Teoria de Numeros y se han llevado a cabo en
contextos escolares de la educacién primaria y media (con alumnos o

maestros) y en &mbitos de formacion de maestros o profesores.

Todas ellas proporcionan informacion destacada que permite establecer un
punto de partida para esta tesis y fueron seleccionadas por la tematica similar,
el enfoque tedrico o metodoldgico compartido, las problematicas abordadas y

los resultados obtenidos.

2.2. Investigaciones relacionadas con la comprension de objetos de la

Teoria elemental de nimeros

Las investigaciones que se caracterizan sucintamente en este apartado se

organizan en cuatro grupos:

a) Las que estan centradas en el estudio didactico-matemético de redes de
relaciones entre objetos matematicos basicos de la Teoria de Numeros.

b) Las que se han llevado a cabo con maestros o profesores durante la
formacion inicial (en los profesorados).

c) Las que se han realizado en las escuelas, con estudiantes o docentes
(maestros o profesores) en ejercicio de la profesion.

d) Las que ponen énfasis en la importancia de las distintas formas de
representacion de los niumeros en la comprension de los contenidos de
la Divisibilidad.
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2.2.1. Las investigaciones que estan centradas en el estudio didactico-
matematico de redes de relaciones entre objetos matematicos basicos de
la Divisibilidad

Etchegaray (1998), en el marco del Programa Epistemoldgico o Didactica
Fundamental, mas concretamente desde la perspectiva de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico, realiza un interesante analisis epistemolégico y
didactico de ciertas nociones elementales de la Teoria de Numeros.

El objetivo que persigue es avanzar en la elucidacion de los elementos de
significado de ciertos objetos matematicos, inherentes a la Teoria de NUmeros,

como “Divisibilidad en el conjunto de los niumeros enteros”.

El trabajo pretende aportar a la discusion de uno de los modelos del enfoque
tedrico de encuadre general denominado “analisis ecoldgico de los saberes
matematicos”. Este modelo esta basado en la metafora ecoldgica propuesta
por Chevallard (1989) para el andlisis didactico, la que es retomada y extendida
por Godino (1993) con el fin de convertirse en un recurso de gran utilidad para
comprender la génesis, el desarrollo y las funciones de los saberes
matematicos en las distintas instituciones. Estudia la evolucion de dichos
saberes considerandolos como “objetos” que interaccionan y desempefnan un
rol en el interior de las instituciones donde se reconoce su existencia cultural,

ya sean instituciones de produccion o de ensefianza.

La autora explica que la aplicacion del modelo sefialado recientemente permite
notar un problema didactico muy frecuente: la falta de compatibilizacién entre
significados institucionales de los “objetos de ensefianza” con los denominados
“significados personales” ligados al “objeto ensefiado”, por lo que
fundamentalmente toma como herramienta metodolégica de su trabajo la
comparacion entre marcos institucionales y personales. Concretamente,
analiza ciertas organizaciones matematico-didacticas concernientes a la
Aritmética, determinando tanto significados institucionales como significados
personales, con el fin de conocer relaciones entre ellos y asi poder construir

criterios para actuar sobre la construccion de los mismos.

Del marco institucional de referencia, quien merece ser destacado por su

relacion con esta tesis, se puede decir que parte de una muestra de problemas
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de Divisibilidad para la Educacion Media, tratando de reconstruir, a lo largo de
la organizacion matematica desarrollada, unas clases de problemas de
Divisibilidad, y describir “el proceso de estudio” llevado a cabo para lograrlo. A
continuacion de cada clase de problemas explicita el entorno tecnologico que
describe y justifica las técnicas de resolucidon o sea el conjunto de definiciones,
propiedades y teoremas que implicitamente se ponen en juego en la resolucién
de los mismos, construyendo una organizacion matematica de sustancial
referencia para analizar significados personales y avanzar en los conocimientos
didacticos necesarios para organizar procesos de estudio didacticamente

pertinentes para los alumnos.

Este marco referencial, consistente con el planteo teérico asumido, muestra a
las claras que toda organizacién matematica debe llevar implicita una actividad
matematica, la cual consta de tres aspectos claves: es una actividad de
resolucibn de problemas socialmente compartida, que se expresa en un
lenguaje simbdlico y se concibe como un sistema conceptual l6gicamente

organizado.

Finalmente, es importante destacar que, basada en el analisis historico-
epistemologico realizado sobre las nociones béasicas de la Divisibilidad,
Etchegaray sefiala que su evolucion es muy compleja; su desarrollo se
caracteriza por avanzar desde técnicas pre algebraicas a una organizacion
algebraica. Por esta razon, y argumentando que en nuestras instituciones
escolares los elementos constitutivos de la Teoria de NUmeros aparecen
fragmentados y ligados a practicas inadecuadas, explica que se hace necesario

realizar alguna reconstruccion de esta obra matematica.

Espinoza (2012), en su trabajo de tesis de maestria, realiza un estudio
didactico-matematico de la red de relaciones que los alumnos del Nivel Medio
establecen para resolver un problema de Divisibilidad, denominado “El hotel de

los lios”, cuyo enunciado es el siguiente:

Se trata de un hotel que tiene infinitas puertas numeradas: 1, 2, 3, ...
Cuando empieza la historia todas ellas estaban abiertas.

El hotel tiene un conserje, el cual como se aburria durante las noches, se dedic6 a abrir y a
cerrar puertas; si las encontraba abiertas las cerraba, si estaban cerradas las abria. Todas las
noches partia de su oficina (que tiene en la puerta el nimero cero).
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- En la primera noche, pasé por todas las puertas; abrié las puertas que estaban cerradas y
cerré las que estaban abiertas.

- En la segunda noche, hizo lo mismo, pero de dos en dos; abrié las puertas que estaban
cerradas y cerré las que estaban abiertas (por ejemplo, abrié la 2, la 4, la 6, etc.).

- En la tercera noche fue de tres en tres, abriendo las que estaban cerradas y cerrando las que
estaban abiertas.

- En la siguiente noche, comenzando también desde el principio cambié nuevamente el estado
de las puertas de cuatro en cuatro, de manera que abrid las que estaban cerradas y cerro las
que estaban abiertas.

- Después hizo lo mismo yendo de cinco en cinco, seis en seis y asi pasaron infinitas noches.

Consigna general: tienen que lograr saber en qué estado quedd cada puerta después de
infinitas noches. Para cualquier nimero, tienen que saber si la puerta que tiene ese nimero,
quedo abierta o cerrada.

Por su relacion con esta tesis, se trata de dar cuenta de las caracteristicas del
marco didactico-matematico institucional de referencia elaborado por el autor
en el marco del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la instruccién
matematica. EI mismo consta de configuraciones epistémicas sobre objetos
matematicos involucrados en el problema mencionado y los que emergen de su
resolucidon. Persigue el propésito de analizar practicas de Divisibilidad de
alumnos en cuanto al establecimiento de relaciones conceptuales se refiere, en
distintas circunstancias temporales y contextuales, a partir de la referencia del
marco institucional y de una secuencia didactica elaborada al efecto. La
pregunta guia para la elaboracion de las configuraciones epistémicas del marco
institucional es la siguiente: ¢qué diversidad de conocimientos se ponen en
juego en la realizacién de la tarea de resolucion del problema del Hotel de los

lios y como se relacionan?

Concluye que la trama de relaciones matematicas estructuradas sobre el
problema, que pudo vislumbrar en las mencionadas configuraciones, es
verdaderamente compleja y claramente emergente de contextos de uso
diferentes; uno responde al contexto en el que esta inscripto el problema
(situacional) y, el otro, es un contexto netamente aritmético. El autor indica que
no alcanza con el contexto situacional para promover un sistema de practicas
que dé significado al concepto del objeto matematico emergente de la
situacion, el de “cuadrado perfecto” y que, por ende, se hace necesario poner
en relacion ambos contextos para establecer que “las puertas que quedan
cerradas estan identificadas con nimeros que tienen una cantidad impar de

divisores naturales” y que “los mismos tienen raiz cuadrada entera”, dos de los
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significados de los cuadrados perfectos que es necesario relacionar.
Precisamente, el hecho de saber que las puertas que quedan cerradas estan
identificadas con un ndmero que tiene una cantidad impar de divisores
naturales (relacion en el plano del contexto), no soluciona el problema, dado
qgue no siempre se puede determinar la cantidad de divisores de un namero
cualquiera, motivo por el cual se hace necesario construir una nueva relacion,
en el plano aritmético: el hecho de poseer una cantidad impar de divisores

naturales se corresponde con el de tener raiz cuadrada entera.

El analisis de las configuraciones epistémicas de referencia permitié al autor

determinar ciertos conflictos semioticos potenciales y reales, relacionados con:

a) La utilizacion de registros semiéticos poco adecuados para representar la
situacion-problema y la consecuente complicacion al momento de usarlos como

herramientas de reflexién y formulacién de conjeturas.

b) El empleo de procedimientos poco econdmicos para solucionar la situacion,
como la busqueda de divisores por tanteo y la consecuente falta de orden y

exhaustividad en la realizacion de dicha tarea.

c) La elaboracion de conjeturas que pudieran surgir de generalizaciones
abusivas como, por ejemplo, pensar que “todas las puertas que terminan en 0
quedan abiertas”, que “las puertas identificadas con numeros pares siempre

guedan abiertas”.

d) La atribuciéon de propiedades a un objeto que no las tiene, por ejemplo,
conjeturar que los numeros primos tienen una cantidad par de divisores (y
representan a puertas abiertas), mientras que los nimeros compuestos tienen

una cantidad impar de divisores (e identifican a puertas cerradas).

2.2.2. Las investigaciones que se han llevado a cabo con maestros o

profesores durante la formacion inicial

Zazkis (2001) explora la red de relaciones que establecen 19 estudiantes de
magisterio entre los términos de multiplo, divisor y factor, en el @&mbito de un
curso de formacion, en el que se abordaron temas como: el algoritmo de la
division, divisores, factores, multiplos, reglas de divisibilidad, nimeros primos,
nameros compuestos, factorizacion en niameros primos, minimo comun multiplo

y maximo comun divisor.
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El estudio se realiza retomando las ideas de Hiebert & Lefevre (1986) acerca
de que el conocimiento conceptual es una red conectada de conocimientos, la

cual sugiere no sélo la conexion sino también la complejidad del conocimiento.

El conjunto de preguntas de la entrevista, que se analiza en este articulo, se

muestra en el siguiente recuadro:

Conjunto de Preguntas 1: Observa los siguientes términos: numero entero, nimeros
naturales, suma, producto, divisor, factor, nGmero primo, nimero compuesto, multiplo. ¢Te
suenan familiares? ¢ Qué significa cada una de esas palabras? ¢Puedes ejemplificarlas?

Conjunto de Preguntas 2: ¢ Cuales son los factores primos de 117? ¢Puedes listarlos todos?
¢ Cudles son los factores de 117=32x13? ¢,Puedes listarlos todos? ¢, Cudles son los divisores de
117=32x137? ¢ Puedes listarlos todos? ¢De qué numero 117 es un multiplo? ¢117 es multiplo de
267 ¢Puedes dar un ejemplo de un multiplo de 117? ¢Tienes alguna observacién?¢ Puedes
pensar en un factor que no sea divisor?¢;Puedes pensar en un divisor que no sea factor?
¢Puedes explicarlo?¢,Puedes pensar en un nimero que sea tanto multiplo como divisor de
11772 ¢Algln otro?

Los resultados sugieren que las relaciones, que matematicamente parecen

claras y sencillas, representan una red compleja para los estudiantes.

Las aproximaciones que tienen los alumnos, al resolver problemas, demuestran
gue no utilizan totalmente las vinculaciones matematicas de estos conceptos,

dado que la mayoria de las veces son débiles o incompletas.

Bodi (2006) elabora una tesis doctoral, en la Universidad de Alicante, sobre el
andlisis de la comprension de la Divisibilidad en el conjunto de los Numeros
Naturales. El objetivo de la investigacion es analizar la comprension de los
alumnos de Educacion Secundaria (12-17 afios) de la Divisibilidad en N, desde
la perspectiva del modelo te6rico APOS (Accion-Proceso-Objeto-Esquema) y
caracterizar los niveles de desarrollo del esquema de divisibilidad: Intra, inter y

Trans.

En cuanto al disefio metodoldgico, el autor muestra cdmo proyectd, aplicéd y
analizé los instrumentos de recoleccion de datos, partiendo del estudio piloto
que estaba conformado por cuestionarios y entrevistas. Para seleccionar las
tareas del cuestionario definitivo realiz6 un estudio psicométrico del
cuestionario piloto, en el que se analiz6 el indice de dificultad, la
homogeneidad, el indice de discriminacion, el coeficiente de fiabilidad, la
validez y la generalizabilidad. También se llevdo a cabo un analisis factorial.

Tras el analisis psicométrico se elabord el cuestionario definitivo en el que
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participaron 371 alumnos de los cursos 1° y 4° de Escuela Secundaria

Obligatoria y 1° de Bachillerato. Ademas, analizd 63 entrevistas individuales.

A partir de los datos obtenidos en el cuestionario definitivo realiz6 un estudio
psicomeétrico por niveles y otro global, o que le permitié determinar y comparar
la dificultad, la fiabilidad, la generalizabilidad del cuestionario y realizar el
andlisis factorial del mismo. Dicho andlisis le permiti6é identificar que la mayor
influencia en la determinacion de los principales factores es la acepcion "Q es
divisible por P" y el modo de representacion factorial. Posteriormente, efectud
un analisis cualitativo de las respuestas de los cuestionarios y de las
entrevistas para establecer las formas de conocer los elementos de la
divisibilidad en N, caracterizar los niveles de desarrollo y la tematizacién del
esquema de divisibilidad. En estrecha relacion con el marco teérico adoptado,
el procedimiento de analisis conjunto de los cuestionarios y entrevistas se
realiz6 a través de tres fases; una primera fase donde se caracterizaron las
unidades de andlisis y se generaron las primeras inferencias, a partir de las
cuales, en una segunda fase, se determinaron las caracteristicas de las formas
de conocer los elementos mateméaticos del esquema de divisibilidad y el
desarrollo del esquema. Finalmente, en la tercera fase, se asigno el nivel de
desarrollo del esquema de divisibilidad (Intra—Inter-Trans) a cada uno de los

alumnos.

De los resultados se desprende que entre los alumnos predomina el Nivel Intra
del desarrollo del esquema de divisibilidad en todos los cursos. Los alumnos
que pertenecen a este nivel tienen dificultades en establecer relaciones entre
los elementos del esquema de divisibilidad. En el nivel inter se empieza a
establecer relaciones entre los elementos, aunque no siempre se es
competente para indicar que un numero es divisible por sus factores
compuestos. En el nivel Trans se pueden establecer la mayoria de las
relaciones de divisibilidad, vinculandola a la representacion factorial de los

nameros naturales.

La tematizacion del esquema de divisibilidad fue identificada a partir del manejo
de las diferentes propiedades de la divisibilidad, con diferentes
representaciones de los numeros. El uso de las relaciones bicondicionales, de

la coordinacion y de la relacion contrarreciproca entre los elementos de
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divisibilidad permite realizar inferencias correctas en términos de divisores y no
divisores, de multiplos y no multiplos, admitiendo la idea de la unicidad de la
descomposicion en factores primos y que cualquier divisor o multiplo del

numero debe poder formarse a partir de la representacion factorial del mismo.

Existe paralelismo entre la reificacion y la comprension de los conceptos
matematicos cuando el individuo establece relaciones logicas entre ellos,
independientemente del modo de representacién adoptado. En este sentido, la
descomposicion factorial entendida al mismo tiempo como procedimiento y
concepto ha resultado fundamental para el desarrollo del esquema de

divisibilidad, facilitando el desarrollo gradual del mismo.

Retomado de la tesis doctoral de Lopez (2015), se destaca la tesis doctoral
desarrollada por Feldman, en 2012, en la Universidad de Boston, en la cual
describe el proceso llevado a cabo por un grupo de maestros en formacion en
la comprensién de tépicos de Teoria de Numeros (factores, divisibilidad,

maximo comun divisor y minimo comun mdltiplo).

En el marco de la teoria APOS, el estudio se llevé a cabo durante tres semanas
de instrucciéon con 59 maestros en formacién, en un curso de matematicas en
la mencionada universidad. Se realizaron también entrevistas clinicas a seis

participantes.

Al analizar los resultados, la investigadora sefiala que, al contrario de
investigaciones previas, este estudio proporciona evidencia de que los
maestros en formacién pueden desarrollar una comprensién profunda y
relacional de objetos de la Teoria de NUmeros. Sugiere que, en investigaciones
futuras sobre comprension de tépicos de Teoria de NUmeros, se preste
atencion al trabajo que los maestros desarrollan durante los periodos de
instruccion en las aulas. Asimismo, sefiala que las tareas matematicas que
requieren de la descomposicion factorial prima de un numero, como
herramienta fundamental de la Teoria de NUmeros, deben ser investigadas por

los efectos que producen en la comprension de los maestros en formacion.
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2.2.3. Las investigaciones que se han realizado en las escuelas, con

estudiantes, maestros o profesores en ejercicio de la profesion

Bodi, Valls y Llinares (2007), analizan la comprension de estudiantes de
secundaria sobre la Divisibilidad en el conjunto de los NUmeros Naturales y la
relacion de dicha comprension con los modos de representacion decimal y
factorial. Precisamente, el objetivo de la investigacion esté relacionado con la
profundizacion de la comprensién de los alumnos de Educacion Secundaria de
la Divisibilidad y la influencia que en esta comprension ejercen los modos de

representacion (decimal y factorial) de los nimeros naturales.

Fueron 371 estudiantes de centros publicos de Ensefianza Secundaria los que
participaron en esta investigacion; 120 estudiantes de 1° de ESO, 137 de 4° de
ESO y 114 de 1° de Bachillerato.

Los investigadores elaboraron un cuestionario que incluia tareas que
demandaban a los estudiantes movilizar sus ideas sobre las diferentes
acepciones léxicas, asi como los significados dados a sus equivalencias (P es
divisor de Q&Q es multiplo de PP es un factor de QeQ es divisible por P).
El mismo se suministré en una clase habitual, con una duracién de 50 minutos,
sin que los estudiantes hubieran recibido informacion previa sobre el contenido

de las tareas.

Las repuestas al cuestionario se codificaron de forma dicotémica, 0 6 1, segln
la respuesta fuese correcta o incorrecta. Calcularon el indice de dificultad, la
homogeneidad, el coeficiente de fiabilidad (Alpha de Cronbach), el analisis
factorial y la generalizabilidad de la prueba, ajustandose a las caracteristicas
correlacionales baésicas, utilizando el programa SPSS 11.5, obteniendo

resultados de alta consistencia en todos los casos.

Posteriormente realizaron un analisis estadistico implicativo de las respuestas
de los estudiantes mediante el software CHIC (Classification Hiérarchique
Implicative et Cohésitive). El mismo pone de manifiesto, entre otros aspectos,
que en la comprension de la divisibilidad resulta fundamental el uso que los
estudiantes hacen de los modos de representacién (decimal o factorial) de los
nameros naturales y la asuncion de la unicidad de la descomposicion de un

namero natural en producto de factores primos. Los resultados muestran la
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necesidad de los estudiantes de tener la representacion decimal de los

nameros naturales para discutir la divisibilidad.

Como contribucién a la ensefianza, explican la necesidad de superar las
practicas habituales de caracter procedimental, promoviendo el desarrollo de
practicas que permitan el perfeccionamiento cognitivo de los estudiantes y que
favorezcan la comprension de la divisibilidad a través de la comprension de la
unicidad de la descomposicion factorial de los nimeros naturales en producto

de factores primos.

Recientemente se ha mencionado como antecedente el trabajo de tesis de
maestria de Espinoza (2012), destacando la trama de relaciones (entre objetos
matematicos distintos y también entre diferentes significados de un mismo
objeto) que el autor detecta a partir de la elaboracion de unas configuraciones
epistémicas de referencia. Las mismas fueron tomadas como marco para la
elaboracién de una secuencia didactica, con el objeto de explorar en las aulas,
del Nivel Medio, la trama de relaciones conceptuales que los alumnos

establecen, a propésito de la resolucion del problema del Hotel de los lios.

Durante dicha exploracion, en diferentes momentos y contextos, el autor logra
desentrafiar una nueva trama de relaciones, distintas a las anticipadas en el
marco referencial. Asi, a través de la elaboracion de configuraciones cognitivas
y la comparacién con las configuraciones epistémicas referenciales, logra

determinar las siguientes relaciones:

- Una puerta cambia de estado en las noches cuyos numeros son los
divisores del nimero de puerta.

- La puerta n cambia de estado por ultima vez en la noche n.

- Una puerta queda cerrada si su numero de identificacién tiene una
cantidad impar de divisores.

- Una puerta queda cerrada si su numero de identificacion tiene un divisor
gue “forma pareja” consigo mismo en la lista de sus “parejas de
divisores”.

- Una puerta queda cerrada si su numero de identificacién tiene raiz

cuadrada entera.

31



Antecedentes de la Investigacion

En el trabajo se aprecia que el establecimiento de la vinculacion entre los
significados de los cuadrados perfectos, el de “tener una cantidad impar de
divisores” y el de “disponer de raiz cuadrada entera”, fue realmente dificultosa

para los alumnos.

El autor exhorta que no es una tarea sencilla elaborar las relaciones
conceptuales necesarias para resolver el problema desde el sélo conocimiento
conceptual de las nociones detectadas como necesarias, motivo por el cual
sostiene que es imprescindible una instrumentacion didactica pertinente que
promueva la construccién de redes de relaciones, a propésito de la resolucion

del problema mencionado.

Vallejos Vargas (2012) presenta un estudio sobre las justificaciones y procesos
afines como el planteamiento de conjeturas, la construccién de contraejemplos,
la generalizacion, etc. en: a) el Disefio Curricular Nacional de la Educacion
Bésica Regular (EBR) de Peru; b) algunos de los textos mas difundidos para el
primer grado de secundaria de la EBR en PerU; c) las justificaciones dadas por
estudiantes de primer grado de secundaria a enunciados que han sido
disefiados para las clases. La autora examina la relevancia que los alumnos

dan a las justificaciones, particularmente en el tema Divisibilidad.

De los resultados de la investigacion, se desean destacar aquellos que guardan
relacion con las justificaciones que producen los estudiantes sobre
afirmaciones enmarcadas en la Divisibilidad: (a) La investigadora explica que
los conocimientos previos de los estudiantes sobre Divisibilidad resultaron ser
mas de una vez obstaculos para el desarrollo de las sesiones de clases, puesto
gue dificultaron la construccién de justificaciones por parte de los estudiantes.
Por ejemplo, los alumnos usaban directamente los resultados que ya conocian
“‘de memoria” sin interesarse por entender el fundamento de dichas verdades
matematicas. llustra esta afirmacion a partir del caso de las respuestas de los
estudiantes a una de las justificaciones individuales que debian presentar para
justificar que la suma de dos numeros pares es siempre un numero par. La
mayoria de los alumnos respondid diciendo que el enunciado es verdadero
argumentando que “par+par = par”, lo que no justifica cabalmente el valor de
verdad de la afirmacion presentada; (b) a los estudiantes se les hizo dificil

obtener la forma general de “un multiplo de” (o “un namero divisible por”). Para
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encontrar los multiplos de un nimero m iban sumando “m” una, dos, tres,...,
veces, a partir del cero; (c) los alumnos no manejaban bien la relacion entre
divisor y multiplo; en las sesiones de clases se observé que entendian que los
divisores de un numero son también mdultiplos de ese numero; (d) algunos
alumnos no podian reconocer si un numero expresado a través de su
descomposicion prima era multiplo (o divisible) de un nimero expresado en
base diez, sin tener que llevar al primero en su expresion decimal y dividirlo por

el segundo.

2.2.4. Las que ponen énfasis en la importancia de las distintas formas de
representacion de los numeros en la comprension de los contenidos de la
Divisibilidad

Zazkisy & Gadowsky (2001) sefalan diferentes caracteres de las

representaciones de los nimeros naturales en tareas involucradas en la Teoria

de NUmeros.

En la investigacion trabajaron con maestros y con alumnos de la Escuela
Media, a los que les pidieron resolver un cuestionario en el que, para realizar
tareas basicas enmarcadas en la Teoria de NUmeros, presentaban los numeros
segun su descomposicién factorial prima (Ej. M=33x52x7), en representaciones
fundamentadas en el algoritmo de la division (K=6x147+1) y en

representaciones basadas en la propiedad distributiva (A=15x5623+60).

En las tres representaciones, los participantes prefirieron determinar el valor del
namero M, K y A en su representacion posicional de base diez y hacer una
operacion aritmética para decidir si es divisible por un nimero expresado en
base diez o si se puede representar como multiplo de un nimero también

escrito en su expresion decimal, etc.

Entre las conclusiones, las autoras explican que en la escuela se da mayor
enfasis a los calculos en detrimento del analisis de la estructura y de las
caracteristicas de las representaciones de los numeros. Instan a que en las
clases se planteen situaciones de ensefianza, relacionadas con la Teoria de
Numeros, empleando representaciones que excedan a las capacidades de
calculo de las calculadoras. Expresan que la eleccion de actividades con estas

caracteristicas puede ayudar a los alumnos en la comprension de las
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propiedades de los numeros naturales, en especial de la estructura

multiplicativa.

Brown (2002) analiza las dificultades que tienen los futuros maestros en la
tarea de encontrar multiplos comunes entre nimeros expresados en factores

primos.

Presenta una sucesion de niumeros escritos segun su descomposicion factorial
prima y solicita a los alumnos encontrar otros términos de la secuencia: 2°x3*,
23x3% 2%x3° 2%x3° 2°x3% 2°x3° ... Explicitamente pidi6 a los estudiantes que
buscaran los seis términos siguientes, que expresaran, en producto de factores
primos, el término que ocupa la posicion 200 y que describieran, mediante la
representacion en factores primos, el método de obtencién del n-ésimo término.
Los resultados de esta investigacion muestran algo similar a lo ocurrido en el
trabajo de Zazkis y Gadowsky (2001), en el sentido que la mayoria de los
estudiantes buscan primero la representacion decimal de los niUmeros para dar

la respuesta.

Zazkis & Liliedahl (2004) analizan el papel de la representacion en la
comprension de los niameros primos por parte de los estudiantes para maestros

de escuela elemental.

El objetivo de esta investigacion es establecer la influencia que ejerce la
representacion factorial de un nidmero en las respuestas de los estudiantes.
Para el logro del mismo, los autores plantearon tres cuestiones, de las cuales

se desea resaltar las dos ultimas.

2) Sea F=151x157. ¢ Es F un ndmero primo? Indique si o no y explique su decision.
3) Sea m(2k + 1), con m y k nimeros enteros. ¢ Este nUmero es primo? ¢ Puede ser siempre un

ndmero primo?

De los 116 estudiantes que participaron en la investigacion, 74 contestaron
correctamente la pregunta 2, indicando que F es un numero compuesto. El
resto respondié de manera incorrecta, pasando por la representacion decimal

de F y usando criterios de divisibilidad.

Las respuestas a la ultima pregunta estuvieron condicionadas por la notacion
algebraica utilizada para representar al numero y la imposibilidad de emplear

algoritmos convencionales para determinar si un nimero es primo o no. Los
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alumnos que disponian de la definicion de niumero primo, centrada en el hecho
de que sélo son divisibles por si mismos y la unidad, tuvieron dificultad en
concebir que pueden ser representados como producto (factorizacion trivial).
Recién cuando pudieron reconocer la descomposicion trivial, pudieron utilizarla

como guia para generar ejemplos que les permitio dar la respuesta esperada.

Entre los principales resultados, los autores sefialan que: (a) los estudiantes
pueden conocer la definicibn de nimero primo y sin embargo no ser capaces
de utilizarla adecuadamente en una situacion problema; (b) que una forma de
construir una comprension adecuada del concepto de numero primo esta
relacionada con la descomposicion factorial de los numeros; (c) que es
necesario involucrar a los estudiantes en la consideracion de grandes nimeros

gue van mas alla de la capacidad de célculo de una calculadora.

2.3. Investigaciones relacionadas con la comprensiéon de un objeto

matematico

En este apartado se caracteriza sucintamente las investigaciones realizadas
por Distéfano (2017) y Pino-Fan, Godino y Font (2013). Si bien la tematica de
las mismas no es la Divisibilidad, tienen grandes coincidencias con esta tesis
los marcos tedricos y metodologicos adoptados. En ambos trabajos se

construye, administra y valida un instrumento de indagacion.

La tesis doctoral de Distéfano, tiene por titulo “Procesos de significacion para

algunos simbolos matematicos en estudiantes universitarios”.

El objetivo principal tiene que ver con la descripcion y caracterizacion del
proceso de construccion de significados de simbolos algebraicos en
estudiantes universitarios. Centra la atencién en algunos simbolos que no son
utilizados fuera del ambito matematico (el de pertenencia, inclusion,
cuantificacion, conjuncion y disyuncién), pero que son de uso frecuente en las
asignaturas de la matematica superior y que no suelen ser objeto de

enseflanza.

La linea tedrica seguida es el Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la
instruccion matematica, de Godino, Batanero y Font, y la Teoria de Registros

Semioticos, de Duval. Los constructos teoricos adoptados fueron empleados
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tanto para el disefio de herramientas metodoldgicas como para el analisis de

los datos relevados a partir de ellas.

Distéfano disefid, construyd y administrd un instrumento destinado a indagar en
las practicas operativas y discursivas que realizan los estudiantes en lo que
respecta a la lectura o formulacién de expresiones simbdlicas. La tercera, y
altima version del mismo, la administré a 90 estudiantes de primer afio de las
carreras de Ingenieria, Bioquimica, Profesorado en Matematica y Licenciatura

en Biologia, en la Universidad Nacional de Mar del Plata (Argentina).

A partir de los analisis realizados sobre los datos relevados por el instrumento,
pudo caracterizar el proceso de construccion de significado de cada uno de los
simbolos en estudio, ademas de describir la actividad cognitiva de conversion,
analizada como parte de las practicas matematicas ligadas a un simbolo, en
términos de funciones semiodticas. Como parte de la caracterizacion del
proceso de significacidn, presenta la construccion y descripcion de una trama
general de funciones semidticas que participa en distintas tareas, especifica
una secuenciacién de las funciones semidticas que intervienen en el proceso y
propone niveles en la evolucién de la construccion de significado de los

simbolos estudiados.

Pino-Fan, Godino y Font (2013) disefian y aplican un instrumento para explorar
la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico del futuro profesor

de bachillerato sobre la derivada.

El marco tedrico que adoptan en la investigacion es el Enfoque Ontosemidtico
del conocimiento y la instruccion matematica.
Para la elaboracion del Instrumento, siguieron las siguientes etapas: fases de
disefio (¢,qué es la derivada?, ¢cuales son sus significados?), estudio de la
literatura en didactica del célculo diferencial, elaboracion de un banco de tareas
sobre derivadas, criterios para la seleccion de tareas, analisis a priori de las
tareas y aplicacion piloto y evaluacién de expertos.
Los resultados los dan a conocer en dos articulos. En el primero de ellos
presentan el proceso seguido para el disefio del instrumento. En el segundo,
exponen los resultados obtenidos de la aplicacién de dicho instrumento a una
muestra de futuros profesores de bachillerato en el contexto de una universidad
mexicana.
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Los resultados del analisis de las respuestas de los estudiantes evidencian
tanto una desconexion entre los distintos significados parciales de la derivada
como la necesidad de potenciar el conocimiento del contenido especializado.
Indican que el aprendizaje puede hacerse mediante actividades que favorezcan
el uso e identificacion de objetos matematicos, sus significados y los procesos

involucrados en la solucién de tareas matematicas.
2.4. Aportes de los antecedentes a esta tesis

Varias de las investigaciones caracterizadas, que nos permite tener un
acercamiento al estado del arte de la temética de interés para esta tesis, dan
cuenta especificamente de la comprensién de objetos de la Divisibilidad por
parte de alumnos de escuelas primaria y media, como asi también, maestros y
profesores en formacién y en ejercicio de la profesion. Otras, como por ejemplo
las tesis de Etchegaray (1998) y Espinoza (2012), nos muestran las relaciones
conceptuales complejas que se estructuran alrededor de objetos basicos de la
Teoria de Numeros, en el Nivel Medio.

Sobre las investigaciones que abordan la comprension de objetos de la
Divisibilidad, se puede apreciar que un buen namero de las mismas lo han
hecho en el conjunto de los nimeros naturales, utilizando el marco tedérico
APQOS, dejando en evidencia muchas dificultades de los alumnos y maestros en
formacion y en ejercicio de la profesiéon. Por nombrar algunas de ellas: la
dificultad en poder establecer relaciones pertinentes entre los objetos mdltiplo,
divisor, divisible y factor; el problema de no disponer de herramientas para
encontrar divisores; no poder reconocer si un numero es divisor, multiplo,
primo, etc. cuando el mismo esta expresado segun la descomposicién factorial
prima, el algoritmo de la divisién o la propiedad distributiva; las dificultades con
generalizaciones (por ejemplo para obtener la expresion general de los
multiplos de un namero); no asumir la unicidad de la descomposicion factorial
prima o la descomposicion trivial de un nimero primo; los inconvenientes en la
realizacion de tareas de Divisibilidad cuando los nUmeros estan representados

factorialmente con nimeros grandes en los exponentes, etc.

Estas investigaciones suelen usar cuestionarios que involucran tareas de

Divisibilidad, como modo de evaluar su comprension.
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Las mismas se constituyen también en referencia importante en lo que

respecta al marco tedrico y metodolégico que han empleado.

En cuanto al marco teorico, destacamos el modelo epistémico—cognitivo del
Enfoque Ontosemidtico, usado como referencia didactica en los trabajos de
Espinoza (2012), Pino-Fan, Godino y Font (2013) y Distéfano (2017). Dicho
marco se constituy6 en referencia fecunda para dejar al descubierto la red de
relaciones conceptuales que se establecen entre objetos mateméticos
primarios a proposito de la resolucion de situaciones—problemas, tanto en
sistemas de practicas institucionales como personales, ademas de permitir
reflexionar sobre la naturaleza de los objetos matematicos y su emergencia a

partir de las practicas matematicas.

En cuanto a la cuestion metodoldgica, nos parece interesante adherir al planteo
metodoldgico, comunmente usado en investigaciones enmarcadas en el
Enfoque Ontosemidtico, consistente en la comparacion entre practicas
institucionales y personales, con el propdsito de avanzar —en esta tesis- en la
elucidacién de las relaciones conceptuales que establecen los alumnos del
Nivel Medio, desde el sistema de practicas que realizan a partir de un
instrumento de indagacion elaborado al efecto. Precisamente, la comparacion
entre dichas relaciones, determinadas tanto en el plano institucional como
personal, definidas en término de funciones semidticas, nos permite valorar la
comprension alcanzada por los ingresantes a la carrera de Profesorado en

Matematica referida a la Divisibilidad.

Ademas, las investigaciones desarrolladas por Zazkis & Gadowsky (2001),
Zazkis & Liljedahl (2004), Bodi (2006), Bodi, Valls y Llinares (2007), Pino-Fan,
Godino y Font (2013) y Distéfano (2017), nos hacen notar claramente las
caracteristicas y bondades metodoldgicas de las investigaciones basadas en el
disefio de un instrumento de indagacion, su analisis a priori, Su puesta en
practica, su analisis a posteriori, su validacién, el analisis didactico de practicas

matematicas que permite realizar y la obtencion de la informaciéon deseada.

Finalmente creemos que es oportuno destacar las herramientas metodologicas

empleadas por Bodi (2006, 2007), Distéfano (2007) y Pino-Fan, Godino y Font

(2013) en sus investigaciones. En el primer caso, haciendo referencia a las

formas de validacién del instrumento utilizado para evaluar la comprension de
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la Divisibilidad; validacion que fue realizada por medio del célculo del indice de
dificultad, la homogeneidad, el coeficiente de fiabilidad (Alpha de Cronbach), el
andlisis factorial y la generalizabilidad de la prueba. Bodi, Valls y Llinares
también realizaron un analisis estadistico implicativo sobre las respuestas de
los estudiantes, encontrando interesantes relaciones conceptuales. En el
segundo y tercer caso, resaltando, por su similitud con esta tesis, el disefio, la
construccion y administracion de un instrumento destinado a explorar vy
caracterizar la faceta epistémica del conocimiento didactico-matematico sobre
la derivada de futuros profesores de bachillerato, en el caso del trabajo de
Pino-Fan, Godino y Font. En el caso de Distéfano, para indagar en las practicas
operativas y discursivas que realizan los estudiantes para la lectura o la
formulacion de expresiones simbdlicas. A partir del andlisis de la puesta en
aula del instrumento, la autora pudo realizar una interesante caracterizacion del
proceso de construccion de significado de cada uno de los simbolos en estudio,
ademas de lograr una exhaustiva descripciébn de la actividad cognitiva de
conversién, analizada como parte de las practicas matematicas ligadas a un

simbolo, en términos de funciones semidticas.
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CAPITULO 3

Marco Tedrico de la Investigacion

3.1. Introduccion

Se expone aqui una caracterizacion del Enfoque Ontologico y Semidtico del
conocimiento y la instruccion matematica, haciendo hincapié en el andlisis de
los constructos: objetos matematicos primarios, practicas y sistemas de
practicas, configuracion epistémica, configuracidén cognitiva, funcion semidtica e

idoneidad didactica.

Esta linea tedrica y metodoldgica, iniciada y desarrollada por Juan Godino y
colaboradores, en la Universidad de Granada, permite avanzar en las

respuestas a los interrogantes que nos hemos planteado en la investigacion.

3.2. Sobre el modelo epistémico-cognitivo del enfoque ontolégico y
semiotico

Siguiendo a Fernandez, Cajaraville y Godino (2007) se puede manifestar que
los postulados o supuestos basicos del Enfoque Ontosemiético de la cognicion
e instrucciébn matematica se relacionan principalmente con la Antropologia, la
Ontologia y la Semidtica, pero también se articulan de manera coherente
supuestos socioculturales y psicolégicos. La Matematica se concibe como una
actividad humana, intencionalmente orientada a la solucion de cierta clase de
problemas, realizada en el seno de instituciones o comunidades de practicas.
Dicha actividad estd mediatizada y apoyada por los recursos linguisticos y
tecnologicos disponibles.

De las practicas o sistemas de practicas realizadas para resolver problemas
emergen dos categorias primarias de entidades u objetos: institucionales
(sociales, relativamente objetivas, del profesor como representante
institucional) y personales (individuales o mentales, del alumno), por lo que se
asume gque la matematica es, ademas de una actividad, un complejo de objetos

culturales (institucionales), axiomatica y deductivamente organizados.

La particular insistencia sobre los objetos justifica la denominacién de esta

linea tedrica como ontoldgica, ya que la atencion se dirige a la esencia de los
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objetos en si, sin someterla a critica, pero aceptandolos como emergentes de
la practica. La atencion en los aspectos semioticos, comprendida en el sentido
mas amplio posible, justifica la denominacién de la teoria como semiotica
(D’Amore y Godino, 2007).

3.2.1. Sistemas de practicas y significado de un objeto matemaéatico

Este enfoque confiere fundamental importancia a las nociones de significados
institucionales y personales y concibe el significado de un objeto matematico en
términos del sistema de précticas ligadas a un campo de problemas; es decir,
concibe que el significado de un objeto matematico es el sistema de practicas
operativas y discursivas que una persona, institucion o comunidad de practicas
realiza para resolver una cierta clase de problemas en las que dicho objeto
interviene (Godino, Font, Wilhelmi y Arreche, 2009). En otras palabras, en este
enfoque se operativiza la nocion brousseauniana de “sentido”, diferenciando la

dimension personal de la institucional.

Se considera practica matematica a toda actuacion o manifestacion (lingtistica
0 no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y

problemas (D’Amore y Godino, 2007).

Las practicas mateméaticas pueden ser idiosincrasicas de una persona o
compartidas en el ambito de una institucion, la que esta constituida por ciertas
personas involucradas en un mismo tipo de problemas. EI compromiso mutuo
con una misma problematica conlleva la realizacion de unas précticas sociales
que suelen tener caracteristicas particulares, estando generalmente
condicionadas por los instrumentos disponibles en esa comunidad, sus reglas y

modos de funcionamiento.

Constituidas por las practicas significativas para resolver un campo de
problemas y compartidas en el seno de una institucion, la nocién de sistema de
practicas (operativas y discursivas), asume una concepcion pragmatica-
antropoldgica de las matematicas, tanto desde el punto de vista institucional
como personal y la actividad de resolucién de problemas se adopta como

elemento central en la construccion del conocimiento matematico.
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Las nociones de practica y sistemas de practicas son Utiles para analizar y
comparar las caracteristicas que adoptan los conocimientos mateméaticos en

distintos marcos institucionales, contextos de uso o juegos de lenguaje.

3.2.2. Objetos mateméaticos primarios intervinientes y emergentes de

sistemas de practicas

Blumer (1969) afirma que un objeto es cualquier entidad o cosa a la cual nos
referimos, o de la cual hablamos, sea real, imaginaria o de cualquier otro tipo.
Godino (2003) define a un objeto matematico como todo aquello que es
indicado, seflalado o nombrado cuando se construye, comunica 0 aprende

matematica.

Para un analisis mas fino de la actividad matematica, el Enfoque Ontosemidtico
incluye seis tipos de objetos matematicos primarios, intervinientes o

emergentes de sistemas de practicas (D’Amore y Godino, 2007):

- Situaciones-problemas: problemas mas o menos abiertos, aplicaciones
intramatematicas o extra-matematicas, ejercicios.

- Lenguaje: términos, expresiones, notaciones, graficos.

- Procedimientos: operaciones, algoritmos, técnicas de calculo.

- Proposiciones: atributos de los objetos mencionados, que suelen darse
como enunciados o0 proposiciones.

- Conceptos: definiciones o descripciones.

- Argumentaciones: que se usan para validar y explicar las proposiciones

(sean deductivas o de otro tipo).

Estos objetos se estructuran en entidades mas complejas, como sistemas

conceptuales o teorias.
3.2.3. Relaciones entre objetos: funcion semiotica

Los objetos matematicos primarios estan relacionados entre si por medio de
una funciébn semidtica, caracterizada como una correspondencia (ya sea
relacion de dependencia o funcién) entre un antecedente (expresion,
significante o representante) y un consecuente (contenido, significado,
representado) que establece un sujeto, persona o institucion de acuerdo con
cierto criterio (D’Amore y Godino, 2007). Dicha correspondencia

(representacional o instrumental) se establece entre dos objetos (ostensivos o
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no-ostensivos) cuando uno de ellos se pone en lugar del otro o bien uno es

usado por otro.

Godino (2003) sostiene que tanto el objeto inicial como final en una funcién
semidtica pueden estar constituidos por uno o varios de los objetos primarios.
Estos objetos o entidades pueden desempefiar el papel de expresiéon o de
contenido en las funciones semio6ticas, resultando, por tanto, diferentes tipos de
tales funciones, algunas de las cuales pueden interpretarse claramente como
procesos cognitivos especificos, tales como generalizacion, simbolizacion, etc.

Atendiendo al plano del contenido estos tipos se reducen a los siguientes:

- Significado linguistico: diremos que una correspondencia semiética es
de tipo conceptual cuando el objeto final, o contenido de la misma, es un
término, expresion, grafico u otro elemento linguistico.

- Significado situacional: cuando el objeto final es una situacion-problema.

- Significado conceptual: cuando su contenido es un concepto-definicion.

- Significado proposicional: cuando el contenido es una propiedad o
atributo de un objeto.

- Significado actuativo: cuando su contenido es una accion u operacion,
tal como un algoritmo o procedimiento.

- Significado argumentativo: cuando el contenido de la funcién semiotica

€s una argumentacion.

Con la nocidtn de funcibn semibtica se evidencia el caracter netamente
relacional de la actividad mateméatica y de los procesos que difunden el

conocimiento matematico.

Esta nocién permite formular -en términos semiéticos y de un modo general y
flexible- el conocimiento matematico, como asi también explicar -en términos

de conflictos semibticos- las dificultades y los errores de los estudiantes.
3.2.4. Configuraciones de objetos matematicos

Los objetos matematicos primarios estan relacionados entre si formando
configuraciones, definidas como las redes de objetos intervinientes y
emergentes de los sistemas de practicas y las relaciones que se establecen
entre los mismos al resolver un problema o una clase de problemas (Godino,
Font, Contreras y Wilhelmi, 2005).
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Estas configuraciones (Figura 1) pueden ser epistémicas (redes de objetos

institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales).

SITUACION PROBLEMATIC

———c

Motivan o
Resuelven

o CONCEPTOS
PROPIEDADES

PROCEDIMIENTOS

Intervienen y T
~~__ condicionan = Justifican

ARGUMENTOS

LENGUAJE

7

Regulan
el uso

Figura 1: Configuracion epistémica, componentes y relaciones (Font, V. y Godino, J. D., 2006).

La finalidad de estas configuraciones es analizar las practicas matematicas
describiendo su complejidad ontosemiotica y detectar y explicar conflictos
semibticos, que se pueden producir cuando se llevan a cabo estas practicas en
un determinado proceso de estudio. Se entiende como conflicto semiético a
cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una
misma expresién por dos sujetos en interaccibn comunicativa y que resultan
ser fuente y razéon de problemas en el aprendizaje (Godino, Font, Contreras y
Wilhelmi, 2005).

El Enfoque Ontosemibtico propone las configuraciones como herramientas
tedricas y metodologicas para describir los conocimientos matematicos y sus

relaciones en su doble version: personal e institucional.

Godino, Font, Contreras y Wilhelmi (2005), sefialan que la nocion de
configuracion epistémica permite hacer un andlisis microscopico de los objetos
matematicos involucrados en una practica o sistema de practicas, caracterizar
su complejidad ontosemiotica y aportar explicaciones de los aprendizajes en
términos de dicha complejidad. Asimismo, explican que la nocion de
configuracion cognitiva, con su desglose en entidades situacionales,

44



Marco Tedrico de la Investigacion

linglisticas, actuativas, conceptuales, proposicionales y argumentativas,
permiten un analisis muy pormenorizado del aprendizaje matematico de los

estudiantes.

En la realizacion y evaluacién de una practica matematica a proposito de la
resolucién de un problema, se hace uso de lenguajes (verbales y simbdélicos),
los que son la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y
procedimientos que intervienen en la elaboracion de argumentos para decidir si
las acciones simples que componen la préactica, y ella en tanto que accion
compuesta, son satisfactorias. En consecuencia, cuando un agente realiza y
evalla una practica matemética activa un conglomerado de entidades
primarias, formado por situaciones—problemas, lenguajes, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos, articuladas en la configuracion
(Font y Godino, 2006).

3.2.5. La comprensién matematica

Godino (2003) sostiene que en una situacion ideal y en una institucion dada un
sujeto comprende el significado de un objeto o se apropia del significado de un
concepto, si es capaz de reconocer los problemas, definiciones,
procedimientos,  argumentaciones, propiedades y  representaciones
caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos mateméaticos en toda la

variedad de situaciones planteadas por la institucion correspondiente.

Desde este punto de vista, el hecho de comprender un objeto (ostensivo o no,
concreto o abstracto) por parte de un sujeto (persona o institucion) se interpreta
en términos de las funciones semiédticas que tal sujeto puede establecer. Font

(2002, p. 156), expresa que:

El hecho de considerar que las funciones semidticas tienen un papel
muy importante en el proceso relacional entre entidades (o grupos de
ellas), activadas en practicas que se realizan dentro de un
determinado juego de lenguaje, permite también entender la
comprension en términos de funciones semidticas. En efecto, se
puede interpretar la comprension de un objeto O por parte de un
sujeto X (sea individuo o institucién) en términos de funciones
semidticas que X puede establecer, en unas circunstancias fijadas,

en las que se pone en juego O como funtivo (expresién o contenido).
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Cada funcion semidtica implica un acto de semiosis por parte de un agente
interpretante y forma un conocimiento, razon por la cual las funciones
semidticas poseen un gran potencial como herramientas metodologicas al
momento de estudiar significados, particularmente los significados personales

construidos por los estudiantes.

Para el Enfoque Ontosemiotico, la comprension alcanzada por un sujeto en un
momento dado dificilmente llegue a ser total, aunque tampoco nula, sino que
abarca aspectos parciales de los diversos componentes y niveles de
abstraccion posibles. El reconocimiento de la complejidad sistémica del
significado del objeto implica, ademas, saber que su apropiacion por el sujeto
deviene de un proceso dindmico, progresivo y no lineal, como consecuencia de
los distintos dominios de experiencia y contextos institucionales en que

participa.

De esta forma, la comprensién de un concepto por un sujeto, en un momento y
circunstancias dadas, implicara la apropiacién de los distintos elementos que

componen los significados institucionales correspondientes.

3.2.6. El andlisis ontoloégico y semidtico como técnica para determinar

significados

El andlisis ontoldgico-semibtico como técnica para determinar significados
consiste basicamente en realizar un analisis sistematico de los objetos y

funciones semidticas que se ponen en juego en una practica matematica.

Godino (2003) llama andlisis ontolégico-semidtico (o simplemente, analisis
semidtico) de un texto matematico, a su descomposicion en unidades, la
identificacion de las entidades puestas en juego y las funciones semidticas que
se establecen entre los mismos por parte de los distintos sujetos. El analisis
ontolégico-semidtico se constituye, en consecuencia, en la indagacion
sistematica de los significados (contenidos de las funciones semidticas)
puestos en juego a partir de la trascripcion del proceso, y de cada una de las
partes en que se puede descomponer dicho texto, para un interpretante
potencial (andlisis a priori). Cuando el texto corresponde al protocolo de

respuestas de los sujetos en interacciones efectivas, el analisis permitira
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caracterizar los significados personales atribuidos de hecho por los emisores

de las expresiones (andlisis a posteriori).

En ambos casos se pueden confrontar con los significados institucionales de
referencia, lo que permite formular hipoétesis sobre conflictos semioticos
potenciales y contrastarlos con los efectivamente ocurridos. Godino (2003)
expresa que el analisis semidtico ayuda a formular hipétesis sobre puntos
criticos de la interaccion, entre los diversos agentes, en los cuales pueden
existir lagunas o vacios de significacion, o disparidad de interpretaciones que
requieran procesos de negociacion de significados y cambios en el proceso de

estudio.
3.2.7. Idoneidades didacticas de un proceso de instruccion

Godino, Batanero y Font (2006), plantean que los conceptos tedricos
precedentes se complementan con la nocién de idoneidad didactica de un

proceso de instruccion.

Estos autores definen a la idoneidad didactica como la articulaciéon coherente y

sistémica de los siguientes componentes:

- ldoneidad epistémica: se refiere al grado de representatividad de los
significados institucionales implementados (o0 pretendidos), respecto de

un significado de referencia.

- Idoneidad cognitiva: expresa el grado en que los significados
pretendidos/ implementados estén en la zona de desarrollo potencial (...)
de los alumnos, asi como la proximidad de los significados personales

logrados a los significados pretendidos/implementados.

- ldoneidad interaccional: un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra
mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional si las
configuraciones y trayectorias didacticas permiten, por una parte,
identificar conflictos semioticos potenciales (que se puedan detectar a
priori) y, por otra parte, resolver los conflictos que se producen durante el

proceso de instruccion,
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- Idoneidad mediacional: contempla el grado de disponibilidad y
adecuacion de los recursos materiales y temporales necesarios para el

desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje.

- Idoneidad emocional: analiza el grado de implicacion (interés,
motivacion, ...) del alumnado en el proceso de estudio. La idoneidad
emocional estd relacionada tanto con factores que dependen de la
institucibn como con factores que dependen basicamente del alumno y

de su historia escolar previa.

- ldoneidad ecoldgica: contempla el grado en que el proceso de estudio
se ajusta al proyecto educativo del centro, la escuela y la sociedad y a

los condicionamientos del entorno en que se desarrolla.

Godino, Wilhelmi y Bencomo (2005) indican que la idoneidad de una dimensién
no garantiza la idoneidad global del proceso de ensefianza-aprendizaje. Estas
idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta las interacciones entre
las mismas, lo cual requiere referirse a la idoneidad didactica como criterio
sistémico de adecuacién y pertinencia respecto del proyecto educativo global.
Esta idoneidad se debe interpretar, no obstante, como relativa a unas
circunstancias temporales y contextuales cambiantes, lo que amerita una
actitud de reflexion e investigacion por parte del profesor y demas agentes que

comparten la responsabilidad del proyecto educativo.
3.3. Aportes fundamentales del marco tedrico

La consideracién de “objeto matematico” como aquello que es capaz de
pensar, hacer o decir una persona o una institucion cuando se enfrenta a un
tipo de problemas matematicos, que ademas le otorga sentido a dicho objeto,
es fundamental para este trabajo dado que fundamenta el desarrollo de
sistemas de practicas tanto institucionales como personales alrededor de los
problemas del instrumento. Estos sistemas de practicas varian dependiendo de
las instituciones por lo que a los objetos matematicos se les confiere relatividad
institucional, definiéndoselos como emergentes de practicas socialmente

compartidas en una institucion.

La herramienta teodrica y metodoldgica “configuracion epistémica” es

sumamente Util para analizar y comprender la red de relaciones necesarias de
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establecer para dar solucion a los distintos problemas del instrumento, en el
ambito de un sistema de practicas institucional. El andlisis ontosemioético de las
situaciones del instrumento a través de las configuraciones epistémicas supera
la reduccién del conocimiento matematico a conceptos, procedimientos y
teoria, permitiendo distinguir el papel que juegan las propiedades vy
argumentaciones y explicitando el rol mediador y constructor del lenguaje,
permitiendo, ademds, la determinacion de un interesante entramado de
relaciones conceptuales establecidas entre objetos matematicos primarios,

tanto en las préacticas institucionales como personales.

El constructo “configuracién cognitiva permite realizar un pormenorizado
andlisis de las practicas de los estudiantes, poniendo en evidencia los objetos
matematicos involucrados en las mismas y las relaciones que se establecen

entre ellos al momento de resolver problemas.

El caracter relacional de los objetos mateméticos intervinientes y emergentes
de sistemas de practicas institucional y personal se analiza y comprende a
través del constructo “funcion semiética”. De hecho, por cada problema del
instrumento, en el ambito del analisis institucional, se detectan las funciones
semidticas fundamentales -en tanto relaciones conceptuales que permiten
resolver los distintos problemas- y se emplea como referencia para el analisis

de los sistemas de practicas de los estudiantes.

Por ultimo, se hace necesario destacar la relevancia que aporta la herramienta
de las “idoneidades didacticas”, que se utiliza como una de las fuentes de

valoracion y validacion del instrumento de recoleccion de informacion.

Todos estos andlisis fueron conformados, ampliados y mejorados
permanentemente durante todo el transcurso de la investigacion, lo cual
permitié la realizacion de ajustes sucesivos del instrumento de indagacion, no
solamente en su estructura de problemas sino también en lo que respecta a las

condiciones generales de su implementacion.
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CAPITULO 4

Metodologia de la investigacion

4.1. Introduccién

En este capitulo se presentan los aspectos metodolégicos que guiaron la

investigacion.

Se comienza explicando el encuadre metodoldgico general, la poblacién y la

muestra objeto de estudio.

Luego se explicitan las fases de la investigacion, en estrecha vinculacion con
las etapas de desarrollo de investigaciones cualitativas, basadas en disefios,
que caracterizan Kelly, Lesch & Baeck (2008) y Cobb & Gravemeijer (2008).
Para disefiar y transitar estas etapas, se usan herramientas teodricas y
metodoldgicas provenientes del Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y la

instruccién matematica.

Posteriormente se explica la génesis y el desarrollo del instrumento de
indagacioén, haciendo hincapié en su proceso de mejoramiento hasta llegar a la

tercera version o version final.

Ademas, se caracteriza la matriz de desempefio o comprensién como soporte
referencial para analizar las pretendidas practicas de los alumnos ingresantes

al profesorado.

Finalmente se indica y caracteriza las formas de validacién del instrumento de

indagacion.
4.2. Aspectos metodologicos
4.2.1. Encuadre metodolégico general

La investigacién, cuya memoria se expone en esta tesis, estd basada en el
disefio (Kelly, Lesch & Baeck, 2008), fundamentada en el empleo de
herramientas del Enfoque Ontologico y Semidtico del conocimiento y la
instruccion matematica (Godino, 2000, 2003, 2011, 2013; Godino, Batanero y
Font, 2006), en particular, usando las nociones de configuracién epistémica
(para modelizar los sistemas de practicas institucionales de referencia),
configuracion cognitiva (para modelizar los sistemas de practicas personales de
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los estudiantes), funcion semidtica (para establecer relaciones conceptuales en
sistemas de practicas institucionales y personales) e idoneidades didacticas

(como una fuente de validacion del contenido del instrumento).

Bell (2004) explica que este tipo de investigaciones cualitativas se centran en el
disefio y exploracion de todo tipo de innovaciones educativas, a nivel didactico
y organizativo, considerando también posibles artefactos como nucleos de esas
innovaciones y contribuyendo consecuentemente a una mejor comprension de

la naturaleza y condiciones del aprendizaje.

Esta investigacion incluye el disefio de un instrumento de indagacion, su
implementacion con alumnos ingresantes al Profesorado en Matematica de la
Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y Agrimensura de la Universidad
Nacional del Nordeste y la evaluacion de resultados. Desde el analisis de las
practicas de los estudiantes, a proposito de la resolucién de las situaciones-
problemas del instrumento, se pretende determinar la red de relaciones
conceptuales, definidas en términos de funciones semidticas, que sobre
situaciones-problemas de Divisibilidad elaboran los alumnos del Profesorado, la
cual nos permite valorar la comprensién que alcanzaron en el Nivel Medio
sobre la Divisibilidad. Quizas, una valoracion mas completa requeriria elaborar
varios instrumentos que cubrieran los diferentes aspectos del tema, lo cual no

forma parte de los objetivos de esta tesis.

El instrumento puede significar un aporte tanto para los profesores del Nivel
Medio, en el sentido de la revision de sus practicas en torno a los tipos de
problemas que contemplan para la ensefianza de la Divisibilidad, como para los
formadores de profesores que deseen explorar y potenciar la faceta del

conocimiento epistémico sobre esta temética.

Atendiendo el planteamiento de Gros (2007), sobre los principales objetivos de
las investigaciones basadas en disefios, se puede afirmar que esta
investigacién se diferencia de la experimentacion de corte clasico—positivista,

dado que:

a) Se hace en contextos reales, no en laboratorios.
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b) Se inicia con un plan general y con materiales no necesariamente
definidos completamente al inicio. Estos van adecuandose en funcion de
la dinamica y el contexto.

c) No esta orientado a demostrar hipotesis sino al desarrollo de un perfil

que caracterice el disefio en la préactica.

Segun Cobb & Gravemeijer (2008), en las investigaciones basadas en el
disefio se consideran tres etapas: (1) planificacion del experimento, (2)
experimentacion y (3) analisis retrospectivo de los datos generados en el
experimento. En esta tesis, estas etapas quedan en evidencia mas adelante,
cuando se plantean las fases de desarrollo de la investigacion. Asi, a la primera
etapa sefialada por Cobb & Gravemeijer, corresponden las fases 1, 2, 3y 4 del
desarrollo de la investigacion; a la segunda etapa, la fase 5, mientras que, a la

altima, corresponden las fases 3, 4 y 5 de esta investigacion.
4.2.2. Poblacion objeto de estudio

La poblacion esta constituida por los alumnos ingresantes a la carrera de
Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y
Agrimensura (FAaCENA) de la Universidad Nacional del Nordeste (UNNE).

4.2.3. Muestra

La muestra esta formada por los alumnos que cursan la asignatura Algebra |
gue acceden a participar de la experiencia. Se invitd a los estudiantes a
participar de la investigacion, ofreciéndoles andlisis y devolucion de sus

producciones.

Estos alumnos viven en su mayoria de la ciudad capital de la provincia de
Corrientes. Muchos provienen del interior de la provincia de Corrientes y de
otras provincias aledafias como Chaco y Formosa. Tienen mayoritariamente
entre 17 y 18 afios y algunos un poco mas, dado que provienen de otras

carreras universitarias cursadas previamente.

4.3. Fases de la investigacién

La investigacién se organiza en las fases que se describen a continuacion:
Primera fase: Elaboracion de un marco institucional de referencia, modelizado

a partir de configuraciones epistémicas referidas a la Divisibilidad en el Nivel
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Medio. La primera de ellas se construye a partir de tipos de problemas a los
que responde este objeto matematico en dicho nivel (la versién final se expone
en el capitulo 5). Las otras, que modelizan las précticas institucionales de cada
situacion-problema (cuya version final se explicita en el capitulo 6), en general,
se elaboran sobre problemas particulares de los tipos de problemas
constitutivos de la primera configuracion, si bien contienen también algunos

tipos de problemas.

En las configuraciones epistémicas se determinan los objetos primarios de la
Divisibilidad en el mencionado nivel y las relaciones que se establecen entre
ellos a propésito de la resolucion de un tipo de problema o un problema

particular.

La primera version, disefiada al inicio de la investigacion, fue mejorandose
permanentemente mediante los conocimientos adquiridos en las distintas

instancias de exploraciones aulicas.

Segunda fase: Elaboraciéon de un primer instrumento destinado a recuperar
informacion sobre la comprensién alcanzada por los estudiantes que ingresan

al Profesorado en Matematica sobre la Divisibilidad.

Para dicha elaboracion se toma como referencia la configuracién epistémica

realizada sobre tipos de problemas.

Junto al instrumento se construye una rlbrica o matriz de desempefio o
comprensién. La misma contiene practicas matematicas institucionales
determinadas a priori para cada situacion-problema del instrumento, segun

cuatro niveles de desempefio: novato, aprendiz, experto y distinguido.

Posteriormente se realiza una prueba piloto con estudiantes de primer afio del
Profesorado en Matemética del Instituto Superior de Formacion Docente (ISFD)
“Dr. Juan Pujol” de la ciudad de Corrientes, a fin de reelaborar las consignas
que podrian estar produciendo conflictos semioticos o dificultades de
comprension de términos o palabras, ajustar tiempo de resolucién y las

practicas matematicas que forman parte de la matriz de desempefio.

Tercera fase: Elaboracién de un segundo instrumento de recoleccion de datos.
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De esta version se realiza una validacion del contenido del instrumento usando:
(a) la nocién de idoneidad didactica, constructo tedrico y metodoldgico del
Enfoque Ontosemidtico del conocimiento e instruccibn matemética, (b) juicio
experto de pares académicos (docentes e investigadores idoneos en el area de

Matematica y Educacion Matematica).

También se realiza una exploracion con algunos alumnos ingresantes a la
carrera de Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales y Agrimensura. Los mismos fueron invitados a participar de la

experiencia.
Cuarta fase: Elaboracién de la tercera y ultima versiéon del instrumento.

Esta version se construye a partir del andlisis didactico de los sistemas de
practicas llevadas a cabo por estudiantes al enfrentarse con la resolucién de
las situaciones-problemas de la version anterior del instrumento v,
fundamentalmente, recuperando las observaciones de los pares académicos

expertos.

Para efectuar el andlisis didactico de las situaciones-problemas del instrumento
se emplean configuraciones epistémicas. Las principales relaciones que
quedan al descubierto en dichas configuraciones se definen en términos de

funciones semiéticas.

Ademas, se mejora sustancialmente las practicas matematicas institucionales
de la matriz de desempefio, merced al andlisis de las producciones de los
alumnos que trabajaron con la segunda version del instrumento y de algunas

observaciones de los pares expertos.

La version definitiva del analisis ontosemiotico realizado a cada una de las
situaciones de la version final del instrumento de indagacion, se explicita en el

sexto capitulo.

Quinta fase: Administracion del instrumento a alumnos del Profesorado en

Matemaética.

La exploracion se realiza a principios del afio 2018, en una de las primeras
clases tedricas de la asignatura Algebra |, durante dos horas de trabajo.
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Sexta fase: Analisis de la comprensidn alcanzada por los estudiantes sobre la

Divisibilidad en el Nivel Medio.

Se analizan las configuraciones cognitivas de los estudiantes, detectando las
funciones semioticas que establecen en la resoluciéon de las situaciones-

problemas del instrumento.

Se determinan redes de relaciones conceptuales involucradas en esas

funciones semidticas.

Teniendo en cuenta la variedad y complejidad de los objetos matematicos
involucrados en las funciones semidticas y de la red de relaciones establecidas

entre los mismos, se realiza una clasificacién de dichas funciones semio6ticas.

Se valora la comprension en términos de la mencionada clasificacion de
funciones semiéticas y de las redes de relaciones conceptuales desplegadas

en las mismas.
4.4. Sobre el instrumento de recolecciéon de datos
4.4.1. Primera version del instrumento de indagacion

A inicios del afio 2016 se comenzo a disefiar un instrumento que contaba con
13 situaciones-problemas de Divisibilidad, luego de una profunda revision de
antecedentes, disefios curriculares y textos escolares llevada a cabo durante el
aflo 2015, tareas que hicieron posible la cristalizacion de un primer marco

epistémico y didactico de referencia que se expone en el capitulo 5.
El instrumento, en su primera version, se exhibe en la seccién de los anexos.

En cuanto a las situaciones-problemas, de acuerdo con los Nucleos de
Aprendizajes Prioritarios (NAP, 2011) definidos para todo el territorio nacional y
los disefios curriculares en vigencia de algunas provincias aledafas a la
Universidad Nacional del Nordeste, como Chaco y Corrientes, esto es,
Curriculum para la Educacion Secundaria (MEC, 2012) y Disefio Curricular
Jurisdiccional (MECCTC, 2012), respectivamente, se buscO que propongan
verdaderos desafios cognitivos, que inviten a la reflexion, a la elaboracion de
conjeturas y de relaciones conceptuales para defenderlas o refutarlas. Se
propicio el estudio de condiciones bajo las cuales una afirmacion se cumple, la

explicacion y fundamentacién de las decisiones, la realizacion de tareas de
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Divisibilidad cuando los numeros estan expresados en distintas
representaciones, la exploracion y enunciacién de propiedades ligadas a la
Divisibilidad.

Se resolvié cada una de las situaciones-problemas anticipando los sistemas de

practicas que podrian desarrollar los estudiantes y se especificaron ciertas

relaciones conceptuales involucradas en esas resoluciones.

Posteriormente se puso a prueba con un reducido nimero de estudiantes a fin
de realizar los ajustes correspondientes (mejorar el analisis a priori de las
situaciones-problemas, mejorar la redaccion de las consignas, estimar tiempos
de resolucion, entre otros). Esta experimentacion, dada en llamar “prueba
piloto”, se llevé a cabo con alumnos de primer afio de la carrera de Profesorado
en Matematica del ISFD “Dr. Juan Pujol” de la ciudad de Corrientes, que aun

no habian trabajado con temas de Divisibilidad en dicho Profesorado.

4.4.2. El mejoramiento de la primera version del instrumento a partir del

andlisis de las practicas de los estudiantes:

a) Se mejordé la redaccidn de las consignas, desde el andlisis de las

dificultades de interpretacion que tenian los alumnos.

En relacién con las consignas, en el disefio del nuevo instrumento (version 2)
se buscdé sembrar la duda sobre las cuestiones planteadas y propiciar el

estudio de condiciones bajo las cuales una afirmacién se cumple.

Por citar ejemplos, en el primer instrumento, el problema que solicitaba
encontrar numeros distintos que tuvieran los mismos divisores se transformé.
En la segunda version se lo presenta como un problema que solicita determinar
si existen nimeros enteros con los mismos divisores y, de ser asi, la exhibicién
de los mismos y la fundamentacion de la respuesta (problema 6). Asimismo, en
el problema 2 de la segunda version del instrumento, se solicita explicitamente
el estudio de condiciones para que el divisor de una division sea divisor del

dividendo, no siendo asi en la versioén original.

b) En el analisis a priori del nuevo instrumento, se narran mas detalladamente
los procesos cognitivos posibles de desarrollar para resolver las distintas
situaciones-problemas que contiene. Como nota distintiva de la exhaustividad

perseguida en este aspecto, se explicitan en cada resolucion los elementos de
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significados primarios, tales como: problemas, conceptos, procedimientos,
propiedades y argumentos, indicando, ademas, las posibles dificultades en el

uso del lenguaje en los casos que amerita.

c) Se excluyeron, de la version original del instrumento, aquellos problemas
cuyas resoluciones movilizaban las mismas relaciones conceptuales, o muy

similares, que estan presentes en otros problemas. Por ejemplo:

- La situacion en la que se pedia explicitamente el hallazgo de divisores de
nameros grandes (problema 11), pues esta tarea ya estaba contemplada en la

solicitud de la determinacién del maximo comun divisor (problema 13).

- La situacion en la que se solicitaba realizar tareas de determinacién de si un
namero es divisor, multiplo, factor, etc. de otro numero, cuando uno de ellos
estd expresado en su factorizacién prima (problema 6), pues esta actividad

estaba presente en el problema 7.

d) Se quité el problema 10, teniendo en cuenta que, si bien plantea el
establecimiento de relaciones conceptuales entre dos objetos matematicos
estrechamente vinculados, como la Division y Fraccion, en los disefios
curriculares y libros de textos, el estudio de esta relacién no aparece solicitado.
Pareciera, entonces, que esta relacibn no se constituye en objeto de

ensefianza en el Nivel Medio de nuestro pais.
4.4.3. Segunda version del instrumento de indagacion

La segunda version del instrumento se obtiene a partir del analisis a posteriori
de las practicas de los estudiantes del Profesorado que resolvieron el contenido
del primer instrumento. Las precisiones de las mejoras se indicaron

recientemente. Esta version también se incluye en la seccion de los anexos.

4.4.4. El mejoramiento de la segunda version del instrumento a partir de

las observaciones de los pares expertos:

a) En funcion de las sugerencias de la Dra. Maria Laura Distéfano se
realizan los siguientes cambios en la segunda version del instrumento:
- Reformulacion del problema 1: Se quita la pregunta acerca de si 3 es divisor

de -654, dado que se plantea y espera el surgimiento de relaciones
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conceptuales entre los divisores positivos y negativos de un nimero entero y su

opuesto en el problema 6 del Instrumento.

El enunciado de este problema en la version 1 del Instrumento es:
a) ¢, 3 es divisor de 307?, ¢y de 4737, ¢y de -6547?

b) ¢ 3 es factor de 307

C) ¢441 es multiplo de 7?

En el problema 6 se solicita averiguar sobre la existencia de dos numeros

enteros que tengan los mismos divisores.

- Reformulacién el problema 2: Se lleva a cabo a fin de mejorar la
interpretacion de la consigna.

El enunciado presente en la version 2 del Instrumento es: En una divisién entre
nameros enteros, ¢bajo qué condicidén el divisor de la division es divisor del

dividendo? Justifica tu respuesta.

El nuevo enunciado (version 3 del Instrumento) es: En una division entre los

ndameros “a” y “b”, ¢bajo qué condicion “b” es divisor de “a’? Justifica tu

respuesta.

- Reformulacién del problema 6: Se realiza la modificacion indicada
seguidamente teniendo en cuenta que en la formulacion de la segunda

pregunta esta implicito que la respuesta a la primera pregunta es afirmativa.

El enunciado de este problema en la version 2 del Instrumento es: ¢ Es posible
gue dos numeros enteros distintos tengan los mismos divisores?, ¢en qué

condiciones? Justifica tu respuesta.

El nuevo enunciado (version 3) es: ¢Es posible que dos numeros enteros
distintos tengan los mismos divisores? Si la respuesta es afirmativa, indique

bajo qué condiciones ocurre; si la respuesta es negativa, explique las razones.

- Las relaciones conceptuales determinadas a partir de las configuraciones
epistémicas elaboradas para cada problema del Instrumento 2, en el
Instrumento 3, son definidas en términos de funciones semidticas.

En el informe de evaluacion, la Dra. Distéfano sostiene que el hecho de definir

las relaciones conceptuales en términos de funciones semidticas, puede
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permitir detectar si algunas funciones semidticas se replican en distintos
problemas, lo cual podria permitir encontrar posibles regularidades que
enriquezcan el analisis de las resoluciones efectuadas por los estudiantes.

b) A partir las observaciones de la Dra. Alicia Mabel Rodriguez:

e Se realizan los siguientes cambios en las consignas de las situaciones-
problemas de la segunda version del instrumento. Los mismos se ven

reflejados en la tercera y ultima version del instrumento.

Problema 2:

Enunciado en la segunda version: En una division entre nimeros enteros “a” y
“b”, ¢ bajo qué condicion “b” es divisor de “@”?

Reformulacién: Si se divide al numero “a” por el nimero “b”, ¢existe alguna
condicion para que “b” sea divisor de “a”? Justifica tu respuesta.

Con la reformulacion se trata de dejar claro que se considera “a dividido b” y no
asegurar la existencia de la condicion solicitada.

Problema 4:

Enunciado en la segunda version: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢existe
algun valor de “a@” para que este numero sea divisible por 3? Explica cémo lo

hiciste y justifica tu respuesta.

[{Pe)

Reformulacién: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢ existe algun valor de “a” para
gue este numero sea divisible por 3? En caso de que tu respuesta fuera
afirmativa, indica todos los posibles valores de a. Explica como lo hiciste y

justifica tu respuesta.

Con el cambio de enunciado se trata de que los alumnos encuentren todos los

valores de “a@”, promoviendo exhaustividad y generalizacion.
Problema 5:

Enunciado en la segunda versién: Si a y b son nimeros naturales y a es divisor
de b, siempre a es menor o igual que b, ¢sucede lo mismo si los numeros

fueran enteros? Justifica tu respuesta.

Reformulaciéon: Se sabe que, si a'y b son nimeros naturales y a es divisor de b,

siempre a es menor o igual que b. ¢Sucede lo mismo si los nimeros fueran
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enteros? Identifica todas las posibilidades para este caso y justifica tu

respuesta.

Con la nueva version de la consigna se pretende lograr exhaustividad en la

busqueda de posibilidades.
Problema 6:

Enunciado en la segunda version: ¢Es posible que dos numeros enteros
distintos tengan los mismos divisores? ¢En qué condiciones? Justifica tu

respuesta.

Reformulacién: ¢Es posible que dos numeros enteros distintos tengan los
mismos divisores? Si tu respuesta es afirmativa, indica en qué condiciones eso

ocurre. Justifica tu respuesta.

En la nueva consigna no se induce que la respuesta a la pregunta planteada es

afirmativa.
Problema 8:

Enunciado en la segunda version: Si fuera posible, escribe un namero que

tenga: a) Exactamente cuatro divisores naturales.

b) Méas de 15 divisores enteros.

Explica la estrategia que usaste para encontrarlos y fundamenta tu respuesta.
Reformulacién: Si fuera posible, escribe un nimero que tenga:

a) Exactamente cuatro divisores naturales.

b) Méas de 15 divisores enteros.

Si te resultd posible, explica la estrategia que usaste para encontrarlos y si no,

explica por qué no es posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta.

Con la reformulacién de la consigna se busca mantener la incertidumbre en

todo el enunciado, no solamente al principio.
Problema 9:

Enunciado en la segunda versién: En una estacion de colectivos, un bus para

con una frecuencia de 18 minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢ dentro de
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cuantos minutos, como minimo, se encontraran en esa estacion, después de

haber coincidido en esa estacion los dos colectivos? Fundamenta tu respuesta.

Reformulacién: En una estacion de colectivos, un bus para con una frecuencia
de 18 minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢habra un encuentro posterior
después de una coincidencia? Si la respuesta fuera afirmativa, ¢dentro de
cuantos minutos, como minimo, se encontraran en esa estacion, después de

haber coincidido en esa estacion los dos colectivos? Fundamenta tu respuesta.

Con la nueva consigna se busca sembrar la duda desde el principio, es decir, si

habra o no un nuevo encuentro de buses.

o En las aportaciones de la Dra. Rodriguez también hay elementos para
mejorar las practicas matematicas institucionales expuestas en la matriz de
desemperio. Especificamente, respecto del problema 4, explica: Considero que
el alumno podria estar en un nivel avanzado de comprension y resolver un
problema con “recursos poco sofisticados”. Si esto ocurriera, vista su resolucién
en la matriz, el investigador podria tender a valorar la comprension de ese
sujeto como del nivel mas bajo. En este caso, hacer diez casos es simple,
efectivo y mas rapido que un planteo de otro tipo. Con esto digo que: si acaso
resolviera asi, no seria suficiente indicador de estar en un nivel bajo porque en
este caso “no necesito otro recurso”.

c) Con base en las aportaciones de la Dra. Cristina Mercedes Camas, se
llevaron a cabo las siguientes modificaciones en las consignas de las
situaciones-problemas de la segunda version del instrumento:

- Elementos para el mejoramiento del analisis a priori del problema 4
(matriz de comprension):

El problema expresa que: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢existe algun valor
de “a” para que este numero sea divisible por 3?7 En caso de que tu respuesta
fuera afirmativa, indica todos los posibles valores de a. Explica como lo hiciste
y justifica tu respuesta.

La Dra. Camos indica que: en el Problema 4 los alumnos también pueden
argumentar sin recurrir a un k’ (en lugar de k-5), trabajando con la expresion:
a=3x(k-5) dando valores a k desde O hasta 9 y considerando que “a” es un

namero no negativo de una cifra.
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Esta sugerencia ayuda a mejorar el analisis a priori (nivel experto) de la matriz
de comprension.

- Mejoramiento del enunciado del problema 4:

Dicho problema indica que: Los mdltiplos de un numero, comprendidos entre
370 y 460 son: 380, 399, 418, 437 y 456. ¢(De qué numero se trata?, ¢es
anico? Explica cdmo lo/s encontraste y fundamenta tu respuesta.

En la nueva version del mismo se explicita que los indicados son “todos” los
multiplos, comprendidos entre dos cotas.

Con esta segunda version del instrumento también se realizaron exploraciones
aulicas con estudiantes de la carrera de Profesorado en Matematica, en la
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura de la UNNE.

El analisis ontosemiético de los sistemas de practicas de los alumnos permitid
mejorar esta version y también la matriz de desempefio, una de las
herramientas del marco institucional que se emplea como referencia para el

analisis de los sistemas de practicas de los estudiantes.
4.4.5. Tercera version del instrumento de indagacién

Es la version final y se la incluye en el capitulo 6 de esta tesis. Se la elabora a
partir de las exploraciones &ulicas con el segundo instrumento v,
fundamentalmente, desde las observaciones de los pares expertos. Las
precisiones de las mejoras se indicaron recientemente. Esta version cuenta con

10 situaciones-problemas.

Ademas, se presentan las resoluciones de cada una de ellas, destacandose los
objetos matematicos primarios involucrados. Se emplean configuraciones

epistémicas como modelo de organizacion de las practicas resolutorias.

Para destacar las relaciones conceptuales mas importantes, establecidas entre

entidades primarias, se utilizan funciones semiéticas.
4.5. Matriz de desempeiio

Las rdbricas se definen como descriptores cualitativos que establecen la
naturaleza de un desempefio (Simon & Forgette-Giroux, 2001). En
consecuencia, son instrumentos de medicidbn en los cuales se establecen

criterios y estandares por niveles, mediante la disposicion de escalas, que
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permiten determinar la calidad de la ejecucion de los estudiantes en unas

tareas especificas (Vera Vélez, 2008).

Arends (2004) sostiene que a través de las rubricas se logra una descripcion
detallada del tipo de desempefio esperado por parte de los estudiantes. Como
herramienta metodoldgica, en esta tesis se construye una rabrica de cinco
columnas. En la primera de ellas se incluyen las diez situaciones-problemas de
la version final del instrumento, mientras que, en las restantes se presentan
practicas institucionales resolutorias de cada situacion segun cuatro niveles
progresivos de desempefio: novato, aprendiz, experto y distinguido. Para

distinguir estos niveles, se tienen en cuanta los siguientes aspectos:

a. La pertinencia, economia o adecuacion de los objetos de la Divisibilidad
empleados en la resolucién, especialmente de los procedimientos.

b. La utilizacibn de conocimientos 6ptimos como definiciones,
proposiciones y propiedades en la resolucion de los problemas.

c. La incorporacién de argumentos para validar las distintas producciones,

prestando atencién en el tipo de argumento empleado.

La rdbrica se utiliza como complemento del analisis ontosemiotico del
instrumento de indagacioén. Su relevancia se fundamenta en el hecho de
constituirse en un importante marco de referencia para la realizacién del
analisis didactico de los sistemas de practicas desarrollados por los alumnos, a
propésito de la resolucion de las situaciones-problemas del instrumento de

indagacion.

Esta herramienta metodolégica ha sufrido varias modificaciones en el
transcurso de la investigacion, fundamentalmente después de cada analisis de
las practicas de los estudiantes, los que siempre aportaron sustanciales
elementos para mejorarla. La ultima version, que se emplea para elaborar el

analisis didactico final, se expone en el capitulo 6.
4.6. Validacion de contenido del Instrumento

La validacion del contenido del instrumento de recoleccién de datos de interés
para esta tesis se realiza usando herramientas del Enfoque Ontosemiético y

evaluacion de pares expertos.
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Los contenidos sobre los que se realiza la validacion, usando herramientas del
Enfoque Ontosemidtico, son de indole didactico-matematicos, emocional y

organizacional (considerando la “puesta en aula” del instrumento).

Para realizar este tipo de validacion, retomamos y adaptamos a los intereses
de esta tesis, los seis tipos de idoneidades didacticas que propone Godino
(2011) para analizar un proceso instruccional, esto es, idoneidad epistémica,

ecologica, cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional.

El estudio de cada una de estas idoneidades se lleva a cabo teniendo en
cuenta los indicadores de analisis que indica Godino (2013). El autor propone,
para cada una de las idoneidades parciales, sendos componentes y a su vez,
para cada componente, algunos indicadores y observables, con lo cual logra
hacer operativa la nocién de Idoneidad Didactica. Explica, ademas, que los
indicadores pueden ser formulados, reformulados o adaptados en tanto puedan

ser cuantificables o medibles.

En relacion con la validacion de pares expertos, se acudio a profesionales que
cuentan con amplia trayectoria en docencia de grado y postgrado e
investigacion en Matematica y/o Educacién Matematica, quienes se nombran
seguidamente, destacandose los aspectos mas sobresalientes de sus
trayectorias académicas. El protocolo de la solicitud de valoracion del

instrumento de indagacién se incluye en la sesién de Anexos.
4.6.1. Pares expertos que validaron el instrumento de indagacion

Se describe a continuacion la formacion académica y &mbito de investigacion y
docencia de los pares de expertos que participaron del proceso de validacion

del instrumento de indagacion.
Alicia Mabel Rodriguez

Es Doctora en Matematica de la Universidad Nacional de Buenos Aires.
Actualmente es directora de la Especializacion en Didactica de las Ciencias con
orientacion Matematica, Fisica o Quimica, de la Universidad Nacional General
Sarmiento. Se desempefia, ademas, como profesora de Ensefianza de la
Matematica | y Ensefianza de la Matemética Il del Profesorado Universitario de

la UNGS y es secretaria de investigacion en dicha institucion.
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Ha sido docente en mdltiples cursos de posgrado, capacitaciones, y materias
de grado en diversas instituciones nacionales. Ha dictado capacitaciones sobre

Educacién Matematica a nivel superior en el pais y en el exterior.

Trabaja actualmente en investigacion en Educacion Matematica y durante afios
también lo ha hecho en Matematica, en Convexidad Generalizada. Dirige

becarios y tesistas en ambas areas.

Sus principales &reas de interés son: Resolucién de problemas, Habilidades
matematicas, Lenguaje matematico, Validacion matematica, Formacion de
profesores, Uso de TIC en la formacién de profesores, Conocimiento didactico

y matematico de profesores.

Cuenta con multiples presentaciones en congresos y articulos de investigacion
en Educacion Matematica, en los temas mencionados, y en Convexidad

Generalizada, en revistas con referato nacionales e internacionales.
Cristina Mercedes Camos

Es Doctora en Ciencias Formales con mencién en Didactica de la Matematica,

en la Universidad Nacional de Catamarca.

Es Profesora Universitaria en Matematica (Universidad CAECE), Diplomada en
Metodologia de la Investigacion Cientifica y Elementos de Epistemologia
(Universidad Abierta Interamericana) y Magister en Psicologia Educacional

(Universidad de Buenos Aires).

Se desempefia como directora general del Profesorado y la Licenciatura en
Matematica, en la Universidad Abierta Interamericana. En esta universidad, es
miembro de la comision de investigacion de la Facultad de Tecnologia

Informética.

Trabaja como Profesora Titular y Adjunta en instituciones como CAECE,
Universidad de Quilmes, Universidad Abierta Interamericana, en catedras de
Matematica y de Educacion Matematica.

Posee libros escritos y articulos publicados en revistas internacionales en el
ambito de la Educacién Matematica. En esta area, participd6 como expositora en

numerosos eventos cientificos.
Gustavo Carneli
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Es Doctor en Educacion Superior de la Universidad de Palermo.

Es Profesor en Matematica, egresado del Instituto Superior Dr. Joaquin V.
Gonzélez, y Licenciado en Ensefianza de las Ciencias con orientacion en
Didactica de la Matematica de la Universidad Nacional General San Martin.
Desarrolla actividades de docencia en “Residencia II” para el Profesorado de

Matemética y en “Matematica” en el ciclo de aprestamiento universitario.

Se dedica al campo de la investigacion en Didactica de la Matemética,
ocupandose de temas como: interacciones en el aula y aprendizaje
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CAPITULO 5

Marco epistémico y didactico de referencia

5.1. Introduccién

En este capitulo se expone una organizacion matematica sobre objetos
enmarcados en la Divisibilidad. La misma se elabora usando la herramienta
“configuracion epistémica”, herramienta tedrica y metodoldgica del Enfoque
Ontosemidtico.

No se trata de un listado de contenidos desvinculados, como habitualmente
puede observarse en textos escolares, sino de un conjunto de objetos
matematicos primarios y sus relaciones, objetos y relaciones que permiten
abordar unos tipos de tareas de la Divisibilidad en el Nivel Medio. Justamente
los Nucleos de Aprendizajes Prioritarios (NAP) en ME (2011) proponen, entre
sus objetivos, la elaboracion de conjeturas acerca de las relaciones
conceptuales, numéricas y algebraicas, ligadas a la Divisibilidad. En cuanto a
las relaciones algebraicas, propone modelizar relaciones entre objetos basicos

de la Divisibilidad por medio de expresiones simbdlicas.

La produccién mateméatica aqui expuesta comienza abordando la problematica
de la Division y a partir de un cambio de pregunta se trabajan las nociones de
Divisibilidad, estableciéndose una importante vinculacion entre dos tematicas

centrales de la Teoria de NUmeros.

Las relaciones fundamentales que se establecen entre los objetos primarios se

resumen y clarifican al final del capitulo por medio de una tabla.
5.2. Seleccion de contenidos

Realizando una revision de los NAP, en ME (2011), los disefios curriculares
jurisdiccionales (MEC, 2012), (MECCTC, 2012) y las investigaciones que
forman parte de los antecedentes de esta tesis, se identifican los siguientes
contenidos como los mas destacados para la enseflanza de la Divisibilidad en

el Nivel Medio:

- Division
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Multiplos y divisores de un numero. Relacién con los objetos “factor”,
“divisible” y “divide”

- Factorizacion y factorizacion prima

- Propiedades de los multiplos y divisores

- Criterios de divisibilidad

- NUmeros primos y compuestos

- Minimo comun multiplo

- Méaximo comun divisor
5.3. Configuracion Epistémica

Para la elaboracion de los tipos de tareas que forman parte de esta
configuracion epistémica se han tenido en cuenta las mismas fuentes y
referencias usadas para la seleccion de contenidos, indicadas anteriormente,
ademas de algunos libros de textos como: Aritmética (Becker; Pietrocola y
Sanchez, 2001), Notas de Algebra | (Gentile, 1984) y Aritmética elemental en la
formacion matematica (Gentile, 1991).

Dicha configuracion esta constituida por las entidades matematicas primarias
que plantea el Enfoque Ontosemiotico y sus relaciones: tipos de tareas,

definiciones/conceptos; proposiciones, procedimientos, argumentos y lenguaje.

Cabe mencionar que los NAP, en ME (2011) basan sus propuestas
metodoldgicas en la resolucion de problemas, la formulacion de preguntas, el
disefio de tareas, asumiendo que los objetos matematicos que se obtienen son

consecuencia necesaria de la aplicacion de relaciones conceptuales.
Tipos de tareas (TT):

TT1l: Dado el cardinal de una coleccion que se pretende subdividir en
subcolecciones equipotentes, determinar el nimero de subcolecciones de la

particion, el cardinal de cada subcoleccion y el resto.

TT2: Determinar si un numero “a” es divisor o factor de otro “b”, cuando “b” esta
expresado en forma decimal, como producto de factores primos, en base al
algoritmo de la divisiébn o en base a la propiedad distributiva.

TT3: Determinar si un nimero “a” es multiplo (o divisible) de otro nimero “b”,
cuando “a” estd expresado en forma decimal, como producto de factores

primos, en base al algoritmo de la divisién o en base a la propiedad distributiva.
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TT4: Determinar si 0 es divisor y multiplo de todos los niumeros.

TT5: Determinar si 1 es divisor y multiplo de todos los numeros.

TT6: Hallar maltiplos de un namero.

TT7: Hallar un nimero conociendo una lista finita, exhaustiva y ordenada de
sus multiplos.

TT8: Hallar todos los divisores de un namero.

TT9: Decidir si un nimero es primo o compuesto.

TT10: Hallar un nimero con una determinada cantidad de divisores.

TT11: Caracterizar las fracciones % y S cuando a es divisor de b, siendoay b
nameros no simultaneamente nulos.

TT12: Determinar en qué condiciones, en una division, el divisor de la division
es divisor del dividendo.

TT13: Encontrar el minimo comudn multiplo de dos 0 mas numeros.

TT14: Encontrar el maximo comun divisor de dos o mas ndmeros.
Definiciones, conceptos (D/C):

D/C1: Dados dos numeros a y b, con b#0, existen y son Unicos dos nimeros q
y r, llamados cociente y resto de la division entre a y b respectivamente, que

satisfacen las siguientes condiciones: (i) a = bxg+r, (ii) 0<r<b.

D/C2: Un namero a es divisor de un nimero b si existe un nimero c tal que b =

axc. En este caso, c es también divisor de b.

Cuando a es divisor de b se suele decir que “a divide a b”, lo cual se denota
asi: a|b.

Si a#0, “a divisor de b” indica una relacién entre los nUmeros a y b y no una
operacion. En ese caso, resulta que b = axc por lo que la definicion de Divisor

es equivalente a las siguientes definiciones D3 y D4:

D/C3: Si a#0, a es divisor de b si, y solo si, la division b:a tiene resto 0.
D/CA4: Si a#0, a es divisor de b si, y sélo si, el nimero racional S es entero.

D/C5: Un nimero b es multiplo de un nimero a si existe un nimero c tal que b
= axc. Aqui, b es ademas muliltiplo de c. Es decir, un nimero b es multiplo de

otro numero a si éste es su divisor.
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De esta definicion se desprende que el producto de dos nimeros es multiplo de

ambos.

D/C6: Un numero a es factor de un niumero b si existe un niumero c tal que b =
axc. En este caso, c es también factor de b. O sea, a es factor de b si es divisor

del mismo.

D/C7: Un numero b es divisible por un nimero a si existe un namero c tal que b
= axc. En este caso, b es también divisible por c. Es decir, b es divisible por a si

es multiplo de a.

D/C8: Un ndmero es primo, si sélo es divisible por él mismo y por 1.

D/C9: Todo numero ¢, mayor que 1, se factoriza univocamente de la forma c

P1XP2% X......xp~", donde los p; son nimeros primos y los ¢; son naturales.

D/C10: d es divisor o factor de ¢ si y sblo si, d es de la forma d
P19Xp2x..... xp ¥, con 0=disc;, siendo ¢ = pi®xp,°X.....xp~. Ademas, C es
multiplo (o divisible) de d.

D/C11: La féormula 7= (ci+1)X.....x(c+1) permite obtener la cantidad de

divisores de c, siendo ¢ = p;°*xp,“X......xp"~"

D/C12: Un nimero es compuesto, si tiene mas de dos divisores naturales. Es
decir, el nUmero p es compuesto cuando es divisible por 1, p y por otros

ndmeros.

D/C13: El minimo comin mudltiplo entre dos nimeros es el menor de sus

multiplos comunes.

El sentido de esta definicion radica en el hecho de que a y b admiten multiplos
comunes, por ejemplo axb y todos ellos estan acotados inferiormente por a y

por b.

D/C14: ElI minimo comUn multiplo de dos numeros es el producto de los

factores primos de ambos numeros elevados al mayor exponente.

D/C15: El maximo comun divisor entre dos numeros es el mayor de sus

divisores comunes.

Esta definicion tiene sentido porque un numero tiene una cantidad finita de

divisores.
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D/C16: El maximo comun divisor entre dos numeros es el producto de los

factores primos comunes de ambos numeros elevados al menor exponente.

D/C17: El maximo comun divisor de a 'y b es el mismo que el de by r, siendo r

el resto de la division entre a y b (Algoritmo de Euclides).

Proposiciones, Propiedades (P):

P1: 0 no es divisor de ningun niumero, mas que de él mismo.

P2: 0 es divisible por todos los nimeros.

P3: 0 es multiplo de todos los niumeros.

P4: 1 es el Unico divisor de si mismo.

P5: todo numero c>1 es producto de niumeros primos.

P6: Si a es divisor de b, entonces, asb.

P7: El divisor de un divisor del nUmero a, es también divisor de a.

P8: Si un numero es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma.

P9: El producto de un multiplo de un nimero a por un multiplo de otro nimero b

es un multiplo del producto de ambos.
P10: Criterios de Divisibilidad, validos en el sistema decimal de numeracion:

Divisibilidad por 2: Todo numero cuya cifra de sus unidades es par, es divisible

por 2.

Divisibilidad por 3: Un nuamero es divisible por 3 si la suma de sus cifras es
multiplo de 3.

Divisibilidad por 5: Un nimero es divisible por 5 si la cifra de sus unidades es 0
0 5.

Divisibilidad por 7: Un numero es divisible por 7 si la diferencia entre dicho

namero sin las unidades y el doble de las unidades es 0 o mdltiplo de 7.

Divisibilidad por 11: Un namero es divisible por 11 si la diferencia entre la suma

de sus digitos pares y la suma de sus digitos impares es cero o multiplo de 11.

Los Criterios de Divisibilidad son proposiciones matematicas que establecen

una condicién necesaria y suficiente para que un numero a sea divisor de otro
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b o para que b sea divisible por a. Se trata usualmente de una condicién sobre
las cifras de b, que se puede examinar facilmente. Esto es lo que otorga

eficacia a los criterios.
Procedimientos (Prc):

Prcl: Conocido el cardinal de una coleccion, para determinar el niumero de
subcolecciones equipotentes en el que se puede subdividir, el cardinal de las
subcolecciones o el resto, se puede realizar una division.

Prc2: Para determinar si un niamero b es divisor o factor de otro niumero a, se
debe buscar un nimero c de tal manera que a = bxc. Si existe se dice que “b

es divisor o factor de a” o “a divisible por b” o0 “a multiplo de b”.

[{pel)

Prc3: También se puede dividir “a” por “b” (b#0) y si el cociente es natural y el

resto es cero entonces se dice que “b es divisor de a”.

La divisibn no permite validar que 0 es divisor de 0, mientras que la

multiplicacion, si.

Prc4: Asimismo, se puede decidir si un numero es divisor de otro aplicando

algun criterio de divisibilidad.

Para decidir si “b es divisor de a”, siendo “@” un numero grande, el hecho de
encontrar un nimero c de tal manera que a = bxc resulta un procedimiento
poco econdmico. En este sentido, la division o el uso de algun criterio de

divisibilidad son procedimientos mas pertinentes.

Prc5: En el caso de que a y b fueran dos numeros expresados en su
descomposicion factorial prima, para determinar que a es divisor de b, se debe
notar que todos los factores de la descomposicion prima de a son factores de la

descomposicion prima de b.

Prc6: Si se quiere determinar que el nimero a es divisor del nimero b, cuando
este Ultimo esta expresado en base a la propiedad distributiva y el primero en
su version decimal, basta observar que a es factor comun de los sumandos de

b o que puede escribirse como factor comun de esos sumandos.

Cuando a esta expresado en base al algoritmo de la divisién, es decir, a =
bxc+r, con r#0, r<b en N, r<Ibl en Z, ni b ni ¢ son divisores de a.
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. . b .o .
Prc7: Para caracterizar las fracciones % Y- cuando a es divisor de b, siendo a 'y

b no simultaneamente nulos, se puede recurrir a la técnica de simplificar

fracciones.

Esta técnica no resuelve totalmente la cuestion planteada, aunque puede

ayudar a establecer conjeturas sobre la caracterizacion pretendida.

Prc8: Para determinar si un namero es multiplo de otro o divisible por otro, hay
gue determinar si el segundo es divisor o factor del primero.
Prc9: Para hallar un multiplo de un nimero se puede multiplicar este numero

por cualquier nimero.

Prc10: Para listar una coleccion finita y ordenada de multiplos de un niumero se

puede multiplicar este nUmero por una sucesion de nimeros consecutivos.

Prcll: Para hallar un nimero conociendo una lista finita, completa y ordenada
de sus mudltiplos, se debe restar dos multiplos consecutivos de esa lista, el
mayor menos el menor.

Para hallar los divisores de un nimero se puede recurrir a:

Prc12: Realizar divisiones entre el nUmero considerado y los nimeros menores

o iguales que él.

Prc13: Obtener descomposiciones multiplicativas del nimero. Los factores de

dichas descomposiciones son sus divisores.

Prcl4: Encontrar sistematicamente todos los divisores menores o iguales que
la raiz cuadrada del numero considerado, pudiendo hallar los restantes por
medio de la division entre dicho nimero y cada uno de los divisores hallados al
principio.

Prcl5: Descomponer en factores primos al nimero en cuestion y determinar
todas las combinaciones de los productos de tales factores primos entre si,

incluyendo el 1 y el mismo namero.

Este procedimiento resulta eficaz para hallar divisores de nimeros grandes. Un
buen recurso de control de resultados lo constituye la formula que da la
cantidad de divisores de un numero, sobre todo si las combinaciones que

tuvieran que realizarse fueran muchas.
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Prcl6: Para encontrar la cantidad de divisores de un numero, del cual se
conoce su descomposicion factorial, se debe realizar el producto de todos los
exponentes de los niumeros primos de la respectiva factorizacion, aumentados
en una unidad. Es decir, dado ¢ = p;“xp.“x.....xp~", la cantidad de sus
divisores naturales se obtiene a través de la formula 7 = (c;+1)X......x(c+1).

Prcl7: Para encontrar un nimero con una cantidad dada de divisores, por
ejemplo, si se desea conocer un numero que tenga 10 divisores, a partir de la
férmula que determina la cantidad de divisores, se puede proceder asi: como
10 = 2x5, es posible armar la expresion de célculo de la siguiente manera; 3%
Dyx2® = 48. De hecho, este nimero no es el Gnico que tiene 10 divisores; para
hallar otros con esa misma cantidad de divisores bastard con cambiar los

nameros primos de las bases de las potencias de la expresion anterior.

Prc18: De manera mas economica, un numero con 10 divisores naturales
puede obtenerse a partir, por ejemplo, de la potencia: 2° = 512, donde 2 es un
namero primo y 9 = 10-1, siendo 10 la cantidad de divisores naturales que se
pretende que tenga. Efectivamente, de acuerdo con la formula de la cantidad

de divisores, este nimero tiene 7= (9+1) = 10 divisores.

Prc19: También existe otro método mas rudimentario para realizar la tarea
sefialada anteriormente: el que involucra multiplicar nimeros primos. Por
ejemplo, si se desea obtener un numero con 4 divisores, basta multiplicar dos
nameros primos distintos p; y p2 (el nmero sera pixp2 y sus divisores seran 1,
P1, P2 Y P1XP2); Si se quiere obtener un nimero con 8 divisores, basta multiplicar

tres nimeros primos distintos.

Este procedimiento no es econémico cuando se quiere hallar un niamero que
tiene muchos divisores, dado que no es sencillo averiguar cuantos nameros

primos habra que multiplicarse.

Prc20: Para determinar si un numero es primo o compuesto, se deben hallar y
contar sus divisores.

Prc21: Para hallar el minimo comun multiplo entre dos nimeros se lista una
cantidad adecuada de multiplos de ambos nimeros (de manera ordenada y

exhaustiva) y de los comunes, se toma el menor.
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Prc22: También se pueden buscar solo los multiplos de uno de los nUmeros y
comprobar quiénes de ellos son también mdltiplos del otro y de los comunes,

tomar el menor.

Si los nameros fueran grandes o se tuviera que buscar el minimo comun
multiplo de varios numeros, este procedimiento podria resultar poco

econoémico. En estos casos:

Prc23: Si se conociera la descomposicion factorial prima de los nimeros en
cuestion, el minimo comun mudltiplo se puede hallar multiplicando los factores

comunes (con el mayor exponente) y no comunes de dicha descompaosicion.

Prc24: Para hallar el maximo comudn divisor entre dos ndmeros se lista los

divisores de ambos numeros y de los comunes, se toma el mayor.

Prc25: También se pueden buscar solo los divisores de uno de los numeros y
comprobar quiénes de ellos son también divisores del otro y de los comunes,

tomar el mayor.

En el caso de que los numeros fueran grandes y tuvieran muchos divisores o
hubiera que hallar el méaximo comudn divisor de varios numeros, este

procedimiento podria resultar poco pertinente. En estos casos:

Prc26: Si se conociera la descomposicion factorial prima del nimero en
cuestion, el maximo comun divisor se puede hallar multiplicando los factores

comunes, con el menor exponente.

Prc27: También se puede hallar el maximo comudn divisor de dos numeros a 'y
b, hallando el mcd entre b y r, siendo r el resto de la division entre a y b. Este
algoritmo (de Euclides) facilita la tarea cuando los numeros son grandes.

Por ejemplo, para calcular el mcd(2366,273), se puede proceder asi:

La division entre 2366 y 273 tiene cociente 8 y resto 182 por lo que mcd(2366,
273) = mcd(273,182). Repitiendo el algoritmo, realizando divisiones sucesivas,
se tiene que mcd(273,182) = mcd(182,91) = mcd(91,0) = 91. Luego,
mcd(2366,273) = 91.

Argumentos (A):

o Demostracion del algoritmo de la division
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El algoritmo expresa que: dados dos numeros a y b, con b#0, existen y son
anicos dos nameros q y r, llamados cociente y resto de la division entre ay b

respectivamente, que satisfacen las siguientes condiciones:
a) a=bxqgtr
b) 0s<r<b

Al: Para demostrar la existencia trataremos de aproximar “a” por un multiplo de
“b”. La diferencia entre a y dicho multiplo sera el resto de la division, que serd 0

en el caso en que a sea multiplo de b.

Siendo b un numero natural, la secuencia de sus multiplos es estrictamente
creciente, luego, se puede elegir los mdltiplos de tal manera que:
gxb<a<(g+1)xb.

Dado que dos multiplos consecutivos de b difieren en b, la diferencia b—gxa es
menor que b. Asi, quedan determinados dos numeros q y r que verifican las

condiciones requeridas.

Para caracterizar la unicidad, suponemos en principio que existen otros
nameros p y S, que satisfacen las dos condiciones de la proposicion. En tal

caso a = pxb+s y Oss<b.

Si suponemos ademas que p>q (procedimiento similar para p<q), restando
ambas igualdades de la primera condicion se obtiene 0 = (p-q)xb+(s-r), es decir
(p-g)xb = r-s, lo que afirma que r-s es positivo y multiplo de b. Pero, por otro
lado, vale también que r-s<r<b, lo que representa una contradiccion, que viene
de suponer que existen otros niumeros p y S, cociente y resto respectivamente,

gue cumplen con las condiciones respectivas.

Luego, sucede que p = q Yy r =s; es decir, el cociente y el resto de la division

entre a y b son Unicos.

o Fundamentacion de la decision acerca de cuando un nimero es divisor de
otro numero

A2: Si ambos numeros estan expresados en base 10, la decision se toma en
funcién de la definicion de divisor.

A3: En el caso de que a y b fueran dos numeros expresados en su

descomposicion factorial prima, para determinar que a es divisor de b, se debe
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notar que todos los factores de la descomposicion prima de a, son factores de
la descomposicion prima de b. En simbolos: a es divisor de b si y sélo si, a es
de la forma a = p;*x......xp;™, con 0 < a; < b;, siendo b = p;"x......xp,".

Teniendo en cuenta la propiedad del producto de potencias de igual base, b se

puede escribir de la siguiente manera: b = p®xp P x plxp

ai

P1X..... XPAX (pP10x...... xp® @) = axc, por lo que a es divisor de b, de acuerdo
con la definicion de divisor.

A4: Si se quiere determinar que el numero “a” es divisor del numero “b”, cuando
“b” esta expresado en base a la propiedad distributiva y “a” en su version
decimal, basta observar que “a” es factor comun de los sumandos de “b” (o
puede escribirse como factor comdn de los mismos).

O sea, si b = axctaxd = ax(c+d), a es divisor de b, teniendo en cuenta la
definicion de divisor, pues c+d un nimero natural.

A5: Cuando “a” esta expresado en base al algoritmo de la division de resto no
nulo, es decir, a = bxc+r, 0<r<b, ni b ni c son divisores de a.

Es inmediato ver que tanto b como ¢ no son divisores de a, pues como r#0, no
cumplen con la definicion de divisor.

o Fundamentacién de las técnicas de hallazgo de divisores, sobre todo de

nameros grandes

A6: Sid es uno de los divisores de b, b/d también lo es y en tal caso, b = dxb/d.
En el segundo miembro de esta igualdad, el primero o el segundo de los
factores debe ser menor o igual que\/B, dado que si ambos fueran mayores

gue b sucederia que b = dxb/d es mayor que\/EXx/B = b, lo que representa un

absurdo, pues ningan nimero puede ser mayor que si mismo.

Entonces, para obtener los divisores de un numero b basta obtener los
divisores di, menores o iguales que la raiz cuadrada de b, ya que los otros se

obtienen mediante el cociente entre b y cada uno de los d;.

Ahora bien, si un nimero es suficientemente grande, su raiz cuadrada también
lo es, por lo que este procedimiento tampoco resulta del todo pertinente en
dicho caso.
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A7: Otra forma mas efectiva de hallar los divisores de un niamero, conociendo
su factorizacion prima, se basa en la siguiente argumentacion: Sea c un
nimero cuya factorizacion es: ¢ = p;“xp2“X.....xp,~". Si d es un divisor de c,
todo primo q que es divisor de d, es también divisor de c¢; es mas, si q' es
divisor de d entonces q' es divisor de c. Luego, por el Teorema Fundamental de
la Aritmética, los Unicos numeros primos que pueden aparecer en la
factorizacibn de d son los p;i y con un exponente menor o igual que el
exponente con el que aparecen en c. Es decir, d debe ser de la forma
P19xp,%x..... xp ¥, donde 0=disc;, para cualquier i. Reciprocamente, todo
namero de esta forma es un divisor de ¢, dado que se puede escribir: ¢ = dx(

plcl-dl

Entonces, conocida su factorizacion, se tiene ahora un procedimiento que
permite hallar todos los divisores de un nimero. Por ejemplo, los divisores de
72 (3%x23%), son: 1 (3°x2%), 2 (3°%%2%), 4 (3°x2?), 8 (3°x23), 3 (3'x29), 6 (3'x2Y), etc.

A8: Con esta caracterizacion de los divisores de c, a partir de un sencillo
problema combinatorio se puede contar cuantos hay. Asi, un divisor d queda
determinado eligiendo ordenadamente los exponentes d;, que deben variar en
el rango 0<d<ci. Por ejemplo, la cantidad de divisores de 120 = 23x3x5 resulta
de 4x2x2 combinaciones posibles, cantidad que surge del producto de cada
uno de los exponentes de los nimeros primos de su factorizacion aumentados

en una unidad.

Por lo tanto, hay ci+1 formas de elegir cada uno de ellos. Luego, la cantidad de

elecciones conjuntas sera el producto de estos niumeros, o sea:
T =(C1+1)X..... x(c+1).

De hecho, el nUumero 7da la cantidad total de divisores de c, por cuanto no
existe otro divisor “a” de “c” que no haya sido contado en las combinaciones.
Asi, si existiese a, podria suceder que fuera primo o compuesto. En el primer
caso, por el Teorema Fundamental de la Aritmética, formaria parte de la

descomposicion prima de c y por lo tanto estaria ya contado entre los divisores,
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y en el segundo caso, si fuera compuesto, podria descomponerse en producto

de primos, cuestion que ha sido considerada en el caso anterior.

° Fundamentacion de la tarea de hallar un nUmero con una cantidad dada

de divisores

Otra cuestion interesante que se logra a partir de trabajar sobre la formula que
permite calcular la cantidad de divisores de un numero es la determinacion de
un numero con una cantidad dada de divisores.

A9: Por ejemplo, si se desea conocer un numero n con 10 divisores naturales, y
considerando que 10 = 2x5, puede deducirse que n es de la forma p®Yxq®™?,
con p y g primos distintos. Por ejemplo 1552 y 1377 son nimeros con ese tipo

de factorizacion, que tienen 10 divisores.

En general, un nimero “a” con “n” cantidad de divisores, siendo n = nx ... XNp,
sera de la forma a = p,™%x....... xpm™, con pa,..., pm primos distintos y

ni...ny factores de una descomposicion factorial de n.

A10: De manera mas econdmica, un numero con “n” cantidad de divisores, se
puede obtener a partir de una sola potencia de base prima y exponente n-1,
pues en tal caso, a partir de la férmula de la cantidad de divisores, dicho

numero tendra 7 = n-1+1 = n cantidad de divisores naturales.

o Justificacién del procedimiento de hallar un nimero, conociendo una lista

finita y ordenada de sus multiplos

All: Una lista finita (acotada inferior y superiormente por dos multiplos),

exhaustiva y ordenada, de multiplos de un numero “a” es: a, 2a, 3a,...,na.

Restando dos multiplos consecutivos cualesquiera de esta lista, el mayor

menos el menor, se obtiene el niUmero a, es decir: na-(n-1)a = na-na+a = a.
Luego, dos multiplos consecutivos de a, difieren en a.

o Demostracién del Teorema fundamental de la aritmética

Teorema: todo nimero ¢>1 es producto de nimeros primos.

Al12: En principio tendremos que probar que c es divisible por algin primo.
Para ello, consideramos el menor divisor natural de c distinto de 1 y lo

designamos como p. Si p no es primo, tiene algun divisor d distinto de 1 y de p,
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lo que representa una contradiccion, pues en tal caso, por transitividad, d divide

a cy es menor que p. Por ello, p debe ser primo.
Iniciamos ahora un proceso iterativo, que conduce al resultado deseado.

Puesto que p; = p divide a c, se tiene una relacion de tipo ¢ = p;xc;, con ¢>c;.
Si c; = 1, nada se debe probar, pero si c;>1, existe un nimero primo p, que lo
divide, obteniéndose una relacion del tipo ¢; = p2xcy, y entonces la igualdad ¢ =
p1Xp2Xcy, donde c>ci>c,. Luego, si c= 1, c resulta ser un producto de dos
nameros primos y nada mas hay que probar, pero si c,>1, el proceso de

factorizacion continda.

Vamos obteniendo asi una sucesién pi, p2, ..., Pk.... d& Ndmeros primos y una
sucesién estrictamente decreciente c;, Cy,...,Ck,... de niumeros naturales, que
verifican, para todo k, la relacion ¢ = pixp.....pkxck. Dado que una sucesion de
nameros naturales no puede decrecer infinitamente, debe existir un indice n tal

que c,= 1Yy asi, ¢ = piXp2X....XpPn, resulta ser producto de primos.

De hecho, los primos p;, no tienen por qué ser todos distintos. De todos modos,
se pueden agrupar los factores repetidos y entonces expresar ¢ como producto

de potencias de numeros primos, ahora si, todos distintos.

Ademas, si p es un niumero primo y exactamente m de los factores de la
descomposicion ¢ = p1xp2X....XpPs SON iguales a p, entonces ¢ puede expresarse
segun la forma ¢ = p™xd, donde p no divide a d, dado que p no divide a ninguno

de los factores de d.

En la expresion ¢ = piXp2X....Xpn, Se ve que todos los primos p; dividen a c.
Reciprocamente, si un primo q divide a c, entonces divide a algunos de los
factores del producto, por ejemplo, a p;. Puesto que ambos son primos, se
concluye que q = p;. Entonces, los niUmeros primos que aparecen en cualquier
factorizacion de c son exactamente los que lo dividen y por lo tanto estan

univocamente determinados por c.

Para asegurar que hay una unica forma de descomponer c, hace falta todavia
probar que, si un primo p aparece s veces en una cierta factorizaciéon de c y t
veces en otra, debera suceder que s sea igual a t. En las condiciones de la
hipotesis, por un lado habra una expresion del tipo ¢ = p°xa, donde a no es

divisible por p, y por otro lado una de la forma ¢ = p'xb, donde b no es divisible
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por p. Luego, si se divide por p' la igualdad p°xa = p'xb, se obtiene b = p*'xa.
Pero entonces b resulta ser multiplo de p, lo que constituye una contradiccion,
por lo que s y t deben ser iguales y por lo tanto hay una Unica manera de

factorizar c.

Se puede caracterizar, inclusive, al exponente con que aparece cada primo: p°®

es la mayor potencia de p que divide a c.

Todos estos hechos constituyen el teorema de la factorizacién Unica, cuyo

enunciado es el siguiente:

Teorema: todo numero c>1 se factoriza univocamente en la forma ¢ =
P1oXxp2"X..x p”, siendo pi1, Pa,...,.pr los divisores primos de ¢ y ci,Ca,...,Cr,

ndmeros naturales.
o Demostracion de algunas propiedades de la relacion de divisor
a) Siaesdivisor de b, asb

Al13: Si a es divisor de b, b = axc. Luego, como todo numero natural a < axc =

b, se tiene que a<b.

b) El divisor de un divisor del nimero a, es también divisor de a
Al4: Si a; es divisor de a,, entonces, por definicién de divisor, a, = a;xc;. Como
a, es divisor de a, a = ayxcy = (aixc)Xcz = aix(Ccixcz) = aixc, por lo que a; es

divisor de a.
c) Siun nuamero es divisor de otros dos, entonces es divisor de su suma

Al5: Si a es divisor de b y de ¢, empleando la definicion de divisor, b =axp y c
= axq, por lo que, sumando ambas igualdades, se tiene que: b+c = axp+axqg =
ax(p+q). Como p+g es un numero natural, en funcién de la definicién de divisor,

se tiene que a es divisor de b+c.

d) El producto de un multiplo de un nimero a por un multiplo de otro niumero
b es un multiplo del producto de ambos.

Al16: Sean kxa y k'’xb dos multiplos de a y b. El producto entre ambos multiplos
es kxaxk’'xb, el que en funcién de la propiedad asociativa puede escribirse

(kxk)xaxb = k”xaxb, expresion que caracteriza a un multiplo de axb.

o Demostracion de algunos criterios de divisibilidad
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Criterio de divisibilidad por 2: un numero natural m es divisible por 2 siy solo si
apes0,2,4,6u8.

Al7: Se considera la expresion decimal de m, esto es, m =

a,+a;.10+a,.10%+a3.10%+...+a,.10".

Asociando a partir del segundo sumando y extrayendo luego factor comun 2, se

obtiene la expresion m = a,+2.[5.a;+50.a,+500.a3+...].

Se puede ver que la expresion encerrada entre corchete es un numero multiplo
de 2, por lo que a, debe ser 0, 2, 4, 6 u 8, pues la suma de dos multiplos de 2

es un multiplo de 2.

Criterio de divisibilidad por 3: un niumero m es divisible por 3 si y soélo si la

suma de las cifras de su desarrollo decimal (a,+a;+a,.+...+a,) es multiplo de 3.
A18: Sea m = ap+a;.10+a,.10%+a3.10%+...+a,.10".

Disociando a 10, 100, 1000, etc. como la suma entre 1 y un multiplo de 3 (y de

9), se puede escribir: asta;.(1+9)+a,.(1+99)+as.(1+999)+...+a,.(1+9....9).

Aplicando propiedad distributiva: a,+a;+9.a;+a,+99.a,+...+a,+9...9.a, y luego
conmutando y asociando convenientemente, se tiene: (ap,+a;+a, +az+...+an)+(

a;.9+ a,.99+...+ a,.9...9).

Para que m sea divisible por 3 es necesario que apta;+as+as+...+a, (la suma

de las cifras de m) lo sea.
Este criterio vale también para 9.

Criterio de divisibilidad por 5: un namero natural m es multiplo de 5, si y solo si

ages0o0b5.

El segundo sumando de la suma anterior es multiplo de 5, con lo que ap debe

ser 00 5.

. ., . ., . b
o Justificacion de la caracterizacion de las fracciones % y - cuando a es

divisor de b, siendo a y b nimeros no simultdneamente nulos
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A20: Se excluye el caso de que a y b fueran iguales a 0, entonces, como se
sabe que a es divisor de b, a debe ser distinto de cero. Por ello, queda

considerar los casos: b=0y b # 0.

Oxa

Si a es divisor de b, cuando b =0, % no existe, mientras g =—= 0.
Si a es divisor de b, con b#0, b = axc, por lo cual %z —=Ty.=—=c En

.. . b
estas condiciones, cuando a = b, se tiene que % === 1.

o Explicacion de las condiciones en las que, en una division, el divisor de la

division es divisor del dividendo

A21: Si la division a:b es exacta, esto es, de cociente natural y resto 0, se tiene
que el dividendo “a” es multiplo (o divisible por) del divisor “b”, lo cual quiere

decir que a = kxb y, por lo tanto, b es divisor de a.

Si la divisién no es exacta, esto es, si a = kxb+r, r£0, sucede que el divisor b no

es divisor del dividendo a.
o Demostracion del Algoritmo de Euclides para el célculo del med

A22: El algoritmo expresa que: el maximo comun divisor de a y b es el mismo
que el de b y r, siendo r el resto de la division entre a y b (Algoritmo de
Euclides).

Si llamamos ¢ al mcd(a,b), como a = bxg+r y ¢ es divisor de a y b, es también
divisor de r. Si existiera otro numero mayor que c¢ que fuera divisor de r,
también seria divisor de a, por lo que ¢ no seria el mcd(a,b), lo cual contradice
la hipotesis.

Lenguaje: El lenguaje empleado es coloquial y simbdlico.

En cuanto a la notacion usada para nombrar algunos objetos de la Divisibilidad

puede observarse que:
- ‘“adivide ab”, se nota a|b.
- “adividido por b”, se escribe a/b o % y se lee “a sobre b” 0 “a dividido b”

o “a dividido entre b”.
- ‘“atal que b” se escribe alb, escritura muy similar a a/b (a sobre b) e igual
a a|b (a divide a b).
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- “amudltiplo de b”, se escribe a = b
- “adivisible por b” no tiene una denotacion simbdlica.
- “a es divisor de b” 0 “a es factor de b” tampoco tienen una denotacion
simboalica.
Las expresiones simbolicas parecidas y los nhombres similares atribuidos a los
objetos de la Divisibilidad, derivadas de la division (del latin divisio), como
Division, Divisible, Divisor, Dividendo, Divide, no favorecen la distincion o

relacion entre ellos.

5.4. Organizacion de la red de relaciones involucrada en la configuracion
epistémica
En la siguiente tabla se indican los problemas de la configuracion epistémica

elaborada, los procedimientos que permiten resolverlos y los argumentos

correspondientes.

La misma se constituye en un recurso de visualizacion de las principales
relaciones establecidas entre los objetos matematicos primarios constitutivos

de dicha configuracion.

Situaciones- | Procedimientos/técnicas Validacién (Definiciones,
problemas de resolucidn propiedades, proposiciones
demostradas,...)

TT1 Prcl D/C1
Al

TT2 Prc2, Prc3, Prc 4, Prc5, Prc6 | D/C2, D/IC3, D/C4, D/IC6, D/C10
P6, P7, P8, P10
A2, A3, A4, A5, A12, Al13, Al4, Al5,
Al7, A18, A19

TT3 Prc8 D/C5, D/IC7
A2, A3, A4, A5, A12, Al6, Al7, Al8,
Al19

TT4 Prc2, Prc4, Prc8 D/C2, D/IC5
P1, P2, P3

TT5 Prc2, Prc3, Prc4, Prc8 D/C2, D/IC3, D/C4, DIC5, DIC7

TT6 Prc9, Prcl0 D/C5, DIC7
Al6

TT7 Prcll D/C5
All

TT8 Prc2, Prc3, Prc4, Prc5, Prc6, | D/C2, D/IC3, DIC4, D/C6, D/IC11

Prc12, Prcl13, Prcl4, Prcl5, | P1, P4, P6, P7, P10
Prc16 A2, A6, A8, A8, A13, Al4, Al7, A18,

Al19

TT9 Prc20 D/C8, D/IC 9, DIC12
P5

TT10 Prcl7, Prcl8, Prc19 D/C9
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P5
A9, A10
TT11 Prc7 D/C4
A20
TT12 Prc2, Prc3, Prc4, Prc8 D/C2, D/C3, D/C4, D/C5
P10
Al, Al17, A18, A19, A21
TT13 Prc21, Prc22, Prc23 D/C13, D/C14
TT14 Prc24, Prc25, Prc26, Prc27 D/C15, D/C16, D/C17
A22

5.5. Aportes del marco institucional

Este marco epistémico y didactico contempla una red de relaciones entre
objetos mateméticos primarios de la Divisibilidad, como ser, situaciones-tareas,
definiciones/conceptos, procedimientos, propiedades, argumentos y lenguaje.
La red se ilustra ain mas en la tabla que se expone al final del capitulo, ya que,
para cada tarea diseflada se indican los procedimientos que permiten
resolverlas y las principales herramientas argumentativas que validan esas

maneras de resolver.

La produccion matematica comienza abordando la problematica de la division,
considerando la resolucion del tipo de tarea: dado el cardinal de una coleccién
que se pretende subdividir en subcolecciones equipotentes, determinar el
namero de subcolecciones de la particion o el cardinal de cada subcoleccién,
es decir: ¢cuantas partes se pueden armar? o ¢cuantos elementos tiene cada
parte? Sin embargo, también puede suceder que la subdivision del conjunto en
partes iguales no constituya una particion ya que algunos elementos no pueden
constituir una nueva clase. Posteriormente se trabaja con la Divisibilidad, a
partir de un cambio de pregunta: ¢;cuales son aquellos numeros “a” que al
dividirlos por “b” producen resto cero? De esta manera se establece una
importante vinculacion entre dos teméaticas centrales de la Teoria de Numeros y
una transicion ordenada entre el estudio de los conceptos de Division y de

Divisores y Mdltiplos.

En cuanto a las situaciones, las mismas involucran un interesante conjunto
de tipos de tareas que resuelve la Divisibilidad en el Nivel Medio. Fueron
elaboradas a partir del analisis de investigaciones relacionadas con la

comprension de la Divisibilidad, disefios curriculares y libros de textos de
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editoriales reconocidas y de uso frecuente en el nivel. A partir de lo que
sugieren tales investigaciones, se consideran, por ejemplo, aquellas
situaciones que involucran tareas de Divisibilidad con numeros que no
solamente estan expresados en su version decimal, sino en su
descomposicion factorial prima, en base al algoritmo de la division o a la
propiedad distributiva. Con ello se trata de aportar ideas para que los
profesores propongan este tipo de tareas y asi, los alumnos, no necesiten
pasar por la expresion decimal de un namero para determinar si es divisor,

factor, maltiplo de otro o divisible por otro.

De los procedimientos de resolucién, se analizan su economia y adecuaciéon
a las distintas situaciones, tarea fundamental del profesor para hacer
avanzar a los alumnos en la construccién de técnicas econdmicas y

pertinentes para la realizacion de diferentes tareas.

En relacion con los argumentos, se procura que sean suficientemente
explicativos. Asi, por ejemplo, se pone énfasis en incluir conectores
coloquiales en las cadenas deductivas que se presentan de manera

simbdlica, mejorando de esta forma el uso del lenguaje.

Asimismo, en relacion con el lenguaje, se analizan los nombres y las
notaciones de los objetos basicos de la Divisibilidad, sugiriendo que la
ensefianza de estos temas se dirija mas bien a lo conceptual, dado que ni
los nombres ni las escrituras favorecen la distincion o relacion entre los

distintos objetos.
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CAPITULO 6

Andlisis didéactico del contenido del instrumento de indagacion

6.1. Introduccion

En este capitulo se exponen las situaciones-problemas de la tercera y ultima
version del instrumento de recoleccion de informacion y un analisis

ontosemiotico de cada una de ellas.

Dichas situaciones son en general problemas particulares de algun tipo de
problemas o tareas de Divisibilidad considerados en el capitulo anterior. Fueron
adaptadas de investigaciones como las desarrolladas por Zazkis & Campbell
(1996), Zazkis (2000 y 2001), Zazkis & Gadowsky (2001), Brown (2002), Zazkis
& Liljledah (2004), Bodi (2006), Bodi, Valls y Llinares (2007), Lopez (2015).
Todas estas investigaciones se inscriben en el ambito de la Didactica de la
Matematica y en general abordan tematicas relacionadas con la comprension
de la Divisibilidad.

Como asumimos la conformacién de la Divisibilidad en N, la mayoria de las
situaciones-problemas del instrumento estdn contextualizadas en este
conjunto. Sin embargo, creemos que es posible realizar un fructifero trabajo
matematico planteando algunas situaciones de la Divisibilidad en el conjunto Z.
Ejemplo de esto lo constituyen las situaciones que se plantean en el dominio de
los enteros: indagar a cerca del orden que se establece entre dos nameros
enteros cuando uno de ellos es divisor del otro, conociendo lo que sucede en
los naturales (problema 5); analizar la unicidad en la determinacion de un
namero conociendo una lista finita, exhaustiva y ordenada de sus multiplos
(problema 3); analizar la existencia de dos nameros enteros que tengan los
mismos divisores (problema 6) y determinar un nimero entero que disponga de

cierta cantidad de divisores enteros (problema 8).

Para la realizacion de estas tareas se necesita poner en funcionamiento
definiciones y propiedades de los divisores y multiplos, objetos que estan bien
definidos en Z. Por otra parte, las mismas involucran cuestiones relacionadas
con el establecimiento de relaciones importantes entre un numero y sus

divisores, el planteo de la conservacion de una propiedad en otro dominio, el
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analisis de existencia y unicidad de solucion, normas fundamentales del
quehacer matematico. Estas normas, de acuerdo con lo planteado en las
orientaciones metodoldgicas de los disefios curriculares, deberian formar parte
de las practicas habituales de los alumnos del Nivel Medio, por lo cual, méas alla
de la posibilidad de que hayan estudiado solamente la Divisibilidad en N, en
este nivel, entendemos que podrian estar en condiciones de abordar estas
tareas con buenas posibilidades de éxito al comenzar los estudios

universitarios.

El andlisis ontosemiotico de las practicas institucionales se realiza por medio de

configuraciones epistémicas y funciones semidticas.

Para elaborar este andlisis se toma como marco de referencia la organizacion

matematica del capitulo anterior.

Como parte del andlisis didactico, se resuelven las situaciones-problemas del
instrumento narrando los procesos cognitivos que a priori se piensa que
elaborarian aquellos alumnos cuyas practicas matematicas podrian
caracterizarse como adecuadas o pertinentes de acuerdo al nivel educativo

para el que esta destinado.

Por cada practica de resolucion institucional del instrumento se explicitan los
elementos de significados primarios como situaciones-problemas, conceptos,
proposiciones, propiedades, argumentos y lenguaje y se determinan unas
relaciones entre estos objetos matematicos, usando configuraciones
epistémicas, herramienta tedrica y metodolégica del Enfoque Ontosemidtico.
Estas relaciones se definen en términos de funciones semiéticas. Mas
precisamente, por cada practica se define una sucesion de funciones
semidticas, considerando que generalmente el establecimiento de una de ellas,
implica la determinacion de las anteriores. El hecho de definir una sucesion de
funciones semioticas, de manera desglosada y pormenorizada, permite
involucrar un solo objeto mateméatico como expresién o contenido de cada una
de ellas, lo cual no implica la falta de consideracion de relaciones entre objetos
como las componentes inicial o final en una funcion semiética. Asi, por ejemplo,
en una funcidon semiodtica que se establece entre un procedimiento y un

concepto, puede considerarse a su expresion como la relacion entre las
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condiciones del problema y el procedimiento que lo resuelve y, como

contenido, el concepto que fundamenta dicha manera de resolver.

Para profundizar el analisis ontosemiodtico caracterizado recientemente se
elaboran: un anadlisis de la idoneidad didactica a manera de marco de
referencia para la puesta en aula del instrumento y unas resoluciones expertas
de las situaciones-problemas del instrumento que se exponen en una tabla

denominada matriz de desempefio o comprension.

Con el estudio de la idoneidad didactica de la puesta en aula del instrumento
de recoleccion de informacion se persigue el proposito de evaluar la
articulacion coherente y eficaz de las dimensiones epistémica, ecoldgica,
cognitiva, afectiva, interaccional y mediacional en los sistemas de practicas

matematicas desarrollados desarrolladas a priori por el experto.

Empleando la matriz de comprension se determinan a priori unas practicas
matematicas que podrian desarrollar los alumnos en torno a la resolucion de
las situaciones-problemas del instrumento de indagacién, centrando la atencién
en sus conocimientos caracterizados segun 4 niveles progresivos de
desempefio: novato, aprendiz, experto y distinguido. Estas practicas fueron
perfilandose y desarrollandose en funcion de las exploraciones aulicas con el
instrumento en sus distintas versiones y a partir de las sugerencias de los
pares evaluadores. Ademas, se nutren de las orientaciones metodolégicas de
los NAP, en ME (2011) nacionales y el Curriculum para la Educacion
Secundaria en MECCTC (2012) y Disefio Curricular Jurisdiccional en MEC
(2012) jurisdiccionales, especificamente en los aspectos relacionados con la
promocién de situaciones y practicas matematicas que involucran intuicion,
exploracién, formulacién y validacion de conjeturas, busqueda de ejemplos y
contraejemplos, elaboracion de argumentos, conclusiones y generalizaciones.
Por ejemplo, los NAP, en ME (2011) promueven la resolucion de problemas, la
elaboracion de conjeturas y la produccion de argumentos que permitan validar
propiedades ligadas a la Divisibilidad en N, mientras que los disefios
jurisdiccionales consultados promueven practicas matematicas provistas de
procesos de conjeturas y validaciones acerca de relaciones ligadas a la
Divisibilidad.
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Todas las elaboraciones mencionadas y caracterizadas recientemente se
toman como referencia para la realizacion de los andlisis didacticos de las

practicas matematicas de los alumnos ingresantes al Profesorado.
6.2. Andlisis a priori del instrumento de indagacion

6.2.1. Estudio de relaciones conceptuales entre los objetos matematicos

primarios presentes en cada situacion-problema

Para cada una de las situaciones-problemas del instrumento de indagacion, se
indica el tipo de tarea o problema al que corresponde, se elabora al menos una
resolucién y se analizan las relaciones inmediatas, detectadas a priori, entre
objetos matematicos primarios, necesarias de establecer para elaborar dichas
resoluciones. El analisis de tales relaciones, en tanto funciones semidticas, se

lleva a cabo empleando como herramienta las configuraciones epistémicas.

Consigna inicial: Resuelve los siguientes problemas, indicando siempre los
procedimientos que utilizas. No borres ningln escrito que hagas. En todo caso,
indica que no es correcto lo que has hecho y vuelve a realizarlo a continuacion.

Trata de escribir lo més claro y preciso posible.

Problema 1:

a) ¢, 3 es divisor de 307?, ¢y de 4737
b) ¢ 3 es factor de 307?

C) ¢441 es multiplo de 77?

Fundamenta tu repuesta.

El problema esta dado en un contexto intramatematico y conlleva la tarea de
determinar si un numero, dado en su expresion decimal, es divisor, factor o

multiplo de otro nimero escrito también en base 10.
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Resolucion:

a) Podemos decir que 3 es divisor de 30, pues existe el numero 10, que
multiplicado por 3, da como resultado 30, de acuerdo con la definicion de

divisor:

Un numero “a” es divisor de un numero “b”, si existe un numero “c” tal que a =

bxc (concepto).

Para determinar si 3 es divisor de 473, usar como herramienta la definicion
anterior es poco pertinente, pues no es muy sencillo obtener un niamero que
multiplicado por 3 dé 473 (procedimiento). En este caso, podemos recurrir al

procedimiento de la division, respaldado en la siguiente definicion:

Un nimero a, distinto de cero, es divisor de un nimero b, si la division b:a es

exacta (concepto).

Este concepto permite disponer de una herramienta, en este caso mas
pertinente que la multiplicacién, para determinar si un namero es divisor de
otro: la divisién. Luego, como 473:3 no es una division exacta (procedimiento),

3 no es divisor de 473.

Para responder esta pregunta, también se puede recurrir al criterio de
divisibilidad por 3 (concepto y procedimiento). Asi, sumando las cifras del
namero 473, se obtiene 14 que no es multiplo de 3, por lo que 3 no es divisor
de 473.

b) Con respecto al segundo apartado, podriamos afirmar que 3 es factor de
30, si 3 fuera divisor de 30. Asi, un numero “a” es factor de un numero “b”, siy

solo si, es divisor del mismo (concepto).

Como, de acuerdo con la definicién de divisor, 3 es divisor de 30, pues 3x10 =

30 (procedimiento), concluimos que 3 es factor de 30.

c) Podriamos afirmar que 441 es multiplo de 7, si 7 fuera divisor de 441. Asi,
un numero “b” es multiplo de un numero “a”, si y soélo si, a es divisor de b

(concepto).

Como 7 es divisor de 441, pues 441:7 da cociente 63 y resto 0 (procedimiento), o

sea, se trata de una division exacta, podemos afirmar que 441 es mdltiplo de 7.
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Ademas, teniendo en cuenta que un numero “b” es multiplo de un namero “a”,
si y solo si, b es divisible por a (concepto), acudiendo al criterio de divisibilidad
por 7, podemos afirmar que 441 es divisible por 7, pues 44-2.1 = 42 (concepto
y procedimiento), es un namero divisible por 7 y, por lo tanto, maltiplo de 7.

Finalmente, como 441 es divisible por 7, se tiene que 441 es multiplo de 7.
Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacién Problemética
Coloquial: Situacion intramatemdtica que implica determinar si un numero es
Divisor, factor, divisor, factor o multiplo de otro nimero.

divisible, division, —

criterio de f ‘

divisibilidad,
multiplo...
Conceptos

Simbdlico: Definicién de divisor asociada a la multiplicacion.
...a es divisor de ». Definicién de divisor asociada a la division.
b, si y solo si, ... Definicién de Factor.
b=a.c. Definicion de Mdltiplo.

Definicidn de Divisible.

Propiedades

Procedimientos

*
REGLAS

Division.

Multiplicacion.

Aplicacion de un criterio de divisibilidad (divisibilidad por 3 'y
7).

* A

Argumentos
La definicion de divisor y las relaciones conceptuales establecidas
entre Divisor, Factor, Multiplo y Divisible se constituyen en argumento
en la resolucion de las tareas propuestas.

La red de relaciones que aparece en la configuraciéon epistémica

Si bien podemos establecer un namero significativo de funciones semioticas
(FS) entre los objetos primarios presentes en la configuracion epistémica de
este problema, s6lo nos quedaremos, a fines de esta investigacion, con las que

destacamos seguidamente.

La misma consideracion vale para la determinacion de las funciones semioticas

movilizadas por el resto de los problemas.
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FS1,1: Entre el problema y el concepto de divisor que involucra la

multiplicacion.

FS1,2: Entre el concepto de divisor que involucra la multiplicacion y el

procedimiento de la multiplicacion para decidir si un nimero es divisor de otro.
FS1,3: Entre el problema y el concepto de divisor que involucra la division.

FS1,4: Entre el concepto de divisor que involucra la division y el procedimiento

de la division para decidir si un nimero es divisor de otro.

FS1,5: Entre los conceptos de Factor y Divisor.

FS1,6: Entre los conceptos de Mdltiplo y Divisor.

FS1,7: Entre los conceptos de Mdltiplo y Divisible.

FS1,8: Entre el problema y el argumento dado por la definicion de Divisor.

FS1,9: Entre el problema y los argumentos dados al usar las definiciones de

Factor, Mdltiplo y Divisible (en relacion con la definicién de Divisor).

Problema 2: Si se divide al numero “a” por el numero “b”, ¢existe alguna

condicion para que “b” sea divisor de “a”? Justifica tu respuesta.

La tarea, explicita en la consigna de este problema inserto en un contexto
intramatematico, solicita determinar la condicion bajo la cual, en una division, el

divisor de la misma es divisor del dividendo.

Es necesario destacar que en Matematica se llama Divisor a un namero y
también a una relacion entre nameros. En el primer caso, cuando se hace
referencia a uno de los cuatro elementos de la divisibn y, en el segundo,
cuando se nombra a la relacién de divisor (si hablamos de un nimero como

divisor de otro).

Resolucion: Consideremos, como ejemplo, las dos siguientes divisiones

(procedimiento):

14:2 (cociente 7 y resto 0), 19:3 (cociente 6 y resto 1).

93




Andlisis didactico del contenido del instrumento de indagacion

En la primera, el divisor de la division (el 2) es divisor del dividendo (14), dado
que existe un numero (el 7) que multiplicado por 2 da como resultado 14
(concepto). En la segunda division, podriamos decir que 3 “es divisor’ de la
division, pero “no es divisor’ del dividendo, pues no existe un niumero natural
que multiplicado por 3 dé 19, ya que 3x6 = 18 (menor que 19) y 3x7 = 21

(mayor que 19) (argumento).

El contraejemplo de la segunda de las divisiones, permite validar la afirmacion:
en una division entre nimeros no siempre el divisor de la division es divisor del
dividendo y entonces, segun el requerimiento de la consigna, habra que buscar

la condicién bajo la cual esta propiedad se cumple.

En la division a:b, con b#0, teniendo en cuenta el algoritmo de la division
(concepto y procedimiento), se puede afirmar que existen dos Unicos numeros

gy r de manera tal que: a = bxqg-+r.

Cuando r = 0, se tiene que a = bxq, por lo tanto, en funcion de la definicion de
divisor (concepto), podemos afirmar que “b” (divisor de la division) es divisor del
dividendo “a”. Es decir, en una division entre dos numeros el divisor de la
division es divisor del dividendo, cuando el resto de la divisidn es cero o sea

que se trata de una division exacta (propiedad).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje Situacion Problemética
Coloquial: Situacién intramatematica que implica determinar la condicion bajo la
Divisor, division, cual, en una division, el divisor de la misma es divisor del dividendo.

algoritmo de la

dvidento, * ¥

resto,...
o Conceptos
Simbodlico: . Definicién de divisor que involucra la multiplicacion.
Enb la  division » Algoritmo de la division.
ab,...,
a = bxg+r. Sir =
0. Propiedades

El divisor de una divisién es divisor del dividendo cuando el
resto de la division es 0.

« Procedimientos

Division.
Escribir una division de la forma a = bxq-+r.

* 4

Argumentos
En la division a:b, existen dos Unicos ndmeros, q y r, tal que: a = bxqg-+r.
Si r =0, entonces a = bxqg, por lo que b (divisor de la division) es divisor
de a (dividendo).

REGLAS

Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

FS2,1: Entre el problema y el lenguaje (el nombre Divisor atribuido a dos

objetos matematicos diferentes).
FS2,2: Entre el problemay el procedimiento de la division.

FS2,3: Entre el procedimiento de la divisién y la propiedad que manifiesta que
“el divisor de una division es divisor del dividendo cuando el resto de la division

es 0.

FS2,4: Entre la propiedad que expresa que “el divisor de una division es divisor
del dividendo cuando el resto de la division es cero” y el argumento “en la
division a:b, existen dos Unicos nameros, q y r, tal que: a = bxqg+r. Si r = 0,
entonces a = bxqg, por lo que b (divisor de la division) es divisor de a

(dividendo), teniendo en cuenta la definicion de divisor.

Problema 3: Todos los multiplos de un numero, comprendidos entre 370 y 460

son: 380, 399, 418, 437 y 456. ¢ De qué numero se trata?, ¢es Unico?

Explica como lo/s encontraste y fundamenta tu respuesta.
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El problema esta dado en un contexto intramatematico, pues involucra la tarea
de hallar un numero, o mas de uno, conociendo todos sus multiplos

comprendidos entre dos nimeros naturales.

La consignha asegura la existencia de un numero en las condiciones dadas y

plantea analizar la unicidad.

Resolucidon: La consigna presenta una lista, ordenada de menor a mayor, de

todos los multiplos de un nimero, comprendidos entre dos numeros naturales.

Sabemos que un numero b es maltiplo de un nimero a, si y solo si, a es divisor

de b (concepto), o sea: b = k.a.

Por ello, el 380 que segun la consigna es un mdultiplo de un ndamero

desconocido “a”, resulta de multiplicar “a” por un numero, es decir: 380 = k.a

El proximo multiplo de la lista es el 399, quien se obtiene de multiplicar “a” por

el numero k+1, o sea, el siguiente de k:
399 = (k+ 1).a = k.a + a (concepto y procedimiento)

Queda asi formado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas:

{ 380 =k.a
399 =k.a+a

Si lo resolvemos por el método de reduccién (procedimiento y argumento), esto
es, restando de la segunda ecuacion, la primera, obtenemos que a = 19, el

numero buscado.

Si planteamos un sistema similar al anterior, tomando dos multiplos
consecutivos cualesquiera de la lista de multiplos dada en la consigna y lo

resolvemos de la manera indicada, obtendremos la misma solucion.

Este nimero no es la Unica solucién del problema, también lo es el -19, quien
tiene los mismos mudltiplos, ya que un nimero entero y su opuesto, tienen los

mismos multiplos (propiedad).

También el 1 es solucion del problema, teniendo en cuenta que éste nimero es
divisor de todos los numeros enteros (propiedad), razén por la cual, los
nameros dados en la consigna son sus multiplos. Como un nimero entero y su
opuesto tienen los mismos multiplos (propiedad), -1 también es un elemento

del conjunto solucién de la situacion.

96



Andlisis didactico del contenido del instrumento de indagacion

Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje
Coloquial:

multiplos
etc

Simboélico:
380 =k.a

{ 380 =k.a
399 =k.a+a

consecutivos, ...

Mdltiplo, divisor,

Situacion Problemética
Situacion intramatematica que implica hallar uno o mas nimeros
enteros, conociendo una lista ordenada y acotada de todos sus

multiplos.
5 A 4

Conceptos
Multiplo de un nimero (en relacion con Divisor).
Mdltiplo siguiente.

Propiedades
Un ndmero entero y su opuesto tienen los mismos multiplos.
1 es divisor de todos los nimeros enteros.

REGLAS

Procedimientos
Método de reduccion para la resoluciéon de un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incognitas.

* <

Argumentos
La solucion es 19, pues lo justifica el planteo del sistema de ecuaciones
y el método de resolucidn (reduccion).
-19 es la otra solucién, pues lo justifica la propiedad sefialada en esta
configuracion.

La red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

FS3,1: Entre el problema y el concepto de multiplo.

FS3,2: Entre los conceptos de multiplo y de mdultiplo siguiente. Esta relacion

permite modelizar algebraicamente la situacion—problema a través de un

sistema de ecuaciones lineales con dos incégnitas.

FS3,3: Entre los conceptos de mdltiplo y divisor.

FS3,4: Entre el problema y el procedimiento de resolver un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas, que permite hallar la solucion natural.

FS3,5: Entre el problema y el procedimiento de resolver un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas que no solamente lo resuelve sino

también justifica su resolucién y que, por lo tanto, se constituye en un

argumento.
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FS3,6: Entre el problema y la propiedad que manifiesta que un nimero entero y
su opuesto tienen los mismos multiplos enteros, que no solamente permite
hallar la solucion negativa, conociendo algebraicamente la soluciéon natural,
sino que también justifica dicha solucion y que en ese sentido se constituye en

argumento.

FS3,7: Entre el problema y la propiedad que indica que 1 es divisor de todos
los niumeros enteros, la que permite identificar (y validar) al 1 como solucién del

problema y que por lo tanto se constituye en un argumento.

[{peet)

Problema 4: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢existe algun valor de “a” para
que este numero sea divisible por 3? En caso de que tu respuesta fuera
afirmativa, indica todos los posibles valores de a. Explica como lo hiciste y

justifica tu respuesta.

El problema se inscribe en un contexto intramatematico y conlleva la tarea de
determinar la existencia de un digito desconocido “a” de un nimero de cinco
cifras, expresado en base 10, para que el mismo sea divisible por otro nimero

de una cifra, el 3.

Para resolverlo no basta con la sola aplicacion del criterio de divisibilidad por 3,
esto es, sumar las cifras del numero dado y observar si el resultado es 0 no
multiplo de 3, ya que en las cifras del mismo se encuentra un literal. A partir de
la aplicacién de dicho criterio, queda involucrada una importante propiedad de
la divisibilidad.

Resolucion: Para que el numero 15a45 sea divisible por 3, la suma de sus
cifras debe ser divisible por 3, teniendo en cuenta el criterio de divisibilidad por

3 (concepto y procedimiento).

Si sumamos las cifras del namero dado (procedimiento), 1+5+a+4+5, y
aplicamos la propiedad asociativa de la suma de numeros naturales

(procedimiento), obtenemos:
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(1+5+4+5)+a = 15+a, 0 sea, un numero desconocido por cuanto no conocemos
“a”. Por este motivo, no podemos responder la pregunta solamente aplicando

tal criterio de divisibilidad.

Ahora bien, habiendo realizado la suma de las cifras del nUmero en cuestién y
expresando dicha suma como suma de dos sumandos, siendo uno de ellos
divisible por 3 (el 15), para que el nUmero de interés resulte ser divisible por 3,
el otro sumando (a) debe ser divisible por 3 (concepto), teniendo en cuenta que

la suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3 (propiedad).

Por ello, como “a” es un digito, pues 15a45 segun la consigna es un numero de
5 cifras, sus posibles valores son: 0, 3, 6 y 9 que son numeros divisibles por 3,
dado que 3 es divisor de cada uno de ellos (concepto).

Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacion Problemética
Coloquial: Situacion intramatematica que implica determinar la existencia de un
Divisible, criterio digito desconocido de un nimero expresado en base 10 para que el
de divisibilidad, mismo sea divisible por 3.

divisor, propiedad

asociativa, ... f ‘

Simbdlico:
1+5+a+4+5= Conceptos
(1+5+4+5)+a= », Definicion de Divisible (en relacion con la definicion de
15+a Divisor).
Criterio de divisibilidad por 3.
7}
<
6 Propiedades
L La suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3.
o Propiedad asociativa de la suma.
Procedimientos
Realizaciéon de multiplicaciones y divisiones para decidir si un
namero es divisible por 3.
Realizacion de sumas de ndmeros.
« Aplicacién de la propiedad asociativa de la suma de nimeros
naturales.
Argumentos

Los argumentos lo constituyen el procedimiento que conlleva
determinar si un nimero es divisible por 3 (sumando sus cifras) y la
propiedad que expresa que la suma de dos nimeros divisibles por 3 es
divisible por 3.
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Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

FS4,1: Entre el problema y el concepto de Divisible (asociado al concepto de
Divisor).

FS4,2: Entre el problema y el concepto del criterio de divisibilidad por 3.

FS4,3: Entre el problema y el procedimiento que conlleva la aplicacion del

criterio de divisibilidad por 3 (sumar las cifras de un nimero).

FS4,4: Entre el procedimiento de sumar las cifras de un nimero viendo si se
obtiene 0 no un nimero multiplo de 3 y el concepto del criterio de divisibilidad

por 3.

FS4,5: Entre el procedimiento que conlleva la aplicacion del criterio de
divisibilidad por 3 y la propiedad que expresa que la suma de dos numeros

divisibles por 3 es divisible por 3.

FS4,6: Entre el problema y el argumento dado por la propiedad del criterio de
divisibilidad por 3.

FS4,7: Entre el problema y el argumento dado por la propiedad que indica que

la suma de dos numeros divisibles por 3 es divisible por 3.

Problema 5: Se sabe que, si a y b son nUmeros naturales y a es divisor de b,
siempre a es menor o igual que b. ¢Sucede lo mismo si los nimeros fueran
enteros? Identifica todas las posibilidades para este caso y justifica tu

respuesta.

El problema se inscribe en un contexto intramatematico e involucra la tarea de
determinar si el orden que se establece entre dos niumeros enteros, cuando
uno de ellos es divisor del otro, es el mismo que el que se da entre dos

nameros naturales.

Resolucion: La busqueda de ejemplos y contraejemplos, comparando
nameros enteros entre si (salvo el caso en que los mismos sean numeros
naturales, por el dato de la consigna) (procedimiento), ayuda a avanzar en la

resolucion de la situacion.
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En los casos en los que los numeros enteros fueran iguales, uno de ellos es
divisor del otro y viceversa (argumento), teniendo en cuenta la definicion de
divisor: Un numero entero a es divisor de un numero entero b si existe un
namero entero c tal que b = axc (concepto). Incluso, en el caso del “0”, se tiene
que 0 es divisor de 0 (propiedad), pues segun la definicibn de divisor
(concepto), existe un numero entero c, tal que 0 = Oxc. O sea, en este caso, el
orden gue se establece entre dos numeros enteros, cuando uno de ellos es

divisor del otro, es el mismo que la que se da entre dos nimeros naturales.

Siendo exhaustivos en la busqueda de casos particulares, habra que
considerar ahora los casos en los cuales los nimeros enteros son: (a) ambos

negativos y (b) uno negativo y el otro positivo.

Si a y b fueran negativos: Siendo a divisor de b, existe un numero entero c, tal
que b = axc (concepto). Como “b” y “axc” son iguales, sus opuestos también
son iguales, esto es: -b = -(axc), expresion equivalente a: -b = -axc, la cual
indica que el opuesto de b es mayor o igual que el opuesto de a, ya que “-a”, “-
b” y “c” son numeros enteros positivos, y por ello, se puede deducir finalmente
que b=<a, o lo que es lo mismo, a=b (argumento). En este caso, el orden que
estamos analizando no es el mismo en el conjunto de los nimeros enteros que

en el de los naturales.

Si ay b fueran de distintos signos: en primer lugar, teniendo que a es divisor de
b, considerando a<0 y b>0, por ejemplo “-3 divisor de 9”, se tiene que a<b,
pues todo numero negativo es menor que todo ndmero positivo (concepto y
argumento). Decir que a<b implica afirmar que a<b. Luego, en este caso, el

orden establecido es el mismo en Zy en N.

En segundo lugar, teniendo que a es divisor de b, considerando que a>0 y b<0,
por ejemplo “2 divisor de -8”, no se cumple que a<b, pues ningun numero
negativo es mayor que un numero positivo (concepto y argumento). Este
contraejemplo permite determinar que, en este caso, el orden que estamos

estudiando no es el mismo en Zy en N.

Desde otro punto de vista, haciendo funcionar la propiedad: “Un nimero entero
y su opuesto tienen los mismos divisores” (propiedad), se puede determinar

que, en el conjunto de los numeros enteros, si a es divisor de b, a puede ser
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mayor, menor o igual que b. En efecto, si a es divisor de b, a<b en el conjunto
de los nimeros naturales; luego, como por la propiedad sefalada, a es también
divisor de -b, se tiene entonces que a=-b, es decir, en el conjunto de los
nameros enteros existen infinitos casos en los que un divisor de un numero es

mayor o igual que el numero (argumento).
Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacion Problemética
Coloquial: Problema intramatematico que involucra determinar si el orden que se
Divisor, orden establece entre dos nimeros enteros, es el mismo que el que se da
entre  ndmeros entre dos nimeros naturales, cuando uno de los nimeros es divisor del
enteros, otro.

simbolico: s <k
0 es divisor de 0, —

ceey 0=0XC,... Conceptos

Definicion de divisor en Z.

» Un nimero entero negativo es menor que un positivo.

Propiedades
Un ndmero entero y su opuesto tienen los mismos divisores.

Procedimientos
Busqueda de casos particulares (con ayuda de ejemplos,
« generalizaciones y contraejemplos), comparando nimeros
enteros entre si, en el caso en el que uno de ellos es divisor
del otro: (a) los nimeros enteros son iguales, (b) los enteros
son distintos (ambos negativos o de distintos signos).

2 A

Argumentos
Si dos nameros enteros son iguales, siempre uno de ellos es divisor
del otro y viceversa, teniendo en cuenta la definicion de divisor.
Si fueran ambos negativos, siendo a divisor de b, b = axc. Luego, -b = -
(axc), expresion equivalente a: -b = -axc, la cual indica que el opuesto
de b es mayor o igual que el opuesto de a, dado que -a, -b y ¢ son
positivos, y por ello, se puede deducir finalmente que a=b.
Si fueran de distintos signos: Teniendo que a es divisor de b, siendo
a<0 y b>0, se da que a<b, pues todo numero entero negativo es menor
gue todo numero positivo. Teniendo que a es divisor de b, siendo a>0
y b<0, se da que a=b, por la misma razén esgrimida recientemente.
Si a es divisor de b, asb en el conjunto de los nimeros naturales;
luego, como por la propiedad sefalada en esta configuracion, a es
también divisor de -b, se tiene entonces que a=-b.

REGLAS

La red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

FS5,1: Entre el problema y la propiedad que indica que un niumero entero y su

opuesto tienen los mismos divisores.
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FS5,2: Entre el problema y el procedimiento que consiste en la busqueda de
casos particulares (a divisor de b, (i) a=b (ii) a#b (ambos negativos o de

distintos signos).

FS5,3: Entre el concepto de divisor y el procedimiento de busqueda de casos

particulares.

FS5,4: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si dos numeros enteros son iguales, siempre uno de ellos es

divisor del otro y viceversa.

FS5,5: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si a y b son numeros enteros negativos, siendo a divisor de b, b =
axc. Luego, -b = -(axc), expresion equivalente a: -b = -axc, la cual nos indica
que el opuesto de b es mayor o igual que el opuesto de a, dado que -a, -by c

son positivos, y por ello, se puede deducir finalmente que a=b.

FS5,6: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si a y b fueran numeros enteros de distintos signos: Teniendo que
a es divisor de b, siendo a<0 y b>0, se da que a<b, pues todo numero entero
negativo es menor que todo nimero positivo. Asimismo, asumiendo que a es
divisor de b, siendo a>0 y b<0, se da que a=b, por la misma razdén esgrimida

recientemente.

FS5,7: Entre el problema y el argumento: Si a es divisor de b, asb en el
conjunto de los numeros naturales; luego, como por la tercera propiedad
sefialada en la configuracion, a es también divisor de -b, se tiene entonces que

a=-b.

Problema 6: ¢ Es posible que dos numeros enteros distintos tengan los mismos
divisores? Si tu respuesta es afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre.

Justifica tu respuesta.

Esta situacion es un tipo de problema inscripto en un contexto intramatematico
qgue involucra la tarea de decidir si existen dos numeros enteros distintos que

tengan los mismos divisores y las condiciones bajo las que esto sucede.
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Resolucion: Para resolver la situacion, realizaremos un exhaustivo analisis de

casos patrticulares (procedimiento):

Consideremos el caso en que “a” y “b” son numeros enteros distintos, ambos
positivos 0 ambos negativos. Si ambos fueran positivos y “a” fuese menor que
“b”, “b”, quien es divisor de si mismo (propiedad), no es divisor de “a”, pues los
divisores de un numero entero, son menores o iguales que el valor absoluto de
dicho nimero (propiedad). Si ambos fueran negativos y “a” fuese menor que
“b”, “a” no es divisor de “b”, porque el valor absoluto de “a” es mayor que el
valor absoluto de “b” y, en funcion de la propiedad anterior, ningan divisor

puede ser mayor que el valor absoluto del nUmero correspondiente.

Luego, como difieren en al menos un divisor, a y b no tienen los mismos

divisores.

Entonces, si existieran dos numeros enteros, distintos, con los mismos
divisores, deberian tener signos diferentes, presentandose dos casos para

analizar: si fueran opuestos o no.

En el primer caso, dos numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores
enteros (propiedad). Si a es divisor de b, por la definiciébn de divisor, existe un

entero c tal que: b = axc, ceZ (concepto), y por la regla de los signos del

producto de numeros enteros, -b = -axc = ax(-c), -ceZ (concepto vy

procedimiento), por lo que “@” es también divisor de “-b” (argumento).

En el segundo caso, si los nUmeros no son opuestos, tampoco tienen los
mismos divisores, pues al menos se diferencian en el mayor divisor positivo del
namero de mayor valor absoluto. Dicho divisor es mayor que todos los
divisores del nimero de menor valor absoluto y, por lo tanto, distinto de todos

ellos (argumento).

En resumen: el Unico caso en el que dos nimeros enteros distintos tienen los

mismos divisores enteros, es cuando son opuestos.
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje Situacion Problemética
Coloquial: Tipo de problema intramatematico que implica determinar si existen
Divisor, valor dos nameros enteros distintos que tengan los mismos divisores y las
absoluto, condiciones bajo las cuales esto sucede.
ndmeros enteros
opuestos, f ‘
divisores
comunes, Conceptos
maximo divisor,... » Definicion de divisor (estructura multiplicativa).
Regla de los signos del producto de niumeros enteros.
Simbdlico:
a es (1IVISOI’ de Propiedades
bl;"_" b= axci,..., ¢y | Todo numero entero es divisor de si mismo.
-b = (-a)xc = ax(- < | Los nimeros enteros opuestos tienen los mismos divisores.
€), -ceZ 5 Los divisores de un nimero entero, en valor absoluto, son
W [ menores o iguales que el valor absoluto de dicho nimero
T | entero.
Procedimientos
Andlisis de casos particulares (fundamentadas mediante
propiedades o generalizaciones deductivas).
« Aplicacion de la regla de los signos del producto de nimeros
enteros.
Argumentos

- El argumento de que dos numeros enteros distintos, ambos
positivos 0 ambos negativos, no tienen los mismos divisores se basa
en la tercera propiedad expuesta en esta configuracion epistémica.

- Siaesdivisor de b, por la definicion de divisor, b = axc, ceZ, y por
la regla de los signos del producto de nimeros enteros, -b = (-a)xc =
ax(-c), -ceZ, por lo que a es también divisor de -b. Esto es, si dos
ndmeros enteros son opuestos, tienen los mismos divisores.

- Silos numeros no fueran opuestos, no tienen los mismos divisores,
pues al menos se diferencian en el mayor divisor (positivo) del nimero
de mayor valor absoluto, divisor que es también mayor que todos los
divisores del nimero de menor valor absoluto y, por lo tanto, distinto de
todos ellos.

Lared de relaciones que aparece en la configuraciéon epistémica
FS6,1: Entre el problemay el procedimiento de analisis de casos particulares.
FS 6,2: Entre el problema y el concepto de divisor en Z.

FS6,3: Entre el problema y la propiedad que indica que todo niumero es divisor

de si mismo.

FS6,4: Entre la propiedad que indica que todo numero es divisor de si mismo y
el argumento que explica que dos numeros enteros distintos no tienen los

mismos divisores.

105



Andlisis didactico del contenido del instrumento de indagacion

FS6,6: Entre el problema y la propiedad que indica que el valor absoluto de
cualquier divisor de un nimero entero es menor o igual que el valor absoluto de

dicho nimero.

FS6,7: Entre la propiedad que indica que el valor absoluto de cualquier divisor
de un numero entero es menor o igual que el valor absoluto de dicho nimero y
el argumento que explica que dos numeros enteros distintos y de distinto valor

absoluto no tienen los mismos divisores.

FS6,8: Entre la propiedad que indica que dos numeros enteros opuestos tienen
los mismos divisores y el argumento deductivo que la avala, explicitado en la

configuracion epistémica anterior.

FS6,9: Entre el procedimiento de andlisis de casos particulares y el argumento
gue explica que, si los niumeros enteros no son opuestos, no tienen los mismos
divisores, pues al menos se diferencian en el mayor divisor (positivo) del

namero de mayor valor absoluto.

Problema 7: Teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ¢son correctas las

siguientes afirmaciones?:

a) 17 es divisor de 11x17.

b) 11x17+1870 es multiplo de 187.
c) 11x17+16 es multiplo de 187.

En cada caso, fundamenta tu respuesta.

Este caso nos pone en presencia de un problema intramatematico.

En el primer item, la tarea consiste en decidir si un niumero expresado en base

10, es divisor de otro numero expresado en su descomposicion factorial prima.

En el segundo apartado, la tarea consiste en determinar si un namero,
expresado en base a la propiedad distributiva, es mdultiplo de otro nimero

expresado en base 10.
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En el tercer caso, la tarea consiste en determinar si un nimero, expresado en
base al algoritmo de la division, es mdultiplo de otro nimero escrito en su

version decimal.

Como puede observarse, en esta situacion-problema se solicita determinar si
un namero es divisor o multiplo de otro nimero, al igual que el problema 1,
aunque la diferencia entre ambos es que en el primer problema los niumeros
estan expresados en base diez, en cambio en este problema los numeros
estan dados en base al algoritmo de la divisién, la propiedad distributiva y en
funcién de su descomposicién factorial prima. El interés se centra en conocer si
los alumnos necesitan pasar por la expresion decimal de los numeros para
realizar las tareas propuestas o pueden trabajar directamente con la expresién

factorial o la dada por el algoritmo de la division o la propiedad distributiva.

Resolucion: a) Podemos afirmar que 17 es divisor de 11x17, pues es un factor
de la descomposicién factorial prima de 11x17. Esto es asi pues teniendo en
cuenta la definicion de divisor (concepto), podemos decir que 17 es divisor de
11x17, ya que existe un numero, el 11, que multiplicado por 17 da por resultado
11x17.

b) El nimero 11x17+1870 est4 expresado en base a la propiedad distributiva,
teniendo en cuenta que, como 11x17 = 187 y 1870 = 187x10, en funcion de la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma de nameros, al nimero
en cuestion (11x17+1870) lo podemos escribir asi: 187+187x10.

Ahora bien, 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11 (concepto y procedimiento),
expresion que nos dice que el numero dado en la consigna 11x17+1870, que
también puede escribirse como 187+187x10, es multiplo de 187, pues 187 es
divisor del mismo, ya que, teniendo en cuenta la definicion de divisor, el

namero de interés puede escribirse como 187x11 (concepto y argumento).

Entonces, cuando un numero puede descomponerse en la suma de n
productos con un factor comun, es decir, puede escribirse en base a la
propiedad distributiva, dicho numero es mudltiplo de ese factor comudn

(propiedad).

c) El nUmero 11x17+16 esta expresado en base al algoritmo de la division; el

dividendo es 203 (11x17+16), el divisor es 17, el cociente, 11, y el resto, 16.
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El primer multiplo de 187 es el mismo 187 y el mdltiplo consecutivo es:
187+187 (procedimiento). El nimero 11x17+16 = 187+16, esta comprendido
entre estos dos multiplos consecutivos de 187: 187<11x17+16<187+187, razon
por la cual podemos afirmar que 11x17+16 no es multiplo de 187, dado que,
entre dos multiplos consecutivos de un numero no existe otro multiplo

(argumento).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje
Coloquial:
Divisor, factor,
multiplo, division,
factor comun,
expresion de un
ndamero en base
a la
descomposicion
factorial prima, el
algoritmo de la
division 'y la
propiedad
distributiva, ...

Simbdlico:
187<11x17+16=
187+16<187+18=
374

17 es divisor de
11x17

Situacion Problemética
Situacion intramateméatica que implica determinar si un ndmero escrito
en base 10, como producto de factores primos, en funcién de la
propiedad distributiva o el algoritmo de la division, es multiplo o divisor
de otro nimero expresado en algunas de estas mismas formas.

* . 4

Conceptos
Definicion de divisor.

Propiedades
Cuando un numero puede descomponerse en la suma de n
productos con un factor comun, es decir, puede escribirse en
base a la propiedad distributiva, dicho niumero es multiplo de
ese factor comun.
Propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

REGLAS

Procedimientos
Observar la descomposicién factorial prima de un numero.
Cualquier factor primo de tal descomposicidn, es divisor de
dicho numero.
Hallar multiplos consecutivos.
Escribir un nimero en base a la propiedad distributiva del
producto respecto de la suma.

* <

Argumentos

- 17 es divisor de 11x17, pues lo justifica la definicion de divisor.

- 11x17+1870 = 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11, por lo que
11x17+1870 es mdltiplo de 187, pues 187 es divisor de 11x17+1870,
teniendo en cuenta la definicion de divisor.

- Como 11x17+16 = 187+16 estd comprendido entre dos multiplos
consecutivos de 187 (el 187 y el 187+187), se puede afirmar que
11x17+16 no es mdltiplo de 187, ya que, entre dos multiplos
consecutivos de un nimero no existe otro mdltiplo.
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Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

FS7,1: Entre el problema y el procedimiento de observar si un nimero p es un
namero primo de la descomposicion factorial de un namero n, para decidir que

p es divisor de n.

FS7,2: Entre el procedimiento que consiste en observar si un niumero p es un
primo de la descomposicion factorial de un nimero n para decidir que es su

divisor y el concepto dado por la definicion de divisor.

FS7,3: Entre el problema y el procedimiento que consiste en expresar un
namero en base a la propiedad distributiva, dejando explicito el factor comun,

para decidir que el nUmero en cuestion es multiplo de ese factor comun.

FS7,4: Entre el procedimiento que conlleva escribir un numero en base a la
propiedad distributiva, dejando explicito el factor comun, y el concepto dado por

la definicion de divisor.

FS7,5: Entre el procedimiento de escribir un nimero en base a la propiedad
distributiva, dejando a la vista el factor comun, y la propiedad que dice que
cuando un numero puede descomponerse en la suma de n productos con un
factor comun, es decir, puede escribirse en base a la propiedad distributiva,

dicho numero es multiplo de ese factor comun.

FS7,6: Entre el problema y el procedimiento de acotar el nimero 11x17+16

entre dos multiplos consecutivos de 187.

FS7,7: Entre el procedimiento de acotar el nimero 11x17+16 entre dos
multiplos consecutivos de 187, y el argumento que explica que aquel niumero
no es multiplo de 187, ya que, entre dos multiplos consecutivos de un nimero

no existe otro multiplo.

Problema 8: Si fuera posible, escribe un nimero que tenga:
a) Exactamente cuatro divisores naturales.
b) Méas de 15 divisores enteros.

Si te resultd posible, explica la estrategia que usaste para encontrarlos y si no,

explica por qué no es posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta.
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El problema esta dado en un contexto intramatematico y requiere la tarea de
encontrar un numero que disponga de una determinada cantidad de divisores

naturales (en el primer apartado) y enteros (en el segundo).

Resolucion: a) Dado que la cantidad de divisores requerida es pequefia, se
puede resolver el problema buscando el numero solicitado por tanteo
(procedimiento), aplicando alguna herramienta como la multiplicacion o division
(procedimiento), mas audn, teniendo en cuenta que hay nuameros chicos con 4

divisores naturales, como, por ejemplo, el 6 o el 8.

No obstante, un procedimiento que siempre lleva al éxito en la realizacion de
este tipo de problema, es multiplicar dos nimeros primos (procedimiento). En
efecto, si p y q son dos niumeros primos, el nimero compuesto pxq, tendra 4

divisores naturales, que son los elementos del siguiente conjunto:

{1,p,q,pxq}

1 es uno de los divisores porque es divisor de todos los numeros (propiedad),
pxq es también un divisor, dado que todo numero es divisor de si mismo
(propiedad), p y q son divisores de pxq, teniendo en cuenta la definicién de
divisor (concepto). Y no existen otros divisores, ya que p y g son nudmeros
primos, por lo que no pueden descomponerse en producto, salvo la
descomposicion trivial (p = 1xp) (propiedad), en cuyo caso ya se contaron 1y p

entre los divisores.

b) En el segundo apartado, se solicita encontrar un nimero que tenga mas de
15 divisores enteros (16 divisores o0 mas). Para simplificar la tarea, se puede
buscar un nimero que tenga 8 divisores naturales y, por lo tanto, 16 divisores
enteros, teniendo en cuenta que, si un namero entero, distinto de cero, tiene
una cantidad de divisores en el conjunto de los niumeros naturales, dispone del

doble de esa cantidad en el conjunto de los nimeros enteros (propiedad).

Para resolver esta situacion se pude trabajar de manera similar al caso
anterior, esto es, hallar el numero de interés multiplicando 3 nimeros primos.
En este caso, si p, q y r fueran primos, la cantidad de divisores naturales del
namero pxgxr es 8 y pertenecen al siguiente  conjunto:

{1,p,q,7,pxq, pxr, qxr,pxqxr}, siendo la cantidad de divisores enteros, 16.
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También se puede abordar la tarea a través de la manipulacion conveniente de
la férmula que permite obtener la cantidad de divisores naturales de un
namero. La cantidad de divisores naturales de un numero p;“ix...... XPnCn
expresado en su descomposicion factorial prima, estd dada por: (c¢; +
Dx ... ... x(c, + 1), es decir, por el producto de los exponentes de los nimeros

primos de la base, aumentados en una unidad (concepto y argumento).

Empleando esta férmula, si quisiéramos construir un niamero natural con 16
divisores enteros, esto es, 8 divisores naturales, podriamos formar una
potencia de base prima y exponente n-1, siendo n la cantidad de divisores que
deseamos que dicho numero tenga. Es decir, un nimero con 8 divisores
naturales podria construirse con una potencia de base 2 y exponente 7
(procedimiento). La base podria ser cualquier nimero primo, aunque el hecho

que sea 2, facilita el calculo de la potencia, por el tamafio del nimero.

La validacion correspondiente lo constituye el hecho de contar la cantidad de
divisores usando la férmula indicada recientemente. Esto es, 2’ = 128, tiene
7+1 = 8, divisores naturales y, por lo tanto, 16 divisores enteros (procedimiento

y argumento).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje
Coloquial:
Cantidad de
divisores,
multiplicacién,
division,
potenciacion,
ndmeros primos,
descomposicion
trivial,...

Simbdlico:
{1,p, 9, pxq}

(cp + Dx ... ... x

x(c, +1)

Situacion Problematica
Situacion intramatemética que implica encontrar un ndmero que
disponga de una determinada cantidad de divisores (naturales en un
caso y entero en otro).

. A 4

Conceptos
Definicién de divisor que involucra la multiplicacion o division.
Férmula de la cantidad de divisores naturales de un niumero.

Propiedades
1 es divisor de todos los nimeros.
Todo numero es divisor de si mismo.
Un ndmero primo p no puede descomponerse en producto,
salvo la descomposicion trivial 1xp.
Si un numero entero, distinto de cero, tiene n divisores
naturales, entonces tiene 2xn divisores enteros.

REGLAS

Procedimientos

Busqueda de divisores empleando la multiplicacién o
division.

Herramientas de tanteo (para encontrar divisores y un
namero con una determinada cantidad de divisores).
Construir un numero con cierta cantidad de divisores
naturales, a través de plantear y resolver potencias de
enteros.

* 4

Argumentos
Las tres primeras propiedades sefialadas en esta configuracién y el
concepto de divisor (en el caso de multiplicar nUmeros primos para
resolver el problema).
El concepto que deviene de la férmula de la cantidad de divisores, para
construir un ndmero con una cantidad dada de divisores y para validar
gue un nimero tiene una cantidad determinada de divisores naturales.

La red de relaciones que aparece en la configuracién epistémica

FS8,1: Entre el problema y el procedimiento de busqueda, por tanteo, de un

numero con una cantidad dada de divisores.

FS8,2: Entre el problema y el procedimiento de multiplicar nUmeros primos para

hallar un nUmero con una determinada cantidad de divisores naturales.

FS8,3: Entre el procedimiento de multiplicar numeros primos para hallar un
namero con una determinada cantidad de divisores naturales y el argumento
gue lo avala (constituido por las tres primeras propiedades expuestas en la

configuracion epistémica y el concepto de divisor).

FS8,4: Entre el problema y el procedimiento de la potenciacion para construir

un nimero con una cantidad dada de divisores naturales.
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FS8,5: Entre el procedimiento de la potenciacién para construir un niamero con
una cantidad dada de divisores naturales y el argumento dado por la férmula de
la cantidad de divisores.

FS8,6: Entre el procedimiento de hallar los divisores naturales de un namero y
la propiedad de encontrar todos sus divisores enteros, conociendo dichos

divisores naturales.

Problema 9: En una estacién de colectivos, un bus para con una frecuencia de
18 minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢habra un encuentro posterior
después de una coincidencia? Si la respuesta fuera afirmativa, ¢dentro de
cuantos minutos, como minimo, se encontraran en esa estacion, después de

haber coincidido en esa estacién los dos colectivos? Fundamenta tu respuesta.

El problema estd dado en un contexto extramateméatico (determinar, si fuera
posible, el menor tiempo en que volveran a encontrase dos colectivos, en una
estacion, luego de una coincidencia), para lo cual la tarea se reduce a hallar el

minimo comun multiplo entre dos nimeros.

Resolucion: Las coincidencias se daran en minutos representados por
nameros que son multiplos de 15 y también de 18. Como de todas las
coincidencias interesa la inmediata siguiente luego de un encuentro inicial que
suponemos se da en el instante 0 minutos, se tiene que recurrir al célculo del

minimo comun multiplo, pues nos ofrece esta posibilidad.

Sabemos que un niamero m se llama minimo comdn mdultiplo (MCM) de los

nameros a y b (concepto) cuando:
m es multiplo de a y de b.
todo multiplo comdn de a y b es multiplo de m.

Para encontrar el MCM podemos realizar la descomposicién en factores primos
de cada numero, expresandolo como el producto de potencias de numeros

primos (procedimiento).
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Al tener dos numeros podemos encontrar el MCM a través de la

descomposicion en factores primos de ambos, esto es:
15 = 3x5 18 = 2x9 = 2x3x3 = 2x3% (procedimiento)

Para el calculo realizamos las descomposiciones en factores primos de 15y 18

(procedimiento), muy sencillas de obtener dado el tamafio de estos niUmeros.

Teniendo la descomposicion en factores primos, encontramos el MCM
multiplicando los factores primos con su mayor exponente (procedimiento), esto

es.
15 = 3x5 18 = 2x3°

MCM (15,18) = 3%x2x5 = 90

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, las paradas en la estacion del
primer colectivo (A), serian los numeros (minutos), que son elementos del

siguiente conjunto:
Paradas,; = {0,18,36,54,72,90,108, 126, 144, 162,180,198, 216, 234, 252, 270, ... }

Estos numeros surgen de considerar los mdultiplos de 18, que resultan de
multiplicar este nidmero por cada uno de los nimeros enteros no negativos

(procedimiento).

De igual manera, las paradas del colectivo B, se dan en los minutos, cuyo valor

numerico es un elemento del siguiente conjunto:
Paradas, = {0, 15, 30,45, 60, 75,90, 105,120, 135, 150,165,180, 195, 210, 225, 240, 255, 270, ... }

Estos numeros surgen de considerar los mdltiplos no negativos de 15

(procedimiento).

Teniendo en cuenta una considerable cantidad de elementos de ambos
conjuntos, podemos obtener varios multiplos comunes de 18 y 15: 90, 180,
270, 360, 450, .... Ambos colectivos van a coincidir a los 90 minutos luego de
estar juntos en el instante cero, como asi también después de 180 minutos,

270 minutos, etc.

Como el 90 es el menor de los tiempos de coincidencia, en tanto el

MCM(18,15) = 90, éste es el modo 6ptimo de hacerlo (argumento), esto es, los

colectivos coincidiran nuevamente en la parada, luego de haber estado juntos
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en un instante que suponemos de 0 minutos, después de haber transcurrido 90

minutos.
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacién Problematica
Coloquial: Situacién extramatematica que implica hallar el MCM entre dos
Descomposicién i’

factorial prima, f ‘
multiplos

comunes, minimo

comudn Conceptos
mdaltiplo, ... » Minimo comdn mdltiplo.
Simbdlico: 0 :
MCM (a,b)=m < Propiedades
M (15) = {0, 15, 5
30, 45,...} | —

o Procedimientos

Determinacion de multiplos de un nimero.

Determinacién de multiplos comunes.

Determinacién del MCM tomando el menor de los mdltiplos
« comunes.

Descomposicién de numeros en factores primos.
Determinacién de MCM a través de la factorizacion prima.

* A4

Argumentos

El MCM (a,b) = m, pues lo justifica un procedimiento.

La red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica
FS9,1: Entre el problema'y el concepto de MCM.

FS9,2: Entre el problema y el procedimiento de hallar en MCM a traves de listar

multiplos comunes y tomar el menor.

FS9,3: Entre el concepto de MCM vy el procedimiento de hallarlo a través de

listar multiplos comunes.

FS9,4: Entre el problema y el procedimiento de célculo del MCM a través de la

factorizacién prima.

FS9,5: Entre el problema y la argumentacion dada por el procedimiento de

calculo del minimo comun multiplo.
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Problema 10: Se tienen dos cuerdas que miden 240 cm. y 308 cm. y se las
quiere cortar en trozos que tengan la misma longitud, ¢cual serd la mayor
longitud en que se las puede cortar, de forma tal que la longitud de corte sea la

misma en ambas cuerdas y que no sobre cuerda?

Fundamenta tu respuesta.

El problema esta dado en un contexto extramatematico (encontrar la cuerda de
mayor longitud que entre en partes iguales en otras dos cuerdas dadas), para
lo cual la tarea se reduce a hallar el maximo comuan divisor (MCD) entre dos

nameros relativamente grandes.

Resolucion: Como tenemos que cortar las cuerdas de la misma longitud,
inicialmente tendriamos muchas opciones, como, por ejemplo, cortarlas en
trozos de %2 cm, de 1 cm, de 2 cm, etc., pues el problema no establece
condicion alguna para ello. No obstante, asumiremos que seran cortadas en
trozos que resulten ser una longitud entera y como debemos encontrar la
mayor longitud que sea comun, recurriremos al calculo del maximo comun

divisor, pues nos ofrece esta posibilidad.

Sabemos que un numero d se llama maximo comun divisor de los nimeros a 'y

b (concepto) cuando:
d es divisor comun de los numeros ay b,
d es divisible por cualquier otro divisor comun de los nimeros a 'y b.

Para encontrar el MCD podemos realizar la descomposicion en factores primos
de cada numero, expresandolo como el producto de potencias de numeros
primos (procedimiento), o usar el Algoritmo de Euclides (concepto vy

procedimiento) que es mas eficiente cuando se trata de niumeros grandes.

Al tener dos numeros, podemos encontrar el MCD a través de la
descomposicion en factores primos. Para ello realizamos divisiones del nimero
recurriendo al menor numero que lo divide (procedimiento) y tendremos en
cuenta criterios de divisibilidad (propiedad) involucrados. En nuestro caso

resulta:
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240 2 308 2
120 2 154 2
60 2 77

30 2 11 11
15 3 1

5 5

240 =2*x3 x5 308 =22x7x11

Para el célculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:
Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).
Un namero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).

Un numero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra de
las unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un mdltiplo de 7

(propiedad).

Un namero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras que
ocupan los lugares impares y la de los pares es 0 o un mdltiplo de 11

(propiedad).

Teniendo la descomposicién en factores primos de cada uno de los niumeros,
encontramos el MCD determinando los factores comunes con su menor

exponente (procedimiento), esto es:
240 = 2*x3x5 308 = 2%x7x11
MCD (240,308) = 2° =4

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, la cuerda de 240 cm. podria ser

cortada en longitudes enteras con las siguientes medidas:
Longitudesps0y = {1,2,3,4,5,6,8,10,12,15, 16, 20, 24, 30, 40, 48, 60, 80, 120, 240}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 240 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores de cada uno de

los factores que tiene la descomposicidn prima, pues sabemos que los
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divisores de cada uno de los factores en que se descompone un numero a,

también son divisores de a (propiedad).

Asi, 2* tiene 5 divisores: {1, 2,4, 8,16} mientras que el 3 tiene a: {1,3} y el 5 a:
{1,5}. En total tendremos 5x2x2 = 20 divisores, que surgen de las siguientes

combinaciones:

1
2

1 1
4

3
8 5
16

La cuerda de 308 cm. podria ser cortada en longitudes con las siguientes

medidas:
Longitudesgsogy = {1,2,4,7,11,14,22,28,44,77,154,308}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 308 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores naturales de
cada uno de los factores que tiene la descomposicion prima, pues sabemos
que los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un

ndmero a, también son divisores de a (propiedad).

Asi, 22 tiene 3 divisores: {1,2,4} mientras que el 7 tiene a: {1,7} y el 11 a:
{1,11}. En total tendremos 3x2x2 = 8 divisores, que surgen de las siguientes

combinaciones:

1

1 1
2

7 11
4
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Los divisores comunes de ambos numeros son 1, 2 y 4. Por ello, las cuerdas
podrian ser cortadas en longitudes de 1, 2 y 4 cm, cuyos valores numéricos son
los divisores comunes del 240 y 308, y como el 4 es el mayor de ellos en tanto
MCD(204,308) = 4, éste es el modo 6ptimo de hacerlo (argumento), esto es,

cortar cada cuerda en tramos de 4 centimetros.
Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacion Problematica

Coloquial: Situacion extramatematica que implica hallar el MCD entre dos
Descomposicién ndmeros enteros.

factorial prima, —

divisores f !

comunes,

maximo  comun

divisor, criterios Conceptos

de divisibilidad, Méaximo comun divisor.

principios de

conteo, algoritmo »‘

de Euclides,... Propiedades

Simbélico: Cr?terio de d!vis@b?l!dad por 2. Cr?ter!o de div_is_ipili_dad por 5.
MCD(a,b) = d g C_rlterlo de divisibilidad por 7. Criterios de divisibilidad por 11.
MCD(240,308) = 5 Sia = bxdy cl|b, entonces, c|a.

4 L
D(308) = {+1, %2, o
..,£308} Procedimientos

i Descomposicién en factores primos.

Grafico: «| Algoritmos de la division. Determinacién de MCD a través de
, la factorizacién prima. Principios de conteos. Determinacion
2 de divisores de un namero.

Argumentos
ElI MCD (a,b) = d, pues lo justifica un procedimiento.

Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica
FS10,1: Entre el problemay el concepto de MCD.

FS10,2: Entre el problema y el procedimiento de hallar el MCD a través de listar

los divisores comunes de los nimeros en cuestion y tomar el mayor.

FS10,3: Entre el concepto de MCD Yy el procedimiento de hallarlo a través de

listar los divisores comunes de los numeros en cuestion y tomar el mayor.
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FS10,4: Entre el problema y el procedimiento de hallar el MCD a través de la

descomposicion factorial prima.

FS10,5: Entre el procedimiento de la factorizacién prima de un nimero y la

propiedad que involucra los criterios de divisibilidad de 2, 5, 7 y 11.

FS10,6: Entre el problema y la argumentacion dada por el procedimiento de

célculo del maximo comun divisor.

6.2.2. Validacion del contenido del instrumento usando herramientas del

Enfoque Ontosemidtico

Se retoma y adapta a los intereses de esta tesis los seis tipos de idoneidades
didacticas que propone Godino (2011) para analizar un proceso instruccional,
esto es, idoneidad epistémica, ecologica, cognitiva, afectiva, interaccional y

mediacional.

Para llevar a cabo el andlisis de estas idoneidades, se tienen en cuenta los
criterios e indicadores de que considera el autor. Aquellos indicadores que se
refieren explicitamente a instancias de producciéon en clases no fueron
considerados; justamente en este sentido es que se habla de un proceso de

adaptacion de criterios.

6.2.2.1. Analisis de la idoneidad epistémica

Indicadores Andlisis/valoraciones
Situaciones/ De acuerdo con los disefios curriculares, los antecedentes de
problemas esta tesis y los libros de textos usuales del Nivel Medio, el

instrumento cuenta con una serie de problemas que conforman
una gran variedad de clases de problemas del Nivel Medio a los
gue responde la Divisibilidad. Esto se puede apreciar en el
capitulo 6 donde se presentan los problemas de la version final
del instrumento y se indican los tipos de problemas a los que

corresponden.

Lenguaje - En el instrumento, las situaciones—problemas se presentan en
forma coloquial y simbdlica.

- El nivel del lenguaje de las situaciones—problemas es adecuado
al nivel de los destinatarios, aunque pensamos que algunas de
las distintas representaciones de los nimeros podrian dificultar la

resolucion de las tareas. Por ejemplo, cuando se solicita
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determinar si un nimero es divisor o multiplo de otro, cuando uno
de ellos esté escrito en base al algoritmo de la division, propiedad
distributiva o producto de factores primos.

Otra dificultad que podria generar el lenguaje tiene que ver con
los nombres (divisible, divisor, division, dividendo, divide,...) y las
notaciones (divide, dividido, tal que, ...) muy similares.

Reglas Se proponen situaciones donde se deben generar
(definiciones, procedimientos, propiedades o argumentos. En el caso de la
proposiciones, tarea que consiste en encontrar un nimero (0 mas), conociendo
procedimientos) | una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos, se
pude emplear el procedimiento de restar dos mudltiplos
consecutivos, y no es usual relacionar “la resta” con “los
multiplos”, por lo que podria ser un procedimiento emergente de
la situacion.

Asimismo, aunque no se propongan situaciones en las que
explicitamente haya que demostrar una propiedad, en los casos
en que se deba determinar si un numero es divisor de otro
expresado en base al algoritmo de la division o la propiedad
distributiva, o determinar la unicidad de un ndmero conociendo
una lista ordenada y acotada de sus mudltiplos, o encontrar los
divisores de un nimero descomponiendo uno o varios factores de
una de sus descomposiciones multiplicativas, hay que poner a

funcionar propiedades destacadas de la nocién de divisor.

Argumentos - Las explicaciones, comprobaciones y demostraciones que
resuelven las situaciones—problemas y que se analizan a priori
(analisis ontosemidtico y matriz de desempefio, cap. 6, secciones
6.2.1 y 6.2.3 respectivamente) son pertinentes para el Nivel
Medio. La fundamentacion de esta apreciacion queda en
evidencia en las distintas formas de validacién que se analizan a
priori en la matriz de desempefio, muchas de las cuales fueron
apreciadas durante las exploraciones aulicas con las distintas
versiones del instrumento.

- Todas las situaciones—problemas del instrumento requieren

explicitamente la exposicion de argumentaciones.

Relaciones Los objetos matematicos primarios se relacionan entre si en las

practicas de resolucion de las situaciones—problemas del
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instrumento. Tales relaciones, al menos las inmediatas, estan
explicitadas en esta tesis, en las configuraciones epistémicas
elaboradas por cada problema, durante el analisis a priori que se
incluye. Mas aun, luego de cada configuracion se listan estas
caracterizandolas términos de funciones

relaciones, en

semiobticas.

6.2.2.2. Andlisis

de laidoneidad ecolégica

Indicadores

Anédlisis/valoraciones

Adaptaciéon  al

curriculum

Los contenidos involucrados en las practicas matematicas que
podrian realizar los alumnos a propdésito de la resolucion de las
situaciones-problemas del instrumento, adelantados en la matriz
de desempefio, forman parte de la curricula del Nivel Medio de

nuestro pais.

Apertura hacia
la innovacioén

didactica

En la elaboracion del instrumento mucho tuvieron que ver las
investigaciones que forman parte de los antecedentes de esta
tesis. Por ejemplo, se retomaron de ellas, algunos problemas que
promueven relaciones explicitas entre la nocion de divisor y la
division, como asi también la solicitud de realizacion de tareas de
divisibilidad no solamente en los casos en los que los niumeros
estan expresados en base 10, sino también cuando estan
escritos segun su descomposicién factorial prima, en base al
algoritmo de la division o propiedad distributiva. Dichas
investigaciones informan de ciertas dificultades de los alumnos
en la realizacion de este tipo de tareas y promueven la

realizacion de las mismas.

Adaptacion
socio-
profesional y

cultural

Los contenidos contribuyen a la formacion socio—profesional de

los estudiantes. En efecto, la realizacibn de las tareas

involucradas en el instrumento no solo conllevan la

problematizacion de contenidos matematicos enmarcados en la
Divisibilidad, sino también, aquellos relacionados con la actividad
reflexion, formulacion de

matematica, tales como: andlisis,

conjeturas, validacion, etc.

Educacion en

valores

La tarea de resolucion de los problemas del instrumento de
indagacion apunta a la formacion en valores democraticos,
teniendo en cuenta que la participacion en la misma es de suma

importancia en lo que respecta a la colaboracion con la
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investigacion y, por ende, con la construccion de conocimientos

gue ayudan a mejorar la educacion matematica.

Conexiones
intra e

interdisciplinares

Los contenidos se relacionan con otros contenidos intra e
interdisciplinares. En efecto, el estudio de la Divisibilidad de
nameros naturales o enteros aporta elementos necesarios para el
andlisis de la divisibilidad de polinomios. Asimismo, disponer de
herramientas pertinentes para encontrar mudltiplos, divisores,
multiplos comunes, el minimo comun mdltiplo, el maximo comdn
divisor, etc., son conocimientos que resuelven numerosos tipos
de problemas de otras areas, como, por ejemplo, Fisica, Quimica

y Economia.

6.2.2.3. Analisis de la idoneidad cognitiva

Indicadores

Analisis/ valoraciones

Conocimientos

previos (Se
tienen en
cuenta los
mismos

elementos que
para la
idoneidad

epistémica)

El andlisis de los disefios curriculares, provinciales y nacionales,
las investigaciones que se incluyen como antecedentes y los
libros de textos usuales en el Nivel Medio, nos permite determinar
que los alumnos cuentan con los conocimientos necesarios para
realizar la tarea. No obstante, creemos que la busqueda de
divisores de numeros grandes o la determinacion de si un
namero es divisor, factor, divisible o multiplo de otro, cuando uno
de ellos no estad expresado en base diez, pueden resultar ser
tareas nuevas y dificultosas para algunos alumnos. También
pueden generar inconvenientes las tareas relativas a la
determinacién de un nimero conociendo sus divisores o una lista

acotada de sus multiplos.

Adaptaciones

curriculares a

Una vez realizada la tarea, se pretende socializar las

producciones en el curso, involucrando a todos los alumnos. En

las diferencias | efecto, con autorizacion institucional, se llevardn a cabo

individuales actividades de analisis, reflexion, discusion, avance Yy
mejoramiento de las practicas realizadas.

Aprendizaje: - El instrumento de valoracion persigue determinar el nivel de

(Se tienen en | comprension alcanzado por los alumnos. En efecto, se trata de

cuenta los | encontrar y caracterizar la red de relaciones entre los seis objetos

mismos primarios, definidas en términos de funciones semidticas, en
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elementos para
la idoneidad
epistémica:
situaciones,
lenguajes,
conceptos,
procedimientos,
proposiciones,
argumentos y
relaciones entre

los mismos).

sistemas de practicas de Divisibilidad.

- Pretendemos que las funciones semiédticas que establecen los
estudiantes, nos permita determinar distintos niveles de
comprension.

- Los resultados de esta investigacion seran difundidos, pudiendo
ser de mucho interés para investigadores y docentes. Entre otros
conocimientos tedricos y metodolégicos, los profesores podran
disponer de un instrumento validado, cuyas situaciones—
problemas promueven el establecimiento de una interesante red
de relaciones conceptuales entre objetos basicos de la

Divisibilidad.

6.2.2.4. Andlisis de laidoneidad afectiva

Indicadores

Analisis/ valoraciones

Intereses y
necesidades

Las situaciones—problemas del instrumento se caracterizan por
demandar desafios, andlisis y reflexion, por lo que consideramos
que aportarian a la formacion profesional de los alumnos (futuros
docentes). Asi, en todas las situaciones-problemas se solicita
realizar actividades propias del quehacer matematico como lo
son: plantear la duda, favorecer el andlisis, la reflexion, la
formulacién de conjeturas, la explicacion y validaciéon de las
mismas, la solicitud de exhaustividad en las respuestas, el
estudio de condiciones bajo las cuales una afirmacion se cumple,

etc.

Actitudes

- Se promueve la participacion responsable de los alumnos en
esta tarea. Sobre este aspecto se hace mucho hincapié al
momento de explicar y acordar las caracteristicas y demandas
del trabajo de resolucién de las situaciones del instrumento.

- Durante el planteo de la consigna general, se resalta el pedido
de claridad y precision en el vocabulario usado para comunicar

las producciones.

Emociones

Se promueve la autoestima de los alumnos, desde el hecho de
remarcar la gran importancia que tienen sus producciones para la

realizacion de la investigacion.
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6.2.2.5. Andlisis de laidoneidad interaccional

Indicadores Analisis/valoraciones

Interaccién La interaccion entre el docente y los alumnos se realiza al
docente-alumno | momento de la explicacion de la tarea. El profesor/investigador
usa diversos recursos retéricos y argumentativos para implicar y
captar la atencion de los alumnos. Con predisposicién da

indicaciones, responde preguntas y construye acuerdos.

Interaccion Dadas las caracteristicas de la tarea, no se prevén interacciones
docente-alumno | entre los alumnos a propdsito de la actividad de resolucién de las
y de éstos entre | situaciones del instrumento. No obstante, luego de realizado el
si trabajo, se pretende llevar a cabo algunas sesiones en las que se
retomaran las situaciones—problemas, analizando, discutiendo,
argumentando y validando las producciones. Ademas,
pretendemos lograr consensos en cuanto a la eleccién de la
forma de representacion mas pertinente para una situacion, la
herramienta mas econémica para realizar una determinada tarea
o0 el argumento mas convincente para aceptar o rechazar una

afirmacion.

Autonomia Segun las caracteristicas de la actividad, se busca que los
estudiantes asuman la responsabilidad de la resolucién de todas
las situaciones del instrumento (presentar soluciones; explorar
ejemplos y contraejemplos para analizar y conjeturar; usar una
variedad de herramientas para razonar, hacer conexiones,

resolver problemas y comunicarlos).

Evaluacién La observacion sistematica del progreso cognitivo de los alumnos
formativa se realizar4 en el ambito de las sesiones de clases en donde se
socialicen y discutan las producciones de los estudiantes, una
vez terminada la tarea de resolucién de las situaciones del
instrumento. Para ello, se expondran y problematizaran los
conflictos; se analizaran, discutirdn y se expondran nuevas

preguntas y situaciones que tiendan a superarlos.
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6.2.2.6. Andlisis de laidoneidad mediacional

Indicadores Andlisis/valoraciones
Recursos Se permite el uso de calculadoras, las que podrian ser buenas
materiales herramientas para la realizacion de tareas de Divisibilidad, esto

(Manipulativos,

calculadoras,

es, encontrar divisores y mdltiplos, comprobar si un niamero es

divisible por otro o divisor de otro, realizar cuentas para factorizar

ordenadores) un nimero, etc.

NUimero de | - La actividad de resolucién de las situaciones del instrumento,
alumnos, se realizard& en el horario de cursado de la carrera de
horario y | profesorado, durante aproximadamente dos horas. Esto hace que

condiciones del

aula.

los alumnos no dejen de cumplir con otras obligaciones, como,
por ejemplo, el trabajo. Estimamos que dicho lapso de tiempo es
suficiente para el desarrollo de la actividad.

- Elegiremos un salén de clases en buenas condiciones en
cuanto a la disposicién de espacio, la distribucién de los alumnos,
mobiliarios cémodos, luz adecuada, temperatura agradable,

silencio, etc.

Tiempo (de
ensefanza
colectiva
[/tutorizacion;
tiempo de

aprendizaje)

Se prevén tres sesiones, de tres horas de duraciéon cada una,
para la problematizaciobn y ampliaciébn de los saberes de los
estudiantes, una vez realizada la experiencia con el instrumento.
En caso de detectarse alumnos que sigan teniendo dificultades
de comprension de algunas nociones trabajadas en el
instrumento, podrian organizarse otras sesiones de estudio, en

horarios extra-clases.

6.2.2.7. Valoracion de las idoneidades didacticas

En funcién del analisis realizado, podemos valorar el contenido del instrumento
con idoneidad alta, salvo quizas el caso de la idoneidad interaccional, dado
que, por las caracteristicas de la actividad, no se establecen interacciones

entre docente y alumnos y de éstos entre si, en relacion con el conocimiento.
Los fundamentos de la valoracién realizada son los siguientes:

- La elaboracion del instrumento de recoleccion de informacion sienta sus
bases en investigaciones relacionadas con el tema de interés (incluidas en los
antecedentes de esta tesis), los disefios curriculares y los libros de textos de
uso frecuente en el Nivel Medio de nuestro pais.
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- En relacion con las situaciones—problemas que forman parte del
instrumento, podemos decir que representan una gran variedad de tipos de
problemas del Nivel Medio, a los que responde la Divisibilidad. Las mismas se
presentan en lenguaje coloquial y simbélico. En general, promueven duda,
reflexion y juicio critico en la eleccion de procedimientos adecuados y
argumentos convincentes.

- La resoluciéon de las situaciones del instrumento no solo apunta hacia la
problematizacion de contenidos matematicos enmarcados en la Divisibilidad,
sino también, aquellos propios de la actividad de produccién de conocimientos
matematicos, tales como: reflexion, formulacion de conjeturas y validacion. Por
tal motivo, la realizacion de la tarea aporta buenos elementos para la formacion
profesional del futuro docente.

- A partir de las resoluciones a priori de las situaciones—problemas del
instrumento y del andlisis, determinacion y explicitacion de relaciones
conceptuales presentes en las mismas se puede determinar un interesante
entramado de relaciones conceptuales entre objetos mateméticos primarios.

- Analizamos y determinamos, en la matriz de desempefio, que los alumnos
destinatarios cuentan con los conocimientos necesarios para enfrentar las
resoluciones de las situaciones del instrumento. Todos los objetos matematicos
primarios involucrados en cada una de las resoluciones son contenidos de
ensefianza de la Divisibilidad en el Nivel Medio.

- La agenda de la puesta en aula del instrumento se organiza tratando de
atrapar el interés de los alumnos y promover su participacion responsable y su
espiritu critico. La participacion es de suma importancia en lo que respecta a la
colaboracién con la investigacion y, consecuentemente, con la construccion de
nuevos conocimientos en el ambito de la Educacion Matematica.

- Las acciones se llevan a cabo en tiempo adecuado y espacio y mobiliario

pertinentes.
6.2.3. Matriz de desempefio

En la siguiente matriz, para cada una de las 10 situaciones-problemas del
instrumento, se analizan y elaboran los sistemas de practicas matematicas que

podrian desarrollar los estudiantes cuyas producciones podrian caracterizarse
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segun 4 niveles progresivos de desempefio: novato, aprendiz, experto y

distinguido.

Este trabajo de andlisis a priori se retroalimenta de las producciones de
alumnos durante las distintas exploraciones con el instrumento. Se lo utiliza
como marco de referencia para el analisis de los sistemas de practicas que

desarrollan los alumnos destinatarios del Profesorado.

Problema 1:

a) ¢,3 es divisor de 307?, ¢y de 4737
b) ¢ 3 es factor de 30?

C) (441 es mdltiplo de 7?
Fundamenta tu respuesta.

Niveles de comprensién

3 no es divisor de
473 porque “no
entra” una
cantidad exacta de
veces en este
namero.

b) 3 es factor de
30, porque esta
contenido 10
veces en 30 (el
procedimiento
consiste en sumar
10 veces 3).

c) 441 es multiplo
de 7, dado que el
441 contiene 63
veces a 7 (suma
63 veces 7).

10 y resto O, o
sea, se trata de
una division
exacta.

3 no es divisor
de 473, puesto
que 473:3 no es
una division
exacta.

b) 3 es factor
de 30, porgque
30:3 es una
divisién exacta.
c) 441 es
multiplo de 7,
dado que 441:7
es una division
exacta.

decir, existe un
numero, el 10,
gue multiplicado
por 3 da 30. En
cambio, 3 no es
divisor de 473,
pues no existe
un numero que
multiplicado por
3dé 473.

b) 3 es factor
de 30, porque
es uno de sus

divisores.

c) 441 es
multiplo de 7,
pues este
ndmero es

divisor o factor
de aquel.

Novato Aprendiz Experto Distinguido
Utilizar Utilizar la | Utilizar la | Emplear las
definiciones division para | definicion de | herramientas mas
‘rudimentarias” de | determinar si un | divisor 'y las | pertinentes para resolver
divisor, factor y | nimero es | relaciones la situacion (division,
multiplo: divisor, factor o | conceptuales multiplicacién, criterios
a) 3 es divisor de | multiplo de otro: | entre divisor, | de divisibilidad y
30, porque “entra | a) 3 es divisor | multiplo y factor: | propiedades de la
10 veces en 30" |de 30 porque | a) 3 es divisor | divisibilidad) y relacionar
(Procedimiento: 30:3 tiene | de 30, pues|los objetos Divisor,
sumar 10 veces 3); | cociente igual a | 3x10 = 30, es | Factor, Division, Mdltiplo

y Divisible:
a) 3 es divisor de 30,
pues 3x10 = 30.

En cambio, 3 no es
divisor de 473, pues
473:3, no es una
division exacta.

Ademas, se puede decir
gue 3 no es divisor de
473, ya que, empleando
el criterio de divisibilidad
por 3, la suma de las
cifas de 437 no es
multiplo de 3.

b) 3 es factor de 30,
porque 3x10 = 30.

c) 441 es mdltiplo de 7,
porque 441:7 es una
divisién exacta.
Asimismo, aplicando el
criterio de divisibilidad
por 7, 441 es multiplo de
7, pues 44-2x1=42,
guien es un nudmero
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| maltiplo de 7.

Problema 2: Si se divide al numero “a

para que “b” sea divisor de “a”? Justifica tu respuesta.

por el numero “b”, ¢ existe alguna condicion

Niveles de comprensién

Novato

Aprendiz

Experto

Distinguido

Realizar algunas
divisiones entre los
numeros “a” y “b” y
determinar que, en
los casos en que
se obtiene
cociente natural y
resto 0, b es

divisor de a.

Probar con
divisiones como en
el caso anterior,
pero eligiendo los
nameros “a” y “b”
con cierto control,
descartando, por
ejemplo, la division
entre ndmeros
primos o numeros
consecutivos.

En funcion de ello
determinar que, en
los casos en que
se obtiene
cociente natural y
resto 0, b es
divisor de a.

Haciendo uso del
algoritmo de la
division, en una
divisiébn a:b, con b
distinto de cero,
existen dos Unicos
nameros q y r de
manera tal que a =
bxg+r. Sir = 0, se
tiene que a = bxq,
y entonces “b” es
divisor de “@”,
teniendo en cuenta
la definicibn de
divisor. O sea, en
una division, el
divisor de la
division es divisor
del dividendo,
cuando el resto de

Relacionando los
conceptos de
divisor y multiplo,
determinar que “b”
es divisor de “a”
cuando este
namero es multiplo
del primero. Asi, si
el dividendo “a” es
multiplo del divisor
“b”, siendo b
distinto de 0, la
divisién entre ay b
es igual a un
ndmero c, esto es,
ab = c, y
despejando “a”’,
gueda: a = bxc,
expresion que
indica que “b” es

divisor de “a” y, por
lo tanto, “a@” es
multiplo de “b”.

la division es 0.

Problema 3: Todos los mdultiplos de un nimero, comprendidos entre 370 y 460 son:
380, 399, 418, 437 y 456. ¢ De qué numero se trata?, ¢es Unico? Explica cémo lo/s
encontraste y fundamenta tu respuesta.

Niveles de comprension

Novato Aprendiz Experto Distinguido

Tomando 380
como el n-
ésimo  mudltiplo
de un namero k
y 399 como el
multiplo

siguiente de K,

19 es el numero
buscado, teniendo
en cuenta que dos
multiplos

consecutivos de un
numero a, difieren
en a. Es decir, si

Un elemento del
conjunto  solucion
es el 19, pues es
un factor comun en
la descomposicion
factorial prima de
todos los numeros

Teniendo en cuenta
gue un nuamero es
multiplo de otro si la
divisibn  entre el
primero y el segundo
es exacta, por tanteo
se busca el numero

natural del cual son | de la lista dada. |viendo que la |se toma cualquier
multiplos los nimeros | Eso significa que | consigna da | nUmero de la lista
dados en la consigna, | 19 es divisor de | una lista | dada en la
procediendo asi: todos los numeros | completa y | consigna y se
Se realiza la division | de la lista y, por lo | ordenada de | resta el inmediato
380:2, como la misma | tanto, todos ellos | multiplos de Kk, | anterior, se obtiene
es exacta, se divide | son mdultiplos de | se tiene que: 19.

por 2 el siguiente | 19. 380 = kxn; el| Asi, de una lista
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namero de la lista (el
399); como dicha
divisiébn no es exacta
se descartan que son
multiplos de 2. Luego
se empieza a probar
nuevamente desde el
primer nimero con la

division por 3, es
decir, 380:3,
399:3,.... Como |la

primera divisiébn no es
exacta, se continta
probando,

nuevamente desde el
principio de la lista de
nameros, dividirlos
por 4, ... Se sigue con
este  procedimiento
hasta que todos los
nameros de la lista, al
dividirlos  por un
determinado numero,
da cociente natural y
resto 0, que es el
caso del 19. Por lo

tanto, todos los
nimeros dados en la
consigna son

multiplos de 19.

Conjeturando que -19
también puede ser
solucion (mas aun
teniendo en cuenta

gue la consigna
solicita evaluar la
unicidad de la

solucion), la division
entera exacta entre
los numeros de la
consigna y  -19,
puede constituirse en
un recurso de
validacion.
Si se realiza la
divisibn por 1 de
todos los multiplos
dados, se tiene que 1
también es solucion.
Al igual que el caso
del -19, se puede
conjeturar que -1
también es solucién y
validar con la division
entera.

380 = 2°x5x19

399 = 3x7x19

418 = 2x11x19

437 = 19x23

456 = 19x2°3.
Teniendo en
cuenta la regla de
los signos del
producto de

nameros enteros,
las
descomposiciones
multiplicativas
anteriores pueden
escribirse, por
ejemplo, asi:

380 = 2%(-5)x(-19)
399 = (-3)x7x(-19)
418 = 2x(-11)x(-19)
437 = (-19)x(-23)

456 = (-19)x(-
23)x3.

Estas
descomposiciones
permiten

determinar que -19
es divisor de todos
los nimeros de la
consigna y, por lo
tanto, que todos
ellos son multiplos
de -19.

Otras soluciones:
Cada uno de los
multiplos dados en
la consigna pueden
escribirse segun la
descomposicion
multiplicativa trivial
(ej.: 380 = 1x380 =
(-1)x380, razén por
la cual todos ellos
son mdltiplos de 1

y -1.

multiplo
siguiente, 399 =
kx(n+1),
empleando la
definicion de
“multiplo”.
Restando
miembro a
miembro estas
dos igualdades,
se obtiene k =
19.

Como un
namero entero y
su opuesto
tienen los
mismos
multiplos, -19 es
también

solucién del
problema.

Por otra parte,
teniendo en

cuentaque ly -
1 son divisores

de todos los
ndmeros
enteros, se
tiene que los
ndmeros
enteros dados

en la consigna
son multiplos de
ly-1.

finita, exhaustiva y

ordenada, de
multiplos de un
numero “a”, esto
es: +a, +2a,
+3a,..., +na...,
restando dos
multiplos
consecutivos
cualesquiera  de

esta lista, el mayor

menos el menor,
se obtiene el
ndimero a:
na-(n-l)a = na-
na+a = a,

al igual que:

-na-[-(n+1)a] =
-na+nata = a.

Utilizando este
procedimiento,
restando dos
multiplos

consecutivos

cualesquiera de la
lista, el menor
menos el mayor,
se obtiene -19, la
otra solucioén.

Ademés, como 1y
-1 son divisores de
todos los numeros

enteros, los
nimeros enteros
dados en la
consigna son

multiplos de 1y -1.
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Problema 4: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢ existe algun valor de “a” para que
este numero sea divisible por 3? En caso de que tu respuesta fuera afirmativa,
indica todos los posibles valores de a. Explica cémo lo hiciste y justifica tu

respuesta.

Niveles de comprensién

Novato

Aprendiz

Experto

Distinguido

Asignar valores a
‘a” desde O
hasta 9, y realizar
la divisibn entre
el numero que
resulta y el 3. Si
el cociente es
natural y el resto
es cero, dicho
namero es
divisible por 3.

Determinar de
esta manera que
los posibles
valores de “a@”

son0,3,6009.

Empleando el
criterio de
divisibilidad por
3, sumar las
cifras del
ndmero en
cuestion, esto
es. 1+5+a+4+5
= 15+a. Luego,
“a” debe ser un
nimero de una
cifra que
sumado 15 da
un maltiplo de 3.
Si a = 0, se
obtiene 15+0 =
15, un mdltiplo
de 3; si a =1,
no se obtiene un
multiplo de 3,
etc. Con este
procedimiento,

determinar que
los posibles
valores de “a”
son0,3,60609...

Para que 15a45
sea divisible por 3,
empleando el
criterio de
divisibilidad por 3,
1+5+a+4+5 = 15+a
debe ser multiplo
de 3, o sea 15+a =
3xk, siendo k un
namero natural.
Luego, despejando
“‘@” 'y sacando
factor comun 3,
gueda: a = 3xk-15
= 3x(k-5),
expresion que
indica que “a” es
mdaltiplo de 3 vy
como de la
consigna se
desprende que “a@”
es un digito, sus
posibles  valores
son0, 3,60609.

Para que el numero
15a45 sea divisible por
3, teniendo en cuenta
gue la suma de dos
nameros divisibles por
3 es divisible por 3, “a”
debe ser un digito
divisible por 3. Es
decir, 1+5+a+4+5 =
(1+5+4+5)+a sera
divisible por 3 cuando
“@” lo sea, ya que
145+4+5 = 15 es
divisible por 3. Por lo
tanto, “a” puede asumir
los valores: 0, 3,6 0 9.
Razonando de otra
manera, en el nimero
“15a45”, 15 y 45 son
divisibles por 3, Luego,
teniendo en cuenta que
la suma de dos
nameros divisibles por
3, es divisible por 3, el
namero  “(1+5)+(4+5)”
es divisible por 3.
Finalmente, para que
15a45 sea divisible por
3, (1+5)+(4+5)+a debe
ser divisible por 3, por
lo que resta considerar
que “a” sea divisible
por 3 y, como es un
nimero de una cifra,
sus posibles valores
son: 0, 3,6009.

Problema 5: Se sabe que, si a y b son nimeros naturales y a es divisor de b,
siempre a es menor o igual que b. ¢Sucede lo mismo si los numeros fueran
enteros? ldentifica todas las posibilidades para este caso y justifica tu respuesta.

Niveles de comprensién

Novato

| Aprendiz

| Experto

| Distinguido
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Probar con | Tomar dos
ndameros enteros si | nUmeros  enteros
a es divisor de b | (ambos negativos
(siendo los dos|o de distintos
nameros negativos | signos), sabiendo
0o de distintos | que uno de ellos
signos) y en los | es divisor del otro.
casos en que lo | Apreciar que el
fuera, comparar “a” | divisor puede ser
con “b” y observar | menor, mayor o
gue entre ellos no | igual que el

se establece el
mismo orden que

numero del cual es
divisor. Por ello, el

el que se da entre | orden que se
ndmeros naturales. | establece entre
Es decir, si a es | dos ndameros
divisor de b, en el | enteros, cuando

conjunto de los
ndmeros enteros,

a puede ser
menor, mayor o
igual que b.

uno de ellos es
divisor del otro, no
es el mismo que el
gque se da entre
numeros naturales.

Segun la
definicion, si a es
divisor de b, b =
axc, siendo a, by
(of numeros
enteros. En esta
igualdad, puede

darse el caso que
“b” fuera negativo,
“a” positivo y “c”
negativo (ej. -6 =
2x(-3)). La misma
pone en evidencia
gue 2 es divisor de
-6 y mayor que -6,
razon suficiente
para afirmar que el
orden que se
establece entre
ndameros  enteros
no es el mismo
gue el que se da
entre nameros
naturales, cuando
uno de ellos es
divisor del otro.

Teniendo en
cuenta que, si “a”
es divisor de “b”, lo
es también de su
opuesto “-b”,
cuando “a” es
menor o igual que

“b”, sera mayor o

igual que “b” vy
viceversa. Es
decir, siendo un
ndmero entero

divisor de otro, el
primero puede ser
menor, mayor o
igual que el otro.

Por lo tanto, el
orden que se
establece entre
nimeros enteros
no es el mismo
gue el que se da
entre ndmeros
naturales, cuando
uno de ellos es
divisor del otro.

Problema 6: ¢Es posible que dos numeros enteros distintos tengan los mismos
divisores? Si tu respuesta es afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre.

Justifica tu respuesta.

Niveles de comprensién

Novato Aprendiz Experto Distinguido
Probar al azar | Probar al azar | Realizar un estudio de | Los nameros
(buscando como en casos: como el mayor | solicitados son
ndmeros y sus | nivel anterior, | divisor de un numero | dos enteros
divisores) hasta | pero natural es él mismo, dos | opuestos
encontrar  dos | disponiendo nameros naturales distintos | cualesquiera.
nameros de recursos | nunca pueden tener los | Asi, si a es
enteros gue | mas mismos  divisores, pues | divisor de b, b =
tengan los | econdbmicos difieren al menos en el | a.c, luego, por la
mismos para divisor mayor. Lo mismo | regla de los
divisores.  Por | busqueda, por | ocurre en el caso de dos | signos del
ejemplo, 18 y - | ejemplo, enteros negativos distintos, | producto de los
18 tienen los | eligiendo teniendo en cuenta que el | nimeros enteros,
mismos nameros menor divisor de un entero | se tiene que: -b =
divisores. enteros negativo es €l mismo. Por | -a.c = a.(-c) =
Buscar otros | tengan pocos |lo tanto, si existieran | a.c’, siendo ¢’ un
ejemplos y | divisores nameros con las | nUmero entero.
determinar que | aquellos cuyos | condiciones requeridas, | Esta deduccion
los ndmeros | divisores deberan ser enteros con | muestra que, Si
enteros fueran féaciles | distintos signos. Si fueran | “a” es divisor de
opuestos tienen | de encontrar, | de distintos signos, no | un namero
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los mismos
divisores
enteros.

por ejemplo,
los ndameros
primos.

opuestos, difieren al menos
en el mayor de sus
divisores (o en el menor). Si
fueran opuestos, tienen los
mismos divisores, ya que: Si
a es divisor de b, por la
definicion de divisor, b =
axc; luego: -b = ax(-c), lo
que muestra que “a’ es
también divisor del opuesto
de b.

entero “b”, lo es
también de su
opuesto.

Problema 7: Teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ¢son correctas las siguientes

afirmaciones?:

a) 17 es divisor de 11x17
b) 11x17+1.870 es multiplo de 187
c) 11x17+16 es mdltiplo de 187

Niveles de comprensién

Novato Aprendiz Experto Distinguido
Usar a) Dividir 187 | a) 17 es divisor de | a) 17 es divisor de
definiciones por 17. Como se | 187, pues cumple con | 11x17 porque es un
“rudimentarias” | obtiene cociente | la definicion de divisor, | factor de la
de Divisor y |11y resto 0, se | ya que existe el 11, tal | descomposicion
Multiplo y | tiene que 17 es | que 11x17 = 187. factorial prima de

proceder asi:
a) 17 es divisor

de 11x17,
porque 17
“entra once

veces” en 187
(17+17+17+..)).
b) 2.057
(11x17+1.870)

es multiplo de
187 porque
“contiene 11
veces” a 187
(187+187+...)

C) 203
(11x17+16) no
es multiplo de
187, porque “no

contiene un
nimero exacto
de veces” a
187.

divisor de 187.
b) Expresar el
nimero
11x17+1.870 en
version decimal

(2.057) y
dividirlo por 187.
Como el
cociente es 11y
el resto 0, se
tiene que,
11x17+1.870 (o
2.057) es

multiplo de 187.
c) Expresar el
namero  dado

en version
decimal: 203.
Como la
divisibn  entre

203y 187 no es
exacta, se tiene
que 11x17+16
no es multiplo
de 187.

b) El namero
11x17+1.870 puede
escribirse como:

187+187x10, que es
igual a 187x(10+1) =
187x11, o sea que
11x17+1870 es
multiplo de 187, pues
éste namero, por
definicion, es divisor de
11x17+1870.

c) El nimero 11x17 =
187, es el primer
multiplo de 187,
mientras que el
siguiente  multiplo es
187+187. Como
11x17+16 = 187+16
esta comprendido
entre los dos mudltiplos
consecutivos de 187
recién indicados,
11x17+16 no es
multiplo de 187, dado
que, entre dos
multiplos consecutivos
de un ndmero, no
existe otro mdltiplo.

11x17. En efecto,
todo factor
descomposicion
factorial prima de un
namero
divisor,
puede
como el
entre py g, siendo g
el producto de todos
los otros
primos
descomposicion
factorial
“a”
entonces
definicion de divisor.
b) 11x17+1.870 es
multiplo de 187 ya
que
es la suma de otros
dos
187, 11x17 y 1.870.
c) 11x17+16 no es
multiplo
porque de los dos
sumandos, uno solo
de ellos, el 11x17,
es multiplo de 187.

(1]

p” de la

“a”, es su
pues Ma”
expresarse

producto

factores
de la

prima de

cumpliendo
con la

dicho numero

multiplos de

de 187,
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Problema 8: Si fuera posible, escribe un niumero que tenga:
a) Exactamente cuatro divisores naturales.

b) Mas de 15 divi

sores enteros.

Si te resultdé posible, explica la estrategia que usaste para encontrarlos y si no,
explica por qué no es posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta.

Niveles de comprensién

Novato Aprendiz Experto Distinguido
Buscar a) En este caso | a) Obtener el|a) Teniendo en cuenta que
nameros al | se puede | numero para aplicar la férmula que
azar y | responder buscado a | permite obtener la cantidad
divisores por | rapidamente través de | de divisores naturales de
tanteo hasta | buscando multiplicar 2 | un numero, expresado en
encontrar los | divisores por | nUmeros primos | su descomposicion factorial
nameros que |tanteo, yaque se |p y g. En tal| prima, hay que multiplicar
retinan las | pide un numero | caso, sus | todos los  exponentes,
condiciones con pocos | divisores aumentados en una unidad,
solicitadas en | divisores. naturales seran: | de las bases primas de
el problema. b) Se pueden |1, p, q y pxg.|dicha descomposicion, se

buscar numeros | Ejemplo: 6 = | puede construir un nimero
con cierto control | 2x3, y  sus | con 4 divisores naturales a
sobre la posible | divisores son 1, | partir de resolver una
cantidad de sus | 2, 3y 2x3. potencia de base prima y
divisores, b) Se puede | exponente igual a 3, 0 sea,
descartando, por | construir un | la cantidad de divisores

ejemplo, nimeros
impares  chicos,
nameros primos,
nameros que
resultan del
producto de dos
nameros primos,
etc.

namero a partir
del producto de
3 ndmeros
primos, por
ejemplo, 2x3x5,
cuyos divisores
son: 1, 2, 3, 5,
2x3, 2x5, 3x5 y
2X3X5. Este
nimero tiene 8

divisores
naturales vy, por
lo tanto, 16
divisores
enteros.

pretendida que es 4,
disminuida en una unidad.
Por ejemplo: 2° = 8, y sus
divisores son: 2°, 2! 2%y
28,

b) ElI nimero solicitado
debera tener 16 divisores
enteros 0 mas, por lo que
bastara buscar un nimero
con 8 divisores naturales.
Un nimero que reline estas
condiciones, teniendo en
cuenta lo explicado en el
apartado anterior, es por
ejemplo 2’ = 128.

Problema 9: En una estacion de colectivos, un bus para con una frecuencia de 18
minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢habra un encuentro posterior después
de una coincidencia? Si la respuesta fuera afirmativa, ¢dentro de cuantos minutos,
como minimo, se encontraran en esa estacion, después de haber coincidido en esa

estacion los dos colectivos? Fundamenta tu respuesta.

Niveles de comprension

Novato

Aprendiz

Experto

Distinguido

En el contexto del
problema, listando
ordenada y
exhaustivamente

Multiplicando

18x15, se obtiene
270 que es un
instante de

La razén entre los
tiempos de demora
en regresar a la
estacién de ambos

Se puede hallar la
solucion

empleando el
procedimiento que

134




Andlisis didactico del contenido del instrumento de indagacion

los tiempos
correspondientes a
las paradas de
ambos buses en la
estacion de
referencia,

empezando del

tiempo O minutos,
se puede hallar el
menor tiempo
transcurrido
después de una
coincidencia. Por
lo tanto, existe una
nueva coincidencia
después del
instante 0; dicho
tiempo es de 90
minutos.

coincidencia. Los
instantes de
paradas anteriores
de ambos
colectivos se
pueden hallar con
restas sucesivas.
Por ejemplo, para
el caso del primer
colectivo: 270-18 =
252; 252-18 = 234;

234-18 = 216, ...

Utilizando esta
técnica para
encontrar los
instantes de

paradas de ambos
buses, se pueden
encontrar algunas
coincidencias y
también la menor
de todas, que es
90 minutos.

buses es 5/6.
Luego de 6 vueltas
del colectivo que
tarda 15 minutos y
de 5 vueltas del
gue demora 18
minutos, se dara el
préximo encuentro

(después del
instante 0). Es
decir, volverdn a

encontrarse en la
estacion a los 5x18
minutos y 6x15
minutos, o sea, a
los 90 minutos.

permite hallar el
minimo comun
multiplo, a partir de
la descomposicion
factorial prima de
18 y 15; esto es,
mcm  (18,15) =
3°x2x5 = 90.

Problema 10: Se tienen dos cuerdas que miden 240 cm. y 308 cm. y se las quiere
cortar en trozos que tengan la misma longitud, ¢ cual sera la mayor longitud en que
se las puede cortar, de forma tal que la longitud de corte sea la misma en ambas
cuerdas y que no sobre cuerda? Fundamenta tu respuesta.

Niveles de comprension

Novato Aprendiz Experto Distinguido

En el ambito del | Reconocer que se | Buscar todos los | Empleando el
contexto, buscar al | trata de un | divisores de uno | procedimiento que
azar los trozos | problema de | de los numeros y | permite hallar el
comunes de | maximo comun | comprobar quienes | maximo comun
cuerdas y tomar el | divisor. Empleando | de ellos son | divisor, a partir de
de mayor longitud, | la definicion | divisores del otro | la descomposicion
0 sea, el de 4 cm. | correspondiente, namero, factorial prima de
Este numero | listar todos los | identificando, de | 240 y 308, o sea,
representa la | divisores naturales | esta manera, los | mcd(240,308) =
mayor longitud de | de ambos | divisores comunes | 2°=4.

corte que se puede | numeros; en la | de 240 y 308, que

realizar en ambas | lista queda al|son 1, 2 y 4. La

cuerdas sin que | descubierto el | solucién del

sobren trozos de | maximo entre los | problema esta

cuerdas.

divisores comunes,
el 4, ndmero que
representa la
mayor longitud de
corte.

dada por el mayor
de los divisores
comunes, 0 sea, el
4,
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6.3. Consideraciones generales del capitulo

El andlisis didactico del instrumento de indagacion que se expone en este
capitulo, como se ha adelantado, consta de tres elementos: un analisis
ontosemidtico de cada una de las situaciones-problemas que lo componen, un
estudio de idoneidades didacticas que se constituye en una fuente de
validacion de instrumento y un analisis de practicas resolutorias de sus distintas

situaciones-problemas, clasificadas en cuatro niveles de desempefio.

El analisis ontosemiotico deja al descubierto los objetos matematicos
involucrados en cada una de las situaciones-problemas del instrumento o
aquellos que podrian emerger de sistemas de practicas de los estudiantes
destinatarios, como asi también unas interesantes relaciones entre objetos,
definidas en término de funciones semiédticas. Por ejemplo, quedan explicitas
sendas relaciones conceptuales entre procedimientos, conceptos, propiedades
y argumentos que permiten abordar tareas como la determinaciéon de si un
namero es divisible, divisor, multiplo o factor de otro si uno de ellos esta
expresado en distintas formas como la decimal, factorial, en base al algoritmo
de la division o la propiedad distributiva; como asi también otras relaciones que
resuelven problemas tales como el de encontrar divisores y multiplos o
encontrar un numero, conociendo todos sus divisores o una lista finita y

ordenada de sus multiplos.

El andlisis de idoneidad didactica que se emplea como una de las formas de
validacion del instrumento permite determinar, por ejemplo, que los objetos
matematicos y las relaciones que los vinculan son pertinentes para el Nivel
Medio, que los problemas, intra y extra-matematicos, constituyen una muestra
exhaustiva de problemas de Divisibilidad en este nivel, que los mismos
involucran y promueven la emergencia de una amplia gama de objetos
matematicos primarios de la Divisibilidad y que las condiciones de espacios y

tiempos para la instrumentacion aulica del instrumento son adecuadas.

Asimismo, este estudio pone de relieve que los problemas del instrumento, no

solo promueven la problematizacion de contenidos matematicos sino también

de aquellos relacionados con la actividad matematica, tales como: realizacion

de pruebas, formulacidbn de conjeturas, reflexion, estudios de viabilidad y

exhaustividad en las respuestas, analisis de las condiciones bajo las cuales
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una afirmacion se cumple, explicacion, validacion, etc. Por tal motivo, la
realizacion de estas tareas contribuye a la formacion socio—profesional de los

estudiantes de Profesorado.

También el andlisis de la idoneidad didactica del contenido del instrumento
permite entrever ciertas dificultades potenciales en la resolucion de las
situaciones-problemas del mismo, algunas de las cuales podrian estar
relacionadas con el uso del lenguaje como regulador y constructor de los
significados emergentes en las practicas matematicas de los estudiantes,
teniendo en cuenta que muchas de las denominaciones de los objetos basicos
de la Divisibilidad y de las notaciones que se emplean para nombrarlos, son
muy similares. Otras, podrian tener que ver con la realizacion de tareas de
divisibilidad entre niameros que podrian estar expresados en forma factorial
prima, en base al algoritmo de la divisién o la propiedad distributiva o al tener

que buscar divisores de numeros grandes.

Finalmente, en la rdbrica o matriz de desempefio que se presenta al final del
capitulo se exponen, de manera predictiva, unas posibles practicas que podrian
desarrollar los estudiantes a proposito de la resolucion del contenido del
instrumento. Los mismos fueron elaborados por el investigador al principio de la
investigacién y ampliados, completados o sustituidos a partir de los andlisis a
posteriori realizados sobre las practicas de alumnos del nivel superior en las
distintas instancias en que se enfrentaron con las diferentes versiones del

instrumento.

La rubrica se constituye en una excelente herramienta de referencia para
efectuar el andlisis de los sistemas de practicas de los ingresantes al
Profesorado, pues en las resoluciones de las situaciones-problemas se ponen
en juego una gran variedad de relaciones conceptuales entre recursos
linglisticos, de procedimientos y argumentativos (definiciones, proposiciones,
propiedades, deducciones, ...), clasificados en cuatro niveles de desempefio:

novato, aprendiz, experto y distinguido.
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CAPITULO 7

Resultados y andlisis

7.1. Introduccion

En este capitulo se analiza la comprension de la Divisibilidad, alcanzada por los
estudiantes de la FaCENA-UNNE, ingresantes a la carrera de Profesorado en
Matemética.

Se toma como contexto de analisis las practicas matematicas de estos
alumnos, las que fueron desarrolladas a partir de la resolucion del contenido de

la altima version del instrumento de indagacion.

Para ello, se elaboraron unas tablas en las que se identificaron las funciones
semidticas involucradas en dichas practicas personales. Las mismas se
exponen en los anexos. Cabe aclarar que en dichas tablas se recuperan
funciones semioticas correctas, no erréneas ni incompletas, dado que el interés
de esta tesis se dirige a la determinacién y valoracion de lo que los alumnos

comprenden.

Estas funciones semidticas se clasifican en niveles de comprension. En cada
nivel, se exploran, determinan y analizan las redes de relaciones conceptuales

involucradas en las funciones semioticas correspondientes.
7.2. Caracterizacion de laindagacion

La ultima exploracion se llevé a cabo a principios del afio 2018, en una de las
primeras clases de la asignatura Algebra 1, en la FaCENA, durante

aproximadamente dos horas.

Los alumnos fueron previamente invitados a participar. En ese momento se
dieron a conocer los motivos, las caracteristicas y los requerimientos de la

exploracion.

En la instancia de prueba, asistieron 20 estudiantes, quienes trabajaron de
manera muy ordenada y con mucha responsabilidad. La amplia mayoria lo hizo

hasta cerca del final del tiempo estipulado.

Luego de haber analizado las practicas personales, se convocO a varios
estudiantes para pedirles la ampliacion de algunas producciones, relacionadas
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por ejemplo con la falta de claridad en el uso del lenguaje, la falta de
comprension de un procedimiento, definicion, propiedad, deduccion, etc. o la

ausencia de fundamentacion.

Las entrevistas se realizaron individualmente, en horarios extra clases. Las

mismas se exponen en la seccion de los anexos.

7.3. Clasificacién de las funciones semioticas detectadas en las practicas
de estudiantes

Las funciones semiéticas establecidas por los estudiantes durante la resolucion
de las situaciones-problemas del instrumento, se clasifican de la siguiente

manera:

1. Funcion semidtica actuativa (FSA): cuando su contenido es un
procedimiento, una técnica, una manera de hacer.
2. Funcion semidtica argumentativa: clasificadas, a su vez, en:
- Argumentativa conceptual (FSAC): la que tiene como contenido una
justificacion dada a través de una definicién o concepto.
- Argumentativa proposicional (FSAP): cuando su contenido es una
justificacion basada en una propiedad.
- Argumentativa con contraejemplo (FSAContraej): cuando su contenido
es una justificacion dada a partir de un contraejemplo.
- Argumentativa deductiva (FSAD): cuando su contenido es una
justificacion basada en una deduccion.
Cabe aclarar que no se espera el surgimiento de nuevos objetos matematicos
en las practicas de los estudiantes, al momento de resolver las situaciones-
problemas del instrumento, ya que el propdsito de la exploracién se dirige a
recuperar los conocimientos que disponen. Lo que se busca es la justificacion
de las producciones empleando definiciones, propiedades, deducciones,

contraejemplos, etc.
7.4. Andlisis de la comprension alcanzada por los estudiantes

El anadlisis de la comprensién alcanzada por los estudiantes se lleva a cabo a

través de la determinacion de niveles de comprension.

En cada nivel, se explicitan las funciones semidticas pertenecientes al mismo y

se indican y analizan las redes de relaciones conceptuales involucradas en las
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mismas. En dicho analisis, se pone énfasis en el contenido de las funciones

semiobticas.

Dichos niveles estan definidos en términos de la variedad, riqueza matemética
y complejidad de las relaciones conceptuales involucradas en las funciones
semidticas pertenecientes a los mismos. La complejidad se justifica, ademas,

en el nUmero de alumnos que ponen en juego una funcion semiética.

Ademas de la clasificacion en niveles de las funciones semioticas, el analisis de
redes de relaciones conceptuales puestas en funcionamiento por los
estudiantes, aporta sustanciales elementos para valorar la comprensiéon que

tienen sobre la Divisibilidad.
7.4.1. Nivel 1: Funciones semidticas actuativas

A este nivel pertenecen las funciones semioticas cuyo contenido es un
procedimiento, técnica o manera de hacer (FSA), establecidas por los

estudiantes para resolver problemas de Divisibilidad en el Nivel Medio.

Cuando algun problema o tipo de problema no fue abordado o resuelto a través
de alguna funcion semiética actuativa, en la tabla siguiente se colocan puntos

suspensivos.

Tipo de problema FSA establecidas pararesolverlo

cUn nimero es divisor de | - Establecida entre el problema y el procedimiento de
otro? la divisibn (para determinar si un nudmero es
¢cUn namero es factor de | divisor/factor de otro).

otro? - Establecida entre el problema y el procedimiento de
buscar un ndmero ¢ que multiplicado por a dé b (a
divisor de b, a factor de b).

- Establecida entre el procedimiento de buscar un
niamero ¢ que multiplicado por a dé b y el
procedimiento de la division para encontrar ese factor
c (divisor/factor).

- Establecida entre el problema y el procedimiento
asociado a un criterio de divisibilidad (sélo para

determinar si un namero es divisor de otro).
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¢Un nimero es mudltiplo de

otro?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
la division.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
buscar un ndmero ¢ que multiplicado por a dé b (b
multiplo de a).

- Establecida entre el procedimiento de buscar un
niamero ¢ que multiplicado por a dé b y el
procedimiento de la division para encontrar ese factor
C.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de

multiplicar un ndmero “a” por cada uno de los
nameros naturales (para determinar si un namero “b”

es multiplo de “a”).

¢En qué condiciones el
de

divisor del dividendo?

divisor la divisibn es

¢De cudles niumeros son
multiplos los nimeros de una
lista acotada, ordenada Yy

exhaustiva de multiplos?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
restar dos multiplos consecutivos, el mayor menos el
menor (para encontrar una solucion positiva).

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
hallar por tanteo un divisor comun de todos los
multiplos dados.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
tanteo consistente en buscar un nimero que sumado
a un multiplo dé el mdltiplo siguiente.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
hallar la descomposicion factorial prima de todos los
multiplos dados en la consigna (para determinar un

factor coman del cual son mdaltiplos esos niumeros).

¢,Cudl es el valor del literal
que tiene un nimero en una
de sus cifras para que el
mismo resulte ser divisible

por otro?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
tanteo (para asignar un valor al literal).

- Establecida entre el procedimiento de tanteo para
asignar un valor al literal y el procedimiento de la
division para determinar que un numero es divisible
por 3.

- Establecida entre el procedimiento de tanteo para
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asignar un valor a un literal y el procedimiento que

deviene del criterio de divisibilidad por 3.

¢Cuél es el orden que se
establece entre los nimeros
enteros a y b, cuando a es
divisor de b?

¢(Es  posible que dos

nameros enteros tengan los

mismos divisores?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
tanteo (para buscar divisores y encontrar dos nimeros

enteros que tienen los mismos divisores).

¢, Cual es (o cuales son) el

namero que tiene una

cantidad dada de divisores

naturales? ¢y enteros?

- Establecida entre el procedimiento de tanteo (para
encontrar un ndamero con los requerimientos de la
consigna) y el procedimiento de tanteo (para buscar

divisores de un namero).

¢,Cual es el minimo comdun

multiplo de dos numeros?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
sumar minutos, a partir del primer mdultiplo hasta
obtener el préximo tiempo de coincidencia.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
calculo del minimo comun mdltiplo, el que consiste en
multiplicar los factores comunes y no comunes con el

mayor exponente.

¢,Cual es el maximo comdun

divisor de dos nimeros?

- Establecida entre el problema y el procedimiento de

calculo del méaximo comuUn divisor, buscando
divisores, identificando los comunes y tomando el
mayor.

- Establecida entre el problema y el procedimiento de
calculo del madximo comun divisor, el que consiste en
los factores comunes con el

multiplicar menor

exponente.

7.4.2. Redes de relaciones conceptuales involucradas en las funciones

semiobticas actuativas

En esta seccidén se analizan y explicitan las redes de relaciones conceptuales

involucradas en las funciones semioticas (FS) establecidas entre:
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i. Tipos de problemas y procedimientos: los tipos de problemas
considerados en la primera columna de la tabla anterior y los
procedimientos que se emplean para resolverlos.

ii. Procedimientos entre si: los procedimientos o técnicas que se relacionan
para resolver esos tipos de problemas.

- FS que relaciona el problema de determinar si un nUmero es divisor,
factor o multiplo de otro y el procedimiento consistente en:
a) Realizar una division: En esta funcidbn semidtica esta involucrado el
procedimiento de la division para determinar que un namero es divisor,
factor o multiplo de otro. Es decir, si la division a:b tiene cociente entero y
resto cero, se tiene que “b es divisor y factor de a” y “a es multiplo de b”.
b) Buscar un factor c: Se usa el procedimiento que consiste en buscar un
namero ¢ que multiplicado por a dé b, para determinar que “a es divisor
o factor de b” y “b es multiplo de a”. El factor “c” puede encontrase
rapidamente en los casos en los que se relacionan nimeros chicos. En
otros casos, se emplea la division para hallarlo; “c” es el cociente de la
divisién entera exacta b: a.
- FS que relaciona dos procedimientos (para determinar si un nimero
es divisor, factor o multiplo de otro):
Se tratan de los procedimientos: buscar el mencionado factor “c” y emplear la
division (entera exacta) para encontrarlo.

[{peel)

Si un numero “a” es divisor de otro numero “b”, la division b:a tiene cociente
entero “c” y resto 0. En este caso, b=axc. Luego, se puede decir que “a” es
divisor o factor de “b” o que “b” es multiplo de “a”, dado que existe un numero
“c” tal que b=axc.

- FS que relaciona el problema de determinar si un numero es divisor
de otro y el procedimiento asociado a un criterio de divisibilidad:

En general los criterios de divisibilidad determinan cuando un nuamero es
“divisible” por otro. Usar un criterio de divisibilidad para decidir si un numero es
“divisor” de otro implica identificar correctamente la relaciéon establecida entre
las nociones de “divisor” y “divisible”.

- FS que relaciona el problema de determinar si un numero “b” es
multiplo de otro numero “a” y el procedimiento de multiplicar “a” por

cada uno de los numeros naturales:

143



Resultados y analisis

Queda aqui en evidencia el uso del procedimiento que consiste en multiplicar
“a” por cada uno de los numeros naturales hasta obtener “b”. Si eso ocurre, se
tiene que “b” es multiplo de “a”.
Dependiendo del tamafio de los nimeros, podria tener que realizarse muchas
multiplicaciones. Para evitar esta cuestion, habria que empezar a realizar
multiplicaciones cuyos resultados estén proximos a “b”.
- FS que relaciona el problema de determinar de cudles nUmeros son
multiplos los numeros de una lista acotada, ordenada y exhaustiva de
multiplos, y el procedimiento consistente en:
a) Restar dos multiplos consecutivos:
Los numeros dados en la consigna son multiplos consecutivos, ordenados
de menor a mayor y acotados entre dos niumeros naturales.
El procedimiento nombrado, consiste en tomar cualquiera de ellos y restar
el inmediato anterior. Cualesquiera sean esos multiplos, de manera
econdmica, permite encontrar una de las soluciones positivas.
b) Buscar (por tanteo) un divisor comun de todos los numeros
(mdaltiplos) dados:
El procedimiento involucra buscar por tanteo los divisores de los nimeros
dados (multiplos), hasta encontrar un divisor comuin de todos ellos. El
mismo, tiene por multiplos a todos esos numeros. Puede observarse una
relacion entre las nociones de divisor y multiplo.
C) Buscar un numero que sumado a un mdultiplo dé el multiplo
siguiente:
Se toma un numero cualquiera de entre los multiplos dados y se busca
por tanteo el nimero que sumado a éste dé el multiplo siguiente.
El procedimiento involucra conocer que en una lista ordenada de menor a
mayor y exhaustiva de multiplos de “a”, cada multiplo se obtiene sumando
“a” al anterior.
d) Obtener la descomposicion factorial prima de todos los multiplos
dados en la consigna:
Este procedimiento permite dejar explicito un factor comun de todos los
multiplos dados. Dicho factor tiene a todos los nameros dados en la

consigna como multiplos.
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La técnica permite resolver cualquier problema del tipo de problemas que se
esta considerando, mientras se pueda determinar la descomposicion factorial
de los multiplos dados.
Puede observarse el establecimiento de una relacion entre las nociones de
factor y multiplo.
- FS que relaciona dos procedimientos para determinar el literal que
tiene un numero “a” (en una de sus cifras), para que resulte ser divisible
por otro:

a) Tanteo y division:

Se relaciona el tanteo para asignar un valor de una cifra al literal que tiene

un numero “a” en una de sus cifras y la técnica de dividir, para decidir si
“a” resulta ser divisible por un niumero.

La division no se emplea Unicamente como recurso de decision, ya que
en algunos casos se utiliza para corroborar que “a” es divisible por un
namero, habiendo establecido una conjetura sobre el tipo de nimero que
tiene que ser dicho literal. EI hecho de anticipar las caracteristicas del
literal, optimiza la tarea realizada a partir del “tanteo sin control”.

b) Tanteo y aplicacion de un criterio de divisibilidad:

Se emplea el tanteo para asignar un valor de una cifra al literal que tiene

un numero “a” en una de sus cifras, y la técnica que deviene de la
aplicacién de un criterio de divisibilidad, para decidir si “@” resulta ser
divisible por un namero.
La divisibn no se emplea Unicamente como recurso de decision, ya que
en algunos casos se utiliza para corroborar que “a” es divisible por un
namero, habiendo establecido una conjetura sobre el tipo de nimero que
tiene que ser dicho literal. EI hecho de anticipar las caracteristicas del
literal, supera el procedimiento de “tanteo sin control”.
- FS que relaciona el problema de determinar si existen dos niumeros
enteros que tengan los mismos divisores y el procedimiento de tanteo:
El procedimiento de tanteo consiste en buscar divisores de algunos numeros
hasta encontrar ejemplos de dos numeros (enteros opuestos) que tienen los
mismos divisores enteros.
Se evidencia, ademas, una relacion entre el problema asociado a la tarea de

buscar divisores y ciertos procedimientos para encontrarlos, tales como:
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division, obtencion de descomposiciones multiplicativas, aplicacion de algun
criterio de divisibilidad, etc.
- FS que relaciona dos procedimientos, ambos de tanteo, para abordar
el problema consistente en la determinacion de un numero (0 mas de uno)
con una cantidad dada de divisores naturales y enteros:
El problema da como dato la cantidad de divisores (ya sean, naturales o
enteros) y solicita determinar un nimero que cumpla con esos requerimientos.
El procedimiento consiste en buscar al azar nimeros y calcular por tanteo sus
divisores, hasta encontrar dos numeros enteros que tengan los mismos
divisores. Con esta técnica se puede emplear mucho tiempo en resolver el
problema, inclusive, no garantiza abordar con éxito la tarea.
- FS que relaciona un problema de minimo comdn multiplo de dos
numeros y el procedimiento consistente en:
a) Obtener los multiplos de dos numeros naturales “a” y “b” (a través
de sumas) y tomar el menor de los comunes:
El procedimiento consiste en obtener los multiplos del numero natural “a”,
sumando una, dos, ..., n veces “a’, empezando desde “a’. De igual
manera, se obtienen los multiplos de “b”. El procedimiento termina cuando
se encuentra el primer multiplo comun.
Esta técnica puede caracterizarse como econdémica cuando haya que
calcular el minimo comun multiplo de dos numeros pequefios (0
relativamente pequefios), cuya diferencia sea también pequefa (o
relativamente pequea).
b) Céalculo del mem a partir de la descomposicion factorial prima de
ambos numeros:
La aplicabilidad del procedimiento involucra poder obtener la
descomposicion factorial prima de ambos numeros. En caso de lograrlo,
el mcm de dos (0o mas) numeros se obtiene multiplicando los factores
comunes y no comunes, con el mayor exponente.
- FS que relaciona un problema de maximo comun divisor de dos
numeros y el procedimiento consistente en:
a) Buscar divisores de ambos numeros y tomar el mayor de los

comunes
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El procedimiento conlleva la busqueda de divisores y la identificacion de

los divisores comunes, tomando de entre los mismos, el mayor.

La técnica sera poco econdémica en los casos de tener nUmeros grandes o
gue tengan muchos divisores o que sea dificil encontrarlos (ej. nimeros

primos grandes o producto de primos grandes).

b) Calculo del mcd a partir de la descomposicion factorial prima de
ambos numeros:

La posibilidad de aplicacion del procedimiento involucra poder obtener la
descomposicion factorial prima de ambos numeros. En caso de lograrlo,
el mcd de dos (0 mas) numeros se obtiene multiplicando los factores

comunes provistos del menor exponente.

7.4.3. Nivel 2: Funciones semioticas argumentativas conceptuales,

proposicionales y con contraejemplos

A este nivel pertenecen las funciones semidticas cuyo contenido es una
argumentacion dada por: una definicién, un concepto (FSAC), una propiedad

(FSAP) o un contraejemplo (FSAContrae)).

Tipo de problema FSAC, FSAP y FSAContraej establecidas para

resolverlo

Un namero es divisor | FSACL: Establecida entre el problema y la definicion de
de otro? divisor: a es divisor de b, si existe un numero c, tal que b =
Un nimero es factor de | a.c (para justificar que un nimero es divisor de otro).

otro? FSAC2: Establecida entre los conceptos de divisor y
multiplo (para justificar que un namero es divisor de otro).
FSAC3: Establecida entre las nociones de divisor y
divisible (para justificar que un numero es divisor de otro).
FSAC4: Establecida entre los conceptos de factor y divisor
(para justificar que un nimero es factor de otro).

FSACS5: Establecida entre los conceptos de factor y
multiplo (para justificar que un namero es factor de otro).
FSAC6: Establecida entre los conceptos de factor y
divisible (para justificar que un nimero es factor de otro).
FSAP1: Establecida entre el problema de determinar si un

namero es factor o divisor de otro y la justificacion dada a
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través del criterio de divisibilidad por 3.
FSAP2: Establecida entre el problema y la propiedad: un
factor de una descomposicién multiplicativa de un numero,

es divisor del mismo.

¢Un nimero es mdltiplo

de otro?

FSACL: Establecida entre el problema y la definicion de
multiplo: a es mdltiplo de b si la division a:b da por
resultado un namero entero (para justificar que un nimero
es multiplo de otro).

FSAC2: Establecida entre el problema y la definicion de
multiplo: a es mdltiplo de b, si existe un nimero c, tal que
a = b.c (para justificar que un numero es multiplo de otro).
FSAC3: Establecida entre los conceptos de divisor y
multiplo (para justificar que un nimero es mdltiplo de otro).
FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: la
suma de dos mdltiplos de un numero es mudiltiplo del
mismo (para justificar que un ndimero, expresado en base

a la propiedad distributiva, es mdltiplo de otro).

¢En qué condiciones el
divisor de la division es

divisor del dividendo?

FSAC1: Establecida entre el problema y el concepto: el
divisor de la division es divisor del dividendo, cuando el
dividendo es multiplo del divisor.

FSAC2: Establecida entre el problema y el concepto: el
divisor de una division es divisor del dividendo cuando la

divisién tiene cociente entero y resto 0.

De cuales numeros

son multiplos los

nimeros de una lista
acotada, ordenada vy

exhaustiva de multiplos?

FSACL: Establecida entre el procedimiento de restar dos
multiplos consecutivos para encontrar el niamero del cual
son multiplos y la justificacion dada por el concepto: entre
dos o0 mas multiplos consecutivos de un nuimero a, hay
una diferencia igual a “a”.

FSAC2: Establecida entre el procedimiento de restar dos
multiplos consecutivos, el mayor y el menor, y la
justificacion dada por el concepto: en una progresion
aritmética la razon (el 19) se halla restando un término
cualquiera y el anterior (para encontrar el numero del cual
son multiplos (razon)).

FSAC3: Establecida entre el procedimiento de hallar la

descomposicién factorial prima de todos los mdltiplos
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dados, buscando un factor comun y la justificacion a través
del concepto: el factor comin de la descomposicion
factorial prima de unos numeros los tiene a todos ellos
como multiplos.

FSACA4: Establecida entre dos conceptos: el nimero del
cual son mdltiplos los elementos de una sucesion
ordenada, finita y exhaustiva, es un divisor comun de esos
elementos.

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad:
todos los nimeros naturales son multiplos de 1.

FSAP2: Establecida entre el problema y la propiedad: 1 es

divisor de todos los nimeros naturales.

;Cual es el valor del

literal que tiene un
namero en una de sus
cifras para que el mismo

resulte ser divisible por

FSAP1: Establecida entre el procedimiento de tanteo para
asignar un valor al literal que tiene un nimero para que éste
resulte ser divisible por 3 y la justificacibn dada por el
criterio de divisibilidad por 3.

FSAP2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para

otro? asignar un valor al literal que tiene un niUmero para que éste
resulte ser divisible por 3 y la propiedad: la suma de dos
numeros divisibles por 3, es divisible por 3.

¢El orden que se | FSAPL: Establecida entre el problema y la propiedad: si a

establece  entre  dos | es divisor de b, es también divisor de —b.

ndmeros, cuando uno de
ellos es divisor del otro, es

elmismoenNyenZ?

FSAContraejl: Establecida entre el problema y un

contraejemplo.

¢Es posible que dos
ndmeros enteros tengan

los mismos divisores?

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: los
nameros enteros opuestos tienen los mismos divisores.

FSAP2: Establecida entre el problema y la propiedad: 1y -
1 son divisibles por 1 y -1 (1 y -1 tienen los mismos

divisores).

¢,Cudl es (o cudles son)
el nimero que tiene una
dada de

divisores naturales? ¢y

cantidad

enteros?
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¢Cudl es el minimo | FSACL: Establecida entre el procedimiento de ir sumando
comun mdltiplo de dos | “t” minutos, a partir del primer multiplo (t), hasta obtener el
ndameros? proximo tiempo de coincidencia (entre buses), y la
definicion: el minimo comdn multiplo de dos nimeros es el

menor de todos los multiplos comunes.

¢Cudl es el maximo | FSACL: Establecida entre el procedimiento de calculo del
comun divisor de dos | maximo comun divisor, buscando divisores, identificando
nameros? los comunes y tomando el mayor, y la definicion: el
maximo comun divisor de dos nimeros es el mayor de sus

divisores comunes.

7.4.4. Redes de relaciones conceptuales involucradas en las funciones
semidticas argumentativas (conceptuales, proposicionales y con

contraejemplos)

En esta seccidén se analizan y explicitan las redes de relaciones conceptuales

involucradas en las funciones semiéticas establecidas entre:

I. Tipos de problemas y argumentos: los tipos de problemas considerados
en la primera columna de la tabla anterior y los argumentos (conceptos,
definiciones, propiedades, contraejemplos) que se emplean para
resolverlos.

[I. Procedimientos y argumentos: los argumentos (conceptos, definiciones,
propiedades) que fundamentan los procedimientos.

lll. Argumentos entre si: los argumentos (conceptos, definiciones,

propiedades) que se relacionan para resolver esos tipos de problemas.

- FS que relaciona el problema de determinar si un numero es divisor
de otro y las definiciones de estos objetos:

La funcion semiética tiene como contenido la definicién de divisor: a es divisor
de b, si existe un numero c de tal manera que b = axc. La técnica asociada
consiste en buscar “c”. Para ello, dependiendo del tamafio de los numeros, es
conveniente realizar la division b:a, apelar a un criterio de divisibilidad, etc.

- FS que relaciona dos conceptos para determinar que un namero es

divisor o factor de otro:
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a) Divisor y multiplo: en la FS se pone de manifiesto que un nidmero a es
divisor de un nimero b, si b es mdltiplo de a.
El establecimiento de esta relacion entre estos dos objetos primarios pone de
manifiesto un nuevo problema, que consiste en determinar si un namero es
multiplo de otro. Una apreciacion similar vale en los cuatro apartados
siguientes.

- Divisor y divisible: un namero a es divisor de un numero b, cuando b es

divisible por a.

Factor y divisor: un nimero a es factor de un nimero b, si es un divisor

del mismo.

Factor y mdltiplo: un niamero a es factor de un nimero b, cuando b es

multiplo de a.

Factor y divisible: un nimero a es factor de un nimero b, cuando b es
divisible por a.

- FS que relaciona el problema de determinar si un namero es divisor

o factor de otro y una propiedad:

a) La propiedad asociada a un criterio de divisibilidad: por medio de la
aplicacion y fundamentacion de un criterio de divisibilidad, se determina
que un namero es factor o divisor de otro.

b) La propiedad que expresa que “un factor de una descomposicién
multiplicativa de un nimero, es divisor del mismo”: para decidir que a es
divisor o factor de b, se busca una descomposicién multiplicativa de b,
siendo “a” uno de sus factores.

- FS que relaciona el problema de determinar si un numero es multiplo
de otro y las definiciones:

a) Un ndamero a es multiplo de un nimero b, si la division a:b tiene cociente
entero y resto 0.

b) Esta definicion involucra una técnica apropiada para resolver el
problema correspondiente.

c)Un namero a es multiplo de un numero b, si existe un nimero c, tal que a
= bxc.

No siempre es sencillo encontrar una determinada descomposicion
multiplicativa de un numero, sin emplear la division, algun criterio de

divisibilidad, la descomposicion factorial prima, etc.
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- FS que relaciona los conceptos de divisor y multiplo para determinar
gue un niumero es multiplo de otro: el nimero a es multiplo del nUmero b,
Si b es divisor de a.
El establecimiento de esta relacion conceptual involucra poder determinar si un
namero es divisor de otro.
- FS que relaciona el problema de determinar si un nUmero es multiplo
de otro y la propiedad que expresa que “la suma de dos multiplos de un
numero, es multiplo del mismo”’:
Para determinar si a es multiplo de b, esta FS involucra poder expresar “a”
como la suma de dos o mas mdltiplos de b.
Si a es un numero grande del cual no se sabe si es multiplo de b, puede
descomponerse en sumandos mas pequefios que sean multiplos de b,
aportando a la resolucién del problema.
Asimismo, si “a” esta expresado en base a la propiedad distributiva, es multiplo
del factor comun correspondiente y, por lo tanto, de cada uno de los sumandos.
- FS que relaciona el problema de determinar las condiciones bajo las
cuales el divisor de la divisién es divisor del dividendo y los conceptos:
a) El divisor de la divisibn es divisor del dividendo, cuando el
dividendo es multiplo del divisor.
En esta FS se utiliza el término “divisor” para nombrar un nimero (uno de
los elementos de la divisién) y también para denotar una relacion entre
nameros (ser divisor de).
Para explicitar la condicion solicitada en la consigna, se establece una
relacion entre las nociones de divisor y multiplo. El problema emergente
tiene que ver con poder decidir si un niamero es mdultiplo de otro (el
dividendo del divisor).
b) El divisor de la divisién es divisor del dividendo cuando la division
correspondiente tiene cociente entero y resto O.
- Fs que, para resolver el problema de determinar de cuél niumero son
multiplos los numeros de una lista ordenada, exhaustiva y acotada de
multiplos, relaciona el procedimiento de restar dos multiplos
consecutivos y la justificacion dada por el concepto:
a) Entre dos o mas multiplos consecutivos de un nimero a, hay una

diferencia igual a “a”.
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Este concepto tiene asociada una técnica adecuada para resolver el
problema de interés. Involucra restar dos numeros, reconociendo que la
lista de multiplos es consecutiva y completa (entre dos cotas).
b) En una progresion aritmética la razon (el nimero requerido) se
halla restando un término cualquiera y el anterior.
Se reconoce que la lista de multiplos dada es una progresion aritmética
cuya razén es uno de los numeros requeridos.
Ninguno de estos conceptos hace emerger el 1 como solucion. Ello
ocurre, a partir del empleo de propiedades que se indican mas adelante.
- FS que relaciona el procedimiento de hallar la descomposicién
factorial prima de todos los multiplos dados, buscando un factor comuan
(para resolver el problema anterior) y el concepto: el factor comun de la
descomposicion factorial prima de unos numeros los tiene a todos ellos
como multiplos.
En tanto se pueda obtener la descomposicion factorial prima de todos los
multiplos dados, la técnica garantiza la resolucion de la situacion.
- FS que relaciona dos conceptos para resolver el problema anterior:
el namero del cual son multiplos los elementos de una sucesién
ordenada, finitay exhaustiva, es un divisor comun de ellos.
Este concepto pone de manifiesto el nuevo problema relacionado con la tarea
de hallar divisores e identificar el divisor comun.
- FS que relaciona el problema anterior con la propiedad:
a) Todos los niameros son multiplos de 1.
Esta propiedad exhibe al 1 como una de las soluciones positivas.
b) 1 es divisor de todos los numeros.
El empleo de esta propiedad para abordar el problema requiere tener
disponible la relacion: 1 es divisor de todos los numeros naturales, por lo
que, todos ellos son multiplos de 1.
- FS que relaciona un procedimiento y una propiedad, para resolver el
problema de encontrar el literal que tiene un niamero para que el mismo
sea divisible por otro:
a) Tanteo para buscar dicho literal y la justificacion dada por un

criterio de divisibilidad.
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Por medio del tanteo se busca el valor de una de las cifras de un nimero
(literal). La busqueda puede ser al azar (basta con probar con los digitos)
0 con cierto control (si se tiene alguna conjetura acerca del tipo de
namero que corresponde).
Una vez asignado un valor al literal, el empleo de un criterio de
divisibilidad permite comprobar que el ndmero en cuestion resulta ser
divisible por un determinado numero.
b) Tanteo para buscar el literal y la propiedad: la suma de dos numeros
divisibles por un tercero, es divisible por éste.
Como se trata de determinar la cifra desconocida de un numero, para que
éste resulte ser divisible por 3 (problema del instrumento), se suman las
cifras sin el literal, obteniéndose un multiplo de 3. Por ello, en funcion del
criterio de divisibilidad por 3, el literal debe ser un digito multiplo de 3.
El conocimiento de la propiedad mencionada y del criterio de divisibilidad
por 3, mejoran sustancialmente la técnica de tanteo para abordar la
situacion.
- FS que relaciona el problema de la determinacion del orden que se
establece entre dos nameros enteros, cuando uno de ellos es divisor del
otro, y la propiedad: si a es divisor de b, es también divisor de -b.
En el conjunto de los niumeros naturales, si a es divisor de b, a es menor o
igual que b.
La propiedad mencionada, permite determinar que en el conjunto de los
nameros enteros no ocurre lo mismo. Asi, como a es divisor de —b, siendoay b
nameros naturales, sucede que a es mayor que —b. Es decir, en Z, un divisor
puede ser mayor que el nimero correspondiente.
- FS que relaciona el problema de la determinacion del orden que se
establece entre dos numeros, cuando uno de ellos es divisor del otro, y
un contraejemplo.
Como ya se expresO anteriormente, si a y b son nimeros naturales y a es
divisor de b, a es siempre menor o igual que b. Para desacreditar que ocurre lo
mismo en el conjunto de los nUmeros enteros, se usa un contraejemplo.
- FS que relaciona el problema de la determinacion de la existencia de
dos numeros que tengan los mismos divisores y la propiedad:

a) Los numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores.
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Es una propiedad que de estar disponible permite responder la pregunta
en cuestion de manera pertinente.
b) 1y -1 son divisibles por 1y -1.
Es una propiedad que, a pesar de no extenderse al caso general de dos
nameros enteros opuestos, permite responder la cuestibn sobre la
existencia de dos nimeros enteros que tienen los mismos divisores.
Se establece una relacion entre las nociones de “divisor” y “divisible”; esto
es, si a es divisor de b, b es divisible por a.
- FS que relaciona el procedimiento de calculo del minimo comun
multiplo, buscando multiplos e identificando el menor de los comunes, y
la definicién: el minimo comun multiplo de dos nimeros es el menor de
todos los multiplos comunes.
El establecimiento de esta FS implica identificar un problema extramatematico
de “encuentros” entre dos moviles como un problema de minimo comun
multiplo entre dos nimeros naturales.
Los multiplos de ambos numeros se van obteniendo sumando una cantidad “t;”
(tiempo de demora del primer movil), a partir del primer multiplo positivo “t;”
(idem para t;), hasta obtener el proximo instante de encuentro (después de un
instante 0). Es decir, los multiplos de ambos numeros se obtienen a través de
sumas reiteradas, identificAndose el menor mdltiplo comuin positivo como la
solucién de la cuestion.
En el caso de disponer de numeros grandes, de nimeros cuya diferencia es un
ndamero grande o de tener que obtener el minimo comun mdltiplo de mas de
dos nameros, esta practica resolutoria se torna poco adecuada.
- FS que relaciona el procedimiento de célculo del maximo comun
divisor, buscando divisores, identificando los comunes y tomando el
mayor, y la definicion: el maximo comun divisor de dos numeros es el
mayor de sus divisores comunes.
El establecimiento de esta FS implica identificar un problema extramatematico
de “optimizacion de cortes de longitudes” como un problema de maximo comun
divisor entre dos numeros naturales.
La definicion indicada tiene asociada una técnica que implica obtener divisores

e identificar el mayor de los comunes.
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La busqueda de divisores de numeros que tienen muchos divisores, de
nameros primos grandes, de numeros que resultan del producto de primos

grandes, etc. resulta ser una tarea dificil, por lo que esta forma de resolucién

del problema no siempre es pertinente.

7.4.5. Nivel 3: Funciones semidticas argumentativas deductivas

A este nivel pertenecen las funciones semidticas que tienen como contenido

una argumentacién dada a través de una deduccion (FSAD).

Tipo de problema

FSAD establecidas para resolverlo

¢Un namero es divisor de otro?

¢&Un namero es factor de otro?

¢Un nimero es multiplo de otro?

relaciona el problema vy la

Que
argumentacion: 11x17+1870 = 187+187x10
= 187x(1+10) = 187x11. Por lo tanto, el
nimero dado es mdltiplo de 187 (para
determinar que un nimero expresado en
base a la propiedad distributiva es multiplo

de otro).

¢,En qué condiciones el divisor de la

division es divisor del dividendo?

¢,De cuales numeros son multiplos los
de

ordenada y exhaustiva de multiplos?

ndameros una lista acotada,

¢, Cual es el valor del literal que tiene
un nimero en una de sus cifras para
gue el mismo resulte ser divisible por

otro?

¢Cudl es el orden que se establece
entre los ndameros enteros a y b,

cuando a es divisor de b?

Establecida entre el problema y Ia
argumentacion: si a y b son numeros
naturales y a|b, se sabe que asb. Si alb,
entonces, al-b, siendo a>-b, considerando
que a y b son nimeros naturales. En este
caso, al ser el divisor mayor que el niumero,
el orden que se establece entre ay b en Z

no es el mismo que en N.

¢ Es posible que dos numeros enteros
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tengan los mismos divisores?

¢, Cuél es (o cuales son) el numero que | ......
tiene una cantidad dada de divisores

naturales? ¢y enteros?

¢Cual es el minimo comun mdltiplo de | ......

dos nimeros?

¢, Cual es el maximo comun divisor de | Establecida entre el problema y la
dos nameros? argumentacién: como hay una relacion de
5/6 entre las demoras de ambos buses, el
gue tarda mas tiempo (18 min.) dara 5
vueltas y el que tarda menos (15 min.), 6
vueltas, para volver a encontrarse. El
primero realiza 5 vueltas en 90 min., y el
otro, 6 vueltas en 90 min. O sea, se

volveran a encontrar a los 90 min.

7.4.6. Redes de relaciones conceptuales involucradas en las funciones

semidticas argumentativas deductivas

En esta seccidén se analizan y explicitan las redes de relaciones entre objetos
matematicos primarios, involucradas en las funciones semiédticas establecidas
entre los tipos de problemas considerados en la tabla anterior y las

argumentaciones deductivas.

- FS que relaciona el problema de determinar si un namero expresado
en base a la propiedad distributiva es multiplo de otro, y la deduccion:
11x17+1180 = 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11, por lo tanto, 11x17+1180
es multiplo de 187.

Hay un reconocimiento que 11x17+1180 es un numero. No hay necesidad de
obtener la version decimal del mismo para responder la pregunta acerca de si

es multiplo de 187.

En el desarrollo de la deduccion se ponen en funcionamiento conocimientos de
tipo procedimental, como sumar y obtener descomposiciones multiplicativas de
un namero. Asimismo, se emplean definiciones y propiedades: la definicion de

multiplo (la que indica que un numero es multiplo de un factor de una
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descomposicion multiplicativa del mismo) y la propiedad distributiva del

producto respecto de la suma de niumeros naturales.

- FS que relaciona el problema de determinar el orden que se
establece entre dos numeros, cuando uno es divisor de otro, y la
deduccién: Si a y b son numeros naturales y alb, se sabe que a<b. Si a|b,
entonces, al-b, siendo a>-b, considerando que a y b son nimeros naturales. En
este caso, al ser el divisor mayor que el numero, el orden que se establece
entre ay b en Z no es el mismo que en N.

Esta argumentacion deductiva, desarrollada en lenguaje simbdlico y coloquial,
permite responder la pregunta planteada.

Puede apreciarse el establecimiento de una relacion entre las nociones de
“divisor” y “divide”, ya que en el problema se pide relacionar dos numeros,
cuando uno de ellos es divisor del otro, y en la argumentacion aparece
planteada la relacion “divide”, inclusive, con la notacién pertinente.

En el desarrollo de la deduccidén se aprecia la correcta identificacion de los
nameros a y b en la relacion alb, como asi también, el uso de la propiedad: si
a|b, entonces, al-b. La misma permite determinar que la relacién entre a y b,
cuando el primero es divisor del segundo, no es la mismaen Ny Z.

- FS que relaciona un problema de minimo comun multiplo, y la
deduccién: Como hay una relacién de 5/6 entre las demoras de ambos buses,
el que tarda mas tiempo (18 min.) dara 5 vueltas y el que tarda menos (15
min.), 6 vueltas, para volver a encontrarse. El primero realiza 5 vueltas en 90
min., y el otro, 6 vueltas en 90 min. O sea, se volveran a encontrar a los 90 min.
Esta deduccion, desarrollada en lenguaje coloquial, permite responder la
cuestiéon planteada.

Se establece una relacion entre los tiempos de demora de los buses a través
de una razén aritmética.

Se deduce, a partir de esta relacion, la cantidad de vueltas que deben dar
ambos colectivos antes de volver a encontrase. Hay un reconocimiento del
hecho de que el colectivo que tarda méas tiempo en regresar a la estacion,
realizara menos vueltas hasta volver a encontrarse con el otro bus que tarda
menos, Yy viceversa. Con estos conocimientos, multiplicando numeros

naturales, se puede resolver el problema planteado.
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Este tipo de practicas, no habituales en el Nivel Medio, permite abordar

problemas de minimo comun multiplo entre dos nimeros naturales.
7.5. Consideraciones generales del capitulo

En este capitulo se analiza la comprensién de la Divisibilidad alcanzada por los
estudiantes de la FaCENA-UNNE, ingresantes a la carrera de Profesorado en
Matematica. Para ello, se recuperan las funciones semiédticas que elaboran a
propasito de la resolucién de las situaciones-problemas de la ultima version del
instrumento de indagacion y se las clasifica en niveles de comprension, los que
estan definidos en términos de la variedad, riqueza matematica y complejidad
de las relaciones conceptuales involucradas en las funciones semioticas que
incluyen. La complejidad se justifica, ademas, en el nimero de alumnos que

ponen en juego una funcién semidtica.

Al primer nivel, pertenecen las funciones semioticas actuativas; al segundo, las
funciones semidticas argumentativas conceptuales, proposicionales y con
contraejemplos, mientras que el tercer nivel, incluye las funciones semiéticas

argumentativas deductivas.

El analisis de las practicas de los estudiantes, en términos de funciones
semidticas, pone en evidencia un gran numero de objetos matematicos
primarios pertenecientes a la Divisibilidad y activa un conglomerado de

relaciones conceptuales entre ellos, en cada uno de los niveles.

En el primer nivel, se establecen relaciones entre problemas y procedimientos y

entre estos Ultimos entre si.

Para realizar tareas que tienen que ver con la determinacion de si un namero
es divisor (o factor), multiplo (o divisible) de otro o con la basqueda de divisores
y mudltiplos, aparecen relacionadas la multiplicacion y la division. Asi, para
saber si a es divisor o factor de b o b es multiplo de a (o divisible por a), la
bdsqueda de un niumero ¢ que multiplicado por a dé b, se realiza generalmente
mediante la divisién, aunque también aparecen técnicas de tanteo y otras

relacionadas con los criterios de divisibilidad.

Para buscar un namero, a partir de una lista acotada, ordenada y completa de
sus multiplos, se despliegan procedimientos que relacionan este problema con

una resta o con la descomposicion factorial prima de los nimeros de esa lista.
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En el primer caso, una de las soluciones positivas se obtiene restando un
multiplo cualquiera y su inmediato anterior. En el segundo caso, la
descomposicion factorial prima explicita uno de los nimeros buscados (el otro,
o sea el 1, surge mediante el empleo de una propiedad). En ciertos casos, una
de las soluciones positivas se encuentra buscando los divisores de los numeros
de la lista y tomando el comun. La comprobacién se realiza encontrando los
nameros que, multiplicados por la solucion, dé cada uno de los multiplos de la
lista. Ademas, se evidencian procedimientos de tanteo para buscar un nimero

gue, sumado a cualquier nimero de la lista, dé el multiplo siguiente.

En la tarea que implica obtener un nimero que tenga una cantidad dada de
divisores, aparecen relacionados los procedimientos de tanteo: para buscar el

namero correspondiente y también sus divisores.

Los problemas de minimo comudn mdultiplo o maximo comun divisor, involucran
procedimientos que devienen de la definicibn nominal de estos objetos o que
se relacionan con la descomposicion factorial prima de los numeros
correspondientes. En el primer caso, buscando mdltiplos y divisores de dos
nameros y tomando el menor de los multiplos comunes o el mayor de los
divisores comunes, respectivamente. En el segundo, multiplicando los factores
comunes y no comunes con el mayor exponente o realizando el producto de los

factores comunes con el menor exponente, respectivamente.

En el segundo nivel, se establecen relaciones entre problemas y argumentos
(definiciones, propiedades, contraejemplos), procedimientos y argumentos y

argumentos entre si.

Los contenidos de las funciones semiéticas dejan explicitos importantes

definiciones y propiedades de los objetos de la Divisibilidad.

Para justificar que un numero es factor (o divisor), multiplo (o divisible) de otro,
de ponen de manifiesto las definiciones de estos objetos, algunos criterios de
divisibilidad y varias relaciones conceptuales entre los mismos (ejemplo: divisor
y multiplo: a es divisor de b, si b es mdultiplo de a). Asimismo, aparecen
implicadas ciertas propiedades, como la que indica que “la suma de dos
multiplos de un numero es multiplo de este” o que “un factor de una

descomposicion multiplicativa de un nimero es divisor del mismo”.
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En cuanto a la solicitud de determinaciéon de las condiciones para que el divisor
de la division sea divisor del dividendo, se ponen de manifiesto interesantes
relaciones entre un numero (divisor como elemento de la divisién) y una
relacion entre numeros (ser divisor de). Las funciones semidticas
correspondientes relacionan este problema con conceptos como: “el divisor de
la division es divisor del dividendo, cuando el dividendo es multiplo del divisor”
o “el divisor de una division es divisor del dividendo cuando la division tiene

cociente entero y resto 0”.

En relacion con el problema de hallar ciertos nUmeros enteros, conociendo una
lista acotada, ordenada y exhaustiva de multiplos, aparecen relacionados el
procedimiento de restar dos multiplos consecutivos y conceptos como los
siguientes: “entre dos 0 mas multiplos consecutivos de un numero a, hay una
diferencia de a” o “en una progresion aritmética, la razon se halla restando un
término cualquiera y el anterior”. Ademas, se ven relaciones ciertos significados
de los objetos Mdltiplo y Divisor, como por ejemplo, “el factor comun de la
descomposicion factorial prima de unos numeros los tiene a todos ellos como
multiplos” o “el numero del cual son multiplos los elementos de una sucesion
ordenada, finita y exhaustiva, es un divisor comun de esos elementos”.
Teniendo en cuenta a las propiedades, emergen las siguientes para resolver la
situacion indicada recientemente: “todos los numeros naturales son multiplos

de 1” 0 “1 es divisor de todos los nimeros”.

Para analizar si el orden que se establece entre dos niumeros, cuando uno de
ellos es divisor del otro, es el mismo en N y Z, las funciones semiéticas
detectadas en las practicas de los alumnos relacionan este problema con un
contraejemplo o con la propiedad “si un numero es divisor de otro, es también
divisor de su opuesto”; en ambos casos para afirmar que el orden sefialado no

es el mismo en esos conjuntos.

Ante la cuestion de analizar la existencia de dos numeros enteros que tengan
los mismos divisores, emerge una propiedad resolutoria de esta cuestion: “los

numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores”.

Para resolver problemas de maximo comun divisor y minimo comun multiplo,
las funciones semioéticas que se establecen relacionan estas cuestiones con las
definiciones nominales de estos objetos.
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Finalmente, en el tercer nivel, se establecen relaciones entre problemas y
argumentaciones deductivas. Solo se responden tres situaciones del

instrumento de indagacion.

En el problema de determinacion acerca de si un nimero (expresado en base a
la propiedad distributiva) es multiplo de otro, en la deduccion correspondiente,
aparecen relacionadas las nociones de descomposicion multiplicativa de un
namero, propiedad distributiva y divisor. Precisamente, al nimero en cuestion
se lo transforma en un producto de dos factores (mediante una descomposicion
multiplicativa y la aplicacion de la propiedad distributiva), respondiendo asi la

pregunta de la consigna, empleando la definicién de divisor.

En cuanto a la situacion que solicita determinar el orden que se establece entre
dos numeros, cuando uno de ellos es divisor del otro, la argumentacion
deductiva permite desacreditar que dicho orden es el mismo en los conjuntos N
y Z, poniendo de relieve una importante propiedad de la relacién Divide: si a|b,

entonces, a|-b.

Considerando un problema de minimo comun multiplo (encuentro entre dos
moviles), el contenido de la funcidon semiotica establecida para resolverlo deja
en evidencia que se establece una relacion entre los tiempos de demoras de
los méviles, a través de una razon aritmética. Luego, se deduce a partir de esta
relacion, la cantidad de vueltas que deben dar ambos moviles antes de volver a
encontrase (considerando el instante 0 como el primer encuentro). Con estos
conocimientos, multiplicando niumeros naturales (cantidad de vueltas y tiempo

de demora de cada movil), se resuelve el problema planteado.
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CAPITULO 8

Conclusiones

8.1. Consideraciones generales

En este capitulo recuperamos las conclusiones a las que hemos arribado en la
investigacion, teniendo en cuenta el objetivo general que nos hemos propuesto,
el que se dirige a valorar la comprension alcanzada, en el Nivel Medio, por los
estudiantes que inician la carrera de Profesorado en Matemética, en la
Facultad de Ciencias Exactas, Naturales y Agrimensura de la Universidad
Nacional del Nordeste, sobre objetos mateméaticos de la Divisibilidad. Dicha
valoracion se realiza a través del andlisis y clasificacion de las funciones
semidticas que estos estudiantes establecen cuando resuelven situaciones-
problemas de Divisibilidad, y de las redes de relaciones conceptuales
involucradas en esas funciones semidticas. Godino (2003) sostiene que el
hecho de comprender un objeto (ostensivo 0 no, concreto o abstracto) por parte
de un sujeto (persona o institucién) se interpreta en términos de las funciones
semidticas que tal sujeto puede establecer. Asimismo, Font (2002), indica que
el hecho de considerar que las funciones semiéticas tienen un papel muy
importante en el proceso relacional entre entidades (o grupos de ellas),
activadas en practicas que se realizan dentro de un determinado juego de
lenguaje, permite también entender la comprensiéon en términos de funciones
semidticas. En efecto, se puede interpretar la comprension de un objeto por
parte de un sujeto en términos de funciones semidticas que el mismo puede
establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que se pone en juego al

objeto como funtivo (expresion o contenido).

Para cumplir con el objetivo trazado, construimos y validamos un instrumento
de indagacion, conformado por una muestra de problemas de Divisibilidad, que

fue suministrado a los estudiantes.

El andlisis ontosemidtico de las practicas de los estudiantes, que han trabajado
con la version final del instrumento, nos permiti6 determinar y clasificar
funciones semidticas, en términos de una amplia red de relaciones entre

objetos matematicos de la Divisibilidad.
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Para la presentacion de las conclusiones, seguiremos el orden que nos marco

los objetivos especificos de la investigacion.

Finalmente, exponemos las limitaciones de la investigacion y las perspectivas

futuras para continuar con el estudio.

8.2. Determinacion y clasificacion de funciones semiodticas en las

practicas de los estudiantes

En las practicas de los estudiantes, se determinan las funciones semiédticas que
elaboran para resolver las situaciones-problemas del instrumento de

indagacion.

Se clasifican estas funciones teniendo en cuenta la variedad, riqueza
matematica y complejidad de las relaciones conceptuales en ellas involucradas.
La complejidad se justifica, ademas, en el nimero de alumnos que ponen en

juego una funcion semiotica.
La clasificacion es la siguiente:

1. Funcidon semibtica actuativa (FSA): cuando su contenido es un
procedimiento, una técnica, una manera de hacer.

2. Funcién semittica argumentativa: clasificadas, a su vez, en:

- Argumentativa conceptual (FSAC): la que tiene como contenido una
justificacion dada a través de una definicién o concepto.

- Argumentativa proposicional (FSAP): cuando su contenido es una
justificacion basada en una propiedad.

- Argumentativa con contraejemplo (FSAContraej): cuando su contenido es
una justificacion dada a partir de un contraejemplo.

- Argumentativa deductiva (FSAD): cuando su contenido es una justificacion
basada en una deduccion.

Esta clasificacion nos permitid determinar niveles de comprension que los
estudiantes tienen del objeto Divisibilidad, en el Nivel Medio. Asi, los que solo
establecen funciones semibticas actuativas, pertenecen al primer nivel.
Aquellos que, ademas, pueden elaborar funciones semioticas argumentativas
(conceptuales, proposicionales y a partir de contraejemplos), estan en el
segundo nivel; mientras que los que pueden establecer funciones semioticas

argumentativas deductivas, pertenecen al tercer nivel.
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8.3. La red de relaciones conceptuales involucrada en las funciones

semiobticas

El andlisis de las practicas de los estudiantes, en términos de funciones
semidticas, pone en evidencia un gran numero de objetos matematicos
primarios pertenecientes a la Divisibilidad y activa un conglomerado de

relaciones conceptuales entre ellos.
8.3.1. Lared de relaciones en las funciones semioticas del primer nivel

Se establecen relaciones entre problemas y procedimientos y entre estos

ultimos entre si.

Para realizar tareas que tienen que ver con la determinacion de si un ndmero
es divisor (o factor), multiplo (o divisible) de otro o con la busqueda de divisores
y multiplos, aparecen relacionadas la multiplicacion y la division. Asi, para
saber si a es divisor o factor de b o b es multiplo de a (o divisible por a), la
bldsqueda de un nimero ¢ que multiplicado por a dé b, se realiza generalmente
mediante la divisibn, aunque también aparecen técnicas de tanteo y otras

relacionadas con los criterios de divisibilidad.

Para buscar un namero, a partir de una lista acotada, ordenada y completa de
sus multiplos, se despliegan procedimientos que relacionan este problema con
una resta o con la descomposicion factorial prima de los nimeros de esa lista.
En el primer caso, una de las soluciones positivas se obtiene restando un
mualtiplo cualquiera y su inmediato anterior. En el segundo caso, la
descomposicion factorial prima explicita uno de los numeros buscados (el otro,
o sea el 1, surge mediante el empleo de una propiedad). En ciertos casos, una
de las soluciones positivas se encuentra buscando los divisores de los nUmeros
de la lista y tomando el comun. La comprobacién se realiza encontrando los
nameros que, multiplicados por la solucion, dé cada uno de los mdultiplos de la
lista. Ademas, se evidencian procedimientos de tanteo para buscar un nimero

qgue, sumado a cualquier nimero de la lista, dé el multiplo siguiente.

En la tarea que implica obtener un nimero que tenga una cantidad dada de
divisores, aparecen relacionados los procedimientos de tanteo: para buscar el

namero correspondiente y también sus divisores.
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Los problemas de minimo comidn mdltiplo o maximo comuan divisor, involucran
procedimientos que devienen de la definicibn nominal de estos objetos o que
se relacionan con la descomposicion factorial prima de los numeros
correspondientes. En el primer caso, buscando multiplos y divisores de dos
nameros y tomando el menor de los mdultiplos comunes o el mayor de los
divisores comunes, respectivamente. En el segundo, multiplicando los factores
comunes y no comunes con el mayor exponente o realizando el producto de los

factores comunes con el menor exponente, respectivamente.
8.3.2. Lared de relaciones en las funciones semioticas del segundo nivel

Se establecen relaciones entre problemas y argumentos (definiciones,
propiedades, contraejemplos), procedimientos y argumentos y argumentos

entre si.

Los contenidos de las funciones semiéticas dejan explicitos importantes

definiciones y propiedades de los objetos de la Divisibilidad.

Para justificar que un namero es factor (o divisor), multiplo (o divisible) de otro,
se ponen de manifiesto las definiciones de estos objetos, algunos criterios de
divisibilidad y varias relaciones conceptuales entre los mismos (ejemplo: divisor
y multiplo: a es divisor de b, si b es mdultiplo de a). Asimismo, aparecen
implicadas ciertas propiedades, como la que indica que “la suma de dos
multiplos de un numero es multiplo de este” o que “un factor de una

descomposicién multiplicativa de un numero es divisor del mismo”.

En cuanto a la solicitud de determinacion de las condiciones para que el divisor
de la division sea divisor del dividendo, se ponen de manifiesto interesantes
relaciones entre un numero (divisor como elemento de la divisiébn) y una
relacion entre nuameros (ser divisor de). Las funciones semibticas
correspondientes relacionan este problema con conceptos como: “el divisor de
la division es divisor del dividendo, cuando el dividendo es multiplo del divisor”
o “el divisor de una divisién es divisor del dividendo cuando la division tiene

cociente entero y resto 0.

En relacién con el problema de hallar ciertos nUmeros enteros, conociendo una
lista acotada, ordenada y exhaustiva de multiplos, aparecen relacionados el

procedimiento de restar dos multiplos consecutivos y conceptos como los
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siguientes: “entre dos 0 mas multiplos consecutivos de un numero a, hay una
diferencia de a” o “en una progresion aritmética, la razén se halla restando un
término cualquiera y el anterior”. Ademas, se ven relaciones ciertos significados
de los objetos Multiplo y Divisor, como por ejemplo, “el factor comun de la
descomposicion factorial prima de unos numeros los tiene a todos ellos como
multiplos” o “el numero del cual son multiplos los elementos de una sucesion
ordenada, finita y exhaustiva, es un divisor comun de esos elementos”.
Teniendo en cuenta a las propiedades, emergen las siguientes para resolver la
situacion indicada recientemente: “todos los numeros naturales son multiplos

de 1”7 0 “1 es divisor de todos los numeros”.

Para analizar si el orden que se establece entre dos numeros, cuando uno de
ellos es divisor del otro, es el mismo en N y Z, las funciones semiéticas
detectadas en las practicas de los alumnos relacionan este problema con un
contraejemplo o con la propiedad “si un numero es divisor de otro, es también
divisor de su opuesto”; en ambos casos para afirmar que el orden sefialado no

es el mismo en esos conjuntos.

Ante la cuestion de analizar la existencia de dos numeros enteros que tengan
los mismos divisores, emerge una propiedad resolutoria de esta cuestién: “los

numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores”.

Para resolver problemas de maximo comun divisor y minimo comun multiplo,
las funciones semiodticas que se establecen relacionan estas cuestiones con las

definiciones nominales de estos objetos.
8.3.3. Lared de relaciones en las funciones semioéticas del tercer nivel

Se establecen relaciones entre problemas y argumentaciones deductivas. Solo

se responden tres situaciones del instrumento de indagacion.

En el problema de determinacion acerca de si un nimero (expresado en base a
la propiedad distributiva) es multiplo de otro, en la deduccion correspondiente,
aparecen relacionadas las nociones de descomposicion multiplicativa de un
namero, propiedad distributiva y divisor. Precisamente, al nimero en cuestiéon
se lo transforma en un producto de dos factores (mediante una descomposicion
multiplicativa y la aplicacion de la propiedad distributiva), respondiendo asi la

pregunta de la consigna, empleando la definicion de divisor.
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En cuanto a la situacion que solicita determinar el orden que se establece entre
dos numeros, cuando uno de ellos es divisor del otro, la argumentacion
deductiva permite desacreditar que dicho orden es el mismo en los conjuntos N
y Z, poniendo de relieve una importante propiedad de la relacion Divide: si a|b,

entonces, al-b.

Considerando un problema de minimo comdn multiplo (encuentro entre dos
moviles), el contenido de la funcion semidtica establecida para resolverlo deja
en evidencia que se establece una relacion entre los tiempos de demoras de
los moviles, a través de una razon aritmética. Luego, se deduce a partir de esta
relacion, la cantidad de vueltas que deben dar ambos méviles antes de volver a
encontrase (considerando el instante 0 como el primer encuentro). Con estos
conocimientos, multiplicando nameros naturales (cantidad de vueltas y tiempo

de demora de cada movil), se resuelve el problema planteado.

8.4. Dificultades que persisten en la comprension de objetos matematicos
referidos a la Divisibilidad

Si bien en esta tesis no se persigue el objetivo de identificar las funciones
semidticas incompletas o erréneas, pues estamos valorando la comprension,
pensamos que la recuperacién de las principales dificultades observadas en las
practicas de los estudiantes, puede ayudar al profesor cuado vaya a disefiar

procesos de ensefianza y aprendizaje de la Divisibilidad. Algunas de ellas son:

a) Los estudiantes no suelen poder encontrar todos los divisores de un
namero, al no disponer de herramientas pertinentes para hacerlo, sobre
todo, cuando se trata de un nimero grande o de un nimero con muchos

divisores. Tampoco analizan la exhaustividad de la busqueda.

b) En la realizacion de lo que podriamos llamar “tarea inversa” al calculo de
divisores, esto es, buscar un numero conociendo sus divisores o la
cantidad de ellos, los estudiantes solo disponen de técnicas de tanteo,
consistentes en la busqueda azarosa del nimero solicitado, a través de
la identificacion de sus divisores. Lo mismo ocurre, en menor medida,
cuando se requiere hallar un nimero, conociendo una lista acotada,

ordenada y exhaustiva de sus multiplos.
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c) Cuando los numeros estan expresados en base al teorema fundamental
de la aritmética, la propiedad distributiva o el algoritmo de la division, los
alumnos necesitan obtener su version decimal, para realizar tareas
béasicas de divisibilidad.

d) El estudio de las condiciones bajo las cuales una afirmacion resulta ser
verdadera, suele ser una tarea inconclusa. Tal es el caso de determinar
en qué condiciones el divisor de una division es divisor del dividendo
(aun pudiendo, en general, relacionar divisor y mduiltiplo) o decidir si el
orden que se establece entre dos numeros naturales, cuando uno de
ellos es divisor del otro, es el mismo que el que se da entre dos nimeros
enteros. Otro ejemplo de esta cuestion lo constituye la tarea que
involucra decidir si existen niameros enteros con los mismos divisores y
el andlisis de las condiciones respectivas.

e) También parecieran ser dificultosas para los estudiantes, por haber sido
resueltas en muy pocos casos, las situaciones problematicas de maximo

comun divisor y minimo comun multiplo.
8.5. Sintesis de los aportes que realiza esta investigaciéon
Los aportes fundamentales de este trabajo estan dirigidos a:

a) Docentes del Nivel Medio: se provee una muestra de problemas de
Divisibilidad, que contempla algunas situaciones requeridas en el ambito
de investigaciones en Didactica de la Divisibilidad y en los disefios
curriculares. Por nombrar algunas interesantes, por no ser habituales en
las aulas e involurar una amplia red de relaciones conceptuales,
podriamos referirnos a aquellas tareas que requieren trabajar con
nameros expresados en base al teorema fundamental de la aritmética, el
algoritmo de la division o la propiedad distributiva, como asi también, las
que conllevan la busqueda de numeros, conociendo sus divisores y
algunos de sus multiplos.

Asimismo, los docentes lectores, disponen también de elementos
tedricos y metodoldgicos para realizar el andlisis a priori de actividades

de enefanza.
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Conocen, ademas, las producciones que efectivamente los alumnos
pueden realizar, esto es, los procedimientos que emplean, los recursos
argumentativos, el lenguaje utilizado y sus principales dificultades.

b) Docentes de la carrera de Profesorado en Matematica: cuentan con el

aporte de valiosos conocimientos relacionados con los saberes previos
de los estudiantes y con las dificultades generales que tienen, en la
comprension de la temética en cuestion. Esta base es fundamental para
planificar actividades de mejora.
Disponen también de criterios generales para proponer a los futuros
profesores, el disefio de tareas de ensefianza, orientado por un
minucioso analisis didactico, llevado a cabo desde la perspectiva del
Enfoque Ontosemiotico.

c) Investigadores en Educacién Matematica: cuentan con el conocimiento
metodoldgico de una investigacion basada en el disefio, orientada por
herramientas de andlisis de un enfoque tedrico y metodoldgico de la
Educacion Matematica.

Estos actores pueden complementar dichos conocimientos con las
fuentes epistémicas y didacticas referenciales y con la caracterizacion
de las formas de construccion, valoracion, suministro y evaluacion de un
instrumento de indagacion de la comprension de un objeto matematico

de ensefianza.
8.6. Dificultades y limitaciones de la investigacion

Un primer aspecto especialmente observado fue la longitud total del
instrumento de indagacion. Fue importante precisar los contenidos de la
Divisibilidad que debieron estar involucrados en los problemas que lo
conforman, sabiendo siempre que no se trataba de reconstruir las clases de
problemas a los que responde este objeto en el Nivel Medio. El desafio
consistié en elaborar un instrumento con un variado conjunto de problemas que
incluya y relacione la mayor cantidad de objetos de la Divisibilidad en el nivel
indicado, pero que, a la vez, pueda ser respondido por los estudiantes en un
tiempo aceptable, a fin de evitar cansancio y desinterés. La revision de los
disefios curriculares, libros de textos, investigaciones relacionadas, pruebas

pilotos de las sucesivas versiones del instrumento, los analisis didacticos
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permanentes de las practicas de estudiantes y el constante analisis de la

idoneidad didactica del instrumento, hicieron posible superar tal desafio.

Otra dificultad, digna de destacar, fue poder determinar si se realizaria la
exploracién sobre la ultima version del instrumento con todos los alumnos de
Algebra 1 o no. Se decidi6 explicar claramente los alcances de la actividad para
después invitarlos a participar, tratando de promover un mayor nivel de
compromiso.

Debe tenerse en cuenta que las conclusiones a las que se arriba son validas en
el contexto en el cual se encuentran los estudiantes que conforman la muestra,

lo cual constituye una limitacion de la investigacion.
8.7. Perspectivas futuras de investigacion

La determinacién y clasificacion de las funciones semidticas, empleadas para
valorar la comprension de los estudiantes destinatarios de la exploracion,
emergieron de un contexto particular. La investigacion podria desarrollare en
otros contextos, a partir del andlisis de otros sistemas de practicas.

Asimismo, podria dirigirse a la elaboracion de otros instrumentos de
indagacién, que contengan una variedad diferente de problemas, que
involucren objetos matematicos y relaciones conceptuales distintos.

Durante el analisis de los resultados obtenidos, se evidencié una amplia gama
de funciones semidticas errbneas e incompletas, que podrian analizarse y
clasificarse. Esta tarea no fue realizada en la tesis, dado que lo que se persigue
es determinar lo que los estudiantes comprenden sobre la Divisibilidad, no lo
gue no saben sobre este objeto. A modo de ejemplos, hay muchos casos que
dan cuenta de la escasez de recursos pertinentes para determinar si un
namero es factor, multiplo, divisor o divisible por otro, como asi también, para
realizar tareas que tienen que ver con la determinacion del o de los nameros,
conociendo sus divisores o multiplos. De igual manera, las practicas de los
estudiantes muestran la necesidad de obtener la expresion decimal de los
nameros expresados en su descomposicion factorial prima, en base al
algoritmo de la division o propiedad distributiva, para realizar tareas de
Divisibilidad.

Ademas, queda pendiente la elaboracién de actividades de ensefianza sobre el

tema, donde se planteen todas o algunas de las situaciones-problemas del
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instrumento de indagacion y se favorezca el surgimiento de objetos primarios
de la Divisibilidad y de relaciones entre los mismos, como herramientas

resolutorias.

Finalmente, es necesario tener en cuenta que la comprension lograda por un
estudiante, en un momento dado de su trayectoria escolar, dificilmente llegue a
ser total, aunque tampoco nula, sino que abarca aspectos parciales de los
diversos componentes y niveles de abstraccion posibles. El reconocimiento de
la complejidad sistémica del significado del objeto implica, ademas, saber que
Su apropiacion por parte del sujeto deviene de un proceso dinamico, progresivo
y no lineal, como consecuencia de los distintos dominios de experiencia y
contextos institucionales en que participa. En este sentido, un aspecto sobre el
cual es posible continuar la investigacion es realizar un estudio temporal del
desarrollo de la construccién del significado de la Divisibilidad. Esto podria
realizarse a través del estudio de casos, en el que se realice el seguimiento de
algunos estudiantes en distintos momentos de su avance académico, al inicio
de la carrera universitaria, durante la mitad o al encontrarse en una etapa
avanzada de la carrera. Una investigacion de este estilo permitiria observar si

esa construccion avanza, se mantiene o decae.
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Anexo 1

Anexo 1: Protocolo para solicitar la evaluacion de pares

expertos

Recurrimos a usted como par experto debido al amplio conocimiento que tiene
del campo de la Didactica de la Matematica, y en particular del objeto de
estudio de la investigacion que estamos llevando a cabo, como asi también, del

marco tedrico utilizado (EOS).

La investigacién que estamos realizando se enmarca en una tesis de doctorado

con las siguientes caracteristicas:

o Tesista: Mgter. Ricardo Fabian Espinoza

° Director: Dr. Marcel David Pochulu

o Titulo de la Tesis: La comprension alcanzada por estudiantes de
Profesorado en Matemética, referida a la Divisibilidad, al comenzar la

Universidad

o Programa: Doctorado en Ciencias Humanas y Sociales
. Institucion: Universidad Nacional de Misiones, Facultad de Humanidades

y Ciencias Sociales
o Objetivos de la Tesis:
General:

Valorar la comprension que han alcanzado en el Nivel Medio los estudiantes
que inician la carrera de Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias
Exactas, Naturales y Agrimensura de la Universidad Nacional del Nordeste,

sobre objetos matematicos enmarcados en la Divisibilidad.
Especificos:

- Determinar los conceptos y propiedades, referidos a objetos basicos de
Divisibilidad, que ponen en practica los alumnos ingresantes al Profesorado en
Matematica, al momento de resolver problemas.

- Especificar los procedimientos y técnicas que emplean habitualmente dichos
alumnos en contextos de resolucion de problemas enmarcados en la
Divisibilidad.
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- Caracterizar el tipo de argumentaciones y uso de lenguaje que emplean los
alumnos cuando brindan explicaciones sobre la resolucion de situaciones que
involucran temas de Divisibilidad.

- Identificar relaciones conceptuales entre objetos matematicos primarios en

practicas de resolucion de problemas.

Puesto que esta investigacion conllevé a disefiar un instrumento que nos
permitiera recabar informacion sobre la comprension alcanzada por estudiantes
de Profesorado en Matematica, referida a la Divisibilidad, al comenzar la

Universidad, se hace necesario validar el mismo.

Dado que en nuestro trabajo es central la nocion de “comprensién” y debido a
que tiene multiples acepciones, tomamos las posiciones de investigadores en
Educacion Matematica como Font (2011), Pochulu y Rodriguez (2017),
Rodriguez, Pochulu y Ceccarini (2011), Hiebert y Lefevre (1986), Godino

(2000), Godino (2003), entre otros, y se la entiende aqui del siguiente modo:

Comprender un objeto matematico significa producir, organizar y reorganizar la
red de relaciones que se deben establecer en la resolucion de una situacion
problematica (intra y extra-matematica) que “obliga” al funcionamiento del
objeto, los procedimientos o técnicas que se despliegan para resolverla, las
definiciones, propiedades, argumentos que validan las acciones realizadas, todas
ellas soportadas y reguladas por el lenguaje simbdlico, propio de la Matematica,
y la lengua natural. (INFD, 2010, p. 122).

En consecuencia, entendemos que se ha comprendido un determinado objeto
matematico si el alumno es capaz de articular coherentemente una red de

relaciones entre los seis objetos primarios que propone el EOS.
Realizadas estas aclaraciones, les solicitamos su colaboracién para evaluar:

- La adecuacion de las relaciones conceptuales “inmediatas” que

adelantamos a priori para cada situacién—problema del instrumento.

La ausencia de alguna relacion conceptual importante.

La redaccion clara y precisa de los enunciados de las situaciones-

problemas.

Otro aspecto que no esté considerado y que resulte relevante ante su

revision.
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Para facilitar su evaluacion, indicamos las caracteristicas mas relevantes del
disefio del instrumento. Posteriormente exponemos el instrumento propiamente

dicho y el andlisis a priori de las situaciones-problemas que lo componen.
Consideraciones basicas sobre el Instrumento

Se disefid un instrumento que pone en juego una red de relaciones que deberia
activar un individuo que ha comprendido el objeto Divisibilidad y que se
manifiesta a través de las practicas operativas y discursivas que lleva a cabo.

El instrumento consiste en una serie de situaciones-problemas, que promueven
que los estudiantes pongan en funcionamiento conceptos, procedimientos,
propiedades, lenguaje y argumentos referidos a la Divisibilidad y establezcan
relaciones entre dichos elementos de significado. El disefio de estas
situaciones tuvo referencia en investigaciones previas sobre el tema, disefios
curriculares y las propuestas de libros de textos de uso frecuente en el nivel

medio de nuestro pais.
Génesis y desarrollo del Instrumento
Primera version

A inicios del afio 2016 se disefi6 un instrumento que contaba con 13
situaciones-problemas de Divisibilidad, luego de haber realizado una profunda
revision de antecedentes, disefios curriculares y textos escolares durante todo
el afio 2015.

Se resolvié cada una de las situaciones-problemas y se especificaron ciertas

relaciones conceptuales involucradas en esas practicas.

Posteriormente se puso a prueba con un reducido nimero de estudiantes a fin
de realizar los ajustes correspondientes (mejorar el andlisis a priori de las
situaciones que contempla, mejorar la redaccion de las consignas, estimar
tiempos de resolucion, entre otros). Esta experimentacion, dada en llamar
“prueba piloto”, se llevo a cabo con alumnos de primer afio de la carrera de
Profesorado en Matematica del ISFD “Dr. Juan Pujol” de la ciudad de
Corrientes, que aun no habian trabajado con temas de Divisibilidad en dicho
Profesorado.
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Segunda version

Las producciones de los estudiantes que resolvieron el contenido del primer
instrumento se analizaron a posteriori. Este trabajo permitio mejorar el andlisis
a priori de la primera version del instrumento, lo cual posibilito la elaboracion de
una segunda version. Dicho mejoramiento tuvo que ver con los siguientes

aspectos:

a) La redaccion de las consignas, desde el analisis de las dificultades de

interpretacion que tenian los alumnos.

En relacion con las consignas, en el disefio del nuevo instrumento se buscé
sembrar la duda sobre las cuestiones planteadas y propiciar el estudio de

condiciones bajo las cuales una afirmacion se cumple.

Por citar ejemplos, en el primer instrumento, el problema que solicitaba
encontrar numeros distintos que tuvieran los mismos divisores, se transformo,
en la segunda versién, en un problema que solicita determinar si existen
nameros enteros con los mismos divisores y, de ser asi, la exhibicién de los
mismos y la fundamentacion de la respuesta (problema 6). Asimismo, en el
problema 2 de la segunda version del instrumento, se solicita explicitamente el
estudio de condiciones para que el divisor de una divisibn sea divisor del

dividendo, no siendo asi en la version original.

b) En el analisis a priori del nuevo instrumento, se narran mas detalladamente
los procesos cognitivos posibles de desarrollar para resolver las distintas
situaciones-problemas. Como nota distintiva de la exhaustividad perseguida en
este aspecto, se explicitan en cada resolucion los elementos de significados
primarios, tales como: problemas, conceptos, procedimientos, propiedades y
argumentos, indicando, ademas, las posibles dificultades en el uso del

lenguaje.

c) Se quitaron, de la version original del instrumento, aquellos problemas para
cuyas resoluciones se movilizaban las mismas relaciones conceptuales, o muy

similares, presentes en otros problemas ya considerados. Por ejemplo:

- Se excluyd la situacién en la que se pedia explicitamente el hallazgo de

divisores de numeros grandes (problema 11), pues esta tarea ya estaba
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contemplada en la solicitud de la determinacion del maximo comun divisor

(problema 13).

- La situacion en la que se solicitaba realizar tareas de determinacién de si un
namero es divisor, mdaltiplo, factor, etc. de otro nimero, cuando uno de ellos
esta expresado en su factorizacion prima (problema 6), pues esta tarea estaba

involucrada en el problema 7.

d) Se quité el problema 10, teniendo en cuenta que, si bien plantea el
establecimiento de relaciones conceptuales entre dos objetos matematicos
estrechamente vinculados, como la Division y Fraccion, en el ambito de la
ensefianza, en los disefios curriculares y libros de textos, no aparecen
relacionados. Pareciera, entonces, que esta relacion no se constituye en objeto

de ensefanza en el Nivel Medio de nuestro pais.

A partir de las mejoras indicadas, se concreta la segunda version del
instrumento, la que cuenta con diez situaciones-problemas que ponen en juego
una red de relaciones que deberia activar un individuo que ha comprendido el
objeto matemético Divisibilidad y que se manifiesta a través de las practicas

operativas y discursivas que lleva a cabo.

Por cada una de las situaciones-problemas que conforman esta nueva version
se anticipan sistemas de practicas que podrian desarrollar los alumnos
destinatarios, se las modelizan con configuraciones epistémicas y se

determinan las relaciones conceptuales mas inmediatas.
Analisis a priori de las situaciones-problemas del instrumento

El andlisis didactico llevado a cabo a priori para cada una de las situaciones-
problemas del nuevo instrumento, se realiza por medio de una configuracion

epistémica, herramienta tedrica y metodoldgica del Enfoque Ontosemidtico.

Para cada una de las 10 situaciones-problemas se indica el tipo de problema al
que corresponde, se elabora al menos una resolucion y se explicitan las
relaciones inmediatas, detectadas a priori, entre objetos matematicos primarios

necesarias de establecer para elaborar dichas resoluciones.

La resolucién presentada se disefia asumiendo a priori unas producciones de

alumnos caracterizadas como adecuadas o pertinentes. Cabe aclarar que no
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es de interés analizar dificultades en términos de conflictos semiéticos, pues el

proposito de la tesis se dirige a valorar la comprension de los estudiantes.

Con el propésito de profundizar el andlisis a priori realizado sobre el nuevo
instrumento, se elabora una matriz de desempefio, que se adjunta y pone a su

consideracion.

El proposito de esta matriz es la valoracion a priori de la comprension de las
situaciones-problemas del instrumento de recoleccion de datos, en cuatro
niveles: Novato, Aprendiz, Experto y Distinguido. Es util, por lo tanto, como
marco de referencia para el analisis de los sistemas de practicas que
desarrollardn los alumnos a proposito de la resoluciéon de las situaciones que

conforman dicho instrumento.
Para distinguir estos niveles, se tienen en cuanta los siguientes aspectos:

a. La pertinencia, economia o adecuacion de los conocimientos empleados en
la resolucion, especialmente de los procedimientos.

b. La utilizacion de conocimientos 6ptimos como definiciones, proposiciones y
propiedades.

c. Laincorporacion de argumentos para validar las proposiciones.
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Anexo 2: Informe de pares expertos

1. Informe de la Dra. Maria Laura Distéfano

Titulo: Evaluacion de Instrumento por jueces expertos
Tesista: Mgter. Ricardo Fabian Espinoza

Director: Dr. Marcel David Pochulu

Titulo de la Tesis: La comprensién alcanzada por estudiantes de Profesorado
en Matemdtica, referida a la Divisibilidad, al comenzar la Universidad

Programa: Doctorado en Ciencias Humanas y Sociales
Instituciéon: Universidad Nacional de Misiones, Facultad de Humanidades y

Ciencias Sociales

Este informe resume la evaluacion realizada sobre el instrumento elaborado
para relevar datos relativos a los conocimientos de Divisibilidad en estudiantes

gue inician la carrera de Profesorado de Matematica.

Como valoracion general del instrumento propuesto, puede decirse que es
acorde a los objetivos definidos y al nivel educativo en que se encuentran los
estudiantes a los que se dirige. Se trata de una muestra representativa de
tareas que aborda distintos conceptos en relacion al tema Divisibilidad. En
general, las consignas son claras, precisas y estan expresadas en un lenguaje
pertinente. A continuacién, agrego algunos comentarios particulares a los

problemas propuestos, con el objetivo de que aporten al avance del trabajo.

El enunciado del Problema 2 es el Unico que percibo como poco claro.
Pareciera que el objetivo, al formularlo tal como aparece, fuera el de trabajar
los dos conceptos o interpretaciones a los que alude la palabra “divisor”. Sin
embargo, la resolucion propuesta sobre la cual se construyo la configuracion no
parece ir en esta direccion, sino que esta focalizada en el andlisis del valor del
resto de la division. Si el objetivo de este ejercicio es este ultimo, entonces
seria conveniente reformular el enunciado para evitar el conflicto semiotico que
podria producirse y que podria derivar en perder la oportunidad de obtener la
informacion deseada. Sugiero algunas formas de re-enunciarlo aunque, por

supuesto, no son las unicas: “En una divisién entre los nUmeros m y n, ¢bajo
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qué condicién n es divisor de m?”; “En una division entre dos numeros, ¢ bajo

qué condiciones el dividendo es multiplo del divisor?”.

En el Problema 4 se evalla la regla de divisibilidad del 3. Si el objetivo de este
instrumento es indagar si los estudiantes conocen las reglas de divisibilidad,
quizds sea conveniente incorporar algun otro problema que requiera de la

aplicacion de la regla de divisibilidad de otros niumeros.

En el enunciado del Problema 6, en la formulacion de la segunda pregunta esta
implicito que la respuesta a la primera pregunta es afirmativa. Una posible
manera de reformularla podria ser: “4Es posible que dos numeros enteros
distintos tengan los mismos divisores? Si la respuesta es afirmativa, indique

bajo qué condiciones ocurre; si la respuesta es negativa, explique las razones”.

El Problema 7 evalla los mismos conceptos que el Problema 1, mas alla de
gue esté formulado de manera diferente. Se vuelve a evaluar “ser divisor” y “ser
multiplo”. El estudiante podria efectuar el calculo en cada inciso y luego
efectuar la division para analizar si es mdltiplo, observando el resto de la
division entera. En este caso, mi sugerencia es eliminar este problema o bien,
indicar expresamente en el enunciado del problema que se realice el analisis
sin efectuar previamente las operaciones formuladas en los incisos. Otra
posibilidad es incorporar algun literal en las expresiones, de modo que no se

pueda efectuar el célculo para reducir la expresion a un Unico numero.

Las relaciones que se derivan de las configuraciones epistémicas realizadas
sobre una resolucion experta son adecuadas y exhaustivas. En todos los casos
se especifican los objetos primarios que se vinculan en la relacion enunciada.
Dado que se utilizan herramientas del Enfoque Ontosemiético, como son los
objetos primarios y las configuraciones entre ellos, me permito sugerir que las
relaciones entre estos objetos, enunciadas para cada uno de los problemas
propuestos, se definan como funciones semiéticas, especificando en cada caso
el antecedente y el consecuente. Es posible que esta forma de definir las
relaciones permita detectar si algunas funciones semioticas que se replican en
distintos problemas, lo cual podria permitir encontrar posibles regularidades

gue enriquezcan el analisis de las resoluciones efectuadas por los estudiantes.
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Quedo a disposicion del tesista y del director ante cualquier duda que surgiera

de este informe o de otros aspectos que deseen someter a evaluacion.
2. Informe de la Dra. Alicia Mabel Rodriguez

Titulo: Evaluacion de Instrumento por jueces expertos
Tesista: Mgter. Ricardo Fabian Espinoza

Director: Dr. Marcel David Pochulu

Titulo de la Tesis: La comprensién alcanzada por estudiantes de Profesorado

en Matematica, referida a la Divisibilidad, al comenzar la Universidad

Programa: Doctorado en Ciencias Humanas y Sociales
Institucién: Universidad Nacional de Misiones, Facultad de Humanidades y
Ciencias Sociales

Los aspectos analizados han sido los siguientes, tal como fuera solicitado:

- La adecuacién de las relaciones conceptuales “inmediatas” adelantadas a

priori para cada situacién—problema del instrumento.
- La ausencia de alguna relacion conceptual importante.
- La redaccion clara y precisa de los enunciados de las situaciones-problemas.

- Otro aspecto que no esté considerado y que resulte relevante para el trabajo.
Considero que las situaciones-problema incluidas en el instrumento son
adecuadas para alcanzar uno de los objetivos de la tesis: valorar
adecuadamente la comprensidon alcanzada por los estudiantes respecto del
objeto Divisibilidad. Los analisis a priori de las posibles resoluciones de cada
una de las situaciones, en términos de establecer relaciones entre los objetos
primarios del EOS, han sido sumamente detallados y completos, desde mi
perspectiva. El trabajo desarrollado en este aspecto muestra la factibilidad de
alcanzar el objetivo analizando las producciones de los estudiantes. Enfatizo
con esta observacion la importancia de tener en claro como se realizara el
analisis de los datos, mas alla de disponer de un instrumento que permita

recabarlos.

No advierto relaciones conceptuales ausentes ni otros aspectos que no estén

considerados y puedan ser relevantes para este trabajo.
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Respecto de la redaccion de las situaciones-problema, menciono algunas

consideraciones, por si resultan de utilidad al tesista y su director.

[T}

El enunciado del problema 2 dice “En una division entre numeros enteros “a” y
“b”, ¢bajo qué condicion “b” es divisor de “a”?”. Aqui comento un par de cosas:
i) al decir division entre a y b, me pregunto si sélo cabe entender que se
refieren a “a dividido b” y no da lugar el enunciado a entender “b dividido a”. Por
otra parte, ii) la pregunta induce a que hay alguna condicion (da certeza,
asegura existencia) y ademas indica que “esa condicion es unica” (unicidad).
Propongo una reformulacién —si es que estan de acuerdo, por supuesto- del
estilo siguiente que atenderia a todos los comentarios mencionados: “Si se
divide al entero a por el entero b, ¢existe alguna condicion para que b sea

divisor de a? Justifica tu respuesta”.

El Problema 4 establece “15a45 es un numero de 5 cifras, ¢ existe algun valor
de “a@” para que este numero sea divisible por 3?7 Explica cémo lo hiciste y
justifica tu respuesta” A raiz de las anticipaciones que hacen de las
resoluciones que muestran comprension, entiendo que se espera que el
estudiante halle todos los posibles valores de a. Observo dos cuestiones aqui:
i) el enunciado no obliga a esto, ya que, exhibiendo un valor de a, por ejemplo,
a = 0, el alumno responderia al planteo de manera correcta. Esto podria
subsanarse, simplemente agregando “en caso de respuesta afirmativa, indica
todos los posibles valores de a”. Por otro lado, esta consigna es la que veo
como mas débil, en el siguiente sentido: se resuelve correctamente por un
proceso de exhaustividad muy breve. Sin dudas lo tienen identificado, y asi y
todo han decidido incluirlo, por lo que sélo es un comentario para ustedes.
Sumo un comentario que seguramente han tenido en cuenta pero que tal vez
sea conveniente explicitarlo en el texto, mas alla de este problema, pero que
este problema me permite ejemplificar. Considero que el alumno podria estar
en un nivel avanzado de comprension y resolver un problema con “recursos
poco sofisticados”. Si esto ocurriera, vista su resolucion en la matriz el
investigador podria tender a valorar la comprension de ese sujeto como del
nivel mas bajo. En este caso, hacer diez casos es simple, efectivo y mas rapido

gue un planteo de otro tipo. Con esto digo que: si acaso resolviera asi, no seria
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suficiente indicador de estar en un nivel bajo porque en este caso “no necesitd

otro recurso”.

El Problema 5 dice “Si a y b son numeros naturales y a es divisor de b, siempre
a es menor o igual que b, ¢sucede lo mismo si los niameros fueran enteros?
Justifica tu respuesta”. Por el analisis realizado, entiendo que no se
conformarian con que digan “no, no sucede lo mismo” y muestren un caso en el
que falle. Pareciera que quisieran todas las posibilidades. También pondria un
punto seguido luego de la proposicion valida en naturales. Es decir, propongo
algo asi: “Se sabe que, si a y b son numeros naturales y a es divisor de b,
siempre a es menor o igual que b. ¢Sucede lo mismo si los numeros fueran
enteros? Identifica todas las posibilidades para este caso y justifica tu

respuesta”.

El Problema 6 dice: “; Es posible que dos numeros enteros distintos tengan los
mismos divisores? ;en qué condiciones? Justifica tu respuesta”. Asi como esta
planteado, la pregunta “en qué condiciones” induce a que la respuesta a la
pregunta anterior, deba ser afirmativa. Propongo algo como: “;Es posible que
dos numeros enteros distintos tengan los mismos divisores? Si tu respuesta es

afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre. Justifica tu respuesta”.

El Problema 8 dice: “Si fuera posible, escribe un numero que tenga: a)
Exactamente cuatro divisores naturales. b) Mas de 15 divisores enteros.
Explica la estrategia que usaste para encontrarlos y fundamenta tu respuesta”.
El enunciado inicia abriendo la posibilidad a que exista o no tal nimero, pero al
expresar “explica la estrategia que usaste para encontrarlos”, se quita la
incertidumbre inicial y se da certeza. Propongo mantener la incertidumbre pues
suma riqueza a la actividad matematica del alumno. Podria quedar algo como:
“Si fuera posible, escribe un numero que tenga: a) Exactamente cuatro
divisores naturales. b) Mas de 15 divisores enteros. Si te resultdé posible,
explica la estrategia que usaste para encontrarlos y si no, explica por qué no es

posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta”.

El planteo del problema 9 dice “En una estacidn de colectivos, un bus para con

una frecuencia de 18 minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢ dentro de

cuantos minutos, como minimo, se encontraran en esa estacion, despuées de

haber coincidido en esa estacion los dos colectivos? Fundamenta tu
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respuesta.”. Desde el enunciado se sabe que habrd un momento en el que se
encuentren los buses. Simplemente me pregunto por qué dar esa informacion

al estudiante. Podria preguntarse si es posible que eso ocurra.

Felicito al tesista y a su director y anticipo que haran un excelente y valioso

trabajo.

2. Informe de la Dra. Cristina Mercedes Camés
Titulo: Evaluacion de Instrumento por jueces expertos
Tesista: Mgter. Ricardo Fabian Espinoza

Director: Dr. Marcel David Pochulu

Titulo de la Tesis: La comprensién alcanzada por estudiantes de Profesorado

en Matematica, referida a la Divisibilidad, al comenzar la Universidad

Programa: Doctorado en Ciencias Humanas y Sociales
Instituciéon: Universidad Nacional de Misiones, Facultad de Humanidades y

Ciencias Sociales
Los aspectos analizados han sido los solicitados.

1) Las situaciones planteadas en el instrumento permiten valorar la
comprension alcanzada por los estudiantes. Los andlisis a priori realizados
respecto a las posibles resoluciones de los alumnos fueron sumamente
detallados y enmarcados segun el EOS. Ademds, para cada situacion—

problema se detallan funciones semiéticas que considero son adecuadas.

2) En cuanto a la ausencia de alguna relacién conceptual planteo el

siguiente interrogante:

o En el Problema 1 ¢no es pertinente describir una funciéon semiética que
relacione el dividendo, el divisor y el resto? Los alumnos (en el nivel Novato)
podrian decir “que no sobra nada” 6 “el resto es cero”. En el nivel Novato dudo
que puedan expresar “es una division entera exacta”, tal vez la expresion sea:

“el resultado dio exacto” 6 “la divisidon dio exacta”.

3) Respecto de la redaccion y preguntas de las situaciones—problemas,
detallo algunas cuestiones deseando que alguna de ellas sea de utilidad para

el Tesista y el Director:
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o En el Problema 3 la expresion “los multiplos de un numero son tales”,
considero que no equivale (para los alumnos) a que se considere que son
“todos los mudltiplos”. Los estudiantes no tienen el habito de leer enunciados
detenidamente ni tampoco de releerlos. Tal vez se pueda cambiar la expresion
de forma que no quede duda que deben considerarse todos los multiplos.

o En el Problema 4 los alumnos también pueden argumentar sin recurrir a

un k', trabajando con la expresion: a= 3x(k-5) dando valores a k desde 0 hasta

9 y considerando que “a” es positivo.

o En el Problema 9 considero que el concepto de Minimo Comun Mdultiplo

generalmente se recuerda como un cantito: “los comunes y no comunes,,,,,”

No comprenden el significado del Minimo Comun Mdltiplo porque la palabra
“‘comun” y la palabra “minimo” no tienen el sentido matematico que deberian
tener. No asocian los calculos que realizan con la expresion linguistica porque

generalmente nunca se les ensefio.
o En el Problema 10 el comentario es el mismo que en el problema 9.

Quiero expresar lo interesante que resulté para mi realizar esta evaluacién

esperando que algun aporte les haya sido util.

Estoy segura que esta Tesis sera un éxito. Felicitaciones para ambos.
3. Informe del Dr. Gustavo Carnelli

Evaluacion realizada por: Dr. Gustavo Carnelli

Tesista: Mgter. Ricardo Espinoza

Director: Dr. Marcel Pochulu

Titulo de la tesis: La comprension alcanzada por estudiantes del Profesorado
en Matematica, referida a la Divisibilidad de Numeros Enteros, al comenzar la

Universidad.

A partir de:

a) los materiales facilitados:

- protocolo para solicitar la evaluacion de pares expertos;

- analisis ontosemiodtico del instrumento;
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- la matriz de comprension
b) la solicitud de evaluar los siguientes aspectos:

- la adecuacion de las relaciones conceptuales “inmediatas” que adelantamos a

priori para cada situacion-problema del instrumento

- la ausencia de alguna relacion conceptual importante

- la redaccion clara y precisa de los enunciados de las situaciones-problema

- otro aspecto que no esté considerado y que resulte relevante ante su revision
Presento, a continuacion, mi evaluacion:

El instrumento y su andlisis se enmarcan en el Enfoque Ontosemiotico de la
Cognicién y la Instruccibn Matematica, desarrollado inicialmente por Juan Diaz
Godino. La produccion es precisa y ajustada a los elementos tedricos que la

sostienen,

Para llegar a la formulacion presentada de las situaciones-problemas sobre
divisibilidad, se han realizado distintos acercamientos y se han probado ante
estudiantes, incorporando modificaciones y ajustes, como se indica, con
precision, en uno de los documentos. Los detalles expuestos de este proceso
de revisibn y los cambios propuestos son, a mi entender, cuidados y

pertinentes.

Considero que la redaccion finalmente propuesta de los enunciados de las

situaciones-problemas resulta clara y precisa.

Para cada situacion-problema se presenta una configuracidén epistémica y una
red de relaciones que los autores llaman “inmediatas”. A partir de la lectura y el
estudio de estos materiales, considero que son correctas y se ajustan a los

intereses del trabajo.

La matriz de comprensién muestra, para cada situacion-problema una serie de
indicadores que permiten asignar un nivel de comprension de un total de cuatro
niveles propuestos. Los indicadores propuestos se ven adecuados vy

sumamente cuidados en su disefio.

Por dltimo, planteo el siguiente interrogante acerca de los tiempos de
resolucién de las actividades por parte de los estudiantes. Si bien en los
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documentos facilitados no se hace mencién a los tiempos asignados a los
estudiantes para la resolucion de las 10 situaciones-problemas y, pese a que
seguramente es una variable que ha sido tenido en cuenta por el tesista y su
director, me permito sefalar la necesidad de evaluar si no resulta excesiva la
demanda de la resolucion de la totalidad de las actividades en un Unico
encuentro a un grupo de estudiantes (suponiendo que esta previsto realizarlo
asi). Mas precisamente, realizo la consideracion ante la posibilidad de que su
extension pueda favorecer la pérdida de atencion de algunos estudiantes ante
la tarea, con la consiguiente pérdida de valiosa informacion para la

investigacion.
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Anexo 3: Primera version del instrumento de indagacion

Esta version consta de 13 situaciones—problemas. Para cada una de ellas se
indica el tipo de problema al que corresponde, se elabora al menos una
resolucidn y se explicitan las relaciones inmediatas establecidas entre objetos
matematicos primarios, detectadas a priori, necesarias de establecer para

elaborar dichas resoluciones.

Consigna inicial: Resuelve las siguientes situaciones-problemas, sefalando

siempre los procedimientos que utilizas.

No borres ningun escrito que hagas. Si te das cuenta que escribiste algo

incorrecto, indicalo y vuelve a realizarlo a continuacion.

Trata de escribir lo mas claro y preciso que puedas.

1) a) Completa con las palabras: “divisor” o “multiplo”:

A Y de 20,10 es ............... de 2;-21es ...cc.......... de -7; 30 es
............... de -900; 0 es .............. de 8; 0O es ................ de 0O; 1 es
................... de 27.

¢, Como te das cuenta que un numero es divisor o multiplo de otro?

b) Considera la siguiente coleccion de numeros: 1, -3, 6, -8, 15, 36, -39, 42, -
48, -69, 3.600, 2.412.

i. Los numeros del listado que son multiplos de 36 SON: .........ccooeviiiiiininnnns,
ii. Los numeros del listado que son divisibles por 36 son: ...............c.oieiient.
iii. Los numeros del listado que son factores de 36 SON: .......ccoevvviiiiiiiiinnnnnn
iv. Los numeros del listado que son divisores de 36 SON: ...........cccovviiineinnnen.n.

Explica como encontraste los nimeros solicitados en cada caso.

En el apartado a) de esta primera situacion, la tarea consiste en determinar si
un numero entero es divisor o multiplo de otro niumero entero. En el item b), de
una coleccion finita de numeros enteros, es necesario identificar los nameros

gue son multiplos, divisibles, factores o divisores de un numero entero.
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Identificar los nimeros que son multiplos, divisibles, factores o divisores de un

namero entero, involucra también reconocer los que no lo son.

Resolucion: 1)a) 4 es divisor de 20, pues existe el nUmero 5 de tal manera que
20 = 4x5; 10 es mdltiplo de 2, pues 2 es divisor de 10. De igual manera se
pueden completar los restantes.

b) i. Los nimeros del listado que son multiplos de 36 son 3.600 y 2.412, dado

gue 36 es divisor de estos numeros.

ii. Los numeros del listado que son divisibles por 36 son 3.600 y 2.412, pues 36

es divisor de cada uno de estos numeros.

iii. Los nuameros del listado que son factores de 36 son 1, -3, 6 y 36, ya que

estos nimeros son divisores de 36.

iv. Los numeros del listado que son divisores de 36 son 1, -3, 6 y 36, pues 36 =
1x36 = -3x(-12) = 6x6 = 36x1.

Para resolver el primer apartado es necesario establecer una relacién Ri; entre
el problema y la definicion de divisor y una relacion R, entre las definiciones de
multiplo y divisor. Para el segundo, es necesario establecer la relacion Ri3
entre el problema y las definiciones de estos objetos matematicos mencionados
y de algunos de ellos entre si: R14 (entre divisor y multiplo), Ris (entre divisor y
factor) y Ry (entre divisor y divisible).

2) Los multiplos de un niumero comprendidos entre 370 y 460 son: 380, 399,

418, 437 y 456. ¢ De qué numero?, ¢es Unico?

Explica como lo/s encontraste/s y fundamenta tu respuesta.

Aqui la tarea consiste en hallar un numero conociendo sus multiplos naturales

comprendidos entre dos numeros naturales.

Resolucion: 456-437 = 437-418 = 418-399 = 399-380 = 19, que es el nimero

buscado, pues dos multiplos consecutivos de un nimero natural a, difieren en a.

El nimero encontrado no es Unico; otro numero que se constituye también en la

solucion del problema es el -19, quien tiene los mismos multiplos enteros que 19.
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Es necesario establecer una relacion R,; entre el problema y un procedimiento,
el que consiste en restar dos multiplos consecutivos para encontrar el nimero

en cuestion.

Ademas, se aprecia una relacion Ry, entre este procedimiento y un argumento
que lo avala, el que explica que dos multiplos consecutivos de un nuamero
natural a, difieren en a. Este argumento se relaciona con la definicion de

multiplo (Rz3).

Como hay dos numeros que se constituyen en respuesta a esta cuestion, dos
enteros opuestos, se evidencia también una relacién Ry4 entre el procedimiento
recientemente explicado y la propiedad que expresa que dos nimeros enteros
opuestos poseen los mismos multiplos enteros. Es decir, a partir del empleo del
procedimiento considerado, se encuentra la solucién natural, y con la propiedad

indicada, la solucion negativa.

[{pee )

3) 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢existe algun valor de “a” para que este

numero sea:
a) Mdltiplo de 5?
b) Divisible por 3?

Explica cdmo lo hiciste y justifica tu respuesta.

En este caso, la tarea consiste en decidir si existe un digito desconocido “a”,
que ocupa el lugar de las centenas de un numero natural de cinco cifras, para

que éste sea Mdultiplo o divisible por otro natural de una cifra.

Resolucion: a) Cualquiera sea el digito a, el numero 15a45 siempre es
multiplo de 5, dado que la cifra que corresponde a las unidades es 5.

b) Para que el numero 15a45 sea divisible por 3, teniendo en cuenta que la
suma de dos numeros divisibles por 3 es divisible por 3, “a” debe ser un digito
divisible por 3. En efecto, 1+5+a+4+5 = (1+5+4+5)+a sera divisible por 3
cuando “a” lo sea, ya que 1+5+4+5 = 15 es divisible por 3. Por lo tanto, a puede

asumir los valores: 0, 3, 6y 9.

Para enfrentar la situacion-problema hay que poner a funcionar la relacion Rs;

entre el problema y el lenguaje simbdlico de la escritura del nUumero 15a45,
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[{peei)

pues es necesario reconocer que “a” es un digito y representa una cifra de este

ndmero.

Hay también una relacion Rs, establecida entre el problema y un concepto

dado en llamar criterio de divisibilidad (divisibilidad por 3 y por 5).

Para resolver el segundo apartado, es necesario relacionar la situacion
problema con la propiedad: La suma de dos numeros divisibles por un niamero

a, es divisible por a (Rz3).

4) Si a y b son numeros naturales y a es divisor de b, siempre a es menor o

igual que b, ¢sucede lo mismo si los numeros fueran enteros?

Justifica tu respuesta.

La tarea consiste en determinar si el orden que se establece entre dos nUmeros
enteros es el mismo que el que se da entre dos nimeros naturales, cuando uno

de los numeros es divisor del otro.

Resolucion: 5 es divisor de si mismo y también de 10 y de -10 y con estos
ejemplos basta para determinar que, en el conjunto de los niUmeros enteros, si
a es divisor de b, a puede ser mayor, menor o igual que b, con lo cual se puede
decir que las relaciones de orden entre a 'y b, cuando a es divisor de b, no es la

misma en el conjunto de los niUmeros naturales y en el de los enteros.

Teniendo en cuenta que un ndmero entero y su opuesto tienen los mismos
divisores, se puede también determinar que, en el conjunto de los niameros

enteros, si a es divisor de b, a puede ser mayor, menor o igual que b.

Se hace necesario establecer una relacion R4, entre la definicién de divisor y
un procedimiento de tanteo que consiste en comparar a y b, cuando a es

divisor de b.

Asimismo, se da una relacion R4, entre este procedimiento y la propiedad: si a
es divisor de b, siendo a y b niameros enteros, a puede ser menor, mayor o

igual que b.

También se puede resolver la tarea haciendo funcionar la propiedad que
manifiesta que un nimero entero y su opuesto tienen los mismos divisores. A

partir de la misma, se determina que el orden entre a y b, cuando a es divisor
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de b, no es el mismo en los conjuntos N y Z. Por lo tanto, queda en evidencia,

una relacion Ry3 entre el problema y esta propiedad.

5) Encuentra dos numeros enteros distintos que tengan los mismos divisores.

Justifica tu respuesta.

La tarea consiste en encontrar dos nimeros enteros distintos con los mismos

divisores, justificando la respuesta.

Resolucion: Podrian ser cualquier nimero entero y su opuesto, ya que ellos

tienen los mismos divisores, por ejemplo 1y -1.

Para resolver este problema es necesario poner a funcionar la relacion Rs;
entre el problema y la propiedad que manifiesta que, si un niumero entero es

divisor de otro entero, es también divisor de su opuesto.

Puede establecerse también una relacion Rs; entre la propiedad indicada y el
siguiente argumento: si a es divisor de b, b = a.c, luego -b = -a.c = a.(-c) = a.c’.
El mismo justifica que el entero b y su opuesto tienen los mismos divisores,
dado que esta deduccion deja ver que cualquier entero “a” que es divisor de
“b”, lo es también de “-b”. Queda al descubierto otra relacion Rsz, entre este
argumento y la definicién de divisor.

6) Consideremos el numero b = 33x52x7
a) ¢ 7 es divisor de b?, ¢y 267?
b) ¢b es divisible por 5?, y ¢ por -2?, ¢por 11?2, ¢por 15?

En cada caso, justifica tu respuesta.

En esta situacion-problema se requiere reconocer si un numero natural
expresado en forma decimal es divisor de un numero entero expresado de

manera factorial (primer item).

En el segundo apartado, la tarea consiste en determinar si un nimero natural b,
expresado en forma factorial, es divisible por otros ndameros enteros

expresados en forma decimal.

Resolucion: a) 7 es divisor de b porque es un factor de una descomposicion
multiplicativa de b. Ademas, teniendo en cuenta la definicién de divisor, como b

= 33x52x7 = 1.716x7, se puede afirmar que 7 es divisor de b. También 26 es
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divisor de b, pues es factor de 52, quien es a su vez un factor en una

descomposicion multiplicativa de b (b = 33x52x7 = 33x26x2X7).

b) Obteniendo la descomposicién factorial prima de b = 3x11x2%x13x7, se
puede determinar que b es divisible por 2 y por 11, porgue estos nimeros son
factores de dicha descomposicién de b. Ademas, como b es divisible por 2, es
también divisible por -2. Por otra parte, b no es divisible por 5 pues este
namero no es factor de la descomposicion factorial prima de b. Tampoco es
divisible por 15, dado que este nimero no es factor de ninguna descomposicion
factorial de b.

Para resolver la situacion, podria establecerse una relacién Rg; entre lenguajes,
esto es, relacionando las expresiones decimal y factorial de un numero.
Convirtiendo un numero de expresion factorial a decimal, relacionando luego el

problema con la definicion de divisor (Rgy).

Si no se convirtiera a expresion decimal los ndmeros escritos factorialmente,

para solucionar las cuestiones podrian darse las siguientes relaciones:

- En el apartado a, se da una relacibn Rgz entre el problema y el
procedimiento que consiste en determinar que un numero es divisor de otro
observando si es un factor de una de sus descomposiciones factoriales o si es
factor de un factor de la misma.

- Se debe establecer también una relacién Rg4 entre el procedimiento anterior
y el siguiente argumento: si a = bxc, tanto b como ¢ son divisores de a, y si b =
bixb,, tanto b; como b, son divisores de a, pues a = bixbyxc = bix(boxc) = byxb’
y, analogamente a = bxb’.

- Queda al descubierto también una relacion Rgs entre la propiedad que
expresa que “el divisor del divisor de un numero a, es también divisor de a” y el
argumento esgrimido anteriormente.

- Finalmente, se establece una relacién Rgs entre el argumento sefalado y la
definicion de divisor.

- En apartado b es necesario establecer una relacion Rg; entre las

definiciones de “divisible” y “divisor”. Luego, las relaciones Rgs, Res ¥ Res.

Para resolver el problema de manera mas economica, se requiere obtener la

descomposicion factorial prima de b, es decir que se hace necesario relacionar
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el problema con un procedimiento que permite obtener dicha descomposicion
(Res).

7) Teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ¢son correctas las siguientes

afirmaciones?:

a) 17 es divisor de 11x17

b) 11x17+16 es mdultiplo de 187
c) 11x17+1870 es multiplo de 187

En cada caso, fundamenta tu respuesta.

En el primer item, la tarea consiste en decidir si un nUmero expresado en base
10, es divisor de un numero expresado segun su descomposicion factorial

prima.

En el segundo apartado, el problema consiste en determinar si un namero,
expresado en base al algoritmo de la division, es multiplo de otro nimero en su

version decimal.

En el tercer apartado, la tarea consiste en determinar si un nimero, expresado
en base a la propiedad distributiva, es multiplo de otro nimero expresado en
base 10.

Resolucidn: a) 17 es divisor de 11x17, pues es un factor de la descomposicion
factorial prima de este nimero. Teniendo en cuenta la definicion de divisor, 17
es divisor de 11x17, pues existe un namero, el 11, que multiplicado por 17 da

por resultado 11x17.

b) 11x17+16 no es multiplo de 187, porque de los dos sumandos, uno solo de
ellos (el 11x17) es multiplo de 187. Para que la suma de dos numeros sea
multiplo de otro numero, siendo multiplo de uno de ellos, debe ser

necesariamente multiplo del otro.

Luego, un numero expresado en base al algoritmo de la division, nunca es

multiplo del divisor (elemento de la division).

c) 11x17+1870 es multiplo de 187 ya que dicho niumero es la suma de otros

dos numeros que son multiplos de 187. Luego, un numero expresado en base
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a la propiedad distributiva, siempre es mdultiplo del divisor (elemento de la
division).
Por otra parte, el numero 11x17+1870 puede escribirse: 11x17+187x10 =

187x(1+10) = 187x11, siendo entonces multiplo de 187, teniendo en cuenta la
definicion de divisor.

En el primer apartado de esta resolucion, es necesario establecer una relacion
R71 entre la situacion y la propiedad que dice que un nimero es divisor de otro,
si es un factor de su descomposicion factorial prima. Luego, una relacion R,

entre esta propiedad y la definicion de divisor.

En los demés item, se vislumbra una nueva relacién, Rvs, entre la situacion y la
propiedad que manifiesta que la suma de dos mdultiplos de un numero, es

multiplo de éste.

Y luego una relaciébn R74 entre la propiedad anterior y su fundamentacion
(argumento): La suma de dos multiplos de “a” es mdltiplo de “a”; axci;+axc, =
ax(c;+cy) = axc, siendo ¢, C; Yy ¢, humeros enteros. Esta deduccion deja al
descubierto una nueva relacion Rzs, la que esta dada entre el argumento

esgrimido y la definicién de divisor.

8) Si fuera posible, escribe un nimero que tenga:
a) Exactamente cuatro divisores naturales.
b) Méas de 15 divisores enteros.

Explica la estrategia que usaste para encontrarlos y fundamenta tu respuesta.

La tarea requiere encontrar un numero con una determinada cantidad de

divisores naturales (en el primer apartado) y enteros (en el otro caso).

Resolucion: a) Buscando divisores por tanteo, de nameros chicos, se puede
encontrar un nimero con cuatro divisores naturales, por ejemplo, el 8. Por otra
parte, un niumero que resulte del producto de dos numeros primos, p y q,

también tiene 4 divisores naturales: 1, p, q y pxqg.

b) El numero solicitado debera tener 16 divisores o mas, por lo que bastara

buscar un nimero con 8 divisores naturales (16 enteros). Por ejemplo, 2’ =
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128, pues segun la formula de la cantidad de divisores, la cantidad de divisores

naturales de este nimero es: 7+1 = 8, y la cantidad de divisores enteros es 16.

En el apartado a, la resolucion podria venir de la mano de un procedimiento
rudimentario. ES necesario entonces relacionar el problema con un
procedimiento de tanteo (Rs1), teniendo en cuenta la definicion de divisor. Esta
presente por lo tanto otra relacion Rg, entre el procedimiento y la definicion
indicados.

Para realizar la resolucion de la otra manera indicada recientemente, es
necesario poner a funcionar una relacién (Rgz) entre el problema y la definicion
de numeros primos y otra relacion, la Rgy, entre el problema y la propiedad: un
namero que resulta del producto de dos niumeros primos, tiene exactamente 4

divisores naturales.

Para abordar la cuestidén del segundo item, es necesario relacionar la situacion
con un concepto: la férmula que permite determinar la cantidad de divisores
(Rss), ya que la técnica del tanteo se torna poco econémica. Asi, un numero “a”
con “n” cantidad de divisores, siendon =ni X ... X Ny, sera de la forma a = pl(”l'
) SO xpm™?, con pi, ..., pm primos distintos y ni, ..., Ny factores de una

descomposicion factorial de n.

A su vez, se hace evidente una relacion Rgs entre conceptos: el sefalado
anteriormente y la expresion que da la cantidad de divisores naturales de un

namero, una vez conocida su descomposicion factorial prima.

9) En una division entre numeros enteros, ¢siempre el divisor de la division es

divisor del dividendo?

Justifica tu respuesta.

La tarea, explicita en la consigna, solicita determinar si en una division entera,

el divisor de la misma es siempre divisor del dividendo.

Resolucion: En una division entre numeros enteros no siempre el divisor de la
division es divisor del dividendo. En efecto, en la divisién a:b, a y b enteros, b
distinto de cero, existen dos Unicos niumeros enteros q y r de manera tal que a
= bxg+r. Sir =0, a = bxq, y entonces b (divisor de la divisién) es divisor de “a”

(dividendo), teniendo en cuenta la definicion de divisor.
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Es necesario relacionar lenguajes correctamente (Rg;), dado que se hace
necesario diferenciar un niamero (elemento de una division) de una relacion

entre numeros (ser divisor de).

Para responder la tarea, se hace necesario poner a funcionar una relacion Ry,
entre la misma y la propiedad: En una division de numeros enteros, si el
cociente es entero y el resto es cero, el divisor de la division es divisor del
dividendo. Se establece también una relacion Rgz; entre esta propiedad y el
siguiente argumento: En toda division, el dividendo es igual al divisor
multiplicado por el cociente y sumado el resto; si todos los elementos de la
misma son enteros y el resto es cero, se tiene que el dividendo es igual al
divisor por el cociente, por lo que el divisor de la divisiobn es divisor del
dividendo, en virtud de la definicién de divisor. Hay entonces una relacion entre
este argumento y, por un lado, la definicién de divisor (Rgs) Y, por otro, con una

de las propiedades de la division entera (Rgs).

10) Sabiendo que un namero a es divisor de un numero b, siendo ay b no

simultaneamente nulos, ¢,qué puedes decir de la fraccion %?, ¢y de la fraccion

2o

a

Fundamenta tu respuesta.

Por medio de esta tarea se trata de establecer relaciones entre objetos
matematicos distintos: la relaciébn de divisor (relacion entre numeros) y la

fraccién (un nimero).

Resolucion: A partir de la consigna, se excluye el caso de que a y b fueran
iguales a 0, y entonces, como se sabe que a es divisor de b, a debe ser distinto

de cero. Por ello, queda considerar los casos: b =0y b # 0.

. . . . b0
- Sia esdivisor de b, cuando b =0, % no existe, mientras -= % =0.

- Siaes divisorde b, con b # 0, b = axc, por lo cual% = = = %

b axc
axc a

= — = C.
a

y

.. . b
En estas condiciones, cuando a = b, se tiene que % =-= 1.
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Esta presente una relacion Rjo;, entre la situacion problematica y la propiedad:

si a es divisor de b, % no existe (si b = 0) o es igual a una fraccion reducible a la
1 . b .
forma - (b # 0), mientras que, en ambos casos, —es un nimero natural.

Esta propiedad se relaciona con el argumento siguiente (Rio2): Si a es divisor

de b (b = 0), % no existe, mientras que g = aZ—O = 0. Cuando b # 0, b = axc, por
a 1 b axc

.a_ a 1 _ axc _ —ph 2 _b _
Iocual.b—ax =-y-=— —c.EneIcasoquea—b,b—a—l.

Finalmente, éste argumento se relaciona con la definicién de divisor (R1o3).

11) ¢ Cuales son todos los divisores enteros de 4807

Explica como los obtienes y como estas seguros de que encontraste todos.

La tarea consiste en encontrar todos los divisores enteros de un nimero natural

(grande).

Resolucion: El numero 480 expresado en su descomposicion factorial prima
es: 2°x3x5. A partir de la misma, consideramos las siguientes potencias de 2,
de 3y de 5, respectivamente: 2°, 2, 22 23 2%2° 3° 3! 5°y 5! Realizando
todos los productos posibles entre estas potencias, se hallan todos los
divisores naturales del nimero en cuestion: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20,
24, 30, 32, 40, 48, 60, 80, 96, 120, 160, 240 y 480. En el conjunto de los
nameros naturales, el 480 tiene 24 divisores, mientras que, en el conjunto de

los niUmeros enteros tiene 48 divisores.

La formula de la cantidad de divisores ((5+1)x(1+1)x(1+1) = 24) indica que
efectivamente el nimero en cuestidon tiene 24 divisores naturales y 48 (2x24)

divisores enteros.

En esta practica matemética, se pueden apreciar la existencia de las siguientes
relaciones: Una relacion Ri;; entre el problema y la técnica de expresar un
namero segun su descomposicion factorial prima. Otra, R112, que se establece
entre el problema y la técnica de encontrar divisores que se usoé y explicé en la
resolucion anterior. Una tercera relacion, Rii3, entre esta Ultima técnica
sefalada y el argumento constituido en la formula que permite obtener la
cantidad de divisores naturales de un numero y que, por lo tanto, valida haber

encontrado todos esos divisores. Finalmente, una cuarta relacion R4 que se
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da entre el procedimiento de encontrar todos los divisores naturales y la
propiedad que establece que, si un numero entero es divisor de otro entero, es
también divisor de su opuesto, conocimiento que permite encontrar la totalidad

de divisores enteros, conociendo solamente los divisores naturales.

12) En una parada de colectivos, un bus pasa con una frecuencia de 18
minutos y el otro cada 15 minutos, ¢dentro de cuantos minutos, como minimo,
se encontraran en la parada, después de haber coincidido los dos colectivos?

Fundamenta tu respuesta.

La tarea consiste en resolver un problema de simultaneidad de encuentro entre
tres moviles en una parada de colectivos, para lo cual habra que hallar el

minimo comun multiplo entre nGmeros naturales.

Resolucion: Empleando la definicidbn correspondiente, listando ordenada y
exhaustivamente algunos mudltiplos naturales de ambos numeros, queda en

evidencia el minimo entre los multiplos comunes: 90.

También se puede hallar la solucion empleando el procedimiento que permite
hallar el minimo comdn mdltiplo, a partir de la descomposicion factorial prima
de 18 y 15; esto es, 3*x2x5 = 90.

Se hace necesario establecer una relacion Ri2; entre la situacion problematica
y el concepto de minimo comudn multiplo y luego, otra relacién Ri,;, entre dicho

concepto y la técnica indicada.

13) Se tienen dos cuerdas que miden 240 cm y 308 cm y se quiere cortarlas en
trozos de igual longitud, ¢cual sera la mayor longitud en que se las puede

cortar, de forma tal que no sobre cuerda?

Fundamenta tu respuesta.

La tarea consiste en encontrar la cuerda de mayor longitud que entre en partes
iguales en otras dos cuerdas dadas, para lo cual habra que hallar el maximo

comun divisor entre numeros naturales relativamente grandes.

Resolucion: Empleando la definicion correspondiente, listando los divisores
naturales de ambos numeros, queda a la vista que el maximo entre los

divisores comunes es 4.
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También se puede hallar la solucion empleando el procedimiento que permite
hallar el maximo comun divisor, a partir de la descomposicién factorial prima de
240y 308; esto es, 2°= 4.

Se hace necesario establecer una relacion Ri3; entre la situacion problematica
y el concepto de maximo comun divisor. Luego, otra relacion Risp, entre este

concepto y la técnica para hallarlo.
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Anexo 4: Segunda version del instrumento de indagacion

Esta version consta de 10 situaciones-problemas.

Para cada una de ellas se indica el tipo de problema al que corresponde y se
elabora al menos una resolucion. Estas practicas resolutorias expertas se

modelizan a través de configuraciones epistémicas.

Finalmente, se explicitan las relaciones inmediatas establecidas entre objetos
matematicos primarios, detectadas a priori, necesarias de establecer para

elaborar dichas resoluciones.

Consigna inicial: Resuelve las siguientes situaciones-problemas, indicando
siempre los procedimientos que utilizas. No borres ningun escrito que hagas.
En todo caso, indica que no es correcto lo que has hecho y vuelve a realizarlo a

continuacion. Trata de escribir lo méas claro y preciso posible.

Problema 1:
a) ¢, 3 es divisor de 307?, ¢y de 4737, ¢y de -6547?
b) ¢ 3 es factor de 307

C) ¢441 es multiplo de 7?

El problema esta dado en un contexto intramatematico y conlleva la tarea de
determinar si un numero, dado en su expresion decimal, es divisor, factor o

multiplo de otro numero escrito también en base 10.
Resolucion:

0) Podemos decir que 3 es divisor de 30, pues existe el nimero (entero) 10,
que multiplicado por 3, da como resultado 30, de acuerdo con la definicion de

divisor:

Un nuimero “a” es divisor de un nimero ‘b” si existe un nimero “c” tal que a =

bxc (concepto).
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Para determinar si 3 es divisor de 473, usar como herramienta la definicion
anterior es poco pertinente, pues no es muy sencillo obtener un nimero que
multiplicado por 3 dé 473 (procedimiento). En este caso, podemos recurrir al

procedimiento de la division, respaldado en la siguiente definicion:

Un nimero a, distinto de cero, es divisor de un nimero b, si la divisién b:a es

entera exacta (concepto).

Este concepto permite disponer de una herramienta, en este caso mas
pertinente que la multiplicacién, para determinar si un numero es divisor de
otro: la division. Luego, como 473:3 no es una divisibn entera exacta

(procedimiento), 3 no es divisor de 473.

Para responder esta pregunta, también se puede recurrir al criterio de
divisibilidad por 3 (concepto y procedimiento). Asi, sumando las cifras del
namero 473, se obtiene 14 que no es multiplo de 3, por lo que 3 no es divisor
de 473.

Para determinar si 3 es divisor de -654, se puede realizar la divisién 654:3
(procedimiento). Como la misma es entera exacta, esto es, tiene cociente igual
a 218 y resto 0, podemos afirmar que 3 es divisor de 654. Luego, como 3 es
divisor de 654, es también divisor de -654, ya que, si un niumero entero es
divisor de otro nimero entero, es también divisor de su opuesto (propiedad).
Esta propiedad se constituye en una herramienta importante para determinar,
entre nimeros enteros positivos y negativos o ambos negativos, si uno de ellos
es divisor del otro, sin tener que recurrir a la division, teniendo en cuenta toda
la dificultad que podria ocasionar realizar la division entre niumeros enteros

positivo y negativo o ambos negativos.

Con respecto al segundo apartado, podriamos afirmar que 3 es factor de 30, si
3 fuera divisor de 30. Asi, un numero “a” es factor de un nimero “b”, si y sélo

si, es divisor del mismo (concepto).

Como, de acuerdo con la definicién de divisor, 3 es divisor de 30, pues 3x10 =

30 (procedimiento), concluimos que 3 es factor de 30.

Podriamos afirmar que 441 es multiplo de 7, si 7 fuera divisor de 441. Asi, un

numero “b” es mdltiplo de un numero “a”, si y solo si, a es divisor de b

(concepto).
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Como 7 es divisor de 441, pues 441:7 da cociente 63 y resto 0 (procedimiento),
0 sea, se trata de una division entera exacta, podemos afirmar que 441 es

multiplo de 7.

[P

Ademas, teniendo en cuenta que un numero “b” es multiplo de un numero “a’,
si y solo si, b es divisible por a (concepto), acudiendo al criterio de divisibilidad
por 7, podemos afirmar que 441 es divisible por 7, pues 44-2.1 = 42 (concepto
y procedimiento), es un namero divisible por 7 y, por lo tanto, multiplo de 7.

Finalmente, como 441 es divisible por 7, se tiene que 441 es mdltiplo de 7.
Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacion Problemética
Situacion intramatematica que implica determinar si un nimero entero
El nimero entero es divisor, factor o multiplo de otro nimero entero.

a es divisor del

numero entero b, f ‘

si y solo si, existe

un nimero entero
ctalqueb=a.c. L . Conceptos
Definicion de divisor asociada a la multiplicacion.

»- Definicién de divisor asociada a la division.

a es divisor o Defin?c!(:)n nom?nal de Fapt_or.

factor de b, si y Def!n!c!gn nom!nal de M_ul_tl_plo.

solo si, b es Definicion nominal de Divisible.

multiplo o

divisible por a. Propiedades

Si un numero entero es divisor de otro nimero entero, es
también divisor de su opuesto.

| Procedimientos
Division.

Multiplicacion.
Aplicacion de un criterio de divisibilidad (divisibilidad por 3 y
7).

REGLAS

* A4

Argumentos
La definicion de divisor y las relaciones conceptuales establecidas
entre Divisor, Factor, Mdltiplo y Divisible, se constituyen en argumento
en laresolucién de las tareas propuestas.

La red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

Si bien podemos establecer un numero significativo de relaciones entre los
objetos primarios presentes en la configuracién epistémica de este problema,

s6lo nos quedaremos, a fines de esta investigacion, con las siguientes.

209



Anexo 4

La misma consideracion vale para la determinacion de las relaciones

conceptuales movilizadas por el resto de los problemas.
R1,1: Entre el problemay el concepto de divisor que involucra la multiplicacion.

R1,2: Entre el concepto de divisor que involucra la multiplicacion y el

procedimiento de la multiplicacion para decidir si un nimero es divisor de otro.
R1,3: Entre el problemay el concepto de divisor que involucra la division.

R1,4: Entre el concepto de divisor que involucra la division y el procedimiento

de la division para decidir si un niumero es divisor de otro.

R1,5: Entre el problema y la propiedad que indica que, si un nimero entero es

divisor de otro nimero entero, es también divisor de su opuesto.

R1,6: Entre los conceptos de Factor y Divisor.

R1,7: Entre los conceptos de Mdltiplo y Divisor.

R1,8: Entre los conceptos de Mdltiplo y Divisible.

R1,9: Entre el problema y el argumento dado por la definicién de Divisor.

R1,10: Entre el problema y los argumentos dados por las definiciones
nominales de Factor, Mdltiplo y Divisible (en relacion con la definicion de

Divisor).

[{peel)

Problema 2: En una divisibn entre numeros enteros “a” y “b”, ¢bajo qué

condicion “b” es divisor de “a”’?

La tarea, explicita en la consigna de este problema inserto en un contexto
intramatematico, solicita determinar la condicion bajo la cual, en una division

entera, el divisor de la misma es divisor del dividendo.

Es necesario destacar que se llama Divisor a un ndmero y también a una
relacion entre nimeros. En el primer caso cuando se hace referencia a uno de
los cuatro elementos de la division y, en el segundo, cuando se nombra a la

relacion de divisor (si hablamos de un nimero como divisor de otro).
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Resolucion: Consideremos, como ejemplo, las dos siguientes divisiones

(procedimiento):
14:2 (cociente 7 y resto 0), 19:3 (cociente 6 y resto 1)

En la primera, el divisor de la divisién (el 2) es divisor del dividendo (14), dado
que existe un namero (el 7) que multiplicado por 2 da como resultado 14
(concepto). En la segunda division entera, podriamos decir que 3 “es divisor”
de la division, pero “no es divisor” del dividendo, pues no existe un numero que
multiplicado por 3 dé 19, ya que 3x6 = 18 (menor que 19) y 3x7 = 21 (mayor

que 19) (argumento).

El contraejemplo de la segunda de las divisiones, permite validar la afirmacion:
en una divisién entre nimeros enteros no siempre el divisor de la division es
divisor del dividendo y entonces, segun el requerimiento de la consigna, habra

que buscar la condicién bajo la cual esta propiedad se cumple.

En la division a:b, siendo a y b nimeros enteros, con b#0, teniendo en cuenta
el algoritmo de la divisiébn (concepto y procedimiento), se puede afirmar que
existen dos Unicos niumeros enteros q y r de manera tal que:

a = bxqg+r.

Cuando r = 0, se tiene que a = bxq, por lo tanto, en funcion de la definicién de
divisor (concepto), podemos afirmar que “b” (divisor de la division) es divisor del
dividendo “a”. Es decir, en una division entre dos nimeros enteros el divisor de
la division es divisor del dividendo, cuando el resto de la division es cero o sea

gue se trata de una division entera y exacta (propiedad).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje Situacion Problematica
Situacion intramatematica que implica determinar la condicion bajo la
14:2 (cociente 7'y cual, en una division entre niumeros enteros, el divisor de la misma es
resto 0). divisor del dividendo.
a=bxg+. Sir= f ‘

0, entonces a
bxq, por lo que b

i Conceptos
(divisor de la o - : P S
division es divisor l Definicion de divisor que involucra la multiplicacién.

de a (dividendo). Algoritmo de la division.

Propiedades
El divisor de una divisiéon entre niameros enteros es divisor
del dividendo cuando el resto de la division entera es 0.

« Procedimientos

Division.
Escribir una division de la forma a = bxq-+r.

* 4

Argumentos
En la divisién entera a:b, existen dos Unicos nimeros enteros, q y r, tal
que: a = bxg+r. Sir = 0, entonces a = bxq, por lo que b (divisor de la
division) es divisor de a (dividendo).

REGLAS

Lared de relaciones que aparece en la configuracidn epistémica

R2,1: Entre el problema y el lenguaje (el nombre Divisor atribuido a dos objetos

matematicos diferentes).
R2,2: Entre el problema y el procedimiento de la division.

R2,3: Entre el procedimiento de la division y la propiedad que manifiesta que “el
divisor de una divisidn entre nimeros enteros es divisor del dividendo cuando

el resto de la divisidon entera es cero”.

R2,4: Entre la propiedad que expresa que “el divisor de una divisidn entre
nameros enteros es divisor del dividendo cuando el resto de la division entera
es cero” y el argumento “en la division entera a:b, existen dos Unicos numeros
enteros, q y r, tal que: a = bxg+r. Si r = 0, entonces a = bxq, por lo que “b”
(divisor de la division) es divisor de “a” (dividendo), teniendo en cuenta la

definiciéon de divisor.

Problema 3: Los mdltiplos de un niamero, comprendidos entre 370 y 460 son:
380, 399, 418, 437 y 456. ¢ De qué numero se trata?, ¢es Unico?
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Explica como los encontraste y fundamenta tu respuesta.

El problema esta dado en un contexto intramatematico, pues involucra la tarea
de hallar un numero, o mas de uno, conociendo sus mudltiplos enteros

comprendidos entre dos nimeros naturales.

La consigha asegura la existencia de un numero en las condiciones dadas y

plantea analizar la unicidad.

Resolucion: En principio es necesario tener presente que en la consigna se da
una lista, ordenada de menor a mayor, de “todos” los mdltiplos de un nimero,
comprendidos entre dos nameros naturales. La expresion “los multiplos de un

numero son tales...” equivale a decir que se consideran todos.

Sabemos que un namero b es maltiplo de un nimero a, si y solo si, a es divisor

de b (concepto), o sea: b = k.a

Por ello, el 380 que segun la consigna es un mdultiplo de un ndamero

desconocido “a”, resulta de multiplicar “a” por un nimero, es decir: 380 = k.a

[Pl

El proximo multiplo de la lista es el 399, quien se obtiene de multiplicar “a” por

el numero k+1, o sea, el siguiente de k:
399 = (k+ 1).a = k.a + a (concepto y procedimiento)

Queda asi formado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas:

{ 380 = k.a
399 =k.a+a

Si lo resolvemos por el método de reduccion (procedimiento y argumento), esto
es, restando de la segunda ecuacion, la primera, obtenemos que a = 19, quien

es el numero buscado.

Si planteamos un sistema similar al anterior, tomando dos mudultiplos
consecutivos cualesquiera de la lista de multiplos dada en la consigna y lo

resolvemos de la manera indicada, obtendremos la misma solucion.

Este nimero no es la Unica solucion del problema, también lo es el -19, que
tiene los mismos mudltiplos, ya que un nimero entero y su opuesto tienen los

mismos multiplos enteros (propiedad).
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Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacién Problematica
Situacion intramatematica que implica hallar uno o mas nimeros
Un ndmero b es enteros, conociendo una lista ordenada y acotada de sus multiplos
multiplo de un enteros positivos.

ndmero a, si y

s6lo si, a es f ‘

divisor de b.
380 = k.a Conceptos
Multiplo de un nimero (en relacion con Divisor).
380 =k.a »- Multiplo siguiente.
{399 =ka+a Z
- = Propiedades
‘Los mltiplos de 2 | Un ntmero entero y su opuesto tienen los mismos mdiltiplos
un ndmero son o enteros.
tales...” equivale
a decir que se —
consideran todos « Procedimientos
los maltiplos. Método de reduccion para la resoluciéon de un sistema de
dos ecuaciones lineales con dos incégnitas.

* <

Argumentos
La solucion es 19, pues lo justifica el método de reduccion.
-19 es la otra solucién, pues lo justifica la propiedad sefialada en esta
configuracion.

Lared de relaciones que aparece en la configuracién epistémica

R3,1: Entre el problema y el lenguaje: para avanzar en la resolucion del
problema es necesario comprender que la expresion “los multiplos de un

numero son tales...”, equivale a decir que se consideran todos.
R3,2: Entre el problema y el concepto de multiplo.

R3,3: Entre los conceptos de multiplo y de multiplo siguiente. Esta relacién
permite modelizar algebraicamente la situacion—problema a través de un

sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas.

R3,4: Entre el problema y el procedimiento de resolver un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incégnitas, que permite hallar la solucién natural.

R3,5: Entre el problema y el procedimiento de resolver un sistema de dos

ecuaciones lineales con dos incognitas que no solamente lo resuelve sino
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también justifica su resolucién y que, por lo tanto, se constituye en un

argumento.

R3,6: Entre el problema y la propiedad que manifiesta que un nimero entero y
Su opuesto tienen los mismos multiplos enteros, que no solamente permite
hallar la solucion negativa, conociendo la solucion natural, sino que también

justifica dicha solucién y que, en ese sentido, se constituye en argumento.

Problema 4: 15a45 es un namero de 5 cifras, ¢existe algun valor de “a” para

que este numero sea divisible por 3?

Explica como lo hiciste y justifica tu respuesta.

El problema se inscribe en un contexto intramatematico y conlleva la tarea de
determinar la existencia de un digito desconocido “a” de un nimero natural de
cinco cifras, expresado en base 10, para que el mismo sea divisible por otro

numero natural de una cifra.

Resolucion: Para que el numero 15a45 sea divisible por 3, la suma de sus
cifras debe ser divisible por 3, teniendo en cuenta el criterio de divisibilidad por

3 (concepto y procedimiento).

Si sumamos las cifras del numero dado (procedimiento), 1+5+a+4+5, y

aplicamos la propiedad asociativa de la suma (procedimiento), obtenemos:

(1+5+4+5)+a = 15+a, 0 sea, un numero desconocido por cuanto no conocemos
“a”. Por este motivo, no podemos responder la pregunta solamente aplicando

tal criterio de divisibilidad.

Ahora bien, habiendo realizado la suma de las cifras del nimero en cuestion y
expresando dicha suma como suma de dos sumandos, siendo uno de ellos
divisible por 3 (el 15), para que el numero de interés resulte ser divisible por 3,
el otro sumando (a) debe ser divisible por 3 (concepto), teniendo en cuenta que

la suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3 (propiedad).
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[Pl

Por ello, como “a” es un digito, pues 15a45 segun la consigna es un numero de
5 cifras, sus posibles valores son: 0, 3, 6 y 9 que son nameros divisibles por 3,

dado que 3 es divisor de cada uno de ellos (concepto).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacion Problematica
Situacién intramatematica que implica determinar la existencia de un
1+5+a+4+5= digito desconocido de un nimero natural, expresado en base 10, para

gue el mismo sea divisible por 3.

(1+5+4+5)+a= |
15+a
L de d Conceptos
a suma de dos Definicion de Divisible (en relacion con la definicion de
nimeros |y Divisor)
'V'ds.' 'e'zl por 3 ’ Definiciébn de Divisible (en relacion con el criterio de
es divisible por 5. w | divisibilidad por 3).
< Criterio de divisibilidad por 3.
-
O}
& Propiedades
La suma de dos numeros enteros divisibles por 3, es divisible
por 3.
Propiedad asociativa de la suma de nimeros enteros.
Procedimientos
Realizacién de multiplicaciones y divisiones para decidir si un
namero es divisible por 3.
« Realizacién de sumas de nameros enteros.
Aplicacién de la propiedad asociativa de la suma de numeros
enteros.
Argumentos

Los argumentos lo constituyen el procedimiento que conlleva
determinar si un numero es divisible por 3 (sumando sus cifras) y la
propiedad que expresa que la suma de dos nimeros enteros, divisibles
por 3, es divisible por 3.

La red de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

R4,1: Entre el problema y el concepto de Divisible (asociado al concepto de

Divisor).

R4,2: Entre el problema y el concepto de Divisible (asociado al criterio de
divisibilidad por 3).
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R4,3: Entre el problema y el procedimiento que conlleva la aplicacion del

criterio de divisibilidad por 3 (sumar las cifras de un nimero).

R4,4: Entre el procedimiento de sumar las cifras de un nimero y la propiedad

del criterio de divisibilidad por 3.

R4,5: Entre el procedimiento que conlleva la aplicacion del criterio de
divisibilidad por 3 y la propiedad que expresa que la suma de dos numeros
divisibles por 3, es divisible por 3.

R4,6: Entre el problema y el argumento dado por la propiedad del criterio de
divisibilidad por 3.

R4,7: Entre el problema y el argumento dado por la propiedad que indica que la

suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3.

Problema 5: Si a y b son nimeros naturales y a es divisor de b, siempre a es

menor o igual que b, ¢sucede lo mismo si los nimeros fueran enteros?

Justifica tu respuesta.

El problema se da en un contexto intramatematico e involucra la tarea de
determinar si el orden que se establece entre dos niumeros enteros, cuando
uno de ellos es divisor del otro, es el mismo que el que se da entre dos

ndumeros naturales.

Resolucion: La busqueda de ejemplos y contraejemplos, comparando
nameros enteros entre si (salvo el caso en que los mismos sean numeros
naturales, por el dato de la consigna) (procedimiento), ayuda a avanzar en la

resolucién de la situacion.

En los casos en los que los nimeros enteros fueran iguales, uno de ellos es
divisor del otro y viceversa (argumento), teniendo en cuenta la definicion de
divisor (concepto). Incluso, en el caso del “0”, se tiene que 0 es divisor de 0
(propiedad), pues segun la definicion de divisor (concepto), existe un numero c,

tal que 0 = Oxc. O sea, en este caso, el orden que se establece entre dos
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nameros enteros, cuando uno de ellos es divisor del otro, es el mismo que el

gue se da entre dos numeros naturales.

Siendo exhaustivos en la busqueda de casos particulares, habra que
considerar ahora los casos en los cuales los niumeros enteros son: (a) ambos

negativos y (b) uno negativo y el otro positivo.

a) Siay b fueran negativos: Siendo a divisor de b, existe un nimero entero c,
tal que b = axc (concepto). Como “b” y “axc” son iguales, sus opuestos también
son iguales, esto es:

-b = -(axc), expresién equivalente a:

-b = -axc, la cual nos indica que el opuesto de b es mayor o igual que el
opuesto de a, ya que “a”, “b” y “c” son numeros enteros positivos, y por ello,
se puede deducir finalmente que b<a, o lo que es lo mismo, a=b (argumento).
En este caso, el orden que estamos analizando no es el mismo en el conjunto
de los nimeros enteros que en el de los naturales.

b) Si a y b fueran de distintos signos: en primer lugar, teniendo que a es
divisor de b, considerando a<0 y b>0, por ejemplo “-3 divisor de 9”, se tiene que
a<b, pues todo nimero negativo es menor que todo niumero positivo (concepto
y argumento). Decir que a<b implica afirmar que a<b. Luego, en este caso, el

orden establecido es el mismo en Zy en N.

En segundo lugar, teniendo que a es divisor de b, considerando que a>0 y b<0,
por ejemplo “2 divisor de -8”, no se cumple que as<b, pues ningun numero
negativo es mayor que un namero positivo (concepto y argumento). Este
contraejemplo permite determinar que, en este caso, el orden que estamos

estudiando no es el mismo en Zy en N.

Desde otro punto de vista, haciendo funcionar la propiedad: “Un numero entero
y su opuesto tienen los mismos divisores” (propiedad), se puede determinar
qgue, en el conjunto de los nimeros enteros, si a es divisor de b, a puede ser
mayor, menor o igual que b. En efecto, si a es divisor de b, asb en el conjunto
de los numeros naturales; luego, como por la propiedad sefialada, a es también
divisor de -b, se tiene entonces que a=-b, es decir, en el conjunto de los
nameros enteros existen infinitos casos en los que un divisor de un nimero es

mayor o igual que el nUmero (argumento).
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Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje

Si a es divisor de
b,
b=axc, entonces:

Situacion Problemética
Problema intramatematico que involucra determinar si el orden que se
establece entre dos nimeros enteros, es el mismo que el que se da
entre dos nimeros naturales, cuando uno de los nimeros es divisor del

-b=-axc

B '3

...el caso de “2
divisor de -8”, no

cumple que a<h. »

Conceptos
Definicidn de divisor (estructura multiplicativa).
Un nimero entero negativo es menor que uno positivo.

Propiedades
Un nimero entero y su opuesto tienen los mismos divisores.

REGLAS

Procedimientos
Busqueda de casos particulares (con ayuda de ejemplos,
generalizaciones y contraejemplos), comparando nimeros
enteros entre si, en el caso en el que uno de ellos es divisor
del otro: (a) los nimeros enteros son iguales, (b) los enteros
son distintos (ambos negativos o de distintos signos).

2 A

Argumentos
Si dos nameros enteros son iguales, siempre uno de ellos es divisor
del otro y viceversa, teniendo en cuenta la definicion de divisor.
Si fueran ambos negativos, siendo a divisor de b, b=axc. Luego, -b=-
(axc), expresion equivalente a: -b=-axc, la cual nos indica que el
opuesto de b es mayor o igual que el opuesto de a, dado que -a, -b y
son positivos, y por ello, se puede deducir finalmente que a=b.
Si fueran de distintos signos: Si a es divisor de b, siendo a<0 y b>0, se
tiene que a<b, pues todo numero entero negativo es menor que todo
namero positivo. Si a es divisor de b, siendo a>0 y b<0, se da que azb,
por la misma razén esgrimida recientemente.
Si a es divisor de b, asb en el conjunto de los niumeros naturales;
luego, como por la propiedad sefalada en esta configuracion, a es
también divisor de -b, se tiene entonces que a=-b.

Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

R5,1: Entre el problem

a y la propiedad que indica que un nimero entero y su

opuesto tienen los mismos divisores.

R5,2: Entre el problema y el procedimiento que consiste en la busqueda de

casos particulares (a

distintos signos).

divisor de b, (i) a=b (ii) a#b (ambos negativos o de

R5,3: Entre el concepto de divisor y el procedimiento de blsqueda de casos

particulares.
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R5,4: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si dos numeros enteros son iguales, siempre uno de ellos es

divisor del otro y viceversa.

R5,5: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si a y b son numeros enteros negativos, siendo a divisor de b, b =
axc. Luego, -b = -(axc), expresion equivalente a: -b = -axc, la cual nos indica
qgue el opuesto de b es mayor o igual que el opuesto de a, dado que -a, -by c

son positivos, y por ello, se puede deducir finalmente que a=b.

R5,6: Entre el procedimiento de busqueda de casos particulares y el
argumento: Si a y b son nimeros enteros de distintos signos: Si a es divisor de
b, siendo a<0 y b>0, se da que asb, pues todo numero entero negativo es
menor que todo numero positivo. Asimismo, asumiendo que a es divisor de b,

siendo a>0 y b<0, se da que a=b, por la misma razén sefalada recientemente.

R5,7: Entre el problema y el argumento: Si a es divisor de b, asb en el conjunto
de los numeros naturales; luego, como a es también divisor de —b, por la

tercera propiedad sefialada en la configuracion, se tiene entonces que a=-b.

Problema 6: ¢ Es posible que dos nimeros enteros distintos tengan los mismos

divisores?, ¢en qué condiciones?

Justifica tu respuesta.

Esta situacion es un tipo de problema inscripto en un contexto intramatematico
gue involucra la tarea de decidir si existen dos nimeros enteros distintos que

tengan los mismos divisores y las condiciones bajo las esto sucede.

Resoluciéon: Para resolver la situacion, realizaremos un exhaustivo andlisis de

casos particulares (procedimiento):

- Consideremos el caso en el que “a” y “b” son nameros enteros distintos,
ambos positivos o ambos negativos. Si los dos fueran positivos y “a” fuese
menor que “b”, “b”, quien es divisor de si mismo (propiedad), no puede ser
divisor de “a”, pues los divisores de un numero entero, en valor absoluto, son

menores 0 iguales que el valor absoluto de dicho numero (propiedad). Si
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ambos fueran negativos y “a” fuese menor que “b”, “a” no es divisor de “b’,
porque el valor absoluto de “a” es mayor que el valor absoluto de “b” y, en
funcién de la propiedad anterior, ningun divisor en valor absoluto puede ser
mayor que el valor absoluto del nimero correspondiente.

Luego, como difieren en al menos un divisor, a y b no tienen los mismos
divisores.

- Entonces, si existieran dos numeros enteros, distintos, con los mismos
divisores, deberian tener signos diferentes, presentandose dos casos para

analizar: si fueran opuestos 0 no.

En el primer caso, dos numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores

enteros (propiedad). Si a es divisor de b, por la definicién de divisor:
b = axc, ceZ (concepto), y por la regla de los signos del producto de nimeros

enteros, -b = -axc = ax(-c), -ceZ (concepto y procedimiento), por lo que “a” es

también divisor de “-b” (argumento).

En el segundo caso, si los niumeros no fueran opuestos, tampoco tienen los
mismos divisores, pues al menos se diferencian en el mayor divisor natural del
namero de mayor valor absoluto. Dicho divisor es mayor que todos los
divisores del nimero de menor valor absoluto y, por lo tanto, distinto de todos

ellos (argumento).

En resumen: el Unico caso en el que dos nimeros enteros distintos tienen los

mismos divisores enteros, es cuando son opuestos.
Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje Situacion Problemética
Tipo de problema intramatematico que implica determinar si existen
dos numeros enteros distintos que tengan los mismos divisores y las

Si los dos condiciones bajo las cuales esto sucede.
nameros son
distintos, no f ‘
tienen los
mismos Conceptos
divisores... » Definicién de divisor (estructura multiplicativa).
Regla de los signos del producto de niumeros enteros.
-b = (-a)xc = ax(-
c), -ceZ Propiedades
¢y | Todo numero entero es divisor de si mismo.
< | Los numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores.
5 Los divisores de un nimero entero, en valor absoluto, son
W [ menores o iguales que el valor absoluto de dicho nuamero
T | entero.
Procedimientos
Andlisis de casos particulares (fundamentadas mediante
propiedades o generalizaciones deductivas).
« Aplicacion de la regla de los signos del producto de nimeros
enteros.
Argumentos

- El argumento que avala que dos numeros enteros distintos, ambos
positivos 0 ambos negativos, no tienen los mismos divisores, se basa
en la tercera propiedad expuesta en esta configuracion epistémica.

- Siaesdivisor de b, por la definicion de divisor, b = axc, ceZ, y por
la regla de los signos del producto de nimeros enteros, -b = (-a)xc =
ax(-c), -ceZ, por lo que a es también divisor de -b. Esto es, si dos
ndmeros enteros son opuestos, tienen los mismos divisores.

- Silos numeros no fueran opuestos, no tienen los mismos divisores,
pues al menos se diferencian en el mayor divisor (positivo) del nimero
de mayor valor absoluto, divisor que es también mayor que todos los
divisores del nimero de menor valor absoluto y, por lo tanto, distinto de
todos ellos.

Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica
R6,1: Entre el problemay el procedimiento de analisis de casos particulares.
R6,2: Entre el problema y el concepto de divisor.

R6,3: Entre el problema y la propiedad que indica que todo nimero es divisor

de si mismo.

R6,4: Entre la propiedad que indica que todo numero es divisor de si mismo y
el argumento que explica que dos numeros enteros distintos no tienen los

mismos divisores.
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R6,6: Entre el problema y la propiedad que indica que el valor absoluto de
cualquier divisor de un nimero entero es menor o igual que el valor absoluto de

dicho nimero.

R6,7: Entre la propiedad que indica que el valor absoluto de cualquier divisor
de un numero es menor o igual que el valor absoluto de dicho nimero y el
argumento que explica que dos numeros enteros distintos no tienen los mismos

divisores.

R6,8: Entre la propiedad que indica que dos nimeros enteros opuestos tienen
los mismos divisores y el argumento deductivo que la avala, explicitado en la

configuracion epistémica anterior.

R6,9: Entre el procedimiento de andlisis de casos particulares y el argumento
que explica que, si los numeros enteros no fueran opuestos, no tienen los
mismos divisores, pues al menos se diferencian en el mayor divisor natural del

namero de mayor valor absoluto.

Problema 7: Teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ¢son correctas las

siguientes afirmaciones?:

a) 17 es divisor de 11x17.

b) 11x17+1870 es multiplo de 187.
c) 11x17+16 es multiplo de 187.

En cada caso, fundamenta tu respuesta.

Este caso nos pone en presencia de un problema intramatematico.

En el primer item, la tarea consiste en decidir si un niumero expresado en base

10, es divisor de otro numero expresado en su descomposicion factorial prima.

En el segundo apartado, la tarea consiste en determinar si un namero,
expresado en base a la propiedad distributiva, es mdultiplo de otro nimero

expresado en base 10.
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En el tercer apartado, la tarea consiste en determinar si un nimero, expresado
en base al algoritmo de la division, es multiplo de otro numero en su version

decimal.

Resolucion: a) Podemos afirmar que 17 es divisor de 11x17, pues es un factor
de la descomposicién factorial prima de 11x17. Esto es asi, pues, teniendo en
cuenta la definicion de divisor (concepto), podemos decir que 17 es divisor de
11x17, pues existe un numero, el 11, que multiplicado por 17 da por resultado
11x17.

b) El nimero 11x17+1870 est4 expresado en base a la propiedad distributiva,
teniendo en cuenta que, como 11x17 = 187 y 1870 = 187x10, en funcién de la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma de niumeros enteros, al

ndmero en cuestion (11x17+1870) lo podemos escribir asi: 187+187x10.

Ahora bien, 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11 (concepto y procedimiento),
expresion que nos dice que el numero dado en la consigna 11x17+1870, que
también puede escribirse como 187+187x10, es multiplo de 187, pues 187 es
divisor del mismo, ya que, teniendo en cuenta la definicion de divisor, el

namero de interés puede escribirse como 187x11 (concepto y argumento).

Entonces, cuando un numero puede descomponerse en la suma de n
productos con un factor comdn, es decir, puede escribirse en base a la
propiedad distributiva, dicho numero es multiplo de ese factor comuin

(propiedad).

c) El nimero 11x17+16 esta expresado en base al algoritmo de la division
entera; el dividendo es 203 (11x17+16), el divisor es 17, el cociente, 11 y el
resto, 16.

El primer multiplo de 187 es el mismo 187 y el mdltiplo consecutivo es:
187+187 = 374 (procedimiento). El nimero 11x17+16 = 203, esta comprendido
entre estos dos multiplos consecutivos de 187: 187 < 203 < 374, razon por la
cual podemos afirmar que 11x17+16 no es multiplo de 187, dado que, entre

dos multiplos consecutivos de un nimero, no existe otro multiplo (argumento).
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje

187<11x17+16=
187+16<187+18=
374

17 es divisor de
11x17

Situacion Problemética
Situacién intramatematica que implica determinar si un ndmero entero
escrito en base 10, en funcion de la propiedad distributiva o el
algoritmo de la divisiéon entera, es mdltiplo o divisor de otro numero
entero expresado en algunas de estas mismas versiones.

* . 4

Conceptos
Definicion de divisor.

Propiedades
Cuando un numero entero puede descomponerse en la
suma de n productos con un factor comun, es decir, puede
escribirse en base a la propiedad distributiva, dicho nimero
es multiplo de ese factor comun.
Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
numeros enteros.

REGLAS

Procedimientos
Observar la descomposicion factorial prima de un namero
entero. Cualquier factor primo de tal descomposicion, es
divisor de dicho namero.
Hallar multiplos consecutivos.
Escribir un nimero entero en base a la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma.

* <

Argumentos

- 17 es divisor de 11x17, pues lo justifica la definicion de divisor.

- 11x17+1870 = 187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11, por lo que
11x17+1870 es mdltiplo de 187, pues 187 es divisor de 11x17+1870,
teniendo en cuenta la definicion de divisor.

- Como 11x17+16 estd comprendido entre dos multiplos consecutivos
de 187 (el 187 y el 187+187), se puede afirmar que 11x17+16 no es
multiplo de 187, ya que, entre dos miltiplos consecutivos de un
ndmero entero, no existe otro mdaltiplo.

La red de relaciones que aparece en la configuracién epistémica

R7,1: Entre el problema y el procedimiento de observar si un numero p es un

namero primo de la descomposicion factorial de un namero n, para decidir que

p es divisor de n.

R7,2: Entre el procedimiento que consiste en observar si un nimero p es un

primo de la descomposicion factorial de un ndmero n para decidir que es su

divisor y el concepto dado por la definicién de divisor.

R7,3: Entre el problema y el procedimiento que consiste en expresar a un

namero en base a la propiedad distributiva, dejando explicito el factor comun,

para decidir que el nimero en cuestion es multiplo de ese factor comun.
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R7,4: Entre el procedimiento que conlleva escribir un nimero en base a la
propiedad distributiva, dejando explicito el factor comun, y el concepto dado por
la definicion de divisor.

R7,5: Entre el procedimiento de escribir un nimero en base a la propiedad
distributiva, dejando a la vista el factor comun, y la propiedad que dice que
cuando un numero puede descomponerse en la suma de n productos con un
factor comun, es decir, puede escribirse en base a la propiedad distributiva,

dicho numero es multiplo de ese factor comun.

R7,6: Entre el problema y el procedimiento de acotar el nUmero 11x17+16 entre

dos multiplos consecutivos de 187.

R7,7: Entre el procedimiento de acotar el numero 11x17+16 entre dos multiplos
consecutivos de 187, y el argumento que explica que aquel nimero no es
multiplo de 187, ya que, entre dos multiplos consecutivos de un nimero, no

existe otro multiplo.

Problema 8: Si fuera posible, escribe un nimero gque tenga:
a) Exactamente cuatro divisores naturales.
b) Mas de 15 divisores enteros.

Explica la estrategia que usaste para encontrarlos y fundamenta tu respuesta.

El problema esta dado en un contexto intramatematico y requiere la tarea de
encontrar un numero que disponga de una determinada cantidad de divisores

naturales (en el primer apartado) y enteros (en el segundo).

Resolucion: a) Dado que la cantidad de divisores requerida es pequefia,
podemos resolver el problema buscando el nimero solicitado por tanteo
(procedimiento), aplicando alguna herramienta como la multiplicacion o division
(procedimiento), mas aun, teniendo en cuenta que hay numeros chicos con 4

divisores naturales, como, por ejemplo, el 6 o el 8.

No obstante, un procedimiento que siempre lleva al éxito en la realizacion de

este tipo de problema, es multiplicar dos nimeros primos (procedimiento). En
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efecto, si p y g son dos niameros primos, el nUmero compuesto pxq tendra 4

divisores naturales, que son los elementos del siguiente conjunto:

{1,p,q,pxq}

1 es uno de los divisores porque es divisor de todos los numeros (propiedad),
pxq es también un divisor, dado que todo numero es divisor de si mismo
(propiedad), p y g son divisores de pxq, teniendo en cuenta la definicién de
divisor (concepto). Y no existen otros divisores, ya que p y g son numeros
primos, por lo que no pueden descomponerse en producto, salvo la
descomposicion trivial (p = 1xp) (propiedad), en cuyo caso ya se contaron los
divisores 1y p.

b) En el segundo apartado, se solicita encontrar un nimero que tenga mas de
15 divisores enteros (16 divisores o0 mas). Para simplificar la tarea, se puede
buscar un nimero que tenga 8 divisores naturales y, por lo tanto, 16 divisores
enteros, teniendo en cuenta que, si un nimero entero, distinto de cero, tiene
una cantidad de divisores en el conjunto de los niUmeros naturales, dispone del

doble de esa cantidad en el conjunto de los niumeros enteros (propiedad).

Para resolver esta situacion se pude trabajar de manera similar al caso
anterior, esto es, hallar el nimero de interés multiplicando 3 nimeros primos.
En este caso, si p, q y r fueran primos, la cantidad de divisores naturales del
namero pxgxr es 8 'y pertenecen al siguiente  conjunto:
{1,p,q,7,pxq, pxr, qxr,pxqxr}, siendo la cantidad de divisores enteros igual a
16.

También se puede abordar la tarea a través de la manipulacion conveniente de
la formula que permite obtener la cantidad de divisores naturales de un
namero. La cantidad de divisores naturales de un numero p;“ix..... Xpn‘m,

expresado en su descomposicién factorial prima, esta dada por:

(¢ + Dx ...... x(c, +1), es decir, por el producto de los exponentes de los
nameros primos de la base, aumentados en una unidad (concepto vy

argumento).

Empleando esta férmula, si quisi€ramos construir un nimero natural con 16
divisores enteros, esto es, 8 divisores naturales, podriamos formar una

potencia de base prima y exponente n-1, siendo n la cantidad de divisores que
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deseamos que dicho numero tenga. Es decir, un nimero con 8 divisores

naturales podria construirse con una potencia de base 2 y exponente 7

(procedimiento). Incluso, la base podria ser cualquier nimero primo, aunque el

hecho que sea 2, facilita el calculo de la potencia, por el tamafio del nimero.

La validaciéon correspondiente lo constituye el hecho de contar la cantidad de

divisores, usando la formula indicada recientemente. Esto es, 2’ = 128, tiene

7+1 = 8, divisores naturales y, por lo tanto, 16 divisores enteros (procedimiento

y argumento).

Andlisis del problema

La configuracion epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje

El nimero 6 tiene
4 divisores
naturales.

{1,p,q,pxq}

Situacion Problemética
Situacion intramatematica que implica encontrar un numero que
disponga de una determinada cantidad de divisores (naturales en un
caso y entero en otro).

* 4

Conceptos
Definicion de divisor que involucra la multiplicacion o division.
Formula de la cantidad de divisores naturales de un nimero
entero.

Propiedades
1 es divisor de todos los nimeros enteros.
Todo nUimero entero es divisor de si mismo.
Un ndmero primo p no puede descomponerse en producto,
salvo la descomposicion trivial 1xp.
Si un numero entero, distinto de cero, tiene n divisores
naturales, entonces tiene 2xn divisores enteros.

REGLAS

Procedimientos

Busqueda de divisores empleando la multiplicacion o
division.

Herramientas de tanteo (para encontrar divisores y un
namero con una determinada cantidad de divisores).
Construir un numero con cierta cantidad de divisores
naturales, a través de plantear y resolver potencias.

Emplear la férmula para hallar cantidad de divisores.

r i

Argumentos
Las tres primeras propiedades sefialadas en esta configuracion y el
concepto de divisor (en el caso de multiplicar nimeros primos para
resolver el problema).
El concepto que deviene de la formula de la cantidad de divisores, para
construir un nimero con una cantidad dada de divisores y para validar
gue un numero tiene una cantidad determinada de divisores naturales.
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Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

R8,1: Entre el problema y el procedimiento de blusqueda, por tanteo, de un

numero con una cantidad dada de divisores.

R8,2: Entre el problema y el procedimiento de multiplicar nUmeros primos para

hallar un nUmero con una determinada cantidad de divisores naturales.

R8,3: Entre el procedimiento de multiplicar numeros primos para hallar un
namero con una determinada cantidad de divisores naturales y el argumento
que lo avala (constituido por las tres primeras propiedades expuestas en la

configuracion epistémica y el concepto de divisor).

R8,4: Entre el problema y el procedimiento de la potenciacion para construir un

numero con una cantidad dada de divisores naturales.

R8,5: Entre el procedimiento de la potenciacion para construir un nimero con
una cantidad dada de divisores naturales y el argumento dado por la férmula de

la cantidad de divisores.

R8,6: Entre el procedimiento de hallar los divisores naturales de un numero
entero y la propiedad de encontrar todos sus divisores enteros, conociendo los

dichos divisores naturales.

Problema 9: En una estacion de colectivos, un bus para con una frecuencia de
18 minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ¢dentro de cuantos minutos,
como minimo, se encontraran en esa estacion, después de haber coincidido en

esa estacion los dos colectivos? Fundamenta tu respuesta.

El problema estd dado en un contexto extramatematico (determinar el menor
tiempo en que volveran a encontrase dos colectivos, en una estacion, luego de
una coincidencia). La tarea se reduce a hallar el minimo comdn mdltiplo entre

dos nUmeros naturales.

Resolucion: Las coincidencias se daran en minutos representados por
nameros naturales, que son multiplos de 15 y también de 18. Como de todas

las coincidencias, nos interesa la inmediata siguiente luego de un encuentro
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inicial que suponemos se da en el instante 0 minutos, tendremos que recurrir al

calculo del minimo coman multiplo, pues nos ofrece esta posibilidad.

Sabemos que un niamero m se llama minimo comdn mdultiplo (MCM) de los

nameros a y b (concepto) cuando:

a) m es multiplo de ay de b.

b) todo multiplo comun de a 'y b es maltiplo de m.

Para encontrar el MCM podemos realizar la descomposicion en factores primos
de cada numero, expresandolo como el producto de potencias de numeros

primos (procedimiento).

Al tener dos numeros naturales, podemos encontrar el MCM a través de la

descomposicion en factores primos de ambos; esto es:
15 = 3x5 18 = 2x9 = 2x3x3 = 2x3? (procedimiento)

Para el céalculo realizamos las descomposiciones en factores primos de 15y 18

(procedimiento), muy sencillas de obtener dado el tamafio de estos niumeros.

Teniendo la descomposicion en factores primos, encontramos el MCM
determinando los factores primos con su mayor exponente (procedimiento),

esto es:
15 = 3x5 18 = 2x3°

MCM (15,18) = 3*x2x5 = 90

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, las paradas en la estacion del
primer colectivo (A), serian los niameros (minutos), que son elementos del

siguiente conjunto:
Paradas; = {0,18,36,54,72,90,108, 126,144, 162,180, 198, 216, 234,252, 270, ... }

Estos numeros surgen de considerar los mdultiplos de 18, que resultan de
multiplicar este nimero por cada uno de los niameros enteros no negativos

(procedimiento).

De igual manera, las paradas del colectivo B, se dan en los minutos, cuyo valor

numeérico es un elemento del siguiente conjunto:

Paradasggy = {0, 15,30, 45,60, 75,90,105,120, 135,150,165,180, 195, 210, 225, 240, 255, 270, ... }
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Estos numeros surgen de considerar los multiplos de 15 (procedimiento).

Teniendo en cuenta una considerable cantidad de elementos de ambos
conjuntos, podemos obtener varios multiplos comunes de 18 y 15: 90, 180,
270, 360, 450, .... Ambos colectivos van a coincidir a los 90 minutos luego de
estar juntos en el instante cero, como asi también después de 180 minutos,

270 minutos, etc.

Como el 90 es el menor de los tiempos de coincidencia, en tanto el
MCM(18,15) = 90, éste es el modo 6ptimo de hacerlo (argumento), esto es, los
colectivos coincidiran nuevamente en la parada, luego de haber estado juntos
en un instante que suponemos 0 minutos, después de haber transcurrido 90

minutos.
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:

Lenguaje Situacién Problematica

Situacion extramatematica que implica hallar el MCM entre dos
MCM (a,b)=m ndmeros enteros.

M (15) = {0, 15,

30, 45,..} I Sy

Los colectivos
coincidiran

nuevamente en la
parada, luego de »
haber estado

juntos, después Propiedades
de 90 minutos.

Conceptos
Minimo comuan mdltiplo.

Procedimientos
Descomposicion en factores primos.
Determinacién de MCM a través de la factorizacion prima.
Determinacion de mdltiplos de un nimero.

*
REGLAS

* 4

Argumentos

El MCM (a,b) = m, pues lo justifica un procedimiento.

Lared de relaciones que aparece en la configuracion epistémica

R9,1: Entre el problemay el concepto de MCM.
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R9,2: Entre el concepto de MCM vy el procedimiento de hallarlo a través de la

descomposicion factorial prima.

R9,3: Entre el procedimiento de la descomposicion factorial prima de un
namero y el procedimiento de obtener descomposiciones multiplicativas de un

ndmero.

R9,4: Entre el problema y el procedimiento del calculo del MCM que lo

resuelve.

R9,5: Entre el problema y el procedimiento del calculo del MCM que no
solamente lo resuelve, sino que también lo justifica y que, por ende, se

constituye en un argumento.

Problema 10: Se tienen dos cuerdas que miden 240 cm. y 308 cm. y se quiere
cortar cada una de ellas en trozos de igual longitud, ¢cuél serd la mayor

longitud en la que se las puede cortar, de forma tal que no sobre cuerda?

Fundamenta tu respuesta.

El problema esta dado en un contexto extramatematico (encontrar la cuerda de
mayor longitud que entre en partes enteras iguales en otras dos cuerdas
dadas). La tarea se reduce a hallar el maximo comun divisor entre dos numeros

naturales relativamente grandes.

Resolucion: Como tenemos que cortar las cuerdas de la misma longitud,
inicialmente tendriamos muchas opciones, como, por ejemplo, cortarlas en
trozos de %2 cm, de 1 cm, de 2 cm, etc., pues el problema no establece
condicion alguna para ello. No obstante, asumiremos que seran cortadas en
trozos que resulten ser una longitud entera y como debemos encontrar la
mayor longitud que sea comun, recurriremos al calculo del maximo comun

divisor, pues nos ofrece esta posibilidad.

Sabemos que un numero d se llama maximo comun divisor (MCD) de los

nameros a y b (concepto) cuando:

c) d es divisor comun de los nimeros ay b,
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d) d es divisible por cualquier otro divisor comun de los numeros ay b.

Para encontrar el MCD podemos realizar la descomposicion en factores primos
de cada numero, expresandolo como el producto de potencias de numeros
primos (procedimiento), o wusar el Algoritmo de Euclides (concepto vy

procedimiento) que es mas eficiente cuando se trata de numeros grandes.

Al tener dos numeros naturales, podemos encontrar el MCD a través de la
descomposicion en factores primos. Para ello realizamos divisiones del nimero
recurriendo al menor niamero que lo divide (procedimiento) y tendremos en

cuenta criterios de divisibilidad (propiedad) involucrados. En nuestro caso

resulta:

240 2 308 2
120 2 154 2
60 2 77 7
30 2 11 11
15 3 1

5 5

1

240 =2*x3 x5 308 =22x7x11

Para el célculo tuvimos en cuenta los siguientes criterios de divisibilidad:

e) Un namero es divisible por 2 cuando termina en una cifra par (propiedad).

f) Un nimero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 5 (propiedad).

g) Un numero es divisible por 7 cuando la diferencia entre el nimero sin la cifra
de las unidades y el doble de la cifra de las unidades es 0 6 un multiplo de 7

(propiedad).
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h) Un nimero es divisible por 11, si la diferencia entre la suma de las cifras que
ocupan los lugares impares y la de los pares es 0 o un mdltiplo de 11

(propiedad).

Teniendo la descomposicion en factores primos de cada uno de los nameros,
encontramos el MCD determinando los factores comunes con su menor

exponente (procedimiento), esto es:

240 = 2*x3x5 308 = 2°x7x11

MCD (240,308) = 2% = 4

En sintesis, y para fundamentar la respuesta, la cuerda de 240 cm podria ser
cortada en longitudes enteras con las siguientes medidas:

Longitudesg,40y = {1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120,240}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 240 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores naturales de
cada uno de los factores que tiene la descomposicién prima, pues sabemos
que los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un

ndmero a, también son divisores de a (propiedad).

Asi, 2% tiene 5 divisores: {1,2,4,8,16} mientras que el 3 tiene dos: {1,3} y el 5
también dos: {1,5}. En total tendremos 5x2x2 = 20 divisores, que surgen de las

siguientes combinaciones:

1
2

1 1
4

3
8 5
16

Resultan ser divisores del 240 los siguientes nimeros
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La cuerda de 308 cm podria ser cortada en longitudes enteras con las

siguientes medidas:
Longitudessogy = {1,2,4,7,11,14,22,28,44,77,154,308}

Estas medidas surgen de considerar los divisores de 308 que se obtienen por
aplicar principios de conteo (procedimiento) entre los divisores naturales de
cada uno de los factores que tiene la descomposicidn prima, pues sabemos
que los divisores de cada uno de los factores en que se descompone un

namero a, también son divisores de a (propiedad).

Asi, 22 tiene 3 divisores: {1,2,4} mientras que el 7 tiene dos: {1,7} y el 11
también dos: {1,11}. En total tendremos 3x2x2 = 8 divisores, que surgen de las

siguientes combinaciones:

1

1 1
2

7 11
4

Resultan ser divisores del 308 los siguientes nimeros
D(308) = {+1,+2,+4,+7,+11,+14,+22,+28,+44,+77,+154, +308}

Los divisores comunes de ambos nameros son 1, 2 y 4. Por ello, las cuerdas
podrian ser cortadas en longitudes de 1, 2 y 4 cm, cuyos valores numericos son
los divisores comunes del 240 y 308, y como el 4 es el mayor de ellos en tanto
MCD(204,308) = 4, éste es el modo éptimo de hacerlo (argumento), esto es,

cortar cada cuerda en tramos de 4 centimetros.
Andlisis del problema

La configuracién epistémica del problema resulta ser la siguiente:
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Lenguaje Situacion Problemética
Situacion extramatematica que implica hallar el MCD entre dos
MCD(a,b)=d ndmeros enteros.
MCD(240,308)=4 —

o 2 & $

Conceptos
Méaximo comun divisor.

»' Propiedades

Criterio de divisibilidad por 2. Criterio de divisibilidad por 5.

w’ z Criterio de divisibilidad por 7. Criterios de divisibilidad por 11.
G Sia = bxd y c|b, entonces, c|a.

El modo optimo L

de hacerlo en 84

cortar cada ‘ Procedimientos

cuerda en tramo Descomposicion en factores primos.

de 4 cm. Algoritmos de la division. Determinacion de MCD a travées de

la factorizacion prima. Principios de conteos. Determinacion
de divisores de un niumero.

i ¥

Argumentos
El MCD (a,b) = d, pues lo justifica un procedimiento.

La red de relaciones que aparece en la configuracién epistémica
R10,1: Entre el problemay el concepto de MCD.

R10,2: Entre el concepto de MCD vy el procedimiento de hallarlo a través de la

descomposicion factorial prima.

R10,3: Entre el procedimiento de la factorizaciébn prima de un numero y el
procedimiento del algoritmo de la division.

R10,4: Entre el procedimiento de la factorizacion prima de un numero y la

propiedad que involucra los criterios de divisibilidad de 2, 5, 7 y 11.

R10,5: Entre el procedimiento de la factorizacion prima de un numero y el

procedimiento que involucra principios de conteo para obtener divisores.

R10,6: Entre el problema y el procedimiento del calculo del MCD que lo

resuelve.

R10,7: Entre el problema y el procedimiento del calculo del MCD que no
solamente lo resuelve, sino que también lo justifica y que, por ende, se

constituye en un argumento.
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Anexo 5: Funciones semioticas en practicas de estudiantes

En las tablas que se exponen a continuacion, una por cada situacion-problema
de la ultima version del instrumento de indagacion, se registran las funciones
semidticas detectadas en las practicas de 20 estudiantes de la FaCENA-UNNE,

al resolver dichos problemas.

Con SP1,...... , SP10 se indican las situaciones-problemas del instrumento,
mientras que, con Af,...... , A20 se mencionan los alumnos que decidieron
participar de la exploracion. Con puntos suspensivos se rellenan los lugares
correspondientes a aquellos estudiantes que no resolvieron el problema o

establecieron funciones semidticas incorrectas o incompletas.

La nomenclatura usada para caracterizar y clasificar las funciones semioéticas

es la siguiente:

a. Funcion semidtica actuativa (FSA)
b. Funcion semiética argumentativa:
i) Argumentativa conceptual (FSAC)
j) Argumentativa proposicional (FSAP)
k) Argumentativa con contraejemplo (FSAContraej)
[) Argumentativa deductiva (FSAD)

SP1: a) ¢3 es divisor de 30?, ¢y de 473?
b) ¢ 3 es factor de 307
C) (441 es mdltiplo de 7?

Fundamenta tu respuesta.

Al FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un nimero es divisor de otro (3 divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es multiplo de otro).
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FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de multiplicar un nidmero

a” por cada uno de los numeros naturales (para determinar si un ndmero es

[T}

multiplo de “a”).

FSACL: Establecida entre los conceptos de divisor y multiplo (para justificar que

un numero es divisor de otro).

FSAC2: Establecida entre los conceptos de factor y maltiplo (para justificar que un

namero es factor de otro).

A2

A3

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
30y no es divisor de 473)).

FSact2: Establecida entre el procedimiento de buscar un ndmero ¢ que
multiplicado por a dé b, para determinar que a es divisor de b, y el procedimiento

de la divisién, para encontrar ese factor c.

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSAC1: Establecida entre el problema y la definicion de divisor: a es divisor de b,
si existe un nimero c, tal que b = a.c (para justificar que un nimero es divisor de

otro).

FSAC2: Establecida entre el problema y la definicion de multiplo: a es multiplo de
b si la divisibn a:b da por resultado un ndmero entero (para justificar que un

namero es multiplo de otro).

FSACS: Establecida entre el problema y la definicion de multiplo: a es mdaltiplo de
b, si existe un nimero c, tal que a = b.c (para justificar que un nimero es multiplo

de otro).

A4

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
30y no es divisor de 473)).

FSAZ2: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
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por a dé b, para determinar que a es divisor de b, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

A5

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un nimero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es factor de otro).

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es mdltiplo de a).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mdltiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

A6

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSAL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mdltiplo de a, y el procedimiento de la

divisién, para encontrar ese factor c.

A7

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
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30 y no es divisor de 473)).

FSAZ2: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es divisor de b, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSAS: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es multiplo de otro).

A8

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro (3 no es divisor de 473)).

FSAZ2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
30)).

FSA3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el

procedimiento de la division para encontrar ese factor desconocido.

FSAL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSAG6: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
que multiplicado por a dé b, para determinar que b es mdltiplo de a, y el

procedimiento de la divisién para encontrar ese factor desconocido.

A9

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
30 y no es divisor de 473)).

FSAZ2: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
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por a dé b, para determinar que a es divisor de b, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSAS: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c
gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSAG: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mdultiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

Al0 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento que involucra el criterio
de divisibilidad por 3 (para determinar que un numero es divisor de 3 (30 es
divisible por 3y 473 no es divisible por 3)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un nimero es multiplo de otro).

FSACL1: Establecida entre las nociones de divisor y divisible (para justificar que un
namero es divisor de otro).

FSAC2: Establecida entre las nociones de factor y mdaltiplo (para justificar que un
namero es factor de otro).

All FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un ndmero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSAL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
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por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

divisién, para encontrar ese factor c.

Al2

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un numero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de multiplicar un nidmero
por nimeros naturales (para encontrar sus multiplos y determinar si un nimero es

multiplo de otro).

Al13

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar que un nimero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSACL1: Establecida entre los conceptos de factor y divisor (para justificar que un

namero es factor de otro).

FSAC2: Establecida entre los conceptos de divisor y multiplo (para justificar que

un namero es multiplo de otro).

Al4

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un namero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSAA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es mdltiplo de a).

FSABL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

Al5

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es divisor de b (3 es divisor de
30 y no es divisor de 473)).
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FSAZ2: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es divisor de b, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA4: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSASL: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es mdltiplo de a).

FSAG: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mdultiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

Al6

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar que un numero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSA3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que a es factor de b, y el procedimiento de la division,

para encontrar ese factor c.

FSA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero c

gue multiplicado por a dé b (para determinar que b es multiplo de a).

FSAL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudltiplo de a, y el procedimiento de la

divisién, para encontrar ese factor c.

Al7

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar que un numero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar que un numero es factor de otro).

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
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determinar que un niumero es multiplo de otro).

FSAC1: Establecida entre los conceptos de divisor y divisible (para justificar que

un numero es divisor de otro).

FSAPL1: Establecida entre el problema y el criterio de divisibilidad por 3 (para

justificar que un namero es divisor de otro).

Al8

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
determinar si un numero es divisor de otro (3 es divisor de 30 y no es divisor de
473)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

gue multiplicado por a dé b (para determinar si b es multiplo de a).

FSAS3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mudultiplo de a, y el procedimiento de la

division, para encontrar ese factor c.

Al19

FSAL: Establecida entre el problema y la division (para determinar que un nimero

es multiplo de otro (30 es multiplo de 3y 473 no es multiplo de 3)).

FSACL: Establecida entre los conceptos de divisor y mdltiplo (para justificar que

un numero es divisor de otro).

FSAC?2: Establecida entre los conceptos de factor y divisible (para justificar que un

namero es factor de otro).

A20

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar que un numero es divisor de otro (3 es divisor de 30)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
que multiplicado por a dé b (para determinar si a es divisor de b (3 no es divisor
de 473)).

FSA3: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢
que multiplicado por a dé b, para determinar si a es divisor de b, y el

procedimiento de la division para encontrar ese factor desconocido.

FSAA4: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

gue multiplicado por a dé b (para determinar que a es factor de b).

FSABL: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado

por a dé b, para determinar si a es factor de b, y el procedimiento de la divisién
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para encontrar ese factor desconocido.

FSAG6: Establecida entre el problema y el procedimiento de buscar un nimero ¢

que multiplicado por a dé b (para determinar que b es mdltiplo de a).

FSA7: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero ¢ que multiplicado
por a dé b, para determinar que b es mdltiplo de a, y el procedimiento de la

division para encontrar ese factor desconocido.

SP2: Si se divide al numero “a” por el numero “b”, ¢ existe alguna condicion para que “b”

sea divisor de “a”? Justifica tu respuesta.

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Al10

FSACL1: Establecida entre el problema y el concepto: el divisor de la division es

divisor del dividendo, cuando el dividendo es mdltiplo del divisor.

All

Al2

Al3

Al4
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Al5 | ......

Al6 | ......

Al7 FSACL: Establecida entre el problema y el concepto: el divisor de una division es
divisor del dividendo cuando la division arroja cociente entero y resto 0.

Al8 | ......

Al9 | ...

A20 FSAC1: Establecida entre el problema y el concepto: b es divisor de a si el

resultado de dividir a por b es un nimero entero.

SP3: Todos los multiplos de un niamero, comprendidos entre 370 y 460 son: 380, 399, 418,

437 y 456. ¢De qué numero se trata?, ¢es Unico? Explica como lo/s encontraste y

fundamenta tu respuesta.

Al | ...

A2 | ...

A3 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos multiplos
consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones
positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).

A4 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos multiplos
consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones
positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).
FSACL1: Establecida entre el procedimiento de restar dos multiplos consecutivos,
el mayor y el menor, y la justificacion dada por el concepto: en una progresion
aritmética la razon (el 19) se halla restando un término cualquiera y el anterior
(para encontrar el numero del cual son multiplos (razén)).

A5 | ...

A6 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos multiplos

consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones
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positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: Todos los numeros
naturales son mdltiplos de 1.

A7

A8

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos mdltiplos
consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones

positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).

A9

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos mdultiplos
consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones

positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).

FSACL1: Establecida entre el procedimiento de restar dos multiplos consecutivos
para encontrar el namero del cual son mdltiplos y la justificaciéon dada por el
concepto: entre dos o mas multiplos consecutivos de un nimero a, hay una

[T 1]

diferencia igual a “a”.

A10

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de restar dos mdltiplos
consecutivos, el mayor menos el menor (para encontrar una de las soluciones

positiva, teniendo una lista acotada, exhaustiva y ordenada de sus multiplos).

All

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar divisores por

tanteo usando la técnica de dividir.

FSAZ2: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar por tanteo un
divisor comun de todos los multiplos dados (para determinar que todos ellos son

multiplos de ese divisor comun).

Al2

Al3

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar divisores por

tanteo usando la técnica de dividir.

FSAZ2: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar por tanteo un
divisor comun de todos los multiplos dados (para determinar que todos ellos son

multiplos de ese divisor comun).

FSAC1: Establecida entre los conceptos de multiplo y divisor (para justificar la

existencia de un nimero conociendo una lista finita, exhaustiva y ordenada de sus
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multiplos).

Al4 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar divisores por
tanteo usando la técnica de dividir.

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar por tanteo un
divisor comun de todos los multiplos dados (para determinar que todos ellos son
multiplos de ese divisor comun).

FSACL: Establecida entre dos conceptos: el numero del cual son multiplos los
elementos de una sucesion ordenada, finita y exhaustiva, es un divisor comun de
esos elementos.

FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: 1 es divisor de todos los
nameros naturales.

Al5 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo consistente en
buscar un numero que sumado a un mdiltiplo dé el mdultiplo siguiente (para
determinar un nimero conociendo una lista acotada, ordenada y exhaustiva de
sus multiplos).

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: todos los niumeros son
multiplos de 1.

Al6 | ......

Al7 | ...

A18 | ......

A19 | ...

A20 FSAl: Establecida entre el problema y el procedimiento de hallar la

descomposicién factorial prima de todos los multiplos dados en la consigna (para
determinar un factor comun del cual son mudltiplos los nimeros dados en la

consigna).

FSACL: Establecida entre el procedimiento de hallar la descomposicion factorial
prima de todos los multiplos dados, buscando un factor comun vy la justificacion a
través del concepto: el factor coman de la descomposicion factorial prima de unos

nameros los tiene a todos ellos como multiplos.
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[T}

SP4: 15a45 es un numero de 5 cifras, ¢ existe algun valor de “a” para que este niumero sea

divisible por 3? En caso de que tu respuesta fuera afirmativa, indica todos los posibles

valores de a. Explica como lo hiciste y justifica tu respuesta.

Al

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la divisibn (para determinar que un numero es

divisible por 3).

A2

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento que deviene del criterio

de divisibilidad por 3 (para determinar si un nimero es divisible por 3).

FSAZ2: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSAP1: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor al
literal que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por 3 y la propiedad:
la suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3.

A3

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor numérico al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser

divisible por 3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la division (para determinar que un ndmero es

divisible por 3).

A4

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la divisibn (para determinar que un ndmero es

divisible por 3).

A5

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar

un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
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3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la division (para determinar que un numero es

divisible por 3).

A6

A7

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la divisibn (para determinar que un numero es

divisible por 3).

A8

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un
literal y el procedimiento de la division (para determinar que un ndmero es

divisible por 3).

A9

Al10

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSAP1: Establecida entre el procedimiento de tanteo (pensado, con control) para
asignar un valor al literal que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible

por 3y la propiedad: la suma de dos numeros divisibles por 3, es divisible por 3.

All

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSAPL1: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor al
literal que tiene un ndamero para que éste resulte ser divisible por 3 y la
justificacion dada por el criterio de divisibilidad por 3 (para justificar que un

namero es divisible por 3).

250




Anexo 5

Al2

Al3

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor a un

literal y la division (para determinar que un nimero es divisible por 3).

Al4

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
un valor al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible por
3).

FSAPL1: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar un valor al
literal que tiene un namero para que éste resulte ser divisible por 3 y la
justificacion dada por el criterio de divisibilidad por 3 (para justificar que un

namero es divisible por 3).

Al5

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de asignar todos los
nameros posibles al literal (cifra) que tiene un nimero para que éste resulte ser

divisible por 3.

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisible por otro).

Al6

Al7

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de asignar todos los
nameros posibles al literal (cifra) que tiene un namero para que éste resulte ser

divisible por 3.

FSAZ2: Establecida entre el procedimiento de tanteo para asignar todos los valores
posibles al literal que tiene un nimero para que resulte ser divisible por 3 y el

procedimiento de la division.

FSAP1: Establecida entre el problema y el procedimiento de asignar todos los
nameros posibles al literal que tiene un nimero para que éste resulte ser divisible
por 3y la justificacion dada por el criterio de divisibilidad por 3.

Al8

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisible por otro).
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FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de asignar todos los
nameros posibles al literal (cifra) que tiene un namero para que éste resulte ser

divisible por 3.

Al19

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para asignar
todos los valores posibles al literal (cifra) que tiene un ndmero para que éste

resulte ser divisible por 3).

FSA2: Establecida entre el procedimiento de asignar todos los nimeros posibles
al literal que tiene un numero para que éste resulte ser divisible por 3 y la

comprobacion mediante el procedimiento de la division.

A20

FSAPL1: Establecida entre el problema y la justificacién dada por el criterio de

divisibilidad por 3 (para justificar que un namero es divisible por 3).

FSA2: Establecida entre el problema y la propiedad: la suma de numeros
divisibles por 3, es divisible por 3 (para determinar la cifra desconocida de un

namero y justificar el hecho de que resulte ser divisible por 3).

SP5: Se sabe que, si ay b son nimeros naturales y a es divisor de b, siempre a es menor

o igual que b. ¢Sucede lo mismo si los nimeros fueran enteros? Identifica todas las

posibilidades para este caso y justifica tu respuesta.

Al | ...

A2 | ...

A3 FSAContraejl: Establecida entre el problema y un contraejemplo (para justificar
gue en Z no se establece el mismo orden que en N, entre dos niameros, cuando
uno de ellos es divisor del otro).

Ad |

A5 FSAContraejl: Establecida entre el problema y un contraejemplo (para justificar
gue en Z no se establece el mismo orden que en N, entre dos nimeros, cuando
uno de ellos es divisor del otro).

A6 FSAContraejl: Establecida entre el problema y un contraejemplo (para justificar

gue en Z no se establece el mismo orden que en N, entre dos nameros, cuando
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uno de ellos es divisor del otro).

A7

A8

A9

FSAContraejl: Establecida entre el problema y un contraejemplo (para justificar
gue en Z no se establece el mismo orden que en N, entre dos nimeros, cuando

uno de ellos es divisor del otro).

A10

All

Al12

Al3

Al4

Al5

Al6

Al7

Al8

Al9

A20

FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: si a es divisor de b, es

también divisor de —b.

FSAD1: Establecida entre el problema y la argumentacion: si a y b son nameros
naturales y alb, se sabe que a<b. Si al|b, entonces, al-b, siendo a>-b,
considerando que a y b son nameros naturales. En este caso, al ser el divisor
mayor que el nimero, el orden que se establece entre ay b en Z no es el mismo

que en N.

SP6: ¢ Es posible que dos numeros enteros distintos tengan los mismos divisores? Si tu
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respuesta es afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre. Justifica tu respuesta.

Al | ...

A2 | ...

A3 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de tanteo (para buscar

divisores y encontrar dos nimeros enteros que tienen los mismos divisores).

FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: los ndimeros enteros

opuestos tienen los mismos divisores.

A4 |

AS | ...

A6 | ...

A7 | ...

A8 | ...

A9 | ...

Al0 FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: los nimeros enteros

opuestos tienen los mismos divisores.

All | ...

Al2 | ...

Al3 FSACL1: Establecida entre las nociones de divisor y divisible (para justificar que un

namero es divisor de otro).

FSAPL1: Establecida entre el problema y la propiedad: 1 y -1 son divisibles por 1y

-1 (1 y -1 tienen los mismos divisores).

Al4 | ...

Al5 | ...

Al6 | ......
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Al7

Al8

Al19

A20

SP7: Teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ¢son correctas las siguientes afirmaciones?:

a) 17 es divisor de 11x17.

b) 11x17+1.870 es multiplo de 187.

c) 11x17+16 es multiplo de 187.

Al

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero —pasado a version decimal- es multiplo de otro).

A2

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: un factor de una
descomposicion multiplicativa de un numero, es divisor del mismo (para justificar

gue un numero es divisor de otro).

FSAP2: Establecida entre el problema y la propiedad: la suma de dos mdultiplos de

un numero, es multiplo de este (para justificar que un nimero es mdultiplo de otro).

A3

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de encontrar un nimero
gue multiplicado por otro dé como resultado un tercero (para determinar que el

tercero —pasado a base 10- es multiplo del segundo).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero —expresado en base 10- es mdultiplo de otro).

FSACL: Establecida entre el problema y la definicion de divisor: a es divisor de b

si existe c tal que axc = b.

A4

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisor de otro, (pasado a version decimal)).
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FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un numero —pasado a version decimal- es multiplo de otro).

(para

A5

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un niumero es divisor de otro —pasado a base 10-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un numero —pasado a base 10- es multiplo de otro).

(para

(para

A6

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a base 10-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero —pasado a base 10- es multiplo de otro).

(para

(para

A7

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero es divisor de otro (pasado a version decimal)).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un numero —pasado a version decimal- es multiplo de otro).

(para

(para

A8

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nUmero —pasado a version decimal- es mdltiplo de otro).

(para

(para

A9

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a versién decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division

determinar si un nimero —pasado a versién decimal- es multiplo de otro).

(para

(para

Al10

FSACL1: Establecida entre las nociones de multiplo y divisor (para justificar que un

namero es divisor de otro nimero expresado en base a su descomposicion

factorial prima).

FSAC2: Establecida entre el problema y el concepto: si un nimero a se multiplica

por un nuimero b, siempre se obtiene un multiplo de a.

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: la suma de dos mdultiplos de

un namero es mdltiplo del mismo (para justificar que un nimero, expresado en

base a la propiedad distributiva, es multiplo de otro).
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All

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero —pasado a version decimal- es maltiplo de otro).

Al2

Al3

FSA1L: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a versién decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero —pasado a version decimal- es multiplo de otro).

Al4

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero —pasado a version decimal- es multiplo de otro).

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: un factor de una
descomposicién multiplicativa de un namero, es divisor del mismo (para justificar

que un numero es divisor de otro).

Al15

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nUmero —pasado a version decimal- es mdltiplo de otro).

Al6

FSA1: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a la version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero —pasado a su version decimal- es mdultiplo de otro)

FSACL1: Establecida entre el problema y el concepto: un nimero a es divisor de
un nimero b, si b es n veces a (para justificar que un nimero es divisor de otro —

pasado a base 10-).

FSAC2: Establecida entre el problema y el concepto: un niamero b es multiplo de
un ndmero a, si b es n veces a (para justificar que un nimero —pasado a base 10-

es multiplo de otro).

Al7

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisor de otro —pasado a version decimal-).
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FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero —pasado a version decimal- es maltiplo de otro).

FSACL: Establecida entre los conceptos de divisor y mdltiplo (para justificar que

un numero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

Al8

FSA1L: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un numero es divisor de otro —pasado a version decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de encontrar un namero
gue multiplicado por otro dé como resultado un tercero (para determinar que el

tercero —pasado a base 10- es mdltiplo del segundo).

FSAS3: Establecida entre el procedimiento de buscar un nimero que multiplicado
por otro dé como resultado un tercero, para determinar que el tercero —pasado a
base 10- es mudltiplo del segundo, y el procedimiento de la divisibn para

encontrarlo.

Al19

FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero es divisor de otro —pasado a versién decimal-).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

determinar si un nimero —pasado a version decimal- es mdltiplo de otro).

A20

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: un factor de una
descomposicion multiplicativa de un namero, es divisor del mismo (para justificar

que un numero es divisor de otro).

FSAP1: Establecida entre el problema y la propiedad: la suma de dos multiplos de
un namero, es multiplo de éste (para justificar que un numero, expresado en base

al algoritmo de la division, no es multiplo de otro).

FSAD1: Establecida entre el problema y la argumentacion: 11x17+1870 =
187+187x10 = 187x(1+10) = 187x11. Por lo tanto, el numero dado es mdltiplo de
187 (para determinar que un numero expresado en base a la propiedad

distributiva es multiplo de otro).

SP8: Si fuera posible, escribe un nimero que tenga:

a) Exactamente cuatro divisores naturales.
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b) Mas de 15 divisores enteros.

Si te resultd posible, explica la estrategia que usaste para encontrarlos y si no, explica por

gué no es posible. En cualquier caso, fundamenta tu respuesta.

Al | ...

A2 | ...

A3 FSAL: Establecida entre el procedimiento de tanteo (para encontrar un namero
con los requerimientos de la consigna) y el procedimiento de tanteo (para buscar
divisores de un namero).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
buscar divisores y determinar si un numero es divisor de otro).

FSACL1: Establecida entre las nociones de divisor y divide (para determinar si un
namero es divisor de otro).

Ad |

A5 | ...

A6 | ...

A7 | ...

A8 | ...

A9 FSAL: Establecida entre el procedimiento de tanteo (para encontrar un namero
con los requerimientos de la consigna) y el procedimiento de tanteo (para buscar
divisores de un namero).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
buscar divisores y determinar si un nimero es divisor de otro).

A10 | ......

All | ...

Al2 | ...

Al13 | ...
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Al4 | ...

Al5 | ...

Al6 | ......

Al7 FSAL: Establecida entre el procedimiento de tanteo (para encontrar un namero
con los requerimientos de la consigna) y el procedimiento de tanteo (para buscar
divisores de un namero).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
buscar divisores y determinar si un nimero es divisor de otro).

Al18 | ......

A19 | ...

A20 | ......

SP9: En una estacion de colectivos, un bus para con una frecuencia de 18 minutos y el

otro

lo hace cada 15 minutos, ¢habra un encuentro posterior después de una

coincidencia? Si la respuesta fuera afirmativa, ¢dentro de cuantos minutos, como minimo,

se encontraran en esa estacion, después de haber coincidido en esa estacion los dos

colectivos? Fundamenta tu respuesta.

Al | ...

A2 |

A3 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de sumar minutos, a partir
del primer multiplo hasta obtener el proximo tiempo de coincidencia.
FSACL1: Establecida entre el procedimiento de ir sumando “t” minutos, a partir del
primer multiplo (t), hasta obtener el proximo tiempo de coincidencia (entre buses)
y la definicion: el minimo comun multiplo de dos nimeros es el menor de todos los
multiplos comunes.

A4
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A5 | ...

A6 | ...

A7 | ...

A8 | ...

A9 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de sumar minutos, a partir

del primer multiplo hasta obtener el proximo tiempo de coincidencia.
FSACL1: Establecida entre el procedimiento de ir sumando “t” minutos, a partir del
primer multiplo (t), hasta obtener el préximo tiempo de coincidencia (entre buses)
y la definicion: el minimo comun multiplo de dos nimeros es el menor de todos los
multiplos comunes.

A10 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de célculo del minimo
comun multiplo, el que consiste en multiplicar los factores comunes y no comunes
con el mayor exponente.

All | ...

Al2 | ...

Al3 FSADL1: Establecida entre el problema y la argumentacion: como hay una relacién
de 5/6 entre las demoras de ambos buses, el que tarda mas tiempo (18 min.) dara
5 vueltas y el que tarda menos (15 min.), 6 vueltas, para volver a encontrarse. El
primero realiza 5 vueltas en 90 min., y el otro, 6 vueltas en 90 min. O sea, se
volveran a encontrar a los 90 min.

Al4d | ...

Al5 | ...

Al6 | ......

Al7 | ...

A18 | ......

A19 | ...
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A20

FSADL1: Establecida entre el problema y la argumentacién: como hay una relacion
de 5/6 entre las demoras de ambos buses, el que tarda mas tiempo (18 min.) dara
5 vueltas y el que tarda menos (15 min.), 6 vueltas, para volver a encontrarse. El
primero realiza 5 vueltas en 90 min., y el otro, 6 vueltas en 90 min. O sea, se

volveran a encontrar a los 90 min.

SP10: Se tienen dos cuerdas que miden 240 cm. y 308 cm. y se las quiere cortar en trozos

gue tengan la misma longitud, ¢ cudl sera la mayor longitud en que se las puede cortar, de

forma tal que la longitud de corte sea la misma en ambas cuerdas y que no sobre cuerda?

Fundamenta tu respuesta.

Al | ...

A2 | ...

A3 | ...

Ad |

A5 | ...

A6 | ...

A7 | ...

A8 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
buscar divisores).
FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de célculo del maximo
comun divisor, buscando divisores, identificando los comunes y tomando el
mayor.
FSACL1: Establecida entre el procedimiento de calculo del maximo comun divisor,
buscando divisores, identificando los comunes y tomando el mayor y la definicion:
el maximo comun divisor de dos nimeraos es el mayor de sus divisores comunes.

A9 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para

buscar divisores).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de célculo del maximo
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comun divisor, buscando divisores, identificando los comunes y tomando el

mayor.

FSACL: Establecida entre el procedimiento de célculo del maximo comun divisor,
buscando divisores, identificando los comunes y tomando el mayor y la definicion:

el maximo comun divisor de dos niumeros es el mayor de sus divisores comunes.

Al10 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de céalculo del maximo
comun divisor, el que consiste en multiplicar los factores comunes con el menor
exponente.

All | ...

Al2 | ...

Al3 FSAL: Establecida entre el problema y el procedimiento de la division (para
buscar divisores).

FSA2: Establecida entre el problema y el procedimiento de célculo del maximo
comun divisor, buscando divisores, identificando los comunes y tomando el
mayor.

FSACL: Establecida entre el procedimiento de céalculo del maximo comun divisor,
buscando divisores, identificando los comunes y tomando el mayor y la definicion:
el maximo comun divisor de dos niumeros es el mayor de sus divisores comunes.

Ald | ...

Al5 | ...

Al6 | ......

Al7 | ...

A18 | ......

A19 | ...

A20 | ......
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Anexo 6: Entrevistas a estudiantes

Se exponen aqui las entrevistas realizadas a los alumnos destinatarios de la
experiencia, luego de analizar sus practicas y habiendo hecho un primer
analisis de las funciones semidticas que establecieron al enfrentarse con la

resolucién del contenido de la version final del instrumento de indagacion.

Los alumnos fueron convocados en horarios extra clases para pedirles
ampliacién, cuando no se comprendia cabalmente alguna de sus producciones.
Esto explica el motivo por el cual no fueron todos entrevistados (Ej. Al, A7 y
A20).

Las entrevistas se desarrollaron en forma individual.
Al entrevistador se lo nombra con la letra E y a los alumnos con la letra A.

La redaccién de las respuestas fue mejorada, sin cambiar los conceptos

vertidos ni los razonamientos puestos en juego.

El analisis de las entrevistas permiti6 mejorar y completar las funciones

semiodticas que establecieron a propésito de la resolucién del instrumento.

Entrevistas

Al: no fue entrevistado.

A2

Sobre el problema 1:

E: ¢,como encontraste los nimeros 0, 3, 6 y 9?

A:sumé 1,5, 4y 5y me dio 15 que es un numero divisible por 3 y entonces
pensé que el valor que falta tiene que ser 3. Después sumé 1,5, 3,4y 5y me
dio que es divisible por 3. Luego me di cuenta que podria funcionar también
conel6,el9yelO.

E: ¢y a puede asumir otros valores que no sean 0, 3, 6 y 9?
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A: no, porque tengo que sumar todos los nimeros y me tiene que dar un
namero divisible por 3; o sea, ya sumé 1, 5, 4 y 5y me dio que es divisible por
3, por lo que a debe ser también divisible por 3.

Sobre el problema 4:

E: ¢como encontraste el valor de a para que el nUmero 15a45 sea divisible por
3?

A: fui probando con los numeros...
E: ¢de qué manera?

A: primero sumé: 1+5+4+5 y me da 15, quien es un numero divisible por 3.
Después este resultado sumaba con los numeros y si me daba, ese nimero

podria ser.
E: ¢qué significa si me daba?

A: que la suma entre 15 y el nimero que buscaba tenia que ser divisible por

3...fui probando de 0 hasta 9, porque es una cifra solamente.
A3
Sobre el problema 1:

E: Decis que 3 es divisor de 30, porque existe un niumero que multiplicado por
3 da 30...

A: si, el 10.

E: ¢y por qué si existe el 10 que multiplicado por 3 da 30, es divisor de 30?

A: porque eso dice la definicion.

E: ¢qué dice la definicion?

A: un numero es divisor de otro niamero si hay un namero por el que se
multiplica el primero y el resultado es el segundo namero.

E: También dijiste que 3 no es divisor de 473 porque no existe un namero
entero que multiplicado por 3 da por resultado 473... ;cOmo asegurar que no

existe?

A: porque dividi 473:3 y el resultado no es un niamero entero, es un numero

decimal.
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Sobre el problema 6:

E: al principio decis que no es posible que dos numeros enteros distintos
tengan los mismos divisores y luego indicas que 6 y -6 cumplen con esa

condicion...
A: porque interpreté mal... después me di cuenta.
E: ¢de qué te diste cuenta?

A: de que el 6 y el -6 tienen los mismos divisores y también otros nimeros, uno

positivo y otro negativo.

E: ¢uno positivo y otro negativo?
A: si, pasa con todos...

E: ¢ me podrias dar ejemplos?
A:5y-5 10y -10...

E: ¢y como te diste cuenta de eso?

A: primero me di cuenta del 6 y -6 y después me di cuenta de que todos los
opuestos tienen los mismos divisores... me di cuenta y fui buscando todos los

divisores y eran iguales.

E: o sea que dos numeros enteros opuestos tienen los mismos divisores.
Sobre el problema 7:

E: decis que 17 es divisor de 187, ¢ por qué?

A: porque 17x11 = 187.

E: ¢podrias explicarme mejor?

A: se cumple por la definicion.

E: ¢qué definicion?

A: la definicion de divisor... hay un numero que multiplicado por 17 da por
resultado 187... y el nUmero ya se sabe porque esta en el enunciado.

Sobre el problema 8:

E: decis que 6 tiene 4 divisores y que 1000 tiene mas de 15 divisores enteros...

A: si, fui probando con la calculadora.
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E: ¢fuiste probando?
A: si, qué nameros lo dividian.
E: ¢,como es eso?

A: en el caso del 6 es facil porque uno ya se da cuenta que 1, 2, 3y 6 son

nameros que dividen a 6.
E: ¢y esos son todos?

A: si

m

: ¢.como podés afirmar que son todos?

>

.y porque con 4 y 5 no se puede dividir.

m

: ¢,no se puede dividir...?

A: 6 dividido 4 y 6 dividido 5 no da resto cero.

m

: ¢y coOmo sabés que 1.000 tiene mas de 15 divisores?

>

: encontré mas de 15 divisores del 1.000.
E: ¢de qué manera?

A: haciendo 1.000 dividido varios nimeros y me daba un namero exacto y

entonces esos numeros son divisores de 1.000...asi fui encontrando.
E: ¢y como te diste cuenta de que el 1.000 tiene mas de 15 divisores enteros?

A: al azar, busqué varios nimeros y no me daban y entonces busqué un

numero grande y fui probando... con el 1.000 me dio bien.
Sobre el problema 9:

E: para resolver el problema 9 sumaste las demoras de ambos buses, llegando

a 90 en ambos casos, ¢ por qué?

A: porgue tenia que obtener el menor.
E: ¢ el menor?

A: si, el menor mdltiplo.

E: ¢ me podrias dar mas detalles?
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A: hay que llegar al menor numero que se repita en los dos casos...o sea, de

los multiplos que se repiten, debo tomar el menor.

A4

Sobre el problema 7:

E: ¢por qué decis que 17 es divisor de 11x17, diciendo que 187:11 =177

A: porque 11x17 me da por resultado 187; luego hice 187 dividido 17 y me dio
11.

E: ¢qué tiene que ver esa division con el hecho de que 17 sea divisor de
11x17?

A: como es una divisién de resultado exacto y resto 0, entonces 17 es divisor
de 187.

E: luego decis que 11x17+1.870 es multiplo de 187, pero no explicas el motivo.

A: Resolvi esa cuenta y me dio 2.057; después dividi este nimero por 187 y

me dio como resultado 11...entonces es multiplo de 187.

E: ¢quién es multiplo de 1877

A: el nimero que da por resultado esa cuenta, el niumero 2.057.
A5

Sobre el problema 1:

E: Dijiste que 441 es multiplo de 7 porque 7x63 = 441...

A: si, porgue 7 se puede multiplicar por el 63 y da por resultado 441.
E: ¢ qué significa eso de que se puede multiplicar...?

A:y que hay un numero que multiplicado por 7 da 441.

E: ¢cdmo encontraste el 637

A: haciendo la division.

E: ¢qué division?

A: 441 dividido 7...eso da por resultado 63.

E: ¢y que esa division dé por resultado 63, que tiene que ver con el hecho de

que 441 sea mdultiplo de 77?
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A:y que 7 por 63 da por resultado 441.
A6
Sobre el problema 1:

E: dijiste que 3 es factor de 30 porque 3x10 = 30 y que 441 es multiplo de 7
porque 7x63 = 441...

A: para saber si es factor y también si es multiplo se puede hacer asi...
E: ¢,coOmo encontraste el 10?
. es casi automatico, facil de encontrar.

. ¢pasa lo mismo con el 63?

> m >

: no, cuesta un poco mas...yo lo hice dividiendo.

E: ¢qué dividiste?

A: 441 dividido 7 y me dio 63; por lo tanto, 7x63 es igual a 441.
A7: no fue entrevistado.

A8

Sobre el problema 10:

E: ¢cdmo podés asegurar que 4 es la maxima longitud en que se deben cortar

las cuerdas?

A: porque fui dividiendo los dos numeros por 2, por 3, por 4... por dos y por 4

da resto cero.

E: ¢resto 07

A: si divido los dos numeros del problema por 2 y por 4.

E: ¢eso qué significa?

A: que 2y 4 son divisores de los dos numeros.

E: ¢y por qué eliges el 4y no el 2?

A: porque el problema dice que hay que cortar en la mayor longitud posible.
E: ¢no habra otro nimero mayor que 4 que sea divisor de 240 y 3087

A: probé con todos y no me dio.
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E: ¢quiénes son todos?

A: si divido por 240 me da 1, si divido por la mitad me da 2, o sea, probé de 120
para abajo.

E: ¢y lo mismo hiciste con 3087

A: siy vi qué numero era divisor de los dos numeros.

E: ¢después qué hiciste?

A: elegi el 4 porque es el mayor de los divisores comunes.
A9

Sobre el problema 1:

E: Decis que 3 es divisor de 30 porque 3x10 = 30 y que 473 no es multiplo de

w

: porque no hay ningn nimero que multiplicado por 3 dé resultado 473.

m >

. ¢.como podés afirmarlo?
A: haciendo la divisiébn no se encuentra el nimero.
E: ¢no se encuentra ese numero?, ¢no existe?

A: no, no existe...porque 473:3 da por resultado un numero decimal. Eso quiere

decir que no hay ningiin nimero que multiplicado por 3 dé 473.

E: este procedimiento también lo usaste para determinar si un niamero es factor

de otro y si es multiplo de otro.
A: si, se hace de la misma manera, haciendo la division.
Sobre el problema 9:

E: para resolver el problema 9 sumaste las demoras de ambos buses, llegando

a 90 en ambos casos, ¢ por qué?

A: porque calculo el multiplo comin menor.

E: ¢qué tiene que ver el multiplo comdn menor con el problema?
A: se suman los minutos y se obtienen los multiplos.

E: ¢cOmo es eso?
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A: sumando en cada caso lo que tarda cada colectivo se van obteniendo los
multiplos, hasta llegar a uno de ellos que coincida, coincide en el 90...el 90 es

el menor tiempo que tardan para volver a encontrarse.
E: ¢qué tiene que ver con el maltiplo comun menor?

A: el 90 es el multiplo comdn menor... es el menor multiplo comun de los dos

nameros.

E:de 15y 18...

A: si.

Sobre el problema 10:

E: viendo tu trabajo, entiendo que 4 es la longitud en la que se pueden cortar

las cuerdas... ¢ cdmo podrias afirmarlo?
A: haciendo 240:4 y 308:4
E: ¢por qué dividido 4?

A: fui probando, con la calculadora, dividiendo los dos numeros por 2, por 3,

por 4 y después ya no se podia mas.
E: ¢qué significa que no se podia mas?

A: que 240 y 308 ya no se puede dividir por otro nimero mas grande que 4,

gue sea el mismo en los dos casos, y que no tenga resto.
E: ¢como podés afirmarlo?

A: porque fui probando con todos.

E: ¢con todos?

A:y llegué hasta la mitad de los nimeros y en ese caso da 2 y resto 0, después

ya no se puede.

E: ¢por qué no se puede?

A: porque el cociente es un niumero decimal.
E: ¢y por qué elegiste la division?

A: para buscar los divisores de esos numeros.
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E: ¢qué tienen que ver los divisores con la longitud maxima en que deben

cortarse las cuerdas?

A:y 4 es divisor, es divisor de los dos numeros y es la longitud maxima.
E: ¢se podria decir que 4 es el maximo comun divisor de 240 y 3087

A: si.

A10

Sobre el problema 6:

E: El problema solicita una condicion...

A: 6 y -6 tienen los mismos divisores, porque los divisores positivos y negativos

son divisores de los dos nimeros.

E: ¢y cual es la condicién para que dos numeros enteros tengan los mismos

divisores?

A:y también pueden ser 10 y -10, 18 y -18, 0 sea, tiene que ser uno negativo y

otro positivo.
E: ¢ cualquier nimero positivo y cualquier nUmero negativo?

A: no, cualquiera no, tienen que ser los mismos, pero uno positivo y otro

negativo.

E: esos nimeros se llaman opuestos, los que tienen el mismo valor absoluto y

distinto signo.

A: si, si, ..., no me acordaba el nombre.
All

Sobre el problema 1:

E: dijiste que 3 es factor de 30, porque 3x10 = 30 y que 441 es multiplo de 7,
porque 63x7 = 441.

A: si, porque encontré esos numeros que multiplican y dan 30y 441.
E: ¢como los encontraste?
A: el 10 es facil y en el otro caso, hice la division 441:7 y me dio por resultado

63.
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Sobre el problema 3:

E: ¢cémo te diste cuenta que los numeros 370, 399, 418, ... son multiplos de
197

A: fui probando con divisiones... me cost6 encontrar el 19.

E: ¢por qué te costd?

A: porque hice muchas divisiones, pero con la calculadora iba mas rapido.

E: ¢es el inico numero que tiene por multiplos esos numeros de la consigna?
A: creo que no, pero no encontré mas numeros...

Sobre el problema 4:

E: ¢cdmo encontraste los valores de a para que 15a45 sea divisible por 3?

A: fui probando.

E: ¢ me podés explicar un poco mas eso de que fuiste probando?

A: buscaba un numero, por ejemplo, el 3, sumaba 1+5+3+4+5, y como el
resultado es multiplo de 3, entonces el 3 funciona... recién al final me di cuenta

que el 0 también podia ser.

E: ¢con qué numeros probaste?
A:del1al9,... del cero al 9.
Al2

Sobre el problema 1:

E: Dijiste que 441 no es mdultiplo de 7 porque no se encuentra entre sus

multiplos... ¢ qué significa?
A:y que si multiplico por 7 no da 441.

E: ¢a quién multiplicas por 77?

>

: a cualquier niumero.

m

: ¢,Sera gue no existe ese nimero o no lo encontraste?

: NO, NO existe, porque multipliqué por todos.

m X

. ¢qué significa que multiplicaste por todos?
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A: fui probando uno por uno hasta que el resultado de la multiplicacion pasé el
441...

E: ¢ hiciste tantas multiplicaciones?

A: fui probando y después ya tomé numeros mas grandes para multiplicar...al
pasar el resultado el niumero 441 quiere decir que no hay un numero que

multiplicado por 7 dé como resultado 441.
A13
Sobre el problema 10:

E: decis que hay que cortar la cuerda en trozos de 4 cm., ¢,coOmo encontraste el
4?

A: busqué uno por uno los divisores de 240 y de 308.
E: ¢como los buscaste?

A: dividiendo por 2, 3, 4, y con 4 da exacto.

E: ¢qué significa que da exacto?

A: que no hay resto.

E: ¢no hay resto?

A: el resto es 0.

E: pero al dividir por 2 también da cociente entero y resto cero, porque 240 y

308 son numeros pares, ¢no se pueden cortar las cuerdas en trozos de 2 cm?
A: no, porque el problema pide el maximo nimero.

E: ¢estas seguro que 4 es la longitud maxima?

A: si, porque con numeros mas grandes no da.

E: ¢ me podrias explicar mejor?

A: si divido 240 y 308 por un nimero, mayor que 4, no da resto O.

E: ¢ probaste con todos los numeros?

A: iba probando con la calculadora, si se podia con 240, no se podia con 308 o

al revés, no daba resto O.
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E: a ver, retomemos: recién dijiste que buscaste uno por uno los divisores de
240y de 308...

A:ysonel2yel4.

E: ¢ son todos?

A:y el 1 también.

E: y de esos, elegiste el 4...

A: si, porque es el mayor de los divisores comunes.

E: de 240 y 308.

A: si.

Al4

Sobre el problema 1:

E: decias que 3 es factor de 30 porque 3x10 = 30, ¢ de donde sale el10?
A: el 10 es el numero por el cual se multiplica 3 para que dé por resultado 30.

E: También decis que 441 es multiplo de 7 porque 441 = 7x63, ¢ cOMo obtenés
el 63?

A: dividiendo 441:7.

E: ,Como en el caso anterior, el de 3x10...7

A: si, pero en este caso no hacia falta dividir, porque el nUmero se encuentra
facil.

Al5

Sobre el problema 3:

E: Dijiste que el numero del cual son multiplos los numeros dados en la

consigna, es 19, ¢cémo lo obtuviste?
A: sumando.
E: ¢;como?

A: sumando 19 a cada namero, el resultado me da el siguiente.
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E: si, pero lo que pregunto es ¢como te diste cuenta que 19 es el niamero

solicitado?

A: y fui probando con dos o tres numeros primero, hasta que me di cuenta que

19 era el numero.

E: también decis que otro de los numeros buscados es el 1...

A: si, porque todos los nimeros son multiplos de 1.

Sobre el problema 4:

E: ¢como obtuviste el valor de a para que el nUmero 15a45 sea divisible por 3?

A: tiene que ser un numero de una cifra...fui probando con todos, después me

di cuenta que tiene que ser mdultiplo de 3, como el 6, el 9.
E: ¢como te diste cuenta de eso?

A: porque me dio bien con el 3...también con el 0.

E: ¢ estas seguro que los valores que obtuviste son todos?
A: si, porque hice la division para comprobar.

E: ¢a qué division te referis?

A: por ejemplo 15345:3, da resto 0...también me da resto 0, cuando pongo 0, 6

y 9 en el lugar de a.

E: 5:2 también tiene resto 0 y 5 no es divisible por 2.

A: claro, pero el cociente tiene que ser un nimero entero.
Al6

Sobre el problema 1:

E: ¢por qué decis que 3 es divisor de 30 y no es divisor de 473?

>

. porque comprobé con la division.

: ¢ qué division?

> m

: dividi 473 por 3 y me dio resto 0, pero el cociente me dio decimal.

m

. &Y por qué 441 es multiplo de 77... dijiste que lo es porque 7x63 = 441.

>

. si, porque encontré un niamero que multiplicado por 7 da por resultado 441.
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E: ¢funciona con cualquier tipo de nimero?
A: no, tiene que ser entero.

E: ¢y como encontraste el 63?

A: hice 441 dividido 7.

Al7

Sobre el problema 2:

E: ¢ Cuando se divide a por b, para que b sea divisor de a, la Unica condicion es

gue el resto de la division sea 0?

A: si.

E: con este criterio podriamos decir que 2 es divisor de 10...
A: si.

E: y que también 3 es divisorde 7...

A: ino, no!......Io que quiero decir es que el cociente debe ser entero y el resto
0.

Sobre el problema 4:

E: ¢ Cdmo encontraste los numeros 0, 3,6y 9?
A: fui probando...

E: ¢ fuiste probando...? ... ¢con cuales nUmeros?

A: probé con los numeros del 0 al 9 y al nimero que resultaba lo dividia por 3.
Si me daba cociente entero y resto 0, es porque podia ser 3 el valor de la cifra
desconocida. O también, mas rapido, probaba y sumaba las cifras del nimero
que resultaba y si esa cifra era multiplo de 3, entonces funcionaba el nimero

por el cual reemplazaba la cifra desconocida, es decir, era divisible por 3.
Sobre el problema 8:

E: ¢como encontraste el nimero que tiene 4 divisores naturales?, ¢y el que

tiene mas de 15 divisores enteros?
A: fui probando...tomaba un numero e iba buscando sus divisores.

E: ¢de qué manera buscabas los divisores?
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A: y dividiendo, pero en el caso del 10 es facil, se puede encontrar al instante,
no hace ni falta dividir. Lo mismo pasa en el otro caso, es facil también, porque

busqué nameros con los cuales la division es exacta.
E: ¢a qué division te referis?

A: por ejemplo, 20 es divisor de 1.000.000, porque la divisibn entre este

namero y 20 me da cociente 50.000 y resto 0, 0 sea, es una division exacta.
A18

Sobre el problema 1:

E: dijiste que 441 es multiplo de 7 porque 63x7 = 441...

A: asi compruebo que es multiplo.

E: ¢ qué significa el 63?

A: es el nUmero que multiplicado por 7 da por resultado 441.

E: ¢como lo obtuviste?

A: hice 441:7 y me dio 63, entonces, 63x7 = 441, haciendo un pasaje de

términos.

Al19

Sobre el problema 1:

E: decis que 3 es divisor de 30 porque 30 es multiplo de 3...
A: si, de esta manera se comprueba.

E: ¢qué significa que 30 es multiplo de 3?

A: 3x10 = 30 o también 30:3 = 10.

E: también decis que 3 es factor de 30 porque éste numero es divisible por 3.
A: como 30 es divisible por 3, 3 es factor de 30.

E: ¢qué significa que 30 sea divisible por 3?

A: que 30:3 me da como resultado 10.

Sobre el problema 4.
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E: ¢cdmo encontraste los valores de a para que el nimero 15a45 sea divisible

por 3?

A: fui probando con todos los nimeros.

E: ¢ con todos los numeros?

A: del 0 al 9 porque tiene que ser una cifra nomas.

E: ¢y como sabés si son todos los valores que encontraste?
A: porque con esos numeros solamente da.

E: ¢podés explicar un poco mas?

A: pongo el 3, 6 y 9 en el lugar de a y hago, por ejemplo 15345:3 y me da una

division exacta.
E: ¢qué es una division exacta?
A: que tengo un numero entero en el cociente y 0 de resto.

A20: no fue entrevistado.
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