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Resumen

Este es un analisis didactico sistematico que analiza un proceso de instruccion del
método de integracion por partes. ES una investigacion cualitativa basada en el estudio de caso
y enfocado en un contexto educativo particular. Dos interrogantes guiaron nuestra
investigacion ¢ Cuales son las dificultades especificas -de tipo: epistémico, cognitivo,
interaccional, mediacional, emocional, ecologico- que se observan durante el proceso de
instruccion del método de integracion por partes (MIP) y cudles son las causas de la presencia
de tales dificultades? ¢ Cual es el grado de idoneidad didactica del proceso de instruccion
ejecutado por el profesor al ensefiar el MIP?

La metodologia de observacion utilizada fue la descripcion de sesiones de clase.
Aplicamos como marco teorico el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicién Matematica y
desarrollamos las categorias de analisis propuestas. Especificamente, la nocion de idoneidad
didactica (descripcion, explicacién y valoracion) de los procesos de instruccion de las
matematicas. Este marco guié lo que habia que observar, como se debia observar y
proporciond las herramientas para realizar la observacion. Se tomaron en cuenta los sistemas
de préacticas matematicas en el programa de estudios vigente en la malla curricular del
Departamento de Matematicas, en los libros de texto propuestos en la bibliografia del curso,
y los sistemas de practicas personales implementadas por el profesor. Este analisis muestra
una radiografia de qué fue lo que paso en el aula y por qué. Se hace importante reconocer
que la relacion existente entre la relacion de la ensefianza y los significados que se asignan a
los objetos matematicos que institucionalizan no estén desconexos del contexto en que ellos

se desarrollan dada la implicacion que éste tiene en la evolucion y construccion del



i
significado implementado, por ello proponemos hacer procesos de ensefianza menos

formales donde se incluyan otras técnicas, como la incorporacion de Tics entre otras. Esta
investigacion en donde pretendimos mirar el papel del contexto en los procesos que siguid
un profesor elegido para institucionalizar la construccion de significado del método de
integracion por partes (MIP) puede ser guia para otros profesores interesados en mejorar sus
practicas pedagogicas y ser replicadas en otros objetos tanto de nivel basico, media o

superior, propios de la ensefianza de las matematicas.
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Capitulo 1. Problema de investigacion

En este capitulo presentamos la situacion problema, la pregunta y los objetivos de
investigacion. La literatura en Educacion Matematica ha reportado trabajos enfocados en
identificar la comprension de los conceptos de funcion, limite, derivada y las dificultades
intrinsecas al manejo y uso de estos. Encontramos que existen, en la misma direccién, algunas
investigaciones sobre la integral. Aqui, compartimos lo que esta literatura ha denominado
como la percepcion de crisis en la ensefianza del Célculo Infinitesimal en los niveles

universitarios nacionales e internacionales.

Los pocos trabajos sobre el Calculo Integral motiva esta investigacion en la que
aplicamos las herramientas del Enfoque Ontosemidético de la Cognicion Matematica (EOS)
para valorar la idoneidad didactica de un proceso de instruccion de uno de los métodos de
integracion: especificamente, el método de integracion por partes (MIP), siendo este el que
genera mayores dificultades para su comprension y manejo, en miras de analizar qué tanto

puede aportar en la exploracion y comprension de esta problematica nacional e internacional.

1.1. La percepcion de crisis en la ensefianza del Calculo en el nivel universitario
Diferentes investigaciones en Educacién Matematica han venido documentando esta

situacién donde se ha identificado algunas dificultades que han sido reportadas

sistematicamente en diferentes regiones del mundo y bajo diversas perspectivas tedricas

(Orton, 1983a; Artigue, 1998, 2003; Cantoral, 2000; Moreno-Armella, Hegedus & Kaput,



2008; Salinas & Alanis, 2009). Estos trabajos se han orientado al desarrollo de acercamientos
didacticos que favorezcan la construccion de significados, tanto al nivel de los procesos como
de los conceptos propios del Calculo y del Analisis Matematico, principalmente de

los conceptos de funcién, limite, continuidad, derivada, convergencia y analiticidad, entre
otros.

Sin embargo, este tipo de investigaciones muestra que los estudiantes tienen dificultades
con la conceptualizacién de los procesos de integracion y que éstas se refieren al desequilibrio
existente entre lo conceptual y lo algoritmico. De ahi, que para esta investigacion coincidimos
con quienes afirman que, bajo el influjo del discurso matematico escolar, la ensefianza
del Célculo Integral privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas
de integracion, en detrimento propiamente de la comprensidn de nociones basicas como

se sefiala en Quezada, (1986); Artigue, (1998); y Cantoral, (2000).

El articulo L evolution des problematiques en didactique de I"analyse, Artigue (1998),
aborda una problematica que ha jugado un papel fundamental en la didactica del Analisis
Matematico, ejemplifica sus potencialidades y limites y postula que el desarrollo de este
campo depende tanto de su evolucién global, como de las condiciones culturales y sociales en
las cuales se desarrollan los procesos de ensefianza y de aprendizaje del Analisis. En dicho
trabajo, la autora discute los obstaculos epistemolégicos (destacandose el concepto de limite y
la heterogeneidad de las dimensiones), la transicién entre procesos y objetos, los sistemas
didacticos y de la ingenieria didactica (destacandose una situacion fundamental para el

aprendizaje de la integral) y aspectos institucionales y ecoldgicos (destacandose la Didactica
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del Analisis y las tecnologias informaticas). En las conclusiones, la autora resalta la necesidad
de desarrollar una estructuracion y reconstruccion epistemoldgicamente coherentes y
ecologicamente viables para la evolucion del Analisis, tanto en la ensefianza universitaria
como en el final de la secundaria, considerando las diferentes culturas y los distintos contextos
educativos.

La literatura existente en didactica de las matematicas muestra que es conocido que la
ensefianza habitual del Calculo se basa en la transmisién de conocimientos con un énfasis muy
marcado en el desarrollo de habilidades algebraicas y se desatiende el discernimiento
intelectual para la comprension de ideas, nociones y conceptos. Tal situacion ha sido abordada
en diversos trabajos en los que se muestran desde argumentaciones tedricas hasta propuestas
para mejorar la calidad del aprendizaje, las cuales incluyen tanto los conocimientos previos
gue necesitaria tener un estudiante para tener éxito en el estudio del Calculo, como en la
elaboracion de materiales didacticos (Farfan, 1997; Artigue, 1991; Salinas & Alanis, 2009).

La situacion que describen los autores mencionados anteriormente es de crisis, mostrada
desde la caracterizacion de dificultades presentes en los estudiantes. Artigue (1998) sintetiza
esas dificultades de la siguiente manera:

Nivel altamente sofisticado de las estructuras de los objetos en los fundamentos del Calculo,
tales como sucesiones y funciones. Existencia de varios obstaculos, incluyendo aquellos
evidentes en el desarrollo historico como los obstaculos debidos a los procesos infinitos, y los
obstaculos en la conceptuacién de los nimeros reales por parte de los estudiantes. Dificultades
planteadas en el aprendizaje de técnicas especificas o propias del analisis; Tal como el uso

de los axiomas de completez (p. 45).

En la misma direccion, la investigacion adelantada por Cantoral y Farfan (2003)

menciona que los estudiantes llegan a obtener un nivel de éxito razonable en un cierto nimero



de tareas algoritmicas, sin embargo, las concepciones desarrolladas por los estudiantes son
pobres y las técnicas sutiles del Calculo no son adoptadas. Por su parte, Dreyfus (1990)
afirma que los estudiantes aprenden los procedimientos del Calculo (encontrar limites,
diferenciacion, integracion, etc.) a un nivel puramente algoritmico y construidos

sobre iméagenes conceptuales escasas. Menciona, ademas, que las dificultades en

la concepcidn de los procesos de diferenciacion e integracion pueden explicarse en términos
que los estudiantes carecen de un nivel alto de abstraccion, tanto del concepto de funcién

(como un objeto), como de los procesos de aproximacion.

En estudios anteriores, Orton (1983b) identifica dificultades entre estudiantes
de 16 a 22 afios de edad al momento de estudiar ideas del Calculo, debido a problemas
vinculados con los procedimientos algoritmicos, a pesar de la gran dependencia que se tiene
con el algebra elemental. También identifica dificultades para determinar areas bajo curvas
cuando éstas cortan un eje, o dificultades en la comprensidn de relaciones entre una integral
definida y las areas bajo una curva, la cual debe ser dividida en tantos rectangulos como sea

posible (una cantidad muy grande). Ademas, el autor identifica dificultades para explicar por

medio de un diagrama o por otra via, el porqué de la igualdad j(xz +x)dx = [x"dx + [xx

0 0

Schneider (1991), en un estudio realizado con estudiantes de 15 a 18 afios de edad, en el
que recurrio a la “descomposicion infinita” de superficies y solidos utilizando los principios
de Cavalieri, identificé dificultades para calcular areas y volumenes debido a un
obstaculo que considera epistemoldgico, que consiste en derivaciones inconscientes

e indebidas en la manera de pensar de los alumnos entre el campo de las cantidades y el
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campo de las medidas. Quezada (1986) reporta el analisis de las dificultades de los estudiantes
al buscar primitivas y sefiala que estas se deben a un dominio insuficiente del algebra. La
autora sugiere situar a los estudiantes para que realicen una cantidad suficiente de ejercicios y
posibilitar la adquisicidn de destrezas a través de la experiencia en la busqueda de primitivas,
considerando atender los errores presentados por los estudiantes.

Cordero (2003) no buscan caracterizar dificultades de los estudiantes ante las tareas
que requieren de la integracion, sino que se orientan al examen de las caracteristicas
necesarias para entender el concepto de integral, para lo cual acude al empleo de diferentes
marcos como el epistemoldgico, el cognitivo y el didactico. Del andlisis epistemoldgico

se identifico un patron de construccion de la teoria de integracion con la expresion

[f(x)dx = F(b)- F(a) €N donde la diferencia r (x + da« )~ F (x) Y las condiciones

de una funcién derivada F' juegan un papel definitivo. Se le asoci6 un significado

a la integral por medio de la nocion de acumulacion. Las situaciones que favorecen el
pensar en la integral son los fenémenos de cambio. Considerar al &rea bajo una curva como
modelo geométrico de la integral en un ambiente de variacion continua exige mover lo
estatico. En las explicaciones de profesores y estudiantes ante situaciones de variacion,
relacionan a los significados y objetos dentro de un sistema especifico de la situacion,

en contraste con una estructura axiomatica. Por ejemplo, f(x) ax €S una porcion
de una cantidad que varia o es la pieza de un todo, ¢ (x) es una funcion la cual es representada

por una curva o por una expresion algebraica y el dx como un término

independiente de la funcion ¢ (x).



En el quehacer diario de la docencia, es comun encontrarnos con la falta de motivacién
en nuestros estudiantes para resolver problemas matematicos, porque les parecen tal vez
dificiles o porque no saben como hacerlos. Las investigaciones antes relacionadas permiten
inferir varios aspectos. Los estudiantes prefieren solo resolver ejercicios, sin emplear axiomas,
teoremas, definiciones, conceptos, etc. La negativa para resolver problemas permite aseverar
que usualmente los estudiantes olvidan lo que en un momento determinado demostraron haber
aprendido, ya que retuvieron en su memoria los conceptos y procedimientos objetos de
aprendizaje como hechos aislados y no inmersos en una organizacion o estructura logica.
Generalmente lo aprendido en su momento al paso del tiempo, se reproduce tal cual sin
conexiones con otros conocimientos y esto es debido a la falta de solidez. En la resolucion de
problemas hay bloqueo y es porque no hay una organizacion efectiva del conocimiento por los
estudiantes.

Por otro lado se coincide en reconocer la deficiencia en la preparacion de los estudiantes
para “resolver problemas”. Se atribuyen distintas causas a crear esta situacion y una de ellas se
debe a la ensefianza tradicional que aun se practica, es decir, el “Modelo Transmision-
recepcion”, puesto que el profesor de matematicas esta estigmatizado como una persona
implacable y que los conocimientos que vierte son indiscutibles. Lo anterior hace que los
estudiantes sean muchas veces sujetos pasivos de su aprendizaje porque no se propician
discusiones, didlogos y muchas veces no se sabe como motivarlos.

Esta situacion obliga a buscar alternativas que propicien cambios en los procesos de
ensefianza y de aprendizaje del Calculo, particularmente en esta investigacion, del Calculo

Integral. Se trata de aspectos abordados en los debates realizados en diferentes congresos,
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simposios, reuniones sobre el tema, entre los que se destacan el ICME (International Congress
on Mathematics Education) y el Simposio Iberoamericano de Ensefianza de la Matematica
RELME (Reunién Latinoamericana de Matematica Educativa). También han sido objeto de
analisis en diferentes publicaciones entre las que se destacan la Revista ZDM (Zentralblatt fiir
Didaktik der Mathematik), la Revista Ensefianza de las Ciencias y la Revista Iberoamericana
de Educacion, entre otras.

De ahi que, en lo que se relaciona esta problematica de la ensefianza a nivel universitario
compartimos lo expuesto por Moreno (2005) y Crisdstomo (2012):

La ensefianza de los principios del Calculo resulta bastante problemaética, y aunque seamos
capaces de ensefiar a los estudiantes a resolver de forma mas o menos mecénica algunos
problemas estandar, o bien, realizar algunas derivadas o integrales, tales acciones estan
muy lejos de lo que supondria una verdadera comprension de los conceptos y métodos de
pensamiento de esta parte de las matematicas. Los métodos tradicionalmente de ensefianza
de las matematicas en el nivel universitario tienden a centrarse en una practica algoritmica
y algebraica del calculo que acaba siendo rutinaria (Artigue, 1995; Yusof y Tall, 1999), y a
menudo intentan inculcar desde los inicios, los tradicionales métodos de demostracion
matematica (Yusof y Tall, 1999). Asimismo, el profesor evalla las competencias
adquiridas por el estudiante en este dominio algoritmico y algebraico, generalmente a partir
de ejercicios similares o iguales a los presentados en clase, ejercicios que responden

exactamente al mismo esquema de pensamiento (p. 82).

1.2. El Célculo Integral Como campo investigativo en Educacién Matematica

Es pertinente mencionar que los conceptos del Calculo Infinitesimal que primero
se abordaron en las investigaciones fueron los relativos a limites y funciones,
posteriormente, los relacionados con integrales, derivadas y areas. Estas investigaciones
se completan en la actualidad con la gran cantidad de trabajos sobre el uso de la

tecnologia en el aprendizaje del Calculo (Robert y Speer, 2001). Uno de los trabajos



pioneros sobre el aprendizaje del concepto de integral definida es el de Orton (1983a) que
plantea como uno de sus objetivos investigar la comprension de los estudiantes sobre la
integracion y la diferenciacion. En los resultados del trabajo se evidencia el dominio del
modo algebraico sobre el grafico y algunas carencias de significado en limites y
aproximaciones. Su trabajo estuvo centrado en poner de manifiesto las dificultades de los
estudiantes al comprender en particular, la integral definida, como el limite de una suma
debido a una comprensién no adecuada del proceso de limite.

Encontramos que la literatura en Educacion Matematica reporta diferentes tipos de
investigaciones: ya mencinado, Cordero (2003) sobre la integral definida, otras ubicadas
dentro del Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) como: Tall (1991, 1996), Mamona,
Down y Dows (2008), Czarnocha, Loch, Prabhu, y Vidakovik (2001), Hereal, Selden &
Selden (2006), Rasslan y Tall (2002), Orddéiiez (2011), Criséstomo (2012), y Font y Pino-Fan
(2015). Ademas, se encuentran los aportes del Grupo Internacional para la Psicologia de la
Educacion Matematica (PME) con los trabajos de Bezuidenhout y Oliver (2000), Czarnocha et
al. (2001), Rasslan y Tall (2002) y Carlson et al. (2003), centradas en las problematicas
relativas a los procesos de ensefianza y de aprendizaje del Calculo Integral. Otros autores
hablan sobre el uso de la tecnologia en la ensefianza relacionada, entre ellos podemos
encontrar a Sutherland y Balacheff (1999) y Crisdstomo (2012). Por su parte, Dreyfus y
Eisenberg (1990) plantean que esta variedad se debe no solamente a que el Calculo es la rama
de la matematica avanzada a la que se dedica mayor cantidad de tiempo en los estudios
cientificos-técnicos, sino también al nimero de problemas no triviales que suelen presentarse

en su proceso de aprendizaje.



Estas investigaciones se centran en poner de manifiesto las dificultades de los
estudiantes al comprender la integral definida mediante unas caracteristica comunes: dificultad
para comprender la integral definida como el limite de una suma (Orton, 1983b), dificultad
que tienen los estudiantes de relacionar las aproximaciones graficas y analiticas (Ferrini-
Mundy y Graham, 1994), o la reticencia a la hora de utilizar métodos graficos (Dreyfus y
Eisemberg, 1990; Dreyfus 1991), poner de manifiesto una concepcion procedimental de la
integral definida (Calvo, 1997; Ferrini-Mundy y Guardard 1992; Llorens y Santonja, 1997;
Mufioz, 2000; Zazkis, Dubinsky y Dautermann, 1996) y la formacion de imagenes
inapropiadas del concepto de integral (Bezuidenhout y Olivier 2000). En relacidn con esta
caracteristica Davidson (1990) encontr6 que la manipulacion de métodos numeéricos de
integracion facilitaba la adquisicion de un significado de la integral méas asociado con el
problema del area.

Turégano (1998) identificd tres diferentes concepciones que los estudiantes generan
usando la idea del concepto imagen: primitiva, operativa y descriptiva. Con la idea primitiva
de integral, el estudiante sélo asociaria la integral con el area de figuras raras. En esta linea
Camacho y Depool (2003a, 2003b) utilizando el marco tedrico de las representaciones
semidticas de Duval (1993) y el modelo de competencias de Socas (2007) sefialan la
necesidad de distinguir entre un objeto matematico y sus representaciones para que los
estudiantes puedan alcanzar una comprension eficaz de la integral definida.

Por otra parte, la relacion entre la integral definida y la impropia fue planteada por
Camacho y Gonzalez-Martin (2005) a partir de los resultados relacionados en Thomas (1995)

y Artigue (1995). Dichos resultados indican que una de las dificultades de los estudiantes
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radica en concebir la integral definida como un area sin acabar de precisar que para ello se
requiere que la funcidn sea positiva. Por su parte Thomas (1995) en su estudio del teorema
fundamental del célculo, observa que los estudiantes establecen un fuerte vinculo entre los dos
tipos de integrales, ven mas vinculada la integral indefinida con la definida que la integral
indefinida con la derivada. Los resultados de esta investigacion indican que puede ser
adecuado presentar de manera separada las dos integrales, incluso revisar la integral indefinida
después de haber introducido la integral definida prestando mayor atencion a las diferencias
existentes entre los dos tipos de integrales. Artigue (1995) sefiala las consecuencias negativas
de estas situacines:

Numerosas investigaciones realizadas muestran, con convergencias sorprendentes, que Si
bien se puede ensefiar a los estudiantes a realizar de forma més o menos mecénica algunos
calculos de derivadas y primitivas y a resolver algunos problemas estandar, se encuentran
grandes dificultades para hacerlos entrar en verdad en el campo del Calculo y para
hacerlos alcanzar una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de
pensamiento que son el centro de este campo de las matematicas. Estos estudios también
muestran de manera clara que, frente a las dificultades encontradas, la ensefianza
tradicional y, en particular, la ensefianza universitaria, adn si tiene otras ambiciones,
tiende a centrarse en una practica algoritmica y algebraica del calculo y a evaluar en
esencia las competencias adquiridas en este dominio. Este fenémeno se convierte en un
circulo vicioso: para tener niveles aceptables de éxito, se evalta aquello que los
estudiantes pueden hacer mejor, y esto es, a su vez, considerado por los estudiantes como

lo esencial, ya que es lo que se evalta (p.12).

La situacion planteada por esta autora condiciona el ambiente en el aula, la disposicion
de los estudiantes para aprender y su actitud ante los nuevos conocimientos. Saber
matematicas significa para los alumnos tener alguna habilidad en la resolucion de ecuaciones,

desarrollar procedimientos, aplicar formulas y métodos. Rara vez un estudiante concibe a las
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matematicas como algo que le pueda ser util mas alla de eso y cuando llega a suceder, no es
del todo claro. ¢ Qué se puede hacer?, ;,como vincular los contenidos matematicos con las
areas que puedan interesar al estudiante? Al respecto Camarena (2000) menciona que “la
matematica en contexto ayuda al estudiante a construir su propio conocimiento de una
matematica con significado, con amarres firmes y no volatiles” ademas, “refuerza el desarrollo
de habilidades matematicas mediante el proceso de resolver problemas vinculados con los
intereses del alumno” (p. 32).

También existe otro tipo de investigaciones que se enfocan en el proceso de ensefianza
del concepto de integral en el nivel universitario bajo la perspectiva de “objeto de
conocimiento”, este grupo liderado por Godino y sus colaboradores, (Godino, Batanero, 1994;
Godino, 2002; Contreras, Font, Luque, Ordofiez, 2005; Font & Ramos, 2005; Godino,
Contreras & Font, 2006b; Ramos & Font, 2006; Godino, Batanero & Font, 2007; D'Amore &
Godino, 2007), ha desarrollado el Enfoque Ontosemi6tico de la Cognicion Matematica (EOS)
que considera a los objetos matematicos como entidades emergentes de los sistemas de
practicas. En particular, estan las realizadas por Pochulu y Font (2010), Contreras y Ordéfiez,
(2006), Ordofiez, (2011), Cris6stomo, (2012), Pino-Fant, Godino, Font y Castro (2013),
Robles, Telechea y Font, (2014); Pino-Fan y Godino (2015). De acuerdo con los resultados
encontrados conduce a pensar que dado este tratamiento didactico, los estudiantes tienden a
adquirir ciertos significados en cuanto a las nociones basicas del Calculo Integral, alejandolos
del desarrollo exclusivo como herramienta de calculo.

Tradicionalmente la ensefianza del Célculo Infinitesimal se inicia en la educacion media,

con el Célculo diferencial, regularmente se concibe como un conocimiento que cierra el ciclo
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de la formacion secundaria y da inicio a la formacion superior donde entre otros, se hacen
presentes las definiciones formales de limite, derivada e integral. De esta manera se pretende
la “comprension” de los conceptos tratados con la ejercitacion de los algoritmos propios de
cada tema y sus propiedades. Sin embargo resultados de investigaciones realizadas en la
década de los ochentas por (Cornu, 1983; Sierpinska, 1985 y Orton, 1983a, 1983b) sobre la
comprension de este tipo de conceptos permite concluir que esta determinada por nociones
complejas que fueron desarrolladas a lo largo de 19 siglos por la comunidad matematica y que
generaron nuevos estilos de pensamiento matematico y nuevas formas de razonar.

Particualrmente, en el contexto escolar los procesos de integracion son tratados en el
altimo afio de la ensefianza media y en el primero de la ensefianza superior a partir de dos
vertientes: la integral indefinida y la integral definida. EI concepto de integral definida se
asocia a expresiones simbolicas y representaciones geométricas. Las formas mas usuales de
concebir estas representaciones son: la integral como la operacién inversa de la derivada
y la integral cémo el método de determinacion del area bajo una curva para funciones
continlas sobre intervalos cerrados. Sin embargo, segun Llorens y Santonja (1997) en los
cursos habituales de Calculo Integral y en la mayoria de textos propios de la educacion
superior consideran dos grandes momentos para ensefiar esas dos vertientes: el Célculo
Diferencial y el Céalculo Integral.

Desde la secuencia de contenidos para el apartado de Calculo Integral es: Calculo de
primitivas, métodos de integracion, la Integral definida y aplicaciones de la integracion:
calculo de areas y volumenes. El nivel de profundidad en cada uno de esos epigrafes suele ser

bien diferente llevandose la mayor cantidad los dos primeros, porque el objetivo que se
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persigue es adiestrar a los estudiantes en el calculo de primitivas exigiendo un considerable
nivel de destreza, “trucos” y recetas para la obtencion del resultado, de ahi que para esta
investigacion nos detendremos mas adelante en los métodos de integracion, centrando nuestra
atencion en el MIP. Se puede constatar que en muchos textos se omite una revision del
concepto de area, se aprovecha que es un “concepto intuitivo” para interpretar de ese modo las
integrales justificando todo el engorroso calculo de primitivas, calculo cada vez menos
necesario, ya que se esta generalizando el uso de software para computadores y calculadoras
cientificas que realicen diferentes operaciones y actividades matematicas como es la
integracion. En estas circunstancias se considera mas importante el significado y estudio de
algunos métodos de integracion numérica con el uso de las nuevas tecnologias.

Por otro lado, haciendo una revision de los textos que se manejan en el nivel
universitario a nivel de Licenciatura en Matematicas, como de otras carreras como Ingeniarias,
Administracion, Economia, por nombrar algunas, para determinar el tipo de presentacion que
hacen de estos conceptos, se miraron los libros de célculo de Spivak, Leithhold, Apdstol y
Stewart, encontrando que todos estos comienzan el Calculo Integral con aproximaciones al
concepto de area como funcion de conjunto. Relacionan el concepto de anti derivacion o anti

diferenciacion, entendida como el proceso mediante el cual se determina el conjunto de todas

las antiderivadas de una funcion dada. Presentan el simbolo{ para denotar la operacion anti

derivacion que se escribe: j f(x)dx = F(x)+c,donde F (X) = f(X) y C representa una

constante arbitraria. Por lo anterior, si {f(x) +C} es el conjunto de todas las funciones cuyas

diferenciales son f(x) dx, también es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es f(x).
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Por tanto la anti derivacion se considera como la operacion para determinar el conjunto de

todas las funciones que tienen una derivada dada. El texto de Spivak menciona que “... una

funci()nf f (x)ax » €S decir, una primitiva de f, recibe el nombre de “integral indefinida” de f,

b

mientras que [f(x)ox €s Ilamada, por contraste, “integral definida” (p. 205).

a

Estos textos de manera casi general presentan mediante un teorema lo siguiente: “si n

n+1

, . X .
representa un namero racional, entonces jxn dx = +C n=#1" conduciendo al alumno a

n+1
una aproximacion del concepto de integral indefinida. Sin embargo, una caracteristica de estos
textos universitarios es que comienzan presentando la integral definida para luego presentar la
integral indefinida y posteriormente la impropia. La integral definida la presentan haciendo
uso del teorema fundamental de céalculo para validar este tipo de apreciaciones desde la
siguiente definicion:

...La integral de f de a b, que se designa por el simbolo f f (x)dx , se define mediante

a

la siguiente formula: I ‘) Es decir, para obtener el valor de la

f(x)dx = Zﬂ £, (x, -
integral se multiplica cada valor de fi constante, por la longitud de intervalo k-ésimo

correspondiente formando el producto f, '(Xk - Xk_l) y se suman luego todos los

productos obtenidos (Spivak, 1981, p. 456).

Algunos de estos textos hacen una representacion geométrica del concepto de integral

cuando la funcion es positiva, como aquella del area bajo una curva donde el simbolo J ()
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b

expresa el valor de dicha area, es decir: [f(x)dx = "&rea bajo la cuva y=f(x)"

Una interpretacion plausible dice que el signo | significa la suma de los rectangulos

representados por f (x)dx , donde 1(x) es la altura ydx la base, mientras que los extremos ay b

del intervalo son los limites de integracion sobre los que construyen los rectangulos. Los
procesos de integracidn son presentados y su construccion se da a partir de la definicion de la
integral de Riemann donde se trata con area de regiones simples, particularmente aquellas
delimitadas por el eje horizontal, las rectas verticales que pasan por (ao)Yi), Yy por la grafica
de una funcion f tal que f(x)> o paratodo.en [a,b], denotando este tipo de regiones por

R (fab,) .

Cuando el profesor tiene que ensefiar a sus alumnos como calcular una integral
indefinida se encuentra ante el dilema que en los textos de matematicas esta tematica se
expone desde diferentes puntos de vista, no en su concepto ni en su interpretacion geométrica
ni en sus propiedades, pero si desde varios enfoques en los métodos analiticos que se
proponen para su calculo. Por ejemplo, hay autores que consideran a la sustitucién y/o cambio
de variables como un método de integracion, cuando este caso es realmente una de las técnicas
que se utilizan para re-expresar el integrando a una funcion elemental de la cual se puede
hallar su primitiva. Otro ejemplo es considerar la descomposicién de funciones racionales en
funciones racionales simples como un método de integracion, pues este es un caso similar al
anterior. Es natural que el profesor debe ensefiar al alumno todas las variantes que se le
pueden presentar, teniendo en cuenta que uno de los objetivos educativos del Calculo Integral

consiste en que los alumnos desarrollen habitos de proceder reflexivamente, de evaluar los
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resultados de su trabajo y uso de diversa literatura ademas de, contribuir a la capacidad de
razonamiento, de pensar légicamente y contribuir a la formacién computacional de los
estudiantes.

Luego de mostrar los métodos para calcular este tipo de integrales, de calcular areas
entre curvas, calcular volumenes, longitudes de arco, centros de masa de una barra o de una
lamina, la fuerza ejercida por la presion de un liquido entre otras, regularmente en los libros de
texto del nivel universitario se presentan las integrales impropias como aquella integral donde
el integrando tiene una discontinuidad infinita en los limites de integracion. Mediante
aproximaciones geométricas se llega a la definicion de integral impropia, se distingue si la
discontinuidad esta en el limite inferior, en el superior 0 en ambos y se muestran unos casos
especificos a seguir.

Esta forma de presentar la integral produce efectos en el desarrollo conceptual de los
estudiantes donde las construcciones de nociones aparecen visiblemente complejas
con ausencia de actividades asociadas a practicas de la vida tendiendo a favorecer el
desarrollo de técnicas de integracion y en consecuencia su pensamiento algoritmico. Lo
anterior permite percibir que la comprensién de los conceptos basicos del Calculo llega a
convertirse en una tarea dificil para la mayoria de los estudiantes en sus primeras experiencias

en esta asignatu ra.

1.3. La situacién problema
Bajo este panorama encontramos que la ensefianza de la integral ha estado caracterizada

por cinco aspectos a saber:
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» Un énfasis en una algoritmia desprovista de significados, (Artigue, 1998, 2003).

» Conceptualizacion de la integral basada Unicamente en la nocion de area, (Azcarate y
Camacho, 2003).

» Falta de articulacion explicita con otras ciencias de las cuales el calculo es subsidiario,
Contreras et al., (2005) y Crisdstomo (2012).

» Insistencia en la ensefianza formalista a sabiendas de las dificultades que trae consigo,
(Contreras, Ordofiez y Wilhelmi 2010).

« Uso de los diferenciales por sus bondades didacticas, Pino-Fant et al., (2013); Robles

etal., (2014).

Es una situacion perceptible en el curriculo del segundo curso de Célculo de nivel
universitario en un intento por alcanzar una adecuada comprension del concepto de Integral:
Reconocer y clasificar el tipo de Integral (definida, indefinida e impropia) que involucra una
situacion problema determinada e identificar el método de integracion a seguir. Se observa
que la tipica explicacion escolar regularmente no parte de una presentacion que precise un
equilibrio entre el desarrollo conceptual de las ideas basicas del Calculo Integral con el
manejo apropiado de sus algoritmos. Tal como se menciond anteriormente a partir de los
problemas observados en la ensefianza de los métodos de integracién encontramos que el MIP
es el que genera mayores dificultades, lo que podria ser una de las tantas causas, quiza
influyente en la denominada crisis. De ahi esta investigacion mediante un estudio de caso que,
aunque no promete resolver el problema general de la crisis en la ensefianza del Calculo
Integral, si permite enfocar la vision en la idoneidad didactica de las formas usuales de

ensefar y en la manera de analizarla para superar este aspecto del problema general. La
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investigacion puede arrojar informacion que vaya mas alla del caso particular ademas,
conjeturamos “hipotesis de trabajo” que hay una relacion causal documentable entre la baja
idoneidad didactica de los procesos de instruccion y la crisis que se percibe en todo el mundo.

En este estudio de caso el problema que se intenta resolver -0 al menos avanzar en su
resolucion a partir del anlisis didactico a un proceso de ensefianza, para determinar el grado
de idoneidad didactico de dicho proceso de instruccion realizado por un profesor que ensefia
un método de integracion- puede condensarse en dos preguntas: ¢cudles son las dificultades
especificas -de tipo: epistémico, cognitivo, interaccional, mediacional, emocional, ecolégico-
que se observan durante el proceso de instruccion del método de integracion por partes (MIP),
cuéles son las causas de la presencia de tales dificultades? y ¢cudl es el grado de idoneidad

didactica del proceso de instruccion ejecutado por el profesor al ensefiar el MIP?

1.4. Algunos supuestos preliminares
Entre los mdltiples factores que pueden originar la percepcion de crisis se pueden
mencionar el libro de texto, el curriculo, la preparacion de los estudiantes, los métodos de
estudio de los estudiantes y el proceso de instruccién. Esta investigacion centra nuestra
atencion en el Gltimo nombrado. Dado que el investigador no es neutral como control de la
subjetividad en la recoleccion y anélisis de los resultados, puede ayudar un intento de explicar
la actitud que se tiene al comienzo de la investigacion. Para el desarrollo del presente estudio
de caso no se habla de hipdtesis nula e hipotesis alternas en el sentido de conjeturas que se van
a poner a prueba para confirmarlas o rechazarlas, sino de ciertos supuestos o hipotesis de

trabajo que todo investigador supone al comienzo como mas probables y que reconoce guiaron
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sus busquedas y su seleccion de la tematica y las preguntas de investigacion. El investigador
es consciente de que pueden sesgar sus percepciones y conclusiones, pero que al explicitarlas
al comienzo, permiten a los lectores y al investigador mismo controlar esos efectos
perturbadores. Se plantean los siguientes supuestos preliminares como respuestas tentativas
previstas para las preguntas de investigacion.

1. Se espera observar muchas dificultades que la literatura de la didactica del Calculo
Integral ha documentado y encontrar algunas especificas del estudio de caso.

2. Se espera encontrar como el tipo de matematicas ensefiadas y la gestion de los
procesos de ensefianza y de aprendizaje (en particular la gestién de conflictos)
generan las dificultades observadas.

3. A partir de los resultados encontrados sobre el grado de idoneidad didactica del
proceso de ensefianza del MIP se espera una mediana o baja idoneidad didactica en
la mayoria de los seis criterios del EOS.

El investigador trata de contrastar estas hipotesis o supuestos contra la observacion de
una trayectoria especifica de ensefianza para lograr un cierto nivel de objetividad pero no
puede negar que formularlas implica ya reconocer la sospecha inicial del investigador de que
una de las causas, evidentemente no la Unica, que explica los malos resultados de los
estudiantes en matematicas es la utilizacion en el aula de materiales y métodos de ensefianza
que desconocen cdmo se aprende o0 que estan en clara confrontacion con la construccién de los
conceptos matematicos. Confirmar o refutar las causas seria factible desde el estudio de un
solo caso si se tratara de contrastarlas globalmente con respecto a la crisis que Artigue y otros

perciben en muchos paises. Sin embargo, si podrian confirmarse localmente en el caso
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estudiado y proporcionar a los docentes que aprovechen el analisis de este caso particular
como manera de reflexionar sobre su propio modelo de ensefianza y de autoevaluar su
idoneidad didactica. Si bien ain queda mucho para disponer de una teoria coherente que
explique suficientemente todos los fendmenos que se dan en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje del Calculo Integral y que ponga de manifiesto el papel del conocimiento
matematico, el del alumno y el del profesor, se dispone ya de aportaciones tedricas muy
importantes dentro del EOS que ofrece una nueva perspectiva tedrica para investigar el

potencial didactico de los ambientes matematicos de aprendizaje.

1.5. objetivos

A continuacion presentamos los objetivos de la investigacion.

1.5.1. Objetivo general. Caracterizar el proceso de instruccion que ha seguido un
profesor cuando explica el MIP en un curso de Célculo Integral identificando dificultades
especificas que se observen en el desarrollo de las clases; indagar sus causas y comprobar
si persisten 0 no para determinar con base en esa informacion, el grado de idoneidad didactica
del proceso de instruccion ejecutado al ensefiar el MIP desde los criterios de idoneidad

propuestos por el EOS.

1.5.2. Objetivos especificos. Se plantean 4 objetivos especificos a saber:
1. Realizar el andlisis didactico al proceso de instruccién implementado por el profesor,

utilizando algunas herramientas del EOS.
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2. Inferir el modelo de clase que sigue el profesor a partir de las practicas matematicas
implementadas, los objetos y procesos matematicos involucrados y la identificacion de
normas que se ejecutan durante el proceso de ensefianza del MIP.
3. Identificar las dificultades de tipo epistémico, cognitivo, interaccional, mediacional,
emocional y ecologicos, observadas en el desarrollo de las clases, para determinar en
qué grado estas desencadenan en lo que el EOS denomina conflictos semidticos.

4. Valorar el grado de idoneidad didactica del proceso de instruccion ejecutado.
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Capitulo 2.Antecedentes
En este capitulo se presenta los antecedentes de la investigacion desde dos puntos de
vista: los trabajos realizados en Educacion Matematica sobre la ensefianza de la integral y los

trabajos centrados en la ensefianza de la integral como objeto de aprendizaje.

2.1. Investigaciones realizadas en Educacion Matematica relacionadas con la ensefianza

de la integral

El concepto de Integral es esencial dentro del Analisis Matematico que se ubica dentro
del PMA y en particular en la didactica del Calculo Integral. No es tarea sencilla distinguir si
los estudiantes llegan a una verdadera comprension de la definicion del concepto de Integral
en lugar de tener sélo una percepcion empirica de la integracion. A partir del conocimiento de
estas dificultades y de la ensefianza del concepto de Integral, Turégano (1993) propone como
alternativa ensefiarla utilizando la génesis historica del concepto, comenzado con el concepto
de integral de forma independiente de la diferenciacién y como primera introduccion al limite,
partiendo de un analisis epistemoldgico del concepto de integral y de las aportaciones de
matematicos tales como Cavalieri, Wallis y Roberval.

Turégano (1996) apunta a una posible explicacién de la raiz del problema sobre la
ensefianza del concepto de Integral: los estudiantes ligan la nocidn de area a una formula; esto
es, no consideran el area como un objeto geométrico, sino como un objeto aritmético (un
numero). Agrega que los conceptos abstractos que sirven para explicar el Calculo (limite,

infinito, etc.) aparecen junto a ideas formales que los caracterizan matematicamente. Aunado a
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esto la teoria rara vez se vincula con experiencias previas. Por su parte, Calvo (1997) reporta
dificultades en la comprension del concepto de integral definida con el acercamiento
mencionado por Turégano en 1996.

Uno de los fendmenos didacticos considerados dentro del Analisis Matematico es la
algebrizacion del Calculo Integral sefialada por Artigue (1998) que se manifiesta en enfoques
excesivamente algebraicos y por tanto reduccionistas de una forma simplista, incluso
eludiendo el estudio de los resultados de las razones de cambio. Dubinsky (2000) disefia una
instruccion para estudiantes universitarios y concluye que los alumnos muestran una vision
diferente que la desarrollada por la instruccién habitual. Czarnocha et al. (2001) advierten que
las dificultades en los significados de los conceptos del Calculo estan intimamente
relacionadas con el proceso del paso al limite.

Mufioz (2000) caracteriza la problematica de la ensefianza del Calculo Integral como un
desequilibrio entre lo conceptual y lo algoritmico. Sefiala que en los cursos donde se ensefia
esa rama del Calculo, hay un énfasis excesivo en el calculo de anti derivadas o integrales
indefinidas y que poca atencidn se presta a la conceptualizacion de la integral (definida),
reduciéndose ésta a la definicion de Cauchy o a la de Riemann. Ademas solo hasta que se
abordan las llamadas “aplicaciones” es cuando se estudian algunos aspectos de las nociones
asociadas a este concepto. Sin embargo en las practicas predominantes de la ensefianza del
Caélculo los problemas en los que se aplica la integral son muy estereotipados. El estudiante
puede ver cual es la integral en juego reduciéndose la evaluacién al calculo de dicha integral
via el teorema fundamental del Céalculo, de ahi el excesivo tiempo dedicado al calculo de anti

derivadas. Por esto Mufioz (2000) dice que no basta dar la definicion de un objeto matematico
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para comprenderlo y consecuentemente aplicarlo. Al respecto Kleiner (2002. p. 136) hace una
observacion didactica como resultado de su estudio de la historia del Calculo: “deberiamos dar
a los estudiantes ejemplos —muchos ejemplos en diferentes contextos— antes de definir,
generalizar o demostrar”. Artigue (2003) en la misma direccion de Mufioz, considera que se
ha dado una excesiva orientacion algebraica a la ensefianza del Calculo con el consecuente
demeérito de la parte grafica y geométrica y como resultado los estudiantes no pueden dar su
significado real a los procesos de derivacion o integracion. Otros investigadores como
Czarnocha, et al. (2001) y Labrafia (2000) coinciden en estos puntos.

Tall (2002) indica que bajo estos escenarios los estudiantes aprenden a desarrollar
procedimientos estandarizados para obtener ciertas respuestas luego, esta les provee de un
conocimiento matematico sin la metodologia que guia al matematico cuando utiliza ese
conocimiento en la resolucion de problemas en diferentes contextos. Este autor argumenta que
la discrepancia observada entre lo que se espera y lo que muestran los estudiantes se debe a
que los profesores no se dan cuenta de la cantidad de experiencia que éste utiliza (generalizar,
abstraer, formalizar) cuando trabaja con diferentes procesos matematicos, algo que la mayoria
de los estudiantes no tiene entre sus herramientas y habilidades.

Li (2004) defiende la ensefianza mecanicista, argumenta que se requiere que los
estudiantes practiquen la resolucion mecanica de ejercicios matematicos bajo el supuesto que
la formacion de conceptos por parte del estudiante tiene su origen en la practica manipulativa.
Depool (2004) utiliza las nuevas tecnologias para desarrollar la comprension del concepto de
Integral Definida en estudiantes universitarios y definir un modelo de competencia cognitivo

de la Integral Definida. En este mismo sentido Camacho et al. (2008) utilizan software en un
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curso de ingenieria para ayudar a los alumnos a comprender los conceptos de particion,
refinamiento, aproximacion y limite. A partir del disefio de una ingenieria didactica para los
primeros cursos universitarios en torno al concepto de integral impropia, Gonzalez-Martin
(2006) trata de mejorar la comprension de este concepto por parte de los estudiantes. A pesar
de estos esfuerzos, los conflictos semioticos siguen presentes en el proceso de ensefianza y no
parecen resolverse en muchos casos.

Thompson y Silverman (2007) ante las dificultades que tienen los estudiantes para
comprender la definicion formal de integral como el limite de sumas de Riemann, plantean la
conveniencia de conceptualizar primero la funcién de acumulacion y en tal sentido se abocan
a estudiar las dificultades que se presentan en los estudiantes en esta conceptualizacion
auxiliar. Por otra parte, Gordon y Gordon (2007) ante lo increible que resulta para los
estudiantes el teorema fundamental del calculo por la forma en la que lo presenta la ensefianza
tradicional, hacen uso de la idea de ajustes de funciones con datos y de un recurso
computacional discreto para favorecer el descubrimiento de dicho teorema.

Con el apoyo de recursos tecnoldgicos encontramos investigaciones como la reportada
por Turégano (1993) quien realiz6 un trabajo donde utilizo la visualizacion para dar
significado al concepto de integral definida basado en la idea de area bajo la curva. Calvo
(1997) también sugiere el uso de materiales visuales que enriquezcan el esquema conceptual
de la integral definida en el estudiante. Martinez Torregrosa et all. (2002) sefialan que las
conclusiones de las pocas investigaciones realizadas en la ensefianza del calculo integral, han
evidenciado la existencia de serias dificultades en estudiantes, incluso en profesores, en

relacidon con la comprension de las ideas propias del Calculo.



26

Aldana (2011) hace un estudio acerca de la comprension del Concepto de Integral
definida identificando como realizan los estudiantes de Licenciatura en Matematicas la
comprension de este concepto. Para ello, hizo un estudio de libros de texto que le permitid
identificar los elementos matematicos que configuran el concepto y establece una
descomposicion genetica del concepto de integral definida. El analisis permitié caracterizar
los niveles y subniveles en los que se encuentra la produccion realizada por cada estudiante
(INTRA 1, INTRA, INTER 1, INTER y TRANS).

Bajo este panorama encontramos que la ensefianza de la integral ha estado caracterizada
de varias maneras: un énfasis en una algoritmia desprovista de significados, conceptualizacion
de la integral basada Unicamente en la nocion de area, falta de afinidad con otras ciencias de
las cuales el calculo es subsidiario, insistencia en la ensefianza formalista a sabiendas de las
dificultades que trae consigo y el uso de la tecnologia como recurso para salvar esas
dificultades. Respecto a la Gltima de las caracteristicas cabe mencionar que la evolucién de los
recursos tecnoldgicos, de acuerdo con Moreno-Armella, Hegedus y Kaput (2008), ofrecen una
nueva perspectiva tedrica para investigar el potencial didactico de los ambientes tecnoldgicos

dindmicos continuos que pertenecen a la Gltima etapa en tal desarrollo.

2.2. Investigaciones centradas en la Ensefianza de la integral como objeto de aprendizaje
La ensefianza del concepto de integral en el nivel universitario se desarrolla bajo la

perspectiva de “objeto de conocimiento” lo que conduce a pensar que dado este tratamiento

didactico, los estudiantes tienden a adquirir ciertos significados en cuanto a las nociones

basicas del Céalculo Integral alejandolos del desarrollo exclusivo como herramienta de célculo.
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En diferentes trabajos de investigacion Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994;
Godino 2002; Contreras, Font, Lugue, Orddiiez, 2005; Font y Ramos, 2005; Godino,
Contreras y Font 2006; Ramos y Font, 2006) han desarrollado el enfoque Ontosemidtico de la
cognicion matematica (EOS) para el caso del célculo diferencial e integral, que considera a los
objetos matematicos como entidades emergentes de los sistemas de practicas. Muestran que
los estudiantes tienen dificultades para lograr la emergencia del objeto integral debido a la
excesiva rutinizacion algebraica que incide negativamente en la ensefianza y en el aprendizaje
de este concepto. Aqui se hace necesario adoptar una posicion situada en dos aspectos: el
cognitivo y el epistémico. Para el primero considerar los procesos cognitivos del sujeto desde
un punto de vista semidtico (construccion de significados personales). Para el segundo,
implica asumir que es fundamental problematizar el propio conocimiento matematico
(construccion historico-epistemologica de significados institucionales) no considerandolo
como trasparente y acabado. Con esto en el EOS se entiende la comprension esencialmente
como una competencia que posee el estudiante y no solo como un proceso mental. Desde este
punto de vista es posible inferir que un estudiante comprende un determinado objeto
matematico cuando lo usa de manera competente en diversas practicas, lo que implica que la
capacidad se traduce en la realizacion de préacticas que son evaluables publicamente.

Dentro del EOS la idea pragmatica de considerar a los objetos matematicos como
sistemas de practicas y la diferenciacion entre significado institucional y significado personal,
introduce en la problematica didactica el estudio de la estructura y caracterizacion de estas
entidades tedricas. Como indica Godino et al. (2003):

...esta caracterizacion se puede concebir como una 'medida’, no en un sentido

psicomeétrico o matematico estricto, sino en su sentido mas general, esto es, como



28

categorizacion de valores variables. Por tanto, puede contribuir a superar la ilusion de
trasparencia determinista que adopta frecuentemente cuando se consideran estos problemas
(p. 221).

Otro aspecto considerado para esta investigacion dentro del analisis didactico de
procesos de instruccion, es que en la dltima década aumento el interés por investigar el
conocimiento y las competencias que necesitan los profesores de matematicas para conseguir
una ensefianza eficaz con procesos de instruccion de calidad (Wilson, Cooney y Stinson, 2005;
Hill, Blunk, Charambus, Lewis, Phelps, Sleep y Ball, 2008). Entre estos trabajos es necesario
resaltar los que consideran en el marco del PMA que el profesor debe desarrollar la
competencia “mirar con sentido” que le permite ver las situaciones de ensefianza y de
aprendizaje de las matematicas de una manera profesional, que lo diferencia de la manera de
mirar de alguien que no es profesor de matematicas (Mason, 2002). También los trabajos que
se desarrollan en el marco del EOS (Godino, Batanero, Font, 2007) ya gue en este enfoque se
proponen cinco niveles para el andlisis didactico de procesos de instruccion que concuerdan
con el objeto de esta investigacion. Este tipo de analisis tiene por objeto que el profesor tenga
instrumentos para describir, valorar y mejorar dichos procesos.

Segun los aportes de Hill, Blunk, Charambus, Lewis, Phelps, Sleep y Ball (2008), se
puede definir la calidad epistémica de la instruccién como un compuesto de varias
dimensiones que caracterizan el rigor y la riqueza de las matematicas de la clase, incluyendo
la presencia y ausencia de errores matematicos, explicacion y justificacion matematica,
representaciones matematicas y observaciones relacionadas. Al respecto, Font y Adan (2013)

plantean que estos autores



29

Han desarrollado un sistema de categorias para medir la calidad matematica de la instruccion: a).
Formato de segmento. b). El trabajo en las clases esta conectado a las matematicas. c). La
riqueza de las matematicas. d). Trabajo con los estudiantes. €). Errores e imprecisiones en el
lenguaje. f). Participacion de los estudiantes. Para cada categoria también se definieron

subcategorias (p. 286).

El EOS propone herramientas para describir las matematicas implicadas en un proceso
de instruccidn y valorar su idoneidad. Para la descripcién, propone herramientas que permiten
analizar las practicas matematicas y los objetos primarios y procesos matematicos activados
en ellas. Para valorar la calidad de las matematicas Font, Planas y Godino (2010) proponen el
constructo “Criterios de idoneidad” visto desde seis componentes 0 facetas que seran descritas

en el Capitulo 3 de este trabajo.
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Capitulo 3. Fundamentos

En este capitulo se presenta un estudio histérico-epistemologico de la integral, pasando
por el Pensamiento Matematico Avanzado en el que se fundamentan los procesos de
ensefianza y de aprendizaje de este objeto matematico (la integral). El capitulo finaliza con la
presentacion de algunos elementos tedricos que propone el Enfoque Ontosemiotico de la
Cognicion Matematica (EOS) y que han sido utilizados como soporte tedrico y metodoldgico

para este trabajo.

3.1. Marco tedrico

En un primer momento se pretende reconocer el significado global de la integral
reportado en la literatura, desde un barrido histérico-epistemoldgico que presentamos en tres
momentos que Ilamamos: infancia del calculo integral; el calculo integral desde la edad media
y la fundamentacion del calculo Integral. Posteriormente presentamos los principales
elementos tedricos del Pensamiento Matematico Avanzado (PMA). Cerramos el capitulo con

el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion Matematica (EOS).

3.1.1. Estudio histdrico-epistemologico del objeto matematico “la integral”. Se
pretende mostrar el origen de la nocién de este objeto matematico, su desarrollo historico y

sus implicaciones en el proceso de formalizacion del Céalculo Integral.

La historia de las matematicas muestra la infancia del Calculo Integral en la escuela de

Atenas, dado que esta ciudad se convirtio no solo en el centro politico y comercial sino
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también en el centro intelectual del mundo griego. Esta escuela se concentrd en aspectos
especiales para dar solucion a tres problemas: a) La duplicacion del cubo o el intento de
encontrar una arista de un cubo cuyo volumen sea el doble de un cubo dado; b) La triseccion
de un angulo dado; y c) La cuadratura del circulo, o intento de encontrar un cuadrado cuya
area sea igual a la de un circulo dado. Arquitas, buscé soluciones construyendo modelos
mecanicos que influyeron a Zenon de Elea, quién llegd a convertirse en el “critico filosofico
de los matematicos de la época” (Newman, 1994, p. 22). Es Zenon quien postula su paradoja
comunmente conocida como “Aquiles y la tortuga” poniendo asi en boga ideas sobre
infinitésimos. La secuela de este tipo de intentos para dar respuesta, fue el invento del Calculo
Integral por Aquimedes.

Newman (1994) citando a Heiberg, menciona que en 1906 “se descubri6 el libro
perdido de Arquimedes titulado Método, donde Arquimedes considera a Demacrito
como el primer matematico que establecid correctamente la formula del volumen de un
cono o de una piramide” (p. 22). Arquimedes menciona que Demdcrito considerd estos
solidos como si estuvieran formados por innumerables capas paralelas, (Figura 1). Esta
observacidn es sorprendente, pues prefigura la obra constructiva de Arquimedes, y siglos
mas tarde, la de Cavalieri y Newton. De esta forma, se dan los inicios de la teoria de
limites, que bien podemos Ilamar la infancia del Calculo Infinitesimal, que si lo miramos

detenidamente comenz6 con el Calculo Integral.

Figura 1. Demdcrito previo la integral de volumen con su método de las capas.
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Tomado de Newman, (1994, p. 23).

En esta misma escuela, aparecen los trabajos de Eudoxo. Una consecuencia inmediata de
esta obra, fue la creacion del método exhaustivo que servia de base a las observaciones de
Demdcrito sobre el volumen de un cono y a las de Hipocrates referente al area de un circulo,
trabajos retomados por Arquimedes para consolidar y fundar el Calculo Integral, ofreciendo
demostraciones estrictas para encontrar las areas, voliumenes y centros de gravedad de curvas
y superficies, circulos, esferas, conicas y espirales.

La historia de la ciencia muestra que este legado griego paso a la India y a Arabia
después de casi mil afios de inactividad. Este conocimiento matematico pasé a Europa
occidental por medio de los arabes, teniendo en cuenta que ellos no fueron, en ningdn sentido,
los creadores ni del algebra, ni de la notacién numérica. Lo que, si se le reconoce al mundo
arabe, es que rindieron homenaje a las matematicas y valoraron el saber antiguo, tanto si

provenia de Grecia como de la India.

Como segunda etapa miraremos el Calculo Integral desde la edad media. En este periodo
se destaca el trabajo de Cavalieri titulado “Geometria indivisibilibus™ con reflexiones sobre la
generacion de figuras geométricas. En esta obra considera una figura plana como compuesta
del conjunto de sus lineas y el sélido como constituido de un namero indefinido de fragmentos
planos paralelos. Alli, con el fin de evitar sumar indivisibles, determina en su lugar las

proporciones o relaciones (Pier, 1996).

El siguiente paso de las matematicas occidentales se dio en el siglo XVI con los trabajos
de los gedmetras franceses Descartes y Pascal. El primero cambio la faz de las matematicas,

dando a la geometria una universalidad no alcanzada hasta entonces y consolidando una
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posicién que hizo del Calculo Diferencial, el descubrimiento inevitable por Newton y Leibniz.
Posteriormente, Wallis, matematico ingleés, siguid la fructifera indicacion de exponentes
negativos y fraccionarios. Descartes funda la geometria analitica y llega a distinguir entre dos
clases de curvas: geométricas y mecanicas, las que posteriormente Leibniz denomina
algebraicas y trascedentes.

Pascal se encarga de la continuacion natural de lo que Kepler habia iniciado en
geometria proyectiva. Su originalidad, surge de la discusion sobre un problema referido a una
curva llamada cicloide, a la que descubrid sus propiedades principales por medio de
argumentacion geométrica. De esta manera Pascal haciendo uso del método de los indivisibles
creado por Cavalieri1, lanzé lo que Newman (1994, p. 22) llama “el segundo capitulo del
Calculo Integral” sin desconocer que fue Grégoire de Saint-Vincent quien obtuvo resultados
sobre integrales antes que Fermat. Para esta época se le atribuye a Fermat realizar el calculo de
ciertas integrales importantes, es él quien trata completamente, con funciones potenciales, el
problema de una curva que va hasta el infinito cuya area es finita. En particular, la suma S de

una progresion infinita de primer término . y de razon x, (x <1) expresada en nuestra notacion

a

actual como s = . La suma infinita sera para Fermat un punto de partida para las

1- X
cuadraturas.

Parece ser que, desde 1636, Fermat conocia lo que, en notacion actual es,

a n+1

F(x):J‘x”dx 2
o n+1

para todo racional n distinto de -1, lo que le dio las bases para que en

1 Cavalieri de Bolonia, notable gedmetra que hizo progresar el calculo integral con su método de los indivisibles,
continuando la geometria del tonel de vino de Kepler.
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1668 desarrollara el calculo de la integral de las “parabolas generalizadas”

a

F(x)=[x"dx, a <0 jdiq, que es un problema parecido al anterior. Para esto, utilizd

0 a X

técnicas parecidas a las sumas de Riemann, siendo por tanto una aproximacién geométrica>

A lo largo de esta revision historica, se percibe que lo operacional suele preceder
historicamente a lo estructural. Uno de los primeros célculos de integrales en intervalos
infinitos aparece en el siglo XVI1I, con un enfoque de tipo geométrico parecido al enfoque
usado por Lebesgue en el silgo XX. Es importante reconocer que fue Grégoire de Saint-
Vincent el primero en tratar las integrales impropias de forma explicita antes que Fermat. Su
motivacion era puramente la de investigar, buscar y generalizar resultados. De esta forma, la
integral impropia aparece en el escenario matematico de forma natural como una

generalizacion. Saint-Vincent estudia las secciones conicas y da una expresion para el area
bajo la hipérbola y = + . En un manuscrito de 1625, publicado en Amberes en 1647, muestra

de dos formas distintas que si en la Figura 2, la relacién de las longitudes sucesivas es

constante, es decir A _ A entonces las areas I, 11, I11, son iguales.
A A

2 3

Hi B.

Figura 2. Relacion de las longitudes sucesivas (Gonzalez-Martin, 2006, p. 78)

2 Fermat no aborda curvas mas generales porque las que utiliza conservan las progresiones geométricas, es decir,
toda progresion geométrica en las abscisas, por correspondencia de la curva, da de nuevo una progresién geométrica
en la ordenada, criterio que también usé Saint-Vincent para estudiar la hipérbola. VVéase Dhombres, (1995b). En
Dhombres (1995a) se muestran ejemplos de como se calculaban las areas.
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En concreto, demuestra que si se disponen puntos segun una progresion geomeétrica
sobre una de las asintotas de una hipérbola, las areas cortadas bajo la curva por ser paralelas a
la otra asintota, son iguales; ésta es la Proposicion 109 del libro VI de Opus geometricum: las

areas de los trapecios curvilineos a a gss,:a,a,8,8,,... SONiguales cuando las longitudes

2737320

AA, AA,, AA,, AA,,... EStAN en progresion geometrica. Por tanto, estudia en términos de areas los

valores de la funcion r(x)= [ f ()t - De aqui se deduce, en lenguaje moderno, que

F(x)= [— = ». Este trabajo de Saint-Vincent sirve como una caja de cuadraturas, aungque no

se constituye en una teoria de la cuadratura (Dhombres, 1995b). Mucho maés tarde, Wallis y

Leibniz atribuyen a Gregory la demostracion del hecho de que la primitiva de la funcion

y = + es la funcion logaritmica. Con estos célculos, Saint-Vincent abria una nueva puerta

que daria lugar posteriormente a la integracion. Subrayamos el hecho que, igual que hace
Grégoire de Saint-Vincent, Fermat geometriza todas sus construcciones: las series auxiliares
son visualizadas por segmentos, las medias geométricas son construidas, etc. De ahi que, la
geometria estd omnipresente, no es solamente un enfoque.

A mediados del siglo XVII, Wallis y Hobbes escenificaron controversias alrededor de

temas matematicos, entre ellas, la naturaleza de la trompeta hiperbolica infinita. Esta trompeta

se construye a partir del gréfico de la hipérbola y = +, para valores de x > 1, si lo hacemos

girar alrededor del eje OX (Figura 3). Es facil comprobar que el area superficial de la

trompeta es infinita (esto es, a medida que recorremos la trompeta hacia la derecha, su area
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superficial crece sin limite); sin embargo, su volumen interior es finito (de hecho, vale ).
Aparte de esta caracteristica esta trompeta tiene otras igualmente sorprendentes: no tiene

boquilla (no hay donde ponerla) y tampoco tiene centro de gravedad.

Figura 3. Trompeta hiperbdlica. Tomado de (Gonzalez-Martin, 2006, p. 82)

“Mientras el calculo de Newton es mas proximo a la geometria, el de Leibniz se
desarrolla hacia le analisis, con manipulacion de férmulas y poca o ninguna utilizacion de
figuras o interpretaciones geométricas” (Zuin, 2001, p. 34). El desarrollo del célculo tuvo
continuidad con la familia Bernoulli, Euler y Lagrange. Una caracteristica de esta etapa fue la
carencia de formalizacién de su teoria y consecuentemente de su fundamentacion tedrica,
aspectos que son de interés para los matematicos del siglo XVl y que marcarian una nueva
etapa en la historia del calculo y consecuentemente en el desarrollo del concepto de integral

definida.

Como tercera y ultima etapa mencionaremos el periodo de fundamentacion del Calculo
Integral. A partir del siglo XVI11 el concepto de integral paso por un amplio proceso de
fundamentacion tedrica, basado en el rigor y precision de los conceptos en la busqueda de su
generalizacion a una clase cada vez mas amplia de funciones. Cabe recordar que fue Jacques
Bernoulli (1654-1705) quien usé por primera vez la expresion “Integral” en su obra La

Isbcrona en el Acta Eruditorum de 1690. “El ya habia sugerido dicha expresion a Leibniz, que



37
utilizo la expresion calculus integralis (en sustitucion a calculus summatorius) para referirse
al proceso inverso del calculus differentialis” (Boyer, 1992, pp. 306-307).

El nuevo enfoque del siglo XVI1I1 es el de sustituir la Integral por un desarrollo en series.
Como en este siglo no se escriben los extremos de integracion de una funcion, ya que la
notacion es inventada por Fourier, la integral impropia no aparece como tal. Sin embargo, esta
implicita y todos los métodos asintoticos, como la formula de sumacion de Maclaurin se
relacionan con ella. Asi, las integrales de la ley normal y de sus momentos no plantean ningun
problema, salvo para el calculo explicito. La convolucion aparece en el escenario matematico,
lo que implica el calculo de una integral sobre un intervalo infinito. Este nuevo enfoque
aparece durante el desarrollo de los trabajos de Newton y Leibniz, para quienes la
aproximacion ya no es geométrica, sino formal, lo que implica la desaparicion de muchos
problemas, pues ya no hay integrales impropias como tales. Asi, se contempla la integral como

una anti derivada y esto implica la existencia de la funcion. En notacion moderna, se escribe

F(x) = if} f(t)dﬂ“esto quiere decir que la funcion que se deriva esta bien definida, luego, no hay
\a )

problemas entre los extremos de integracion.

Para ellos, el problema principal consistia en el desarrollo asint6tico de la funcién

[t@)a (esto es [fo)a=x"+.. ), lo que puede ser considerado como una variante de la

a a

integracion impropia. Por tanto las cuestiones que se plantearon hacen referencia a la buena

definicion de la funcion relacionandose maés con las integrales impropias de segunda especie.
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Leibniz se intereso por el calculo de los desarrollos de integrales impropias usando series

X0

alternadas, del tipo 5 C1)"a, _ [RIOL: que Bernoulli mas tarde estudio su convergencia.
n

a

Todo este trabajo de desarrollos en series llega hasta el calculo de una formula para n'!

por Stirling, proviniendo de una integral impropia: nt~+2m -n".e™", cuando n —» «, donde

n

seutilizaqué L(n1smas. +mn-1)+ inn= [ xax €+ o) - Otra evidencia del cambio de
2 2

1
punto de vista, que elimina los problemas sobre la eleccion de un intervalo finito o infinito, es

la ausencia de un tratamiento de las integrales impropias en Introductio in analysin infinitorum

de Euler (1748)-.

Euler compara la integral de una funcién con su serie asociada:

...Euler choisit la notation j x dx ; il adopte les techniques de Newton, notamment I’intégration

terme a terme. Toutefois, il lui arrive d’utiliser un processus d’exhaustion notamment en vue de
I’approximation des intégrales par le calcul; cette procédure annonce la méthode qui sera suivie

par Cauchy. Pour une fonction positive décroissante f, Euler compare f (1) + f(2) +... +f(n) a

N d .
f(t)ar 5 & titre d’exemple, il conslderej E . (Pier, 1996, p. 49)

b — >

X

Euler utiliza ya el Criterio Integral y reintroduce consideraciones geométricas. De esta

forma parece que histéricamente el desarrollo de comparaciones entre la integral y la serie

3 Hay que remarcar aqui que con esta formulacién se centra la atencion en la funcion y su buena definicién en el

intervalo. Mientras que antes el problema se planteaba sobre el intervalo (Primera Especie), aqui se mira mas bien
la funcién (Segunda Especie)

4 En Opera Omnia, compilacidn de los trabajos de Euler que se comenzé a publicar en el siglo XX.
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asociada a una funcién, fue tardio a pesar que Fermat habia usado series para calcular

integrales. Euler define también una transformada integral por una férmula del tipo

b

F(p)= @ (&, p)at siendo F una funcion desconocida y hace uso de ellas en su busqueda de

soluciones de ecuaciones diferenciales de segundo orden. En este momento el célculo de

integrales impropias estd completamente normalizado, pues en 1782 Laplace ya define su

transformada s [e™ o(x)dx Y determina el valor de una integral definida de primera

+o 4w

importancia. El considera [ [dsdx ¢* ') e integrando con respecto a $, obtiene I &,

n
0 0 01-¢—x

s (l+x") -e” (HX ]

ds =

al serfe -
1+x

En 1842, de Morgan proporcion0 las series convergentes que representan a la integral

.[<x“e’xdx para u >0 arbitrario. En 1825, Legendre organiza el estudio de las integrales

u

elipticas en un tratado en el que estudia en profundidad las integrales eulerianas. En 1870,

+ ®©
Bertrand sefial6 que la integral [o " e ha sido denominada por Legendre “integral
u

euleriana de segunda especie” y que su notacion r(n) ha sido adoptada casi unanimemente, a
pesar que en una de sus memorias, Gauss la haya designado como 1y (n - 1). Posteriormente

desde 1832, Liouville hace uso de la funcion gamma para introducir el calculo de diferenciales
con indice cualquiera llegando hasta el calculo integral fraccionario. En 1820 Poisson aborda

la resolucion de una integral impropia mediante extension al plano complejo en la obra Suite
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du Mémoire sur les intégrales définies de Laplace, Journal de 1’Ecole polytechinique, (XVII).

Citado en Pier (1996, pp. 66), considera que ax = —i (cos z +isen z)dz, e donde deduce que

(2n+1)

de =[log (-(cos z+isen z))]O , lo cual forma parte de uno de los comienzos de la historia de

las funciones analiticas.

Cauchy redefine la integral de una funcién continua por medio de sumas de Riemann
sobre un segmento, rompiendo asi con la tradicion de contemplar la integral como anti

derivacion y retomando entonces el punto de vista geométrico ya iniciado por Euler y Poisson.

En 1821 Cauchy, en su Cours d’analyse algébrique, estudia las integrales del tipo |im ]’Ef (x) dx,

§>0 ]

lo que da lugar a la definicidn del Valor Principal de Cauchy: un origen de la teoria de
distribuciones. Como bien sabemos, si la funcién ¢ (x) no esta acotada en x = o, esta integral
es impropia. Pero el problema de la convergencia es mas débil, puesto que se puede encontrar
funciones ¢ cuyo valor principal es finito, pero cuya integral impropia en un intervalo que
contiene al 0 es divergente. Es de sefialar que Cauchy definid este Valor Principal como una
alternativa a la divergencia de la integral impropia.

En la Obra Résumé des lecons données a I’Ecole Royale Polytechnique sur le calcul

infinitésimal (1823), Cauchy da la primera definicion precisa de integral. En particular,
propone la notacion actual para una integral definida, sustituyendo la engorrosa [ f(x)a r - T
X=a

b
por [ 1000 s ya utilizada por Fourier en su Théorie analytique de la chaleur de 1822. Vemos

que Cauchy vuelve al método de exhauscidn que posteriormente se denominara de “sumas de
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Riemann”. Cauchy formaliza muchas de las propiedades actualmente conocidas y las expresa

con la nueva notacion, algunas de ellas son:

_[f(x)dx:—.[f(x) dx

X X

Xo X X

J(f +ig )(X) dx = J‘f(x) dx +i J’g(x)dx

A Fourier le debemos la notacion actual para las integrales, aungque es Cauchy quien la

“institucionaliza” en sus trabajos. Fourier estudia también el problema del desarrollo en series

n X0
alternadas de ciertas integrales, del tipo: »° o, [ f(t)a.
n

Es durante el siglo XIX que se desarrollan las técnicas para asegurar los medios de
convergencia de las series de Fourier. A Bertrand se le debe un importante trabajo de
basqueda de criterios de convergencia para la serie s ¢ (n)Segun el comportamiento de la
funcion ¢ (x)en el infinito.

Finalmente, es Riemann quien caracteriza las funciones Riemann-integrables con una

propiedad también valida para las integrales impropias. Una funcion es Riemann-integrable si,

y solamente si, la medida del conjunto de sus puntos de discontinuidad es nula.s Parece ser que

5 En el vocabulario de Lebesgue (1904), un conjunto de medida nula E es un conjunto que, dado ¢ > 0, puede
incluirse en una reunion de intervalos tales que
lhiEc Jla, Sia]<e

n=1 nx1
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la teoria de integrales impropias tuvo su contacto con la teoria de series divergentes, en
desarrollo en el siglo X1X; ésta se retoma ligada a un problema de integracion impropia.

Dado que fue solo hasta el siglo XVIII que se cambi6 el punto de vista global-local de la
integral, la formulacion del problema cambia y entra en escena el estudio de las propiedades
de la funcion en el intervalo de integracion. Sin embargo este problema se plantea bajo un
enfoque ahora analitico y no geométrico. Sin embargo, en los siglos XIX y XX volvemos al
enfoque grafico del problema, pero esta vez vestido con el nuevo formalismo desarrollado en
este periodo.

Este nuevo enfoque permite el estudio de las integrales por medio de series, lo que
promueve diversos estudios que desembocan en los criterios de convergencia de Bertrand y de
Cauchy. Desde Leibniz no se veian estudios sobre integrales impropias de funciones que
cambian de signo y que Fourier desarrollé posteriormente. Solo hasta 1902 Henri Lebesgue
descubrié una nueva integral con todos los inconvenientes de la integral de Riemann.

Esto hizo que se tuviera en cuenta una clase de funciones integrables mas amplia. Sin
embargo, Bosch y Kucera (1999) plantean que al comparar la integral de Lebesgue con la
integral impropia de Riemann se ve que ninguna de las dos sea mas general que la otra.

Armand Denjoy y Oskar Perron en 1912 y 1914 respectivamente, de forma
independientemente ofrecen una nocién mas general del concepto de integral, que
posteriormente resultaron ser equivalentes. En 1955 Ralph Henstok y en 1957 Jaroslav
Kurzweil por separado dieron una formulacién mucho méas simple de la integral denominada
integral de Denjoy-Perron. La integral de Henstock-Kurzweil o integral medidora es tan buena

como la integral de Lebesgue y la definicion se muestra un poco mas complicada que la
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integral de Riemann. Sin embargo, Carlos Imaz y Juan Rivaud del Cinvestav de Mexico,
mencionan en el numero 28 de Miscelanea Matematica, haciendo eco a la propuesta de Bosch
y Kucera, un respaldo pleno a la idea de sustitucion de este tipo de integrales. Entre las
razones que dan para recomendar dicha substitucion, se encuentra por un lado que la integral
medidora es muy general, ya que incluye a las integrales de Riemann y Lebesgue, ademas de
incluir a la integral impropia de Riemann.

Este devenir historico permite comprender lo que la literatura en Educacién Matematica
ha denominado “Configuraciones Epistémicas de la integral” presentadas en el Capitulo 5
como elementos para interpretar el significado general de la integral que sera utilizado en el

analisis de los Capitulos 7 y 8 de este trabajo.

3.1.2 El Pensamiento Matematico Avanzado (PMA). Criséstomo (2012) citando a
Artigue, Batanero y Kent (2007) menciona que el Pensamiento Matematico Avanzado (PMA)
esta relacionado con los enfoques para la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en el
nivel superior o “pos secundaria”. Entre las principales teorias desarrolladas estan la Teoria
APOS (Dubinsky, 1994; Dubinsky y McDonald, 2001), Obstaculos Epistemolégicos (Cornu,
1983; Sierpinska, 1985, 1987; Schneider, 1991), Dualidad Proceso-Objeto (Dubinsky, 1991,
Sfard, 2000), Enfoque Epistemoldgicos (Dorier, 2000; Sierpinska, 2000), Cognicion
Corporificada (Lakoff y Nufiez, 2000), Enfoques Antropoldgico (Chevallard, 1992; Bosch y
Chevallard, 1999), Enfoque Ontosemiotico (Godino y Batanero, 1994) y Socio matematica

(Cantoral y Farfan, 2003).
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Dichas teorias han sido fundamentales en el desarrollo de las investigaciones realizadas
en el nivel superior particularmente, con las relacionadas con la Didactica del Calculo. Para
esta investigacion se ha tenido en cuenta las aportaciones de las investigaciones centradas en
el PMA 'y se utiliza como principal marco teorico el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicion y
la Instruccion Matematica (EOS, Godino y Colaboradores). Como uno de los objetivos de este
trabajo se relaciona con la caracterizacion del proceso de ensefianza de la integral en el
contexto de la formacién de profesores de matematicas, esta investigacion requiere, ademas,
apoyarse en los estudios desarrollados sobre la formacion de profesores de matematicas, y

particularmente de los profesores-formadores que acttan en la docencia de Calculo.

Sintesis y constructos tedricos del PMA. En 1985 en el congreso del PME (Psychology
of Mathematics Education) se forma un grupo de trabajo cuyo objetivo fue estudiar la
naturaleza del PMA y en particular, profundizar en las investigaciones cognitivas acerca de los
procesos de ensefianza y de aprendizaje de temas relacionados con el calculo infinitesimal
(Dreyfus, 1990; Tall, 1991). Ademas en esa misma época, se amplia el campo de los
problemas investigados hasta entonces centrado en los conceptos basicos de las Matematicas
de la ensefianza primaria, que corresponde al “pensamiento matematico elemental” y a
cuestiones relacionadas con el pensamiento matematico propio de los curriculos de los ultimos
afios de bachillerato y primeros cursos universitarios. Este desarrollo de investigaciones acerca
de la ensefianza y el aprendizaje de temas relacionados con el Anélisis Matematico, ha

permitido incorporar que “considerando ademas los procesos asociados de definicion, prueba
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y demostracion, ha venido enriqueciendo los modelos que sirven para describir los procesos
cognitivos de aprendizaje de los estudiantes” (Azcarate y Camacho, 2003, p. 2).

Es Tall quien fundamenta la psicologia del PMA desde tres partes: la primera, centrada
en la naturaleza del PMA que comprende el estudio de los procesos involucrados en la
concepcidn de dicho pensamiento, la creatividad matematica y la demostracion matematica.
La segunda, denominada teoria cognitiva del PMA, aborda el rol de las deficiencias en la
ensefianza y en el aprendizaje de las matematicas conceptuales y de sus simbolos en la
introduccidn de los conceptos matematicos, asi como la abstraccion reflexiva. La tercera parte,
contempla algunas investigaciones centradas en los procesos de ensefianza y de aprendizaje
del PMA “...relacionadas con el desarrollo cognitivo y con las dificultades conceptuales y de
aprendizaje asociadas a algunos temas como funciones, limites, infinito y demostraciones con

el uso de ordenadores” (Cris6stomo, 2012, pp. 33-34).

Para Tall los elementos del PMA existen desde dos secuencias de desarrollo distintas y
simultaneas que empiezan, una por la percepcion de objetos y la otra con la accion
(Percepcidn-Accion). La actividad matematica empieza por la percepcién de objetos en forma
visuo-espacial seguida de su descripcion verbal, su clasificacion y el inicio de deducciones
verbales-geometria. La accion sobre objetos matematicos nos lleva a considerar un tipo de
desarrollo cognitivo distinto, relacionado con la dualidad proceso-objeto. Cuando un proceso y
su producto se representan mediante el mismo simbolo, Tall utiliza el término procepto

(PROceso/conCEPTO).

Azcarate y Camacho (2003) plantean que la principal distincion entre el llamado

“pensamiento matematico elemental” (PME) y el PMA, es la complejidad y la capacidad de
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controlarla, aspecto que definen como procesos del PMA. Los procesos mas potentes son
aquellos que permiten este control, en particular la representacion y la abstraccion. Azcarate y
Camacho (2003) citando a Dreyfus (1990) manifiestan que abstraer consiste en sustituir
fendmenos concretos por “conceptos confinados a la mente humana”. Diferencian dos tipos de
procesos que los distingue de comprender: Procesos matematicos como analizar, categorizar,
conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar, formalizar; y procesos matematicos y
psicoldgicos como representar, conceptualizar (formar conceptos), inducir, visualizar.
Mencionan que "el comprender puede ser un “clic” de la mente, pero suele suceder como una
secuencia de actividades donde ocurren una gran variedad de procesos mentales que

interaccionan entre si" (p. 137).

Azcérate y Camacho (2003) plantean que existen unas caracteristicas "perversas"
propias de la ensefianza universitaria, en su orden las mencionan: Sucesion: definicion-
teorema-demostracion-aplicacién. Ocultar los verdaderos procesos matematicos anteriores a
los resultados finales refinados y formales: ensayo y error; intuicion, imprecision;
visualizacion. Ensefiar rutinas: se aceptan las rutinas bien ejecutadas como un éxito (aunque

solo sea un éxito aparente), y hacer solo ejercicios de aplicacion, pocos problemas (p. 10).

Frente a esas précticas indican que fomentar la Meta-cognicion es una condicion
importante del auténtico aprendizaje, es decir, recapacitar y pensar en como se ha llegado a la
solucion, adelantar la solucion, controlar la complejidad en la abstraccion y la representacion y
controlar los procesos mentales y matematicos. La forma en que se aprende no suele coincidir
con la manera formal I6gica de presentar un concepto matematico dentro de la comunidad

matematica.
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Los modelos que se utilizan en la investigacion de los procesos cognitivos implicados en
el aprendizaje de conceptos matematicos complejos, como son los implicados en el Analisis
Matematico, son modelos con distintas formas teoricas de describir la naturaleza del
conocimiento de los estudiantes y los procesos de construccion del mismo. Con el propdsito
de clarificar las ideas y el lenguaje, resulta relevante la distincion que establecen Tall y Vinner
(1981) entre los conceptos matematicos definidos formalmente y los procesos cognitivos que
sirven para concebirlos, es decir entre los diferentes resultados del proceso de adquisicién y
representacion de un concepto matematico en la mente de cada individuo y la definicién
formal del mismo. “Una representacion mental se considera “rica” si refleja muchos aspectos
relacionados con el concepto, de tal manera que exista una gran flexibilidad a la hora de

enfrentarse y resolver problemas” (Tall y Vinner, 1981, p. 32).

Se considera la definicion de un concepto matematico como una secuencia de palabras o
una definicion verbal del concepto, fruto de su evolucion historica. Se podria distinguir entre
las definiciones formales, convenidas y aceptadas por la comunidad cientifica de los
matematicos en un momento dado que ademas, se suelen encontrar escritas en los libros y las
definiciones personales que utilizan los estudiantes, profesores y matematicos como
interpretacion, construccion o reconstruccion de una definicion formal.

En esencia, el esquema conceptual es algo no siempre verbal que asociamos
mentalmente al nombre del concepto, puede ser una representacion visual del concepto, pero
incluye también las experiencias y las sensaciones vividas en relacion al mismo. Desde otra
perspectiva, una de las razones de la complejidad del conocimiento matematico superior es

que, en su mayoria, los conceptos del PMA pueden jugar el papel de procesos y de objetos,
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segun la situacion planteada o el nivel de conceptualizacion del estudiante. Sfard (1991) habla
de dos tipos de concepciones de un mismo concepto matematico: las concepciones que llama
operacionales cuando se tratan las nociones matematicas como procesos dinamicos,
algoritmos y acciones, y las concepciones estructurales cuando se consideran los conceptos
matematicos como objetos abstractos estaticos. Si bien, afirma que los dos tipos de
concepciones son complementarias “...la habilidad para ver una funcién o un numero, a la vez
COMO un proceso y como un objeto es indispensable para una comprension profunda de las
matematicas, cualquiera que sea la definicion de “comprender’ (p. 12), ella considera que las
concepciones operacionales preceden a las estructurales.

En su andlisis del proceso de formacidn de concepciones, Sfard distingue tres etapas que
corresponden a tres grados de estructuralizacion progresiva, las que denomina interiorizacion,
condensacion y cosificacion. Se consideran las etapas de interiorizacion y de condensacion
como procesos graduales y cuantitativos, mientras la cosificacion se considera un proceso casi
instantaneo. Tall (1995) explica que la accion sobre objetos matematicos, nos lleva a
considerar un tipo de desarrollo cognitivo distinto, relacionado con el problema de la dualidad
proceso-objeto y la nocién de lo que llama preceptos

Para complementar este panorama teorico citamos la teoria de las Representaciones
Semidticas, desarrollada por Duval (1993, 1999), al interrogarse sobre si los medios
estructuralmente requeridos para que una persona pueda acceder a los objetos del

conocimiento matematico son diferentes o no, a los medios requeridos para acceder a los otros

6 Azcarate y Camacho mencionan que Procepto es nuestra traduccion de la expresion original inglesa procept,
que proviene de proceso (PROcess) y de concepto (conCEPT).
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objetos de conocimiento, constata la no accesibilidad de los objetos matematicos fuera de un
sistema semiotico, aunque sea rudimentario. Los objetos matematicos no son objetos reales
como pueden ser los propios de las disciplinas como la biologia o la fisica que pueden ser
manipulables. Verifica la necesidad de no confundir nunca un objeto con su representacion
semidtica por ejemplo, un nimero y su escritura o un objeto geométrico y la figura que lo
representa.

Por la dificultad de las finas distinciones semioticas introducidas por Duval, para el
analisis didactico de este trabajo, nos cefiiremos a las propuestas del EOS para las funciones
semidticas. Por ejemplo, si se consideran los registros de representacion linguisticos como el
lenguaje natural, escritura algebraica, lenguaje formal, u otros registros como figuras
geomeétricas, graficos cartesianos o tablas, se entiende por cambio de registro de
representacion a la conversion de la representacion de alguna cosa en una representacion de
esta misma cosa en otro sistema semiético. Por ejemplo, realizamos un cambio cuando al
resolver un problema matematico usamos un grafico cartesiano para representar una funcién y
en el siguiente paso de la resolucion, expresamos con una ecuacion algebraica la misma
funcidn, esto conlleva a que el dominio del conocimiento matematico se moviliza en

diferentes registros de representacion, haciéndose necesario coordinarlos.

Las definiciones en el PMA. Una de las formas de establecer la diferencia entre las
matematicas elementales y las avanzadas, es considerar que en las primeras los objetos se
describen, mientras en las segundas se definen. Si nos referimos al lenguaje, en ambos casos
se utiliza el lenguaje natural para relacionar las actividades matematicas con el contexto, sea

matematico o sea del mundo externo y para describir o enunciar las propiedades de los



50
objetos. Sin embargo, en las matematicas elementales las descripciones se construyen sobre la
experiencia (percepcion visuo-espacial, interaccion con proceptos operacionales), mientras
que en el mas alto nivel de las matematicas avanzadas (conocimiento formal), las propiedades

de los objetos se construyen a partir de definiciones.

Adquirir un concepto matematico se puede describir como construir un esquema
conceptual del mismo. Saberse de memoria la definicion de un concepto no garantiza en
absoluto comprender su significado. En realidad comprender quiere decir tener un esquema
conceptual de forma que se asocien ciertos significados a la palabra que designa el concepto
mediante imagenes mentales, propiedades, procedimientos, experiencias o sensaciones. Sin
embargo, la presentacion y la organizacion de la mayoria de los libros de texto y de buena
parte de las clases de matematicas, parecen basarse en la presuncién de que los conceptos se
adquieren mediante su definicién y de que los estudiantes utilizaran las definiciones en la
realizacion de tareas o la resolucion de problemas. Existe aqui un conflicto que Vinner (1991)
expresa diciendo:

Las definiciones crean un problema muy serio en el aprendizaje de las matematicas.
Representa, quiza méas que cualquier otra cosa, el conflicto entre la estructura de las
matematicas, tal como la conciben los matematicos profesionales, y los procesos cognitivos

de la adquisicion de conceptos. (p. 57).

Por su parte Azcarate y Camacho (2003) mencionan que

Desde un punto de vista cognitivo, parece que los autores de libros de texto y muchos
profesores dan por supuesto que se produce el aprendizaje a partir de las definiciones y que
en la resolucion de problemas y realizacion de tareas son éstas las que se activan en la
mente del estudiante y controlan el proceso. Sin embargo, lo que ocurre en la practica,
segun las investigaciones que se ocupan de esta cuestion, es que el esquema conceptual se

construye a partir de la experiencia del estudiante, es decir a partir de situaciones muy



o1

variadas. Los alumnos tienden a realizar sus tareas de forma espontanea, de acuerdo con los
habitos adquiridos en la vida cotidiana, es decir que elaboran sus respuestas a partir de los
elementos de sus esquemas conceptuales evocados por el contexto de la situacion. (p. 136).

Sin embargo, indican que

Es evidente, que, en el campo de las matematicas, como por ejemplo el del Anélisis Matematico,
las definiciones desempefian un papel muy importante en la realizacion de tareas cognitivas y,
por consiguiente, en la formacién de los esquemas conceptuales. De ahi la necesidad de ingeniar
situaciones didacticas adecuadas, en las cuales las definiciones sean imprescindibles para una

correcta realizacion de la tarea (p. 137).

3.1.3. El Enfoque Ontosemiético de la Cognicion Matematica (EOS). Nuestro
objetivo es estudiar los fenémenos que acontecen en el proceso de ensefianza de las
matematicas en particular, de la nocidn de integral. Para ello, se adopté como marco teérico el
Enfoque Ontosemid6tico del Conocimiento y la Instruccion Matematica (EOS), propuesto por
Godino y colaboradores (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Contreras y Font,
2006; Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006; Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009,
principalmente). Este enfoque desarrolla herramientas para un estudio unificado de los

fendmenos y procesos que acontecen en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

3.1.3.1. Fundamentos Del Enfoque Ontosemiético (EOS). Godino, Batanero y Font
(2007), en el documento Un marco tedrico integrativo para la Did4ctica de la Matemética,
muestran gque el EOS, es un marco tedrico que trata de integrar diversas aproximaciones y
modelos teoricos usados en la investigacion en Educacion Matematica a partir de presupuestos

antropologicos y semioticos sobre las matematicas y que adoptan principios didacticos de tipo
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socio constructivista e interaccionista para el estudio de los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

El conjunto de nociones teoricas que componen el EOS se clasifican en los siguientes
cinco grupos, cada uno de los cuales permite un nivel de andlisis de los procesos de ensefianza
y aprendizaje de temas especificos de matematicas.

1. Nocidn de sistema de practicas (operativas y discursivas). Se asume una concepcion
pragmatista-antropoldgica de las matematicas, tanto desde el punto de vista institucional
(sociocultural) como personal (psicoldgico). Adopta como elemento central en la construccion
del conocimiento matematico la resolucion de problemas.

2. Nocidn de configuracion de objetos y procesos matematicos, emergentes e
intervinientes en las practicas matematicas. La adopcion de una nocion interaccionista de
objeto y pragmatista del significado (contenido de funciones semidticas) articula de manera
coherente la concepcion antropoldgica (Wittgenstein, 1953) con posiciones realistas (no
platonicas) de las matematicas. Los diversos medios de expresion (lenguajes) desempefian el
doble papel de instrumentos del trabajo matematico y de representacion de los restantes
objetos matematicos.

3. Nocion de configuracion didactica, como sistema articulado de roles docentes y
discentes, a propdsito de una configuracion de objetos y procesos matematicos ligados a una
situacién-problema constituye la principal herramienta para el analisis de la instruccion
matematica. Las configuraciones didacticas y su secuencia en trayectorias didacticas tienen en

cuenta las facetas epistémicas (conocimientos institucionales), cognitiva (conocimientos
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personales), afectiva, mediacional (recursos tecnologicos y temporales), interaccional y
ecologica que caracterizan los procesos de estudio matematico.

4. La nocion de dimension normativa como sistema de reglas, habitos, normas que
restringen y soportan las practicas matematicas y didacticas generaliza la nocion de contrato
didactico y normas socio-matematicas. EI reconocimiento del efecto de las normas y meta-
normas que intervienen en las diversas facetas que caracterizan los procesos de estudio
matematico es el principal factor explicativo de los fendmenos didacticos.

5. Lanocion de idoneidad didactica como criterio general de adecuacion y pertinencia
de las acciones de los agentes educativos, de los conocimientos puestos en juego y de los
recursos usados en un proceso de estudio matematico. El sistema de indicadores empiricos
identificados en cada una de las facetas, constituye una guia para el analisis y reflexion
sistematica que aporta criterios para la mejora progresiva de los procesos de ensefianza y
aprendizaje.

El EOS, basado en la Teoria de los Significados Sistémicos (TSS), considera a los
objetos matematicos como entidades que surgen al realizar sistemas de practicas
correspondientes a un campo de problemas. De esta forma, los objetos matematicos personales
se definen como “emergentes del sistema de practicas personales significativas asociadas a un
campo de problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 335). Los objetos personales cobran
forma, van apareciendo en un aprendizaje motivado por la propia practica. Los presupuestos
de tipo pragmatico definen al significado personal de un objeto como “el sistema de practicas
que efectla un sujeto para resolver el campo de problemas del que emerge el objeto en un

momento dado” (Godino y Batanero, 1994, p. 341).
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Por otra parte, puede considerarse que los objetos matematicos nacen progresivamente
de los sistemas de préacticas socialmente compartidas en una institucion, ligadas a la resolucién
de cierto campo de problemas matematicos. En Godino y Batanero (1994) se define el
significado de un objeto institucional como “el sistema de practicas institucionales asociadas
al campo de problemas de las que emerge en un momento dado” (1994, p. 340). Godino et al.
(1994) proponen que la nocion de funcion semidtica se puede concebir, al menos
metafdricamente, como una correspondencia entre conjuntos poniendo en juego tres
componentes: Un plano de expresidn (objeto inicial, considerado como significante); un plano
de contenido es decir, un objeto final considerado como el significado del signo, esto es, lo
representado, lo que se quiere decir, a lo que se refiere un interlocutor; y un criterio o regla de
correspondencia, es decir, “un codigo interpretativo que regula la correlacion entre los planos
de expresion y contenido, estableciendo el aspecto o caracter del contenido referido por la
expresion” (p. 341).

Tanto el objeto inicial como final pueden estar constituidos por uno o varios de los tipos
de entidades primarias consideradas es decir, los tipos de entidades primarias pueden
desempefiar el papel de expresion o de contenido en las funciones semioticas. Godino (2002)
afirma que “las relaciones de dependencia entre expresion y contenido pueden ser de tipo
representacional (un objeto se pone en lugar de otro), instrumental u operatoria (un objeto
usa a otro u otros como instrumento) y componencial o cooperativa (dos 0 mas objetos
componen un sistema del que emergen nuevos objetos)” (p. 250). Ademas, menciona que de

esta manera “la semidtica que proponemos generaliza de manera radical la nocion de



55
representacion tan usada en las investigaciones cognitivas realizadas en educacion
matematica” (2002, p. 252).

Sobre este panorama el analisis Ontosemiotico de un proceso instruccional, consiste en
identificar la trama de funciones semidticas que establecen los agentes participantes (profesor-
alumnos) en los procesos de comunicacion. El estudio de la complejidad semidtica permite
formular hipotesis sobre conflictos semioticos potenciales, entendiendo por conflicto
semidtico, a “la disparidad o desajuste entre los significados atribuidos a una misma expresion
por dos sujetos -personas o instituciones- en interaccién comunicativa y pueden explicar las
dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas” (Godino
2002, p. 258).

El EOS propone que para el analisis Ontosemiotico de un episodio de clase se deben
tener en cuenta como minimo tres aspectos: los agentes involucrados, es decir, la institucion
representada por el docente que instruye, los estudiantes, el texto y la persona que realiza el
analisis (investigador); los objetos puestos en juego, como entidades, expresiones, contenidos
y codigos interpretativos; y los diversos tipos de funciones semioticas.

Considera importante el orden en que aparecen dichos elementos a lo largo de un
determinado proceso de instruccion, nominando como trayectoria epistémica a la
descomposicion en unidades de analisis de un episodio de clase con el fin de caracterizar el
tipo de actividad matematica que se implementa efectivamente. Este tipo de anélisis ayudara a
formular hipétesis sobre puntos criticos del proceso instruccional en los que puede haber
lagunas o vacios de significado o bien, disparidad de interpretaciones que requieran fases de

negociacion de significados y cambios en el proceso de estudio.
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D”Amore, Font, Godino (2007); Font y Contreras (2008); Font y Godino, (2006);
Godino y Batanero (1994); Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006); Godino, Contreras y
Font (2006); Godino, Font y Wilhelmi (2006); Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2009),
proponen, en el marco del EOS, que es posible hacer una adaptacion de los cinco niveles de
analisis de procesos de estudio.

Estos niveles son considerados para el desarrollo de un analisis completo que permite
describir, explicar y valorar procesos de instruccién. Para esta investigacion se ha hecho una
adaptacion de estos niveles de la siguiente manera.

Nivel 1. Analisis de los tipos de problemas y sistemas de practicas. En un proceso de
instruccion la aplicacion de este nivel nos lleva a describir una secuencia de practicas
matematicas, durante las que se activan elementos distintos, a saber, un agente (institucion o
persona) que realiza la instruccion y un medio donde se realiza (en este medio puede haber
otros agentes, objetos etc.).

Nivel 2. Elaboracion de las configuraciones de objetos y procesos matematicos. La
finalidad de este nivel de analisis es describir la complejidad de las practicas matematicas
tomando en consideracién la diversidad de objetos y procesos, ya que el agente realiza
practicas orientadas a la resolucion de situaciones-problema, en las que se deben considerar,
entre otros aspectos, las configuraciones de objetos y los procesos matematicos que posibilitan
dichas practicas. Para este nivel, nos centraremos en la elaboracion de las configuraciones
didacticas y epistémicas de objetos y procesos matematicos, con el fin de describir la
complejidad Ontosemidtica de las practicas, de ahi describir y explicar los conflictos

semidticos que se producen o pueden producirse en un proceso de instruccion.
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Nivel 3. Analisis de las trayectorias e interacciones didacticas en torno a conflictos.
Dada la diversidad de interacciones didacticas ocurridas en cualquier proceso de instruccion,
para este nivel nos centramos en las interacciones en torno a conflictos de tipo semiotico.
Cada proceso de estudio se modeliza como un proceso estocastico con sus respectivos
espacios de estado y trayectorias. Considerando las seis dimensiones de cualquier proceso de
instruccion, se tienen seis trayectorias: a) epistémica, que consiste en la distribucién a lo largo
del tiempo de ensefianza de los componentes del significado institucional implementado
(problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones, propiedades, argumentos); cognitiva:
desarrollo de los significados personales (aprendizajes); b) mediacional, que es la distribucién
de los recursos tecnologicos utilizados y asignacion del tiempo a las distintas acciones y
procesos; ¢) interaccional, que consiste en la secuencia de interacciones entre el profesor y los
estudiantes orientadas a la fijacion y negociacion de significados; d) afectiva, que es la
distribucion temporal de los estados afectivos (actitudes, emociones, afectos, motivaciones) de
cada alumno con relacién a los objetos matematicos y al proceso de estudio seguido; e)
ecologica, que se fundamenta en el sistema de relaciones con el entorno social, politico,
econdmico. Lo anterior soporta y condiciona el proceso de estudio (Godino, Font, y Wilhelmi,
2006, pp. 3-4). Cada uno de los estados dara lugar a una configuracion (epistémica, cognitiva).
La interaccion entre los distintos estados y trayectorias se describe mediante las nociones de
configuracidn didactica y trayectoria didactica, que nos proporcionan herramientas para
identificar los patrones de interaccién de una manera sistematica.
Nivel 4. Identificacion del sistema de normas y metanormas. En este nivel se valora qué

tanto las practicas matematicas como las interacciones estan consideradas y soportadas por un
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conjunto de normas y metanormas que regularan las acciones y que deben ser analizadas.
Sirven para valorar la pertinencia de las intervenciones de los profesores con los estudiantes y
sugerir cambios en las normas buscando optimizar el aprendizaje.

Los cuatro niveles de andlisis descritos anteriormente son herramientas para una
didactica descriptiva y explicativa ya que sirven para comprender y responder a las preguntas
¢ Qué ha ocurrido aqui? y ¢por qué?

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad didactica interaccional del proceso de estudio. Este
nivel se ocupa del analisis de tipo valorativo. La didactica de la matematica no deberia
limitarse solo a la descripcidn, sino que deberia aspirar a la mejora del funcionamiento de los
procesos de estudio. Para ello, son necesarios los “criterios de idoneidad” que permiten valorar
los procesos de instruccion efectivamente realizados y “guiar” su mejora, evaluando la
pertinencia de los procesos de instruccién matematica y sefialando pautas para la mejora del
disefio y la implementacion del proceso de estudio entendida como “criterio sistémico de
pertinencia (adecuacidn al proyecto de ensefianza) de un proceso de instruccion, cuyo
principal indicador empirico puede ser la adaptacién entre los significados personales logrados
por los estudiantes y los significados institucionales pretendidos/implementados” (Godino,
Font y Wilhelmi, 2006, p. 5). Dado este caracter sistémico, esta idoneidad supone la
articulacion de las idoneidades parciales epistémica, cognitiva, mediacional, emocional,
interaccional y ecoldgica que se sintetizaran mas adelante.

Durante el desarrollo de esta investigacion, se muestra un analisis didactico desde la
aplicacién de estos niveles usando como contexto de reflexion el analisis de doce episodios de

clase de matematicas con la asignatura Calculo Integral, en la que un profesor implementa un
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proceso de ensefianza del MIP. Con este fin, se considera util introducir las nociones de
trayectoria epistémica, configuracion epistémica y estados potenciales de dichas trayectorias.

Trayectoria epistémica. Dentro del EOS se distinguen seis categorias de entidades
primarias como constituyentes de los sistemas de practicas: lenguaje, situaciones, acciones,
conceptos, proposiciones y argumentos. La trayectoria epistémica es la distribucion en el
tiempo de estos componentes en un proceso de estudio. Distinguiremos en ella, por tanto, seis
estados posibles, segun el tipo de entidad que se estudia en cada momento: E1: Situacional: se
enuncia un ejemplar de un cierto tipo de problemas. E2: Actuativo: se aborda el desarrollo o
estudio de una manera de resolver los problemas. E3: Lingistico: se introducen notaciones,
representaciones gréficas, etc. E4: Conceptual: se formulan o interpretan definiciones de los
objetos puestos en juego. E5: Proposicional: se enuncian e interpretan propiedades. E6:
Argumentativo: se justifican las acciones adoptadas o las propiedades enunciadas.

Segun Godino, Contreras y Font, (2006, pp. 8-12), estos estados se suceden a lo largo
del proceso instruccional relativo a un tema o contenido matematico, El analisis de la
trayectoria de un proceso instruccional permitira caracterizar el significado institucional
efectivamente implementado y su complejidad Ontosemidtica. Para analizarla, su desarrollo o
cronica sera dividido en unidades de andlisis de acuerdo a las distintas situaciones problema (o
tareas) que se van proponiendo.

Godino, Contreras y Font, (2006) proponen dentro del EOS el constructo Configuracion

epistémica asi:
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Se llama Configuracion epistémica al sistema de objetos y funciones semiéticas que se
establecen entre ellos relativos a la resolucion de una situacion problema.” Se trata por
tanto, de un segmento de la trayectoria epistémica. El andlisis epistémico sera la
caracterizacion de las configuraciones epistémicas, su secuenciacién y articulacion. Dentro
de cada configuracidn se definen unidades de analisis mas elementales segun los estados
de la trayectoria, las que son Ilamadas unidades epistémicas. Las distintas oraciones que
componen la cronica de un proceso de instruccion son numeradas correlativamente para su
referencia y se denominan unidades naturales de analisis (p. 10).

En el desarrollo del analisis didactico de este trabajo, se presenta la trascripcion de los

episodios de clase en unidades naturales de analisis, las configuraciones epistémicas
entendidas como las redes de objetos institucionales intervinientes y emergentes de los
sistemas de practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos, y las
configuraciones Cognitivas, entendidas como las redes de objetos personales. Es por ello que
los sistemas de practicas y las configuraciones se proponen como herramientas tedricas para
describir los conocimientos matematicos, en su doble version personal e institucional, ya que
son las configuraciones de los objetos puestos en juego y las traducciones entre ellas, las que
producen el significado global de dicho objeto (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2004). Por este
motivo, mas que hablar de representaciones ostensivas o de signos, en este trabajo hablamos
de configuraciones epistémicas, para hacer patente la trama de objetos y relaciones que se
ponen en juego cuando cambia de registro semiotico o contexto de uso. De ahi que, el interés
estd realmente en determinar si las representaciones introducidas facilitan o no, la realizacion

de las practicas que interesan que formen parte del significado global del alumno, en saber si

7 Si bien, el origen de la configuracion sera una situacién—problema, en algunas circunstancias puede ser mas
operativo tomar en consideracion otro de los estados de la trayectoria para delimitar la configuracion epistémica.



61
aumenta o disminuye la complejidad semidtica y también en saber si producen o no conflictos
semioticos innecesarios.

Cada configuracion epistémica, globalmente considerada, desempefia una funcién
especial. Para conocer lo que ocurre en el interior de cada configuracion epistémica, es
necesario analizarla detalladamente y por tanto, reconocer nuevas entidades y estados en el
segmento de trayectoria correspondiente. A lo largo del tiempo se distribuye el planteamiento
y resolucion de una coleccion de situaciones-problemas, alrededor de los cuales se construyen
configuraciones epistémicas. La secuencia de estas configuraciones constituye finalmente el
“sistema de préacticas matematicas” que fija el significado institucional implementado y el

significado global alcanzado para el objeto de estudio.

En el EOS se considera “Practica Matematica” (Godino y Batanero 1994) a toda
actuacion o expresion (verbal, gréfica, simbolica, etc.) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o
generalizarla a otros contextos y problemas. Por tanto, se distingue entre conducta
humana, entendida como comportamiento aparente y observable de las personas y
practica, que en tanto que una accion humana orientada a una finalidad, tiene una razén
de ser, tanto para quien la realiza como para quien la interpreta porque esta sujeta a
reglas. Si entendemos la practica como la describe Rubio (2012, pp. 43-44) “accioén
sujeta a reglas orientada a un fin”, se observa que en la definicion de practica que se ha
dado anteriormente se pueden considerar tres intenciones diferentes, las cuales permiten

considerar tres tipologias de practicas que llamaremos: a) operativas o actuativas, como
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toda actuacion o manifestacion, linglistica o no, realizada por alguien para resolver
problemas matematicos; b) discursivas o comunicativas, como comunicar a otros la
solucion y validar la solucion; y ¢) regulativas o normativas, entendida como
generalizarla a otros contextos y problemas. No obstante, es mas conveniente pensar en
una practica como una accion compuesta sujeta a reglas, en la que puede primar el
componente operatorio, el discursivo o bien el regulativo. Las practicas en las que prima
el componente operatorio o actuativo nos permiten realizar acciones y argumentaciones
cuya finalidad es la resolucion de situaciones problema. Las practicas discursivas o
comunicativas, estan relacionadas con el dominio y la creacién del lenguaje, asi como en
su uso para la realizacion de argumentaciones que permitan dar una justificacion de la
validez de las acciones realizadas. Las practicas regulativas o normativas estan
orientadas basicamente a conseguir establecer propiedades o proposiciones y
definiciones de conceptos. En consecuencia, cuando un agente realiza y evalGa una
practica matematica activa un conglomerado formado por situaciones-problema,
lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulado en la

configuracién de la Figura 4.
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Figura 4. Configuraciones de objeto primarios. Fuente citada en Godino, Batanero y Font (2006, p. 69)
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Relacion entre creencia y configuracion cognitiva. Hay diversas interpretaciones de lo

gue es una creencia. Al término “creencia” se le asocian “acciones”, las cuales son respuestas
a la “situacion” que se le presenta al organismo, y “proposiciones” (yo creo A), las que en
muchos casos son “propiedades” que relacionan “conceptos”. Segun Peirce, el sujeto, ante
“situaciones-problema”, genera un proceso de “investigacion” para establecer la creencia (Yo
creo A). Ahora bien, si reflexionamos con mas detalle sobre el mecanismo de fijacion de
creencias propuesto por Peirce, vemos que el paso de la “duda” a la “creencia” exige unos
métodos de “razonamiento” que rigen las operaciones simbodlicas que permiten tal paso. Tales
métodos se desarrollan por imperativo de la experiencia y se refinan con el uso. Por otra parte,
es evidente que todo lo anterior necesita expresarse por medio de un cierto “lenguaje”. En
otros términos, la practica realizada por un sujeto, que genera (o esta de acuerdo con) una
determinada “creencia”, se puede considerar como el resultado de la activacion de algo

parecido a lo que en el EOS se ha llamado “configuracion cognitiva”.

Relacion entre concepcion y significado personal de un objeto matematico. Segun
Ramos (2006) el EOS considera el significado de los objetos personales como el conjunto de
practicas, en la que el objeto en cuestion juega un papel determinante. Ademas, esta vision
holistica del significado propuesta en el EOS se relaciona, en cierta manera, con las
investigaciones que consideran la concepcion de un objeto como un sistema de creencias o

como un substrato basico de las creencias.
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3.1.3.2. Emergencia de objetos personales matematico-didacticos a partir de practicas
profesionales. Hasta ahora hemos considerado basicamente objetos matematicos y practicas
matematicas, pero en el caso de los profesores nos interesa su practica como profesor de
matematicas. En el EQOS, se entiende la practica del profesor de matematicas como una
practica que posibilita que los alumnos realicen practicas de matematicas, lo cual nos lleva a
diferenciar los tipos de practicas, como minimo, practicas matematicas y practicas
profesionales del profesor de matematicas. Las practicas matematicas enmarcadas en practicas
profesionales generan la emergencia de objetos matematico-didacticos personales en el
profesorado. En el EOS, el significado de los objetos personales, matematicos y didacticos del
profesorado, para un objeto matematico institucional, se entiende como el conjunto de
practicas, operativas y discursivas que realiza el profesor, relacionadas con dicho objeto y con
su ensefianza y su aprendizaje.

Desde esta perspectiva, algunas de las practicas que forman el significado de los objetos
personales, matematicos y didacticos de los profesores, para un determinado objeto
matematico institucional, trataran de como deberia ser el proceso de instruccién y otras son las
que intervienen en la determinacion del significado pretendido, el implementado vy el
evaluado. Dicho de otra manera, en el significado de los objetos personales, matematicos y
didacticos, asociados a un objeto matematico institucional, se puede considerar, entre otras, las
siguientes componentes: a) lo que hace; b) lo que dice que hace; c) lo que dice que ha
acordado implementar con los otros compafieros; y d) lo que dice sobre como deberia ser el
proceso de ensefianza-aprendizaje. En el EOS, se entiende el significado de los objetos

personales, matematicos y didacticos del profesorado, como el conjunto de préacticas,
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operativas y discursivas, que realiza el profesor relacionadas con el objeto matematico en
cuestion y con su ensefianza y aprendizaje.

La primera cuestion que plantea el EOS es de tipo ontoldgico. Establece la nocion de
practica como nocion primitiva: “Llamamos practica a toda actuacion o manifestacion
(linglistica o no) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucidn, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 334). Esta es una nocion clave, pues como sefiala Godino (2002), “como
objeto basico para el andlisis cognitivo (tanto en su dimension institucional como personal)
proponemos «los sistemas de practicas manifestadas por un sujeto (o en el seno de una
institucidn) ante una clase de situaciones-problemas»” (p. 242), lo que permite considerar los
objetos matematicos como emergentes de dichos sistemas de practicas y por tanto derivados
de ellas. Asi, adoptando presupuestos antropoldgicos los objetos matematicos se consideran
una construccion humana que se va construyendo y enriqueciendo a través de la actividad
reflexiva. Es claro que esta emergencia progresiva en los sujetos dara lugar a objetos
personales sin embargo, no podemos olvidar que estas practicas se realizan en el seno de las
instituciones donde han sido estructuradas y organizadas y por tanto estan mediatizadas por
ellas. Esto nos lleva a considerar los objetos matematicos desde las facetas interdependientes
personal e institucional. En concreto los objetos matematicos personales, segun Godino y
Batanero (1994) son “emergentes del sistema de practicas personales significativas asociadas a
un campo de problemas” (p. 339). Estos objetos personales van cobrando forma o van

emergiendo en un aprendizaje motivado por la propia préactica.
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Unido a este término Godino y Batanero (1994) plantean el significado personal de un
objeto como "el sistema de practicas personales de una persona para resolver el campo de
problemas del que emerge el objeto en un momento dado” (p. 341). Conviene observar que el
significado de un objeto personal consiste en las practicas que hace la persona y también en
aquellas que haria o planificaria en otras situaciones en las que tuviera que resolver problemas
similares. Desde esta perspectiva el objeto personal se convierte en una posibilidad
permanente de planificacion de practicas. Los objetos matematicos se pueden considerar como
entes abstractos que emergen progresivamente de sistemas de practicas socialmente
compartidas en una institucién ligada a la resolucion de cierto campo de problemas
matematicos. Godino y Batanero (1994) definen el objeto institucional como “emergente del
sistema de practicas sociales asociadas a un campo de problemas” (p. 338). Por otra parte las
practicas pueden variar en las distintas instituciones, lo que nos lleva a conceder al objeto una
relatividad respecto a las mismas. Estos autores también recurren a la maxima pragmatica para
definir el significado de un objeto institucional "Es el sistema de préacticas institucionales
asociadas al campo de problemas de las que emerge el objeto en un momento dado” (p. 340).

Teniendo en cuenta su uso en el analisis didactico se realizan una tipologia basica de
significados. Asi, para los significados institucionales se proponen: el implementado, o
sistema de practicas efectivamente implementadas por el docente en un proceso de estudio
especifico; el evaluado, que consiste en el subsistema de practicas que utiliza el docente para
evaluar los aprendizajes; el pretendido, que es el sistema de practicas incluidas en la
planificacién del proceso de estudio y el referencial entendido como el sistema de précticas

que se usa como referencia para elaborar el significado pretendido. Este significado de
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del objeto matematico escogido en funcién de la

Para los significados personales la tipologia es: global, que corresponde a la totalidad del

sistema de practicas personales que es capaz de manifestar potencial el sujeto relativas a un

objeto matematico; declarado, que consiste en las practicas efectivamente expresadas a

propdsito de las pruebas de evaluacion propuestas; y logrado, es decir, practicas manifestadas

que son conformes con la pauta institucional establecida. EI EOS simplifica estos aspectos

como se muestra en la Figura 5
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Al respecto, Orddfiez (2011) manifiesta que

Esta manera de interpretar el significado

desde la dualidad institucional-personal lleva a

concebir la comprension como un proceso social y no como proceso mental. Se interpreta

como la correspondencia entre los significados personales y los institucionales. Como

consecuencia, esta ligada y condicionada por los contextos institucionales, ya que es en

ellos donde se determinan los objetos a ensefiar, asi como su estructura y organizacion y,

por tanto, qué practicas son adecuadas. Pero es claro que en cualquier proceso de

instruccion se puede producir la comprensién o no. Esta forma de entender la comprension

nos proporciona una interpretacion de la no comprension entendida, ahora, como una

discrepancia entre los significados personales y los propuestos por la institucion (p. 57).

En esta linea, en Godino (2002) se entienden las dificultades y errores en términos de

conflictos semidticos, concebidos como “toda disparidad o desajuste entre los significados
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atribuidos a una misma expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion
comunicativa y pueden explicar las dificultades y limitaciones de los aprendizajes y las
ensenanzas implementadas” (p. 258).

En Godino, Font, y Wilhelmi (2007) se presenta la triada Elementos del significado,
Dimensiones duales y Configuraciones. En estas practicas, operativas y discursivas, de las que
emergen los objetos matematicos y por tanto sus significados es necesario interpretar entre
otras, las situaciones-problema, las entidades conceptuales y los propios medios expresivos.

Asi, si se refieren a significados institucionales cada una de las diferentes
organizaciones dara lugar a configuraciones epistémicas y configuraciones cognitivas si se
refieren a los significados personales; definidas como redes de objetos emergentes de los
sistemas de practicas y las relaciones que se establecen entre los mismos, como se expresa en
la Figura 6 expuesta en la siguiente pagina.

Los distintos objetos que intervienen en las practicas matematicas no se deben concebir
como entidades aisladas, sino puestas en relacién unas con otras. La distincion entre expresion
y contenido y su correspondencia por medio de una funcion semiotica nos permite tener en
cuenta el caracter esencialmente relacional de la actividad matematica. La funcién semiotica
se entiende como la correspondencia entre un antecedente o expresion y un consecuente o
contenido, establecida por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio o
cddigo de correspondencia.

En la Figura 6, tomada de Orddfiez (2011) indica que no sélo se recogen las entidades
primarias y las diferentes facetas, sino procesos matematicos. La emergencia de los objetos de

una configuracién tiene lugar mediante los procesos de comunicacién, definicion,
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enunciacién, argumentacion, algoritmizacion y problematizacion. Otros procesos matematicos
aparecen con la consideracion de las facetas duales, tal es el caso de la
generalizacion/particularizacion (faceta intensiva/extensivo), idealizacion/materializacion

(faceta no ostensiva/ostensivo), etc.

Nuestra manera de interpretar los procesos matematicos como secuencias de practicas, en
correspondencia con los tipos de objetos matematicos primarios, nos proporciona criterios
para categorizar los procesos. La constitucion de los objetos lingiisticos, problemas,
definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos tiene lugar mediante los
respectivos procesos matematicos primarios, de comunicacion, problematizacion, definicion,
enunciacion, elaboracion de procedimientos (algoritmizacion, rutinizacion,...) y
argumentacion (...) tanto los sistemas de practicas como las configuraciones son relativas y
dependientes de los marcos institucionales, contextos de uso y juegos de lenguaje (Orddfiez,
2011, p. 61).

PERS
TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Matertal, Bioldgico y Sociocuftural)

Figura 6. Objetos primarios, facetas duales y procesos de la actividad matemética. Tomado de Ordofiez
(2011, p. 61)

En el EQS, se llama configuracion didactica a la secuencia interactiva que tiene lugar a
propdsito de una situacion-problema (o tarea). Una configuracién didactica incorpora una
configuracidn epistémica, que se inicia con una tarea, las acciones requeridas para su solucion,
lenguajes, reglas (definiciones, propiedades y procedimientos) y argumentos, que pueden estar
a cargo del profesor, de los estudiantes o bien se distribuyen entre ambos. Asociada a una

configuracion epistémica habra también una configuracion docente y otra discente en



70
interaccion, ademas de las correspondientes cognitivas, emocionales y mediacionales. El
docente puede desempefiar las funciones de asignacion, motivacion, recuerdo, interpretacion,
regulacion, evaluacion. El discente puede a su vez desempefar los roles de exploracion,
comunicacion, validacion, recepcion, autoevaluacion. La configuracion didactica se concibe
como un sistema abierto a la interaccidn con otras configuraciones de la trayectoria didactica
de la que forma parte. Esta nocion va a permitir realizar un analisis detallado de los procesos
de instruccion matematica. EI proceso de instruccion sobre un contenido o tema matematico se

desarrolla en un tiempo dado mediante una secuencia de configuraciones didacticas.

3.1.3.3. Configuraciones teoricas didacticas de referencia. Pochulu y Font (2010. p.
374) determinan que el analisis de las configuraciones tedricas didacticas® discentes de cuatro
tipos efectivamente implementadas en un proceso instruccional y de las que potencialmente
pueden disefiarse para su implementacion se vera facilitado si se dispone de algunos modelos
tedricos que sirvan de referencia. Para ello, describen cuatro tipos de configuraciones teoricas
que pueden desempenfiar ese papel y que pueden presentarse de manera individual, o
interactuando entre ellas; en el EOS, se designan como configuracion magistral, a-didactica,
personal y dialdgica.

Una configuracion tedrica didactica se considera a-didactica cuando el alumno y el
profesor logran que el primero asuma el problema planteado como propio y entre en un

proceso de busqueda auténomo sin ser guiado por lo que pudiera suponer que el profesor

8 En este articulo de 2010 se introducen el calificativo “tedricas” para referirse a las configuraciones didacticas
discentes de cuatro tipos, que solo van a utilizarse para identificar momentos de las clases en que estas
interactdan sin descuidar que las epistémicas y las cognitivas también son de tipo tedrico.
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espera. La configuracion tedrica magistral se basa en la manera tradicional de ensefiar
matematicas con exposicion, seguida de ejercicios sobre los contenidos presentados. Una
variante intermedia entre los tipos anteriores, puede definirse cuando el profesor se encarga de
la formulacion y validacion, mientras que los alumnos se responsabilizan de la exploracion. La
institucionalizacion tiene lugar mediante un dialogo entre el docente y los alumnos, quienes
han tenido ocasion de asumir la tarea, familiarizarse con ella y posiblemente de esbozar alguna
técnica de solucidn. En este caso, se habla de configuracion tedrica dialdgica. Otro tipo
tedrico de configuracion tedrica didactica surge cuando el estudiante resuelve la situacion
problema sin intervencidn directa del docente, aqui, los alumnos resuelven ejercicios
propuestos por el profesor o que incluye el libro de texto. Se trata de un tipo de configuracion
teorica didactica en la que predomina el estudio personal y que se denomina configuracion

tedrica didactica personal.

3.1.3.4. Configuraciones Epistémicas de referencia. Turégano (1988), identifico tres

concepciones distintas para el concepto de integral definida: “1° cuadratura con independencia
de tangentes en el periodo que precedi6 el siglo XVIII, (reflejado en una cantidad de ejemplos
relativos al calculo de areas bajo curvas realizados independientemente del trazado de
tangentes. 2° El Célculo Integral como inverso del Célculo Diferencial (siglo XVI1I y parte del
XIX): con la introduccién del concepto de funcion (Euler) en lugar de las curvas fue gradual el
proceso de aritmetizacion del analisis, donde el interés de la integracion consistia en hallar una
funcidén conociendo su derivada. Y 3° la integral como limite de una suma (Siglo XIX): el

cambio conceptual de funcion de una variable real, que pasa a ser definida como
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correspondencia arbitraria entre nimeros reales conlleva a la necesidad de una nueva
definicion para la integral como limite de una suma, asi como a una formulacion rigurosa del
teorema fundamental del célculo (trabajo adelantado por Cauchy)” (p. 235).

En este trabajo Turégano plante6 implicitamente la necesidad de fundamentar la
evolucion historico-epistemologica de la integral, trabajo que adelanté el grupo liderado por
Godino, Font, Ordoiiez, Criséstomo y otros, de diferentes universidades de Espafia, quienes
han definido las siguientes Configuraciones Epistémicas de referencia para la integral.

Ordodfiez (2011) muestra una sintesis de los significados Histdrico-Epistemologicos
institucionales de referencia para la integral definida en la cultura griega en la edad media, en
la etapa del uso explicito de los procesos infinitos y en la etapa de generalizacion de los
métodos infinitesimales. Se generaliza la integral como la inversa de la derivada, como suma
de elementos infinitesimales, como limite de una sumay como la integral definida
formalizada o extendida a funciones discontinuas, a lo que denomina: Configuraciones
Epistémicas a lo largo de la Historia.

Para el estudio de los distintos significados que se han dado para la integral definida
Ordodnez (2011) utiliza diversas fuentes bibliogréficas, en la mayoria de los casos, hace citas
explicitas y en otros solamente las usa de referencia. A partir de estas fuentes, ha conocido
los principales acontecimientos de cada época poniendo atencion a los cambios importantes,
cuéles fueron y como se superaron las dificultades, buscando comprender y tener una amplia
vision de la situacién actual de la integral definida y sus diferentes posibilidades. En
Crisostomo, Ordéfiez, Contreras y Godino (2005) se sefiala:

En la reconstruccion del significado global del objeto interesa, por tanto, identificar los

cambios que se van afiadiendo en cada categoria de objetos emergentes y que permitiran
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caracterizar los obstaculos, rupturas y progresos en la evolucion de las configuraciones
epistémicas. Los cambios se caracterizan por la solucion que se presenta para la problemaética
existente en una configuracion epistémica en un determinado momento. Pueden implicar tanto
la ruptura de la estructura de la configuracion, como su evolucion para otra configuracion

epistémica inclusiva y (0) complementaria (p. 131).

Mediante el uso de tablas Ordofiez recoge en primer lugar las entidades primarias
considerando las facetas, sobre todo extensiva/intensiva, que predominaban en un determinado
momento, pues en ocasiones, el tratamiento intensivo de las situaciones ha supuesto un
importante cambio en la matematica que hasta ese momento no generalizaba. También
considera elementos emocionales y mediacionales que han posibilitado la matematica de cada
época Yy su avance, las rupturas y fronteras epistemoldgicas como momentos clave cuando
aportan informacidn relevante de una etapa a las siguientes.

Destaca el desarrollo de una nocion a lo largo de su evolucion histérica y encuentra que:

Hay cortes, rupturas que conducen, desde la estructura dada a nuevos haceres provocando la
variacion de los cuadros de validez, y de tiempo en que una determinada matematica es
adecuada. Rupturas que no se centran por modo exclusivo en el manejo de nuevos objetos
matematicos, sino en una nueva manera de manejarlos, de plantearlos como problemas; enfoque
que conlleva su cohorte de perspectiva epistemoldgicos y ontoldgicos distintos y que da paso a
otros tipos de hacer a otras matematicas (De Lorenzo, 1977, p. 37).

A lo largo de este trabajo, plantea 6 Configuraciones Epistémicas que en su orden de
presentacion son: Geométrica, de Resultado de un proceso de cambio, Inversa de la derivada,
de Aproximacion al limite, Generalizada y Algebraica.

Por su parte, Crisostomo (2012) hace un estudio Historico Espistemoldgico—didactico de
la integral desde una perspectiva centrada en la evolucion de las ideas primitivas del calculo

anteriores al siglo XVII, el calculo del siglo XVII (calculo infinitesimal), su evolucion y las
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implicaciones de los trabajos de Cauchy y Reimann sobre el objeto la integral, elementos
conducentes a la fudamentacion del concepto de integral. Luego de este estudio platea 8
significados de referencia para la integral a los que denomina Configuraciones Epistémicas,
que en su orden de aparicion define como: Intuitiva, Primitiva, Geométrica, Sumatoria,
Aproximada, Extra matematica, Acumulada y Tecnoldgica.

Los significados parciales de la integral que fueron apareciendo a lo largo de la historia
no difieren mucho en la manera como los presentan Ordéfiez y Criséstomo. Ambos plantean
que en su momento esos significados fueron potentes, considerando las caracteristicas
relativas al origen de cada uno, dado el momento de su desarrollo historico, su evolucién
motivada por una constante busqueda de fundamentacion y generalizacion del concepto,
particularmente el de integral definida. Lo anterior se hace sin olvidar que se trabajaban
integrales impropias usando series alternadas a las que buscaban su convergencia. Criséstomo
(2012), menciona que

Estos no se restringian a la solucion de los problemas que se generaban y se quedaban sin
respuesta (por las limitaciones propias de cada modelo), sino con la fundamentacion de una
teoria capaz de dar respuesta a una clase cada vez mas amplia de situaciones (p. 133).

Desde esta perspectiva, Criséstomo adiciona dos configuraciones nuevas que Ordéfiez no
considera, estas son: Intuitiva y Tecnoldgica, dado el tipo de trabajo adelantado por cada uno.
En la tabla 1 presentamos de manera sistémica las configuraciones definidas por estos autores.

Tabla 1. Presentacion sistémica de las Configuraciones Epistémicas definidas por Ordofiez
(2011) y Cristéstomo (2012).

Ordéfez (2011)

Configuracion Sintesis de la configuracion

Configuracion epistémica El tipo de situaciones que se estudian son calculos de &reas, volimenes y
geométrica longitudes, es decir, situaciones que hacen referencia a un contexto
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geomeétrico totalmente estatico, ausente de movimiento. Su origen esta en la
cultura griega.

Configuracion epistémica de
resultado de un proceso de
cambio

Considera la idea de acumulacion que subyace en la integral y que
corresponde con la segunda de las raices o periodos del desarrollo histérico
del Célculo. Sitda el inicio en la época Escolastica medieval cuando se
interesan por las cuestiones del cambio, considerando el tiempo como
prototipo del continuo. Con este significado, es natural considerar los
conceptos del Calculo de la tasa de cambio (diferenciacion) y el crecimiento
acumulado (integracion), junto con el importante teorema fundamental del
calculo que establece la diferenciacidn y la integracién como procesos
esencialmente inversos. Este significado sera el utilizado en los problemas
de modelizacion donde la integral definida es una herramienta para la
resolucion.

Configuracion epistémica
inversa de la derivada

La relacion entre derivada e integral, se establece a partir de Newton y
Leibniz. Unen los métodos y resultados de las etapas posteriores donde el
limite se plantea como nocidn central y las funciones integrables van
teniendo condiciones cada vez menos restrictivas.

Configuracion epistémica de
aproximacion al limite

Esta directamente relacionada con la formalizacidn iniciada por Cauchy y
que dara lugar a la nueva definicién de integral definida que éste realiza. La
sit0a histéricamente en el tercer periodo del desarrollo del Célculo sefialado
por Kaput (1994, citado en Farmaki y Paschos, 2007) y que corresponde a
las preocupaciones por la fundamentacién tedrica de las bases del Célculo.

Configuracion epistémica
generalizada

Est& marcada por la necesidad de ampliar el conjunto de las funciones
integrables, dado que la fundamentacion comenzada por Cauchy ha abierto
una nueva linea de desarrollo. Esta integral ha sido tratada en su trabajo por
Turégano (1994, p. 97), presentando una propuesta didactica para introducir
la integral basandose en la definicién geométrica de la integral de Lebesgue
y buscando conectar con la nocidn de area. Afirma que el problema de
calcular el area de las figuras delimitadas por una grafica de una funcién en
un intervalo, queda reducido en este modelo “al célculo de la altura media de
la funcién en todo el intervalo [a, b], y, a continuacion, calcular el area
pedida como el producto de esta altura por la longitud b-a del intervalo
cerrado [a, b]” (Turégano, 1997, p. 40)

Configuracion epistémica
algebraica

Esta configuracion epistémica la presenta como fruto de la trasposicion
didéctica, dado que en la ensefianza de este concepto se emplea gran parte
del tiempo a practicar las reglas de integracion. De esta manera, da lugar a
esta otra configuracién epistémica que en este caso escolar, no proviene de
la historia estrictamente y que consiste en aplicacion de las reglas de
integracién y la regla de Barrow cuando se estd aprendiendo este concepto.

Criséstomo (2012)

Configuracion

Sintesis de la configuracion

Configuracion epistémica
primitiva

Caracteriza esta configuracion por la relacion inversa entre la integracion y
la diferenciacion que se establecio claramente desde el siglo XVI1I a traves
del Teorema Fundamental de Calculo.
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Configuracion epistémica
intuitiva

A partir del estudio histdrico-epistemolégico de la integral, plantea que
mientras se desarrollé la geometria en Grecia, se puso de manifiesto las
ideas respecto a las nociones del continuo, del infinito matematico y del
limite. Sin embargo, estas nociones solo se quedaron en un plano implicito
trayendo como consecuencia la separacion de la Geometria de la Aritmética
y acentudando lo que se conoci6 como el “horror al infinito”.

Configuracion epistémica
geométrica

Plantea que en la practica se abandona el concepto de limite, utilizandose la
primitiva y la Regla de Barrow para encontrar los valores de las magnitudes
que se pretende medir, a pesar que se usa la idea del limite de las sumas de
las areas los infinitos rectangulos para hallar el area de una region plana o el
limite de la suma de los volimenes de los infinitos cilindros, ambos en un
intervalo cerrado para calcular el volumen de un solido de revolucion.

Configuracion epistémica
Sumatoria

La plantea enfatizando que a partir del siglo XVI1I los conceptos de integral
definida e indefinida pasaron por un amplio proceso de fundamentacion
tedrica que implico un distanciamiento de los factores que motivaron su
génesis. Estos aspectos se concretaron solo hasta el siglo X1X con los
trabajos de Cauchy como el principal artifice de la introduccién del rigor en
el célculo infinitesimal, rompiendo definitivamente con el significado
geomeétrico que subyacia en el mismo haciendo del limite una nocién
aritmética

Configuracion epistémica
Aproximada

Contempla conceptos relacionados con las aplicaciones matematicas y extra
matematicas de la integral definida. Aqui, las situaciones problema asumen
otra estructura cuando no es posible identificar una funcion especifica para
cada caso o0 no se puede calcular la primitiva. Regularmente, suceden cuando
los problemas estén relacionados con datos obtenidos a través de
experimentos cientificos.

Configuracion epistémica
extra matematica

Plantea que, en el contexto de un curso de célculo a nivel universitario, uno
de los aspectos fundamentales es el concepto de integral desde las distintas
etapas de su desarrollo histdrico, dada la amplitud de posibilidades de su
aplicacion a situaciones problema de distintas areas del conocimiento. Lo
anterior es justificado citando a Kouropatov y Dreyfus (2009), indica que
esto requiere desarrollar conocimientos basicos relativos a cada campo, lo
gue puede convertirse en un desafio que debe ser enfrentado por los docentes
y estudiantes de calculo.

Configuracion epistémica
acumulada

Los procesos intuitivos de integracién trabajados en la época medieval,
retoman el trabajo adelantado por los griegos que se caracterizaron por el
estudio del cambio y del movimiento, ideas que fueron perfeccionadas con el
paso de la evolucion histérica del calculo. Muestra tres bondades
presentadas en investigaciones adelantadas por Tall, 1996; Kouropatov y
Dreyfus, 2009, quienes resaltan la importancia de desarrollar el proceso de
ensefianza de la integral utilizando la nocién de acumulacién. Estas
bondades son: a) la idea de acumulacion establece los conceptos de integral
definida e integral indefinida de manera natural y conecta los conceptos de
integral y derivada; b) la idea de acumulacidn acerca de las aplicaciones de
integral; y c) la idea de acumulacidn acerca de las aplicaciones posibilita
realizar posteriormente la generalizacion del concepto de integral de manera
mas natural (Kouropatov y Dreyfus. 2009. pp. 3-420)

Configuracion epistémica
Tecnoldgica

Plantea, que las manipulaciones algebraicas pierden su importancia una vez
que los calculos generalmente son realizados cuando se usa un software
especifico, dado que ahi se da importancia a los resultados obtenidos, a la
visualizacién grafica, numérica y algebraica que se pueden contemplar
simultaneamente en la pantalla, asi como en la adquisicion de habilidad para
la utilizacion de las herramientas del software.
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También plantea que el rapido desarrollo de tecnologias es muy reciente
comparado con la evolucion de concepto de integral. Sin embargo, la
potencialidad de los aspectos dindmicos del software para los procesos de
ensefianza y aprendizaje del célculo a nivel universitario, favorece la
transicion hacia las matematicas axiomaticas.

3.1.3.5. Normas y metanormas para analizar los procesos de instruccion. Se trata de
tener en cuenta las normas, habitos y convenciones generalmente implicitas que regulan el
funcionamiento de la clase de matematicas, concebida como micro sociedad que condicionan
en mayor o menor medida los conocimientos que construyen los estudiantes. El foco de
atencion en estas aproximaciones ha sido principalmente las interacciones entre profesor y
estudiantes cuando abordan el estudio de temas matematicos especificos. En Godino,
Contreras y Font (2006) se propone tomar en consideracion las facetas epistémicas, cognitiva,
mediacional, interaccional, afectiva y ecoldgica. Siguiendo esta clasificacién en Godino, Font,
Wilhelmi y Castro (2009) se propone considerar las normas segun la faceta del proceso de
estudio a que se refiere la norma. Esto permite fijar la atencién en las normas que regulan seis
aspectos: Las matematicas susceptibles de ser ensefiadas y aprendidas en una institucion; la
manera en que los alumnos construyen y comunican las nociones, procesos y significados
matematicos; las interacciones docente-discente y discente-discente; el uso de los recursos
humanos, materiales y temporales; la afectividad (emociones, creencias, actitudes, valores) de
las personas que intervienen en el proceso de estudio; y la relacién con el entorno
(sociocultural, politico, laboral, etc.) en el que se desarrolla el proceso de instruccion.

A continuacion, presentamos detalladamente la dimensién normativa propuesta por

D'Amore, Font y Godino (2007) complementada por Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2009)
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y luego por Assis, Godino y Frade (2012). Godino y Font (2007) lo presentan en forma

resumida como se muestra en la Figura 7:

Epistémicas I~
Cognitivas
Afectivas
Interaccionales
Mediacionales
Ecolagicas

Apaministracion Faceta

Curricular
Planificacion
Implementacion
Evaluacién

Escuela
Aula
Disciplina

TIPOS DE NORMAS

Qrigen
Momento

Tipo y grado de coercién 7

SOCIAL: DISCIPLINAR:
Leyes Tecremas
Decretos Definiciones

Ordenes Convenciones
Resoluciones
Habitos

Costumbres 7

Figura 7. Dimensién normativa. Tomado de (Godino, Font y Wilhelmi 2007, p. 2)

Normas epistémicas. Son el conjunto de normas que determinan la actividad
matematica que es posible desarrollar en una determinada institucion. Regulan los contenidos
matematicos, el tipo de situaciones adecuadas para su aprendizaje y las representaciones que
se utilizan para los distintos contenidos. En el EOS las configuraciones epistémicas Ilevan
asociadas un sistema de normas que pueden ser compartidas, configuraciones meta
epistémicas, o personales de los estudiantes involucrados en los procesos de aprendizaje
correspondientes. Las configuraciones meta epistémicas se generan y se mantienen durante un
largo periodo de tiempo (por ejemplo, un curso o una etapa educativa) y coexisten con muchas
configuraciones epistémicas que se van sucediendo a lo largo del tiempo. En general tienen un
caracter implicito, hecho que explica la ruptura entre diferentes niveles educativos, entre

primaria-secundaria y entre secundaria-universidad. Puesto que las configuraciones meta
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epistémicas son utilizadas para valorar la practica matematica que se realiza y juegan en cierta

manera, un papel axiologico en la actividad matematica institucional.

Normas cognitivas. Son las que permiten conseguir que los sujetos aprendan lo que se
les ensefia. En el EOS se considera que la ensefianza implica la participacion del estudiante en
la comunidad de préacticas que soporta los significados institucionales, mientras que el
aprendizaje, en ultima instancia supone la apropiacion por el estudiante de dichos significados.
Para que esta apropiacion sea posible, el referente ya no son las normas epistémicas que nos
dicen qué matematicas se deben aprender, sino las ciencias que nos dicen como aprenden los
sujetos y como se les debe de ensefiar. Las normas cognitivas desarrollan el principio de que el
alumno debe aprender y que la institucion escolar debe hacer lo posible para que ello sea

posible.

La herramienta configuracién cognitiva permite describir la estructura de los objetos que
han posibilitado la practica matematica realizada por el alumno. A su vez el par configuracién
cognitiva, practicas realizadas (o que posibilita), es una herramienta Util para determinar el
significado personal declarado. La configuracion cognitiva indica el grado de apropiacion por
el alumno de la configuracion epistémica correspondiente al significado institucional
implementado. Algunos de los constituyentes de las configuraciones cognitivas de los
alumnos, se pueden considerar como normas que regulan el comportamiento matematico de
los estudiantes. Dichas normas personales (o cognitivas), pueden concordar o no con las

normas epistémicas correspondientes.

Normas interactivas. Son aquellas normas que regulan los modos de interaccion entre

docentes y discentes teniendo en cuenta que estos modos de interaccion estan sujetos a reglas,
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habitos, tradiciones, compromisos y convenios. La secuencia de interacciones por una parte,
esta sujeta a reglas, y por otra, genera pautas de actuacion, las cuales tienen sentido si son con
referencia a otras pautas anteriores y posteriores en el tiempo. Un buen ejemplo de cémo los
formatos o patrones de interaccion en el aula estan con frecuencia condicionados o0 hormados

2 ¢

por agentes externos al propio sistema didactico, son los dispositivos “clase de teoria”, “clase
de practicas”, “sesiones de tutoria”, etc. Ahora bien, a pesar de que el macro-contexto
proyecta expectativas de comportamiento en alumnos y profesores, los comportamientos se
(re)construyen por medio de procesos sociales del aula y deben interpretarse, en primer lugar,
desde el micro-contexto del aula (Civil y Planas, 2004). Los formatos de interaccién de tipo
dial6gico y de trabajo cooperativo tendran potencialmente mayor idoneidad interaccional que
las de tipo magistral y de trabajo individual, puesto que los estudiantes muestran su relacién
con los objetos matematicos, y, por lo tanto, el profesor tiene indicadores explicitos de dicha
relacion. Estos indicadores pueden permitir al profesor valorar la relacién de los estudiantes

con los objetos matematicos y eventualmente determinar la intervencién mas adecuada, segun

las restricciones matematico-didacticas asociadas a la situacion.

Normas mediacionales. El uso de medios técnicos y del tiempo en los que se apoyan los
procesos de ensefianza y aprendizaje, esta gobernado por reglas que condicionan los procesos
de estudio. Este sistema de reglas relativas al uso de medios técnicos y temporales es lo que se

designan en el EOS como normas mediacionales.

Normas afectivas. En los procesos de estudio matematico otra de las dimensiones a tener
en cuenta se refiere a la afectividad, la motivacidn, las emociones, las creencias y las actitudes.

Se dice que el alumno debe estar motivado, tener una actitud positiva, no tener fobia a las
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matematicas. Se dice que el profesor “debe” motivar a los estudiantes, elegir unos contenidos
“atractivos” y crear un “clima” afectivo en la clase propicio para el aprendizaje. En el EOS,
estas serian clausulas genéricas de la faceta afectiva de la dimension normativa. La principal
motivacion intrinseca hacia el estudio de las matematicas parece estar en la eleccion de los
tipos de situaciones-problema matematicas, las tareas y actividades concretas que el profesor
propone a los alumnos, las cuales deben reunir unas caracteristicas especificas. Ademas, el
“modelo instruccional” que implementa en la clase -tipos de configuraciones y trayectorias
didacticas que organiza y gestiona-, condiciona las oportunidades de aprendizaje autbnomo de

los alumnos y por tanto, su autoestima y compromiso con el estudio.

Normas ecoldgicas. Tener en cuenta la faceta ecoldgica de la dimensidén normativa
implica buscar informaciéon sobre el entorno social, politico y econémico donde se ubica la
institucién educativa, ya que éste influye sobre el tipo de practicas matematicas que se van a
realizar en el aula. Las normas ecoldgicas tienen como principal objetivo conseguir dos tipos
de competencias en los alumnos. Las normas ecoldgicas tienen que ver con los contenidos que
se van a ensefiar, ya que los significados pretendidos que se especifican en las directrices
curriculares tratan de contribuir a la formacion socio-profesional de los estudiantes. El
cumplimiento de los programas es otro requisito que condiciona el trabajo del profesor, ya que
los aprendizajes logrados por sus estudiantes constituyen el punto de partida de los estudios en

Cursos posteriores.

Metanormas En el EOS. Godino y D'Amore (2007), muestran la relacion con el uso del
prefijo meta en las investigaciones didacticas; citando a Robert y Robinet (1996), mencionan

que estos autores hicieron un estudio extenso y sistematico que abarca los trabajos sobre Meta
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cognicion realizados bajo el enfoque de la psicologia cognitiva, es decir, estrategias de los
sujetos individuales enfrentados a tareas de resolucion de problemas. También realizaron

investigaciones que podrian incluirse en la perspectiva interaccionista:

Cuando el profesor expone conocimientos en clase (en la fase de institucionalizacion, por
ejemplo), acompafia su discurso estrictamente matematico de frases que se refieren a dicho
discurso, pero sin contener necesariamente informaciones matematicas en sentido estricto: el
profesor puede hablar de manera cualitativa de los conocimientos que trata de descontextualizar,
puede explicar para qué sirven, como utilizarlos, puede mencionar los errores frecuentes que
ocasionan. Por tanto, hay en este comportamiento todo un discurso sobre las matematicas, mas o
menos importante, mas o menos difuso, mas o menos explicito, que nosotros vamos a clasificar
como discurso meta en tanto que discurso sobre las matematicas” (Godino y D'Amore, 2007, p.

147).

Bagni y D" Amore (2005) y D" Amore, Radford y Bagni (2006) mencionan que las practicas
matematicas en el aula no son libres, estan fuertemente condicionadas por el entorno
sistémicamente entendido. A pesar de que el macro contexto proyecta expectativas de
comportamiento en alumnos y profesores, los comportamientos se (re)construyen por medio
de procesos sociales del aula y deben interpretarse, en primer lugar, desde el micro contexto
del aula (Civil y Planas, 2004). Desde este punto de vista, las practicas que se realizan en el
aula forman parte de un sistema de adaptacion de los individuos (estudiantes) a la sociedad,
bajo la direccion (custodia, analisis, ejemplificacion, tutela, evaluacion) de otro individuo que
la institucion social reconoce como su representante (el docente).

En D’Amore, Font y Godino (2007) se propone contemplar también una dimensioén
meta-normativa de los procesos de instruccion. En dicha dimension, se consideran tres
grandes blogues: las normas Meta-epistémicas, las Meta-instruccionales y las Meta-

cognitivas. Segun estos autores el profesor quiere que los alumnos se apoyen en una
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configuracion epistémica previa para realizar unas practicas matematicas de las que se
obtendra una configuracion epistémica emergente. Dicha realizacion estara regulada por la
configuracion Meta-epistémicas que coexiste con configuraciones epistémicas que se van
sucediendo a lo largo del tiempo. Para ello implementara una configuracion instruccional que
a su vez, también estara regulada por una configuracion Meta-instruccional.

Ordodfiez (20011, p. 62), indica que para realizar un Analisis didactico las herramientas
anteriores son Utiles para abordar los problemas de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, pues modelizan el conocimiento matematico a ensefiar (dimension
epistemoldgica) y los aprendizajes de los estudiantes (dimension cognitiva). Sin embargo, para
el analisis de cualquier proceso de instruccion es necesario tener en cuenta también las
interacciones en el aula. Es necesario abordar cuestiones descriptivas y explicativas pero
ademas este enfoque plantea ir mas alla, éste analisis debera permitir emitir juicios de
adaptacion, pertinencia o eficacia que orienten en el disefio e implementacion de los procesos
de instruccion con el objetivo de mejorar y optimizar el aprendizaje matematico.

Con estas herramientas se propone un analisis didactico de los procesos de estudio,
donde es necesario tener en cuenta que dichas herramientas “se pueden aplicar al analisis de
un proceso de estudio puntual implementado en una sesion de clase, a la planificacion o el
desarrollo de una unidad didactica, o de manera mas global, al desarrollo de un curso o una
propuesta curricular” (Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi, 2006, p. 8).

En el marco tedrico del EOS, la introduccién de la nocidn de significado de referencia 'y

la adopcion de postulados socio-constructivistas para el aprendizaje, permiten formular
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criterios de idoneidad para las distintas facetas implicadas en un proceso de estudio como se

muestra en la Figura 8

ECOLOGICA

(Negociacién)

MEDIACIONAL

(Implicacién)

COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidad) (Representatividad)

Acoplamiento
Participacion
Aproplacion

Figura 8. Criterios de idoneidad didactica. Fuente: Godino et al., (2009. p. 12)

Es importante observar que en la base de esta figura estan las idoneidades epistémicas y
cognitivas, ya que todo proceso de estudio gira en torno al desarrollo de unos conocimientos

matematicos especificos.

3.2. Metodologia

Se trata de una investigacion cualitativa, basada en el estudio de caso de un profesor
elegido que ensefia un contenido matematico, el MIP. La seleccion de este método se debe a
que es el método central utilizado por la mayoria de los docentes y donde los estudiantes
presentan mayor dificultad para identificar tanto el tipo de integral -indefinida, definida e
impropia- desde el significado global de la misma reportado en la literatura existente, hasta el
método que deben aplicar para calcularla. La metodologia para el andlisis didactico de la
investigacion se hace desde los aportes del EOS. Su ubicacion tedrica esta dentro del PMA,
especificamente en la didactica del Calculo Integral en un contexto educativo particular, pero

en la presentacion y discusion de los resultados se utilizan los criterios y las categorias de
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analisis del EOS que permite combinar diversos métodos y técnicas de acuerdo a las fases de
la investigacion, y de manera mas especifica la nocién de idoneidad didactica de procesos de
instruccion y aprendizaje de las matematicas.

3.2.1 Organizacion y fases en el disefio de la investigacion. Para el desarrollo de este
trabajo se han seguido cuatro fases: heuristica, hermenéutica, de recoleccion y triangulacion
de la informacion, y de Resultados. Para la Fase heuristica: se procedié a la busqueda y
recopilacion de las fuentes de informacién dando como resultado el estado del arte.

3.2.1.1 Instrumentos. Desarrollo propio de las Fases hermenéutica, de recoleccion y
triangulacion de la informacion. Para la fase hermenéutica: a partir del estado del arte
construido, se eligieron los niveles propuestos por el EOS (D’ Amore, Font y Godino, 2007,
Font y Contreras, 2008; Godino, Font, Wilhelmi y Castro, 2009) como guia para hacer el

analisis didactico y que fueron adaptados como se indicé anteriormente.

Para la Fase de recoleccion y triangulacion de la informacién, se crearon las siguientes
categorias de analisis:
1. Sistemas de préacticas. (Institucionales, personales y procesos-tareas acciones)
2. Trayectoria epistémica de la integracion (histérico—epistemolégica)
3. Trayectoria epistémica del proceso de ensefianza que ejecuta el profesor. Para esta
categoria disefiaron tres subcategorias de analisis, a saber:
3.1. Sensibilidad a la variable
3.2. Sensibilidad al algoritmo

3.3. Sensibilidad al algoritmo iterativo
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4. Existencia o no de dificultades -de tipo: epistémico, cognitivo, interaccional,
mediacional, emocional, ecoldgicos- que desencadenen conflictos semidticos en el
desarrollo de la clase.
5. Significado global alcanzado del MIP durante el desarrollo de las sesiones de clase.
Esto a partir de las configuraciones epistémicas de la integral que se utilizaron en el
proceso de ensefianza observado.

6. Idoneidad didactica del proceso de ensefianza desarrollado por el docente.

Para el analisis y triangulacién de la informacion en las categorias de analisis, se
realizaron: una entrevista semiestructurada -con grabacion de audio- al profesor con el objeto
de determinar el conocimiento que él posee acerca del calculo infinitesimal, el Calculo
Integral, la integral, el proceso de integracion, los métodos de integracién y en particular el
MIP como objetos matematicos. También se observaron y grabaron 12 sesiones de clase que
el profesor utilizo para ensefiar el MIP -sesiones de dos horas académicas de clase; dos
sesiones semanales- programadas para el semestre académico en la Facultad. Se crearan 10
fichas de trabajo, para la observacion de la clase del docente donde se consideraron aspectos
tales como: Proceso de Ensefianza. Ambiente en el aula. Proceso de instruccion en la clase.
Nivel de aprendizaje de los estudiantes durante la clase. Habilidades pedagdgicas del docente.
Estrategias del profesor. Acerca del Plan de Clases. Uso de espacios y materiales. Adaptacion
del mobiliario y de los materiales que se llevan a cabo durante la ensefianza en el aula de
clase. Aspectos que se exponen detalladamente en los Capitulos 4, 5 y 6 de este trabajo con la

construccién del material documental, las matrices documentales y las matrices categoriales.
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Con respecto a la fase de Resultados: conclusiones, limitaciones del estudio, perspectivas y

recomendaciones hacia el futuro. Se exponen en los Capitulo 7 y 8 de este trabajo.

3.2.1.2. Sujetos de la investigacion. Se eligié una universidad de caracter puablico
estatal, donde se imparte la carrera llamada “Licenciatura en Matematicas”, se eligio un grupo
de estudiantes de este programa, que cursan tercer semestre, cuyas edades oscilan entre 19 y
21 anos de edad, en la asignatura Calculo Integral. A quienes les fue asignado un profesor que
cuenta con una formacidén en matemadticas puras y una especializacion en “Ensefianza
universitaria”.

Para realizar esta esta investigacion se eligié al profesor asignado para dicha asignatura,
mediante un estudio de caso que, aunque no se puede generalizar, involucra a un profesor
representativo de esta problematica que puede arrojar informacion que va mas alla del caso
particular. El principal resultado que se espera es una valoracion fundamentada de la
idoneidad didéactica del proceso de instruccion implementado y una explicacion de las

dificultades de aprendizaje de los alumnos.
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Capitulo 4. Significado institucional de referencia

En este capitulo se presenta el marco conceptual adoptado por el Departamento de
Matematicas de la universidad, las caracteristicas y la estructura curricular del Proyecto
Curricular de Licenciatura en Matematicas, asi como los componentes del programa
académico para la asignatura Céalculo Integral. Elementos tomados del documento llamado:
“Referentes del proyecto curricular licenciatura en matematicas” denominado PEI (2001). En
dicho documento se muestra el proyecto curricular de la licenciatura, su desarrollo en la
facultad desde la construccion del Programa de Licenciatura en Matematicas en la época de
los afios 60, hasta los ultimos ajustes donde se presenta el proyecto para la calificacion de alta

acreditacion ante el Ministerio de Educacion Nacional.

4.1 Saber disciplinar que fundamenta el Proyecto Curricular

El saber disciplinar que fundamenta el Proyecto Curricular de Licenciatura en
Matematicas considera que las concepciones pluridisciplinares y de ciencia autbnoma, de la
Educacion Matematica, es admitir su descomposicion como disciplina en teoria y practica
puesto que ella es, en si misma, un campo de estudio social heterogéneo y complejo,
compuesto de tres areas:

a. Laaccion practica reflexiva sobre los procesos de ensefianza, aprendizaje y

evaluacion de las matematicas;

b. La didactica que elabora materiales y recursos, a partir de teorias especificas

disponibles;
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c. Lainvestigacion cientifica que trata de comprender el funcionamiento de sistema

didactico.

Dentro del Marco Conceptual del Proyecto Curricular de Licenciatura en Matematicas
se consideran que el conocimiento profesional del educador matematico se constituye a partir
de los saberes teoricos y practicos en relacion con: La matematica: teorias, procesos, métodos,
problemas, criterios de validez y otros (Interesa el aspecto interpretativo de la disciplinay la
reflexion permanente sobre como se accede a dichas teorias). La naturaleza de las matematicas
y de las matematicas escolares, particularmente en lo que respecta a los procesos historicos de
su evolucién. a cimentar la parte conceptual enfatiza en la didactica de las matematicas:
teorias, constructos, acercamientos, recursos, entre otros. El curriculo escolar de matematicas:
principios, metas, vision y estructura. La cognicion de los aprendices: caracteristicas del
aprendizaje de nociones matematicas especificas, dificultades, concepciones, errores, estilos
cognitivos, entre otros. La ensefianza de las matematicas: modelos, anélisis de tareas, disefios
de intervencion, entre otros. Estos componentes se constituyen en elementos claves para
construir el programa de formacion en aras que dote al futuro educador matematico de las
herramientas esenciales para desempefar el papel de ensefiar a aprender matematicas

El Departamento de Matematicas acoge la nocion de ambiente de formacidn, acepta el
compromiso de caracterizar dichos ambientes segun la especificidad de la formacion de
educadores matematicos y asume la tarea de re-estructurar el curriculo de la Licenciatura en
Matematicas, integrando los diversos componentes del programa de formacion en dichos
ambientes. Reconoce que los ambientes disciplinar y pedagogico contribuyen en la formacién

investigativa, al asumir que los contenidos seleccionados para estos espacios académicos,
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tanto del conocimiento matematico, como del didactico, se asocian a situaciones problema que
dotan de significado el aprendizaje de los futuros profesores.

Adicionalmente, el ambiente de formacion pedagogica asume los espacios contemplados
por la Universidad para la Practica Educativa, en donde el estudiante puede iniciarse en la
actividad profesional, generar esquemas practicos de accion y, en general, desarrollar

competencias profesionales como educador matematico.

4.2 Estructura Curricular del Proyecto

La seleccion de los contenidos articula el saber de y sobre las matematicas (ambiente
disciplinar) y el saber sobre las didacticas de las matematicas (ambiente pedagdgico y
didactico). De acuerdo con los Lineamientos Curriculares Institucionales, de estos saberes en
el Programa se agrupan en ambientes educativos subordinados al principio de la dialéctica
entre los dos saberes. Cada uno de los ambientes articula areas de conocimiento propias de las
disciplinas (PEI, 2001, p. 63), como elemento esencial en la formacion del conocimiento
profesional del futuro profesor.

La estructuracion del Programa se da en dos ciclos de formacion (UPN, PEI, 2001, p.
64). El de fundamentacién y el de profundizacion. EI primero tiene como propésito aproximar
a los estudiantes, a los fundamentos conceptuales, metodoldgicos y contextuales basicos para
el desempefio como profesional de la Educacion Matematica. En el segundo los estudiantes
intensifican actividades académicas en torno a la seleccion de una de las lineas de

investigacion del campo de la Educacion matematica.
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La estructura curricular para el ciclo de Fundamentacion que va hasta VI semestre
incorpora una organizacion académica para el estudio del calculo distribuida de la siguiente
manera: Para el | semestre un curso de pre célculo, para el 1l semestre un curso de célculo
diferencial, para el 111 semestre un curso de Calculo Integral y en IV semestre un curso de

Analisis. La Figura 9 muestra la estructura jerarquica usada en la linea de los célculos hasta

tercer Semestre. * Prerrequisitos: e enordenascendente)

Célculo Integral
Calculo Diferencial

Matemdticas Bésicas.
Precalculo

Figura 9. Aspecto del contenido curricular de la Licenciatura
Elaboracion propia

En la Figura 10 se presenta un modelo del aspecto curricular institucional

Aspecto del Contenido curricular institucional.

* Organizacion de temas. (mapaconceptual

Célculo infinitesimal
e usan para

Seusan p [ iterencios | Conforman |

Figura 10. Aspecto del contenido curricular institucional
Elaboracion propia

El Programa para Calculo Integral se encuentra distribuido en tres grandes unidades:

1. La anti derivada de una funcion. (Integral definida e integracion)

Propdsito de la unidad: conocer y manejar el concepto de Anti derivada de una funcién mediante la reflexion
y el anélisis del mismo como proceso inverso a la derivada para desarrollar el razonamiento I6gico y analitico
de los estudiantes en su aplicacidon al célculo de integrales.

Contenido de la unidad:
e  Concepto de Diferencial de una funcion
e  Concepto de primitiva o antiderivada de una funcion
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La integral definida. Area bajo la curva

Definicion de integral definida como limite de una suma de Riemann
Teorema Fundamental del Célculo

Evaluacion de integrales definidas

Teoremas fundamentales del calculo

Integracion de funciones algebraicas

Integracion de funciones compuestas. Regla de la cadena para integracion
Formulas fundamentales de integracién

Integracion de funciones usando las formulas fundamentales

2. Técnicas de integracidn, formas indeterminadas e integrales impropias
Propo6sito de la unidad: conocer y manejar las principales técnicas de integracion a través de estrategias que
desarrollen el razonamiento I6gico matematico de los estudiantes para calcular la Anti derivada o Integral de una
funcién. Asi como reconocer y evaluar integrales impropias.

Contenido de la unidad:

Integracion sustitucion directa

Integracion por partes

Integracion de funciones algebraicas mediante sustitucion trigonométrica
Integracion por separacion en fracciones parciales

Integracion por cambio de variable

Integrales impropias con limites de integracidn infinitos, otras integrales impropias

3. Aplicaciones de la integral.

Propdsito de la unidad: Desarrollar el pensamiento l6gico y analitico de los estudiantes a través de estrategias
que apliquen el Teorema fundamental del Calculo Integral para la solucién de problemas relacionados con
diferentes ciencias.

Contenido de la unidad:

- Aplicaciones de la integral.

Célculo de areas planas
Célculo de volimenes de s6lidos
Célculo de la longitud de arco de una curva

Trabajo

Presion y fuerza ejercidas por un fluido
Momentos, centros de masa y centroides

Durante el Ciclo de Profundizacidn, el estudiante se inscribe durante dos semestres a

uno de los grupos de investigacion del Proyecto Curricular (donde existe una linea para el

estudio del calculo) y realiza actividades de carécter investigativo formativo. Su trabajo de

grado consistiré en la presentacion escrita de las actividades realizadas. Esta presentacion se

constituye en el Trabajo de Grado.
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Capitulo 5. Significado institucional pretendido e implementado

En este capitulo se presenta el significado propuesto en la malla curricular. Dicho
significado se interpreta desde las Configuraciones Epistémicas reportadas por la literatura en
Educacién Matematica que se aplican en el disefio del programa para la asignatura Célculo
Integral. En la parte final de este capitulo se presenta el significado personal declarado durante
el proceso de instruccién del MIP, concluyendo con el significado implementado a lo largo de
las sesiones de clase observadas con el objeto de lograr una triangulacion entre el significado

propuesto y el implementado.

5.1. Significado propuesto en la malla curricular vigente en la facultad

En el EOS el “significado de los objetos matematicos” es de naturaleza ontolégica y
epistemoldgica esto es, se refiere a la naturaleza, origen y evolucién de los objetos
matematicos.

Pino-Fan, Godino y Font (2015) indican que:

El significado global de referencia se define a partir de dos nociones: significado global
(también denominado significado holistico u Holo significado, comprende los diferentes
significados parciales de un objeto matematico) y significado de referencia (entendido como
los sistemas de précticas que se usan como referencia para elaborar los significados que se
pretenden incluir en un proceso de estudio. Para una institucion de ensefianza concreta, el
significado de referencia sera una parte del significado holistico del objeto matemaético) (p.
147).
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Concretamente, la nocion de configuracion epistémica® permite reconstruir el
significado global de referencia.

De los tres tipos de practicas que contempla el EOS, en el aspecto Institucional se
observa énfasis en dos: Las de tipo Discursiva (comunicativa) y la Regulativa (normativas).
Dado que las de tipo operativo o actuativo (las que nos permiten r