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INTRODUCCION

La Didactica de la Matematica, como campo de investigacién
cientifica, estudia los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, tratando de identificar los factores que condicionan
dichos procesos y de construir teorias que proporcionen un control
practico sobre los sistemas didacticos. Tres son los componentes
esenciales que intervienen necesariamente en el &ambito de estudio
de la Didactica: los conocimientos matematicos, que la sociedad
valora y considera deben ser ensefiados y aprendidos en su sistema
de enseflanza (esto es, los saberes matematicos), los alumnos (o
estudiantes, o sea, los sujetos que aprenden) y los profesores

encargados de gestionar la ensefianza.

Entre los distintes marcos teéricos o paradigmas usados en
las investigaciones didacticas, han predominado hasta la fecha los
que han considerado al sujeto cognitivo como el componente prima-
rio (y con frecuencia uUnico) de los problemas de investigacién: el
fin de los sistemas de ensefianza es que los estudiantes aprendan
(adquieran/ construyan) los saberes matematicos. En consecuencia,
muchos de los factores identificados y las dificultades encontra-
das en el aprendizaje se han indagado sistemdticamente en la pro-
pia "cabeza de los estudiantes” (limitaciones del desarrollo psi-

colégico, procesos cognitivos, estrategias, etc.). La naturaleza

17



del propio conocimiento matemdtico y su génesis histérico-
cultural, han sido considerados transparentes; también han pasado
frecuentemente desapercibidas las adaptaciones necesarias de los
objetos matematicos para hacerlos viables en los sistemas didacti-
cos. De estos procesos, asi como de la propia naturaleza compleja
del significado de 1los conceptos y procedimientos matematicos,
surgen variables que interaccionan inevitablemente en los procesos
de enseflanza y aprendizaje y que, por tanto, deben ser objeto de

investigacién.

La consideracién del andlisis del propio saber puesto en jue-
go, como el polo primario de entrada para los estudios didacticos,
es una caracteristica principal del marco tedérico iniciado en
Francia por Brousseau, Vergnaud, Chevallard, etc., en el que

situamos explicitamente nuestra investigacién.

Dentro de este marco conceptual, cuyos elementos describimos
en la Seccién 1.2, el problema en el que se centra esta investiga-
cién se refiere al estudio didactico de la nocién de funcién, 1lo
que comprendera, su génesis epistemolédgica, el estatuto que recibe
en la enseflanza y la caracterizacién de las relaciones personales

de los estudiantes de secundaria a este objeto matematico.

El interés tedérico de este estudio se justifica al proporcio-
narnos un modelo de investigacidén en Didactica de la Matematica
que, partiendo del andlisis epistemolédgico (histérico y éscolar),
lo usa como punto de referencia para estudiar la génesis y desa-
rrollo de las concepciones de los alumnos sobre una determinada

nocién matematica (en nuestro caso, la nocién de funcién).

El interés que este trabajo proporciona de cara a la practica
de la enseflanza de las matematicas, estimamos que es evidente, ya
que permite poner de manifiesto la distancia que en numerosas oca-
siones existe entre los conceptos formalmente introducidos y los
conocimientos efectivamente construidos por los alumnos, determi-
nando los factores y fendmenos didacticos que condicionan este

hecho.
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Las fases de que consta nuestra investigacién son las

siguientes:

1. Estudiaremos de forma exahustiva la nocién de concepcién como
herramienta tedérica de investigacién en Didactica de la Matemati-
ca; para ello, no sélo analizaremos las aportaciones que diferen-
tes investigadores han proporcionado sobre este concepto desde
distintos marcos tedricos, sino que pondremos en evidencia sus
seme janzas y diferencias con otros conceptos préximos o relaciona-
dos. Estableceremos asi una visién global, y especifica a la vez,

de esta parcela de investigacién en Didactica de la Matematica.

2. Situaremos nuestro trabajo en el seno de 1la enseflanza y el
aprendizaje de las funciones como area problemdtica psicolégica V4
didactica. Para ello, haremos un recorrido a través de las inves-
tigaciones mads significativas que se han llevado a cabo sobre las
concepciones de los alumnos, en referencia a la nocién de funcién,
teniendo en cuenta sus diferentes aproximaciones tanto teéricas
como metodolédgicas y poniendo de manifiesto los aspectos en los

que se detectan insuficiencias o limitaciones.

3. Estudiaremos desde un punto de vista epistemolégico-histérico
la evolucién de la nocién de funcidén, tratando de identificar las
variables y factores condicionantes que han determinado distintos
estadios en su desarrollo. Esto nos aportard conocimientos rele-
vantes para comprender los factores determinantes del proceso de
enseflanza-aprendizaje de esta nocién en los distintos niveles de
enseflanza y los fendmenos de transposicién didactica correspon-
dientes, asi como para analizar las concepciones que manifiesten

los alumnos.

4. Realizaremos un estudio de la ensefianza de la nocién de funcién
a través del curriculo, los manuales y los apuntes de clase de los
estudiantes. Ello nos permitira analizar coémo “vive" el objeto
funcién en nuestro sistema de enseflanza. La importancia de este
estudio se justifica al proporcionarnos elementos y fendmenos
didacticos ligados al proceso de transposicién didactica de esta

nocién.
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5. Llevaremos a cabo un estudio experimental a través del cual nos
proponemos evaluar las concepciones que manifiesta una muestra de
alumnos de secundaria sobre la nocién de funcién. Estableceremos,
asimismo, las relaciones pertinentes entre estas concepciones vy
las condiciones y restricciones ejercidas por el sistema de ense-

flanza en el que han estado inmersos dichos alumnos.

Cada una de estas fases de la investigacidén se describe en

los cinco capitulos de que consta esta tesis doctoral.
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CAPITULO 1







CAPITULO 1

FUNDAMENTOS Y MARCO CONCEPTUAL

1.1. INTRODUCCION

En este capitulo realizaremos una recopilacién de los funda-
mentos tedricos utilizados en nuestra investigacién. En primer
lugar, analizaremos la nocién de sistema didactico asi como sus
diferentes componentes, posteriormente, estudiaremos el proceso de
transposicién didactica seflalando la influencia que en ella tienen
los imperativos debidos a la epistemologia y a las hipétesis de
aprendizaje y, poniendo en evidencia los principales fenédmenos

ligados al control de este proceso.

Puesto que nuestro trabajo tiene un interés primordial en el
estudio de las concepciones y obstaculos que manifiestan los alum-
nos sobre la nocién de funcidn, realizaremos un andlisis exahusti-
vo de la nocidén de concepcién en Didactica de las Matematicas asi
como de otros conceptos teéricos préximos a la misma, tales como
el de relacion al saber o el de significado de un objeto matemati-
co; estudiando las diferencias y semejanzas que existen entre los
mismos. De igual modo, analizaremos la nocién de obstaculo en Di-

dactica de las Matematicas, sus diferentes tipos, asi como otros
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conceptos cercanos a la misma.

Los andlisis anteriores nos permitiran clarificar todas estas
nociones teéricas para posteriormente hacer uso de ellas en la

parte experimental de nuestro estudio.

1.2. UN ENFOQUE SISTEMICO PARA LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Desde hace relativamente pocos afios y bajo el impulso de
numerosos investigadores tales como Brousseau, Chevallard, Ver-
gnaud, Artigue, Douady etc. se ha constituido un grupo de inves-
tigacién, que se esfuerza en una reflexién tedérica sobre el obje-
to y los métodos de investigacién especificos en Didactica de 1la
Matematica. Como caracteristica de esta linea - llamada por sus
autores “fundamental”- puede citarse el interés por establecer un
marco teérico original, desarrollando sus propios conceptos vy
métodos, asi como, su concepcién global de la ensefianza, estre-
chamente ligada a la matemitica y a teorias especificas del
aprendizaje. Los modelos desarrollados comprenden dimensiones
epistemolégicas, sociales y cognitivas y tratan de tener en cuen-
ta la complejidad de las interacciones entre el saber matemdtico,
los alumnos y el profesor, dentro del contexto particular de 1la

clase.

Una caracteristica relevante de este marco tedrico, aunque
no sea original ni exclusiva, es su consideracién de los fendme-
nos de enseflanza-aprendizaje bajo un enfoque sistémico. Bajo esta
perspectiva, el funcionamiento global de un hecho didactico no
puede ser explicado por el estudio separado de cada uno de sus
componentes. La Didactica de las Matematicas se considera como
"el estudio de la evolucidn de las interacciones entre un saber,
un sistema educativo y los alumnos, con objeto de optimizar los
modos de apropiacidén de este saber por el sujeto” (Brousseau,
1986, p. 5). Es pues el estudio de un sistema - el sistema didac-
tico - asi como el de su funcionamiento. Como se indica en Godino

(1992), en la Didactica de la Matematica el enfoque sistémico es

24



claramente necesario, como ocurre en general en todas las cien-
cias sociales, pues ademis del sistema de ensefianza de las mate-
maticas en su conjunto, y de los propios sistemas conceptuales,
hay que considerar los sistemas didacticos materializados en una
clase, los cuales estan formados por el profesor, los alumnos y

el saber ensefiado. Veamos el esquema siguiente:

El polo
psicolégico

Las representaciones El confrato didéctico
0 las concepciones

EL SABER

_ EL PROFESOR
A ENSENAR

La trama conceptual

Los ragistros de formulacion

El polo
Pedagogico

La transposicién did4ctica

EL SABER
SABIO

(Arsac, y cols. 1989, p. 61)

En el esquema se destacan tres elementos determinantes: pro-
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fesor, alumno y saber a ensefiar, asi como las interacciones entre
ellos. "Los sistemas didacticos son formaciones que aparecen cada
afio hacia del mes de septiembre: en torno a un saber (designado
ordinariamente por un programa); un contrato diddctico se consti-
tuye alrededor de un proyecto compartido de ensefianza y de apren-
dizaje que agrupa al profesor y a los alumnos en un mismo lugar.
El entorno préximo de un sistema diddctico estd en principio
constituido por un sistema de ensefianza, que reune el conjunto de
sistemas diddcticos, y presenta un conjunto diversificado de dis-
positivos estructurales que permiten el funcionamiento didacti-

co”. (Chevallard, 1991, p. 23)

<:j> (:) >sistemas
<::> <::) didacticos

>sistema de

enseflanza
noosfera
contexto socio-cultural
En el ¢’:.ema de ensefianza influye todo un sistem- ccnole jo

aquae Chevallarc (1991) llama "noosfera" que comprende todus las
personas que, en la sociedad, piensan sobre los contenidos y méto-
dos de ensefianza, influyendo, por tanto, de una manera directa o
indirecta sobre ella (formadores de profesores, escritores de tex-
tos y materiales curriculares, investigadores, asociaciones de
profesores, padres de alumnos, disefiadores del curriculum, politi-
cos, directores y administradores de centros de ensefianza, ..). Es
en la noosfera, donde se desarrollan los problemas que nacen del
encuentro con la sociedad y sus exigencias, donde se defienden y
discuten doctrinas, se conducen las negociaciones y se buscan las

soluciones. Existe, asi, en su interior, una constante produccién

y debate de ideas - sobre lo que podria cambiarse y sobre lo que
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seria necesario hacer—-. Pero ademds, los sistemas didacticos estan
inmersos en un entorno social, cultural, tecnolégico y cientifico

que influye y condiciona su funcionamiento.

Los subsistemas: alumno, saber, profesor

Estos tres subsistemas principales del sistema didactico
tienen, segun Johsua y Dupin (1989), determinantes propios ligados

a sus historias respectivas, asi:

- el alumno es un sujeto psicoldgico y al mismo tiempo un
sujeto social, pero especialmente nosotros lo vamos a considerar
un sujeto “que conoce” en una determinada situacién de ensefianza.
Esta eleccién es inevitable ya que nos interesamos en las rela-
ciones que el alumno puede establecer con un dominio especifico

del saber a ensefiar.

- el saber enseflado que constituye el objeto principal de la
enseflanza y que tiene también una historia particular. Mantiene
relaciones culturales y sociales con el exterior de la clase,
estas relaciones determinan, en gran medida, el contenido a ense-
flar y la forma de presentacién. Depende de muchos factores rela-
cionados entre si: concepciones epistemoldgicas dominantes entre
los matematicos y profesores, objetivos fijados en la ensefianza,
relaciones culturales establecidas por la sociedad con las mate-
maticas y sus aplicaciones. El objeto a ensefiar, tal como se pre-
senta en una clase, es asi el producto de determinantes multi-
ples. Fruto, como ampliaremos mds adelante, de un proceso de

transposicién.

- el profesor, también é1 tiene una historia propia que se
manifiesta en lo que podriamos llamar una “ideologia privada”. En
ella se mezclan opciones educativas generales, opciones mis espe-
cificas sobre el modo en que los alumnos aprenden matematicas y
una reformulacién particular de la epistemologia de las matemati-

cas y de las finalidades atribuidas a su ensefianza.
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Influencia del sistema diddctico sobre cada uno de sus componentes

El sistema didactico, que reposa sobre las relaciones espe-
cificas constituidas entre sus tres componentes, act@a en princi-
pio como un selector; integra o rechaza elementos de la historia
de cada uno de sus componentes y no retiene mas que los aspectos

compatibles con los actos didacticos.

Asi, el alumno no entrara en su integridad, sino como sujeto
didactico. El saber sufrird un tratamiento especlal que no se
puede considerar solamente como una "simplificacién” del saber
cientifico, sino que se trata de un saber didactico gue posee una
historia y una epistemologia particulares. El profesor entrari en
la estructura didactica como “instructor” ya que su interaccién
con el alumno estd determinada por el conjunto de relaciones que

debe establecer con el saber que esta encargado de transmitir.

El sistema didactico tiene también un peso muy significativo
en la determinacién de las relaciones entre sus diferentes compo-
nentes ya que estas deben configurarse de acuerdo a las necesida-
des propias del funcionamiento del sistema. Una de estas necesi-
dades - la transposicién didactica del saber sabio a saber ense-—
flado - ha sido ampliamente estudiada por Chevallard (1991) y la
trataremos posteriormente con mayor amplitud. Otra viene determi-
nada por el contrato didactico considerado como regulador de la
estructura del sistema: el alumno entra en relacién con un saber
no de forma privada sino por medio de sus relaciones con otros
alumnos y sobre todo con el profesor. El concepto de contrato
didactico ha sido introducido por Brousseau (1986): "es un con-
junto de reglas, generalmente implicitas que organizan las rela-
ciones entre el saber ensefiado, los alumnos y el profesor” (p.
298). Entre el profesor y los alumnos se establece una relacién
que determina -explicitamente en parte, pero sobre todo implici-
tamente- lo que cada protagonista - profesor y alumno- tiene la

responsabilidad de desarrollar y administrar en clase, asi como,
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las obligaciones reciprocas entre ellos. "Es la regla de juego y
la esirategia de la situacidén diddctica” ya que fija el lugar y

las funciones de cada parte.

El sistema didactico como estructura condicionada por factores

externos

Del mismo modo que el sistema didactico impone restricciones
al alumno, al saber y al profesor, a su vez esta también sometido
a multiples restricciones exteriores ya sean de cardcter institu-
cional (horarios, cursos, programas, etc) o bien sociales, que

tienden a adecuar el funcionamiento didactico con 1

oY)

S concepcio-

=

nes educativas dominantes en una cierta cultura. odo este es

consecuencia de la influencia de la “noosfera” del sistema educa-

tivo.

1.3. LA TRANSPOSICION DIDACTICA: DEL SABER SABIO AL SABER
ENSENADO

El término transposicién didactica designa el conjunto de
transformaciones que sufre un saber cientifico con el fin de ser
ensefiado. "La existencia de estas transformaciones es un hecho
conocido aunque aun muy poco estudiado” (Arsac y cols. 1989, p.
3). Para transmitir un saber es necesario crear todo un proceso de
enseflanza. Sin embargo, en el sistema de ensefianza, el fendémeno de
la transposicién a veces se oculta y en muchas ocasiones la “dis-
tancia” entre el saber a ensefiar y el saber cientifico tiende a
pasar desapercibida, a ser borrada. Estamos interesados en estu-
diar todo el complejo sistema de adaptaciones y restricciones que
debe sufrir un saber formalizado cientificamente hasta llegar a

convertirse en un saber adaptado a la ensefianza escolar.
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1.3.1. PRIMERA APROXIMACION A LA TRANSPOSICION DIDACTICA: LOS
IMPERATIVOS DEBIDOS A LA EPISTEMOLOGIA Y A LAS HIPOTESIS DE
APRENDIZAJE

El profesor en su clase debe ensefiar una parte de un saber
que Chevallard (1991) denomina “saber sabio"” (saber cientifico);
los matemdticos profesionales, universitarios o investigadores
puros, son sus tenedores y sus fabricantes permanentes. Es, nor-
malmente la sociedad, quien solicita que una determinada parte de
este saber se lleve a la enseflanza (el calculo de areas, la reso-
lucién de ecuaciones, etc) porque supone que serd de gran utili-
dad social. Pero es preciso transformar este saber para que sea

posible su enseflanza a un cierto nivel.

Construccién del objeto de ensefianza correspondiente

El trabajo del profesor supone, por una parte, el conoci-
miento del objeto del saber matematico correspondiente, y por
otra, supone tambien asumir una representacién del modo en que
los alumnos (sujetos que aprenden) asimilan los conocimientos, es
decir, debe tener una hipétesis de aprendizaje. Esta reglara de
forma implicita las condiciones y restricciones del contrato di-
dactico. En la actualidad, aunque es evidente que se podrian
adoptar muchas, podemos considerar que oscilarian entre las dos

hipétesis siguientes:

- una hipdtesis constructivista segin la cual se supone que
el alumno -sujeto que aprende- construye los conocimientos

a partir de su propia actividad.

En este caso se considera que la situacién de aprendi-
zaje ideal es aquella en la que se situa al alumno ante
una situacién problema, cuya solucién éptima es precisa-
mente el conocimiento que se desea que aprenda. El conoci-
miento, asi, es recontextualizado y aparece como solucién

a un problema particular en el proceso personal de descu-
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brimiento del alumno (repersonalizacioén). De este modo, el
camino seguido por el profesor en la busqueda de recontex-
tualizaciones y repersonalizaciones para que el alumno
pueda construir un saber es inverso al seguido por el in-

vestigador.

Para que el Gtil de resolucién de un problema, asi des-
cubierto por el alumno, se transforme en "“objeto” del sa-
ber matematico, es preciso que exista un nuevo trabajo de
despersonalizacién y descontextualizacién. El alumno reco-
rre etapas parecidas a las del investigador, pero en un
marco creado artificialmente por el profesor.

Bajo esta hipétesis de aprendizaje la funcién del error
es fundamental ya que a través de él se pueden superar las
concepciones no adaptadas a una determinada situacién. En
el marco de un aprendizaje por adaptacién, el error es uno

de los motores del aprendiza je.

- una hipétesis empirista segin la cual el alumno no cons-
truye los conocimientos; estos le son suministrados direc-
tamente por el profesor. El alumno se limita a recibir las
nociones de un modo perfecto a partir del discurso del
profesor. La enseflanza ideal se reduce a un curso donde el
profesor no cometeria ningin error, seguido por unas prue-
bas que debe responder correctamente, pues ello demostra-
ria que ha comprendido perfectamente. En el ideal empiris-
ta el maestro y el alumno no deben equivocarse: "Se trata
de hacer un especie de barrera al error. Aceptar los erro-
res para canalizarlos y posteriormente evacuarlos, pondria
en duda de forma profunda el sistema de enseflanza.....Esta
concepcion empirista se apoya en el modelo "yo aprendo/yo
aplico” y en la eliminacién casi total del error" (Margo-

linas, 1993, p. 179)

Segun Brousseau (1986), los métodos de ensefianza que se apo-
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yan en esta hip6tesis se caracterizan porque admiten los princi-

plos siguientes:

- Cada definicién o explicaccién debe ser formulada y Justificada
en el lenguaje de la ciencia ensefiada, o al menos en su expre-
sién cultural mas extendida.

- Cada "enseflanza" da lugar a un aprendizaje identificable y con-
trolado, y, en el limite, sélo es ensefiado 1o que puede ser
aprendido.

- Las adquisiciones se prolongan y se Justifican por el uso -
importancia y frecuencia - que se ha hecho en las lecciones

anteriores.

Estos principios conducen, segin este autor, a una concep-
cién de la optimizacién de la ensefianza que implica principalmen-

te que:

- Cada leccién debe aspirar al maximo de adquisicién compatible
con las capacidades de aprendizaje de los alumnos.

- El aprendizaje de un concepto debe hacerse bajo una forma que
utilice al madximo los conocimientos anteriores y los modifique
lo menos posible.

- Debe demandar el minimo de tiempo y se debe rentabilizar por el
uso ulterior bastante frecuente en las aplicaciones de interés

practico.

Es en la "noosfera” donde se procedera a la seleccién de los
elementos del saber cientifico que, designados por ella como
"saber a ensefiar”, se someteran al trabajo de transposicién. Asu-
mira, por tanto, la parte visible de este trabajo, denominado
trabajo externo de la transposicién didictica en oposicién al
trabajo interno, que se desarrollara en el interior del sistema de
ensefianza después de la introduccién oficial de nuevos elementos
del saber. El proceso de transposicién didactica se puede, asi,

representar por el siguiente esquema:
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objeto del
saber "sabio"

1° etapa

objeto del
saber a ensefiar

2° etapa

objeto del
saber ensefiado

La determinacién de los objetos del saber a ensefiar pasa
necesariamente por la mediacidén de los programas vy cuestionarios
oficialmente establecidos. La organizacién y secuenciacién de los
saberes, la temporalizacién, la divisién en cursos, son procesos
que necesariamente han de transformar los saberes matematicos.
Toda esta transformacién constituye la primera etapa del proceso
de transposicién. El profesor no interviene, en general, mas que

en la segunda etapa.

En el curso de nuestra investigacién vamos a estudiar las
diferencias entre el objeto del saber (saber "sabio" matematico)
y el objeto de enseflanza (saber a ensefiar). Segin Chevallard
(1991), la nocién de saber a ensefiar no se reduce sélo al texto
que aparece en los programas y cuestionarios, sino también a sus
posibles interpretaciones. El saber a ensefiar es todo aquello que
el profesor piensa que debe ensefiar cuando ya estdn los manuales
escolares publicados, los comentarios en las revistas profesiona-
les, es decir cuando se ha fijado casi definitivamente la inter-
pretacién del programa. Chevallard habla de "texto del saber”
seflalando que este texto no estd nunca completamente escrito en

ninguna parte.
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1.3.2.

EVOLUCION CONCEPTUAL LIGADA AL PROCESO DE TRANSPOSICION

DIDACTICA

Chevallard, en su teoria de la Transposicién didéctica, hace

una clasificacién de diferentes tipos de nociones en el campo de

las matemdticas, con el fin de utilizarlas como herramientas para

el analisis epistemoldgico del régimen didactico. Asi, las clasi-

fica en

ta,

= nociones matematicas: Si las encontramos ya bajo el con-

trol de una teoria que fija sus definiciones, sus propie-
dades asi como su posicién epistemolégica. Se convierten
asi en objetos del conocimiento matemdtico (la nocién de
numero, la nocién de grupo,...). En general las nociones
matemdticas se construyen, se dan sus propiedades y se

reconoce un cierto numero de ocasiones de empleo.

nociones paramatematicas: Si son consideradas como herra-
mientas utiles, conscientemente utilizadas, reconocidas y
designadas en la resolucién de diferentes problemas, pero
no son tratadas aun como objetos de estudio. Son nociones
de la actividad matemdtica tales como parametro, ecuacién,

demostracién,...

nociones protomatematicas: Si estan en un estado en el que
s6lo se movilizan de manera implicita en diferentes usos y
practicas; sus propiedades son utilizadas para resolver
ciertos tipos de problemas, pero no son reconocidas ni
como objetos de estudio ni como herramientas. Constituyen
los estratos mas profundos del funcionamiento didactico
del saber (la nocién de modelo, la nocién de simplicidad,

)

Hemos de seflalar que la clasificacién anterior no es absolu-

es una clasificacién relativa, ya que depende de numerosos

factores. Una misma nocién puede ser en un nivel considerada como

paramatematica y en otro nivel mas elevado seria considerada mate-
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matica. (Por ej. un "sistema de ecuaciones" seria una nocién para-
matemdtica en los cursos escolares, mientras que seria una nocién

matematica en COU).

1.3.3. FENOMENOS LIGADOS AL CONTROL DE LA TRANSPOSICION DIDACTICA

Brousseau (1986) ha puesto en evidencia algunos fendémenos
ligados al proceso de transposicién didactica, entre ellos se
encuentran el "efecto Topaze", el "efecto Jourdain" y el "desli-

zamiento metacognitivo".

El "efecto Topaze" se caracteriza porque la respuesta que
debe dar el alumno estad determinada de antemano, el maestrc (o en
su caso el manual) elige las preguntas a las cuales puede dar
esta respuesta. Evidentemente, los conocimientos necesarios para
producir estas respuestas cambian también su significado. Eligen
cada vez cuestiones mas faciles, tratando de obtener el signifi-
cado maximo para un maximo de alumnos. Asi, los conocimientos que
se desean enseflar desaparecen completamente: es el efecto Topaze.

Efectos de este tipo los encontramos con frecuencia en aquellos
profesores que creen que sus alumnos han construido correctamente
un concepto cuando sélo manejan cédigos, “reglillas” o algoritmos

relacionados con el mismo.

El "efecto Jourdain" es aquél en que el profesor, para evi-
tar una eventual constatacién de fracaso, reconoce indicios de
un cierto conocimiento cientifico en los comportamientos o en las
respuestas del alumno, aunque estén motivadas por causas y signi-
ficaciones triviales . Un ejemplo lo tenemos en el alumno al que
se le proponian manipulaciones un poco extrafias con botes de yo-
gures o cromos de colores y se le decia: acabas de descubrir un

grupo de Klein.

El "deslizamiento metacognitivo" se presenta cuando un medio
de enseflanza se convierte en objeto de ensefianza. Asi cuando una

actividad ha fracasado, y el profesor, quizds intentando justifi-
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carse para continuar su accién, toma sus propias explicaciones y
sus medios heuristicos como objetos de estudio en lugar del ver-
dadero conocimiento matematico . El ejemplo mas sorprendente es
probablemente el que concierne al uso de los grafos en los afios

60 para ensefiar las estructuras, método asociado al nombre de

Papy.

1.4. LA NOCION DE OBSTACULO EN EL PROCESO DE ENSENANZA-APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS

Uno de los objetivos fundamentales que persigue actualmente
la investigacién en Didéactica de la Matemédtica es precisamente la
de investigar las dificultades y los fracasos en la ensefianza. Se
intenta con ello responder a las preguntas: iqué hay detras de
los errores de los alumnos?, ;qué tipo de errores se han de in-
vestigar?, ;cudles son los que tienen una importancia significa-

tiva en una determinada poblacién?

En un reciente trabajo de investigacién sobre “Errores de
aprendizaje en Educacidén Matematica”, Rico (1992a, p.9-10) mani-
fiesta: "Al cometer un error, el alumno expresa el caracter in-
completo de su conocimiento, ..... Los errores forman parte de
las producciones de los alumnos durante su aprendizaje de las
Matemdticas. Los errores son datos objetivos que encontramos per-
manentemente en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las

matematicas; constituyen un elemento estable de dichos procesos"”.

Evidentemente, no todos los errores han de investigarse, la
Didactica se interesa principalmente por aquellos cuyas manifes-
taciones no son fortuitas, sino repetidas y resistentes y cuyo
origen puede escapar al sujeto. En este Ultimo caso se hablari de

obstaculo cognitivo.

La nocién de obstéculo epistemolégico o cognitivo fue intro-
ducida por Bachelard (1884/1962) en su obra "“La formation du

sprit scientifique"”, en ella nos dice: "“Cuando buscamos las con-
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diciones psicoldgicas de los procesos de la ciencia, 1llegamos
pronto a la conviccidén de que es en términos de obstdaculos como
es preciso exponer el problema del conocimiento cientifico ... se
conoce contra un conocimiento anterior, destruyendo conocimientos

mal hechos, superandolos” (Bachelard, 1983, p.15)

La introduccién de la nocién de obstaculo en Didactica de la
Matematica se debe a Brousseau: "“El error no es sélamente efecto
de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar, segin se creia
en las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje; sino el
efecto de un conocimiento anterior, que tuvo su interés, su éxi-
to, y que ahora se revela falso o simplemente inadaptado. Los

errores de este tipo no son fortuitos e imprevisibles, se consti-

tuyen en obsticulos” (Brousseau, 1983, p. 173)

Analizando esta definicién, se perfilan las caracteristicas

fundamentales de todo obstaculo cognitivo:

- se trata siempre de un conocimiento y no de una

ausencia de conocimiento;

- este conocimiento permite al alumno producir respues-
tas correctas en determinados problemas o dominios de

problemas;

- este mismo conocimiento engendra respuestas erréneas

para ciertos problemas o dominios de problemas;

- los errores producidos no son esporadicos sino muy

persistentes;

- este tipo de errores producidos son muy resistentes a

la correccién.

Los obstaculos que se presentan en nuestros alumnos pueden
ser debidos, segin Brousseau, a diferentes causas, es decir, su

origen puede ser diferente:
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- de origen ontogenético: son debidos a las limitacio-
nes del sujeto en un momento de su desarrollo, es de-
cir, estan ligados a las limitaciones de las capacida-
des cognitivas de los alumnos en su proceso de apren-—

dizaje.

- de origen didactico: Estan ligados al sistema de en-
seflanza en que se encuentran inmersos nuestros alum-
nos. Son debidos a las decisiones del sistema educati-
vo o a las del profesor en el aula. Resultan, pues de
las elecciones didacticas hechas para establecer la

situacién de ensefianza.

- de origen epistemoldégico: estan ligados al conoci-
miento mismo. Se pueden encontrar en la evolucién his-
térica de los propios conceptos matemdticos, por lo
tanto deben ser considerados como parte del significa-

do del concepto.

En general, podemos afirmar que los obstaculos entran en el
proceso de construccién normal del conocimiento, pero es preciso
seflalar que “frente a la teoria psicolégica que atribuye los
errores de los alumnos a causas de tipo cognitivo, se admite aqui
la posibilidad de que tales errores puedan ser debidos a causas
epistemolégicas y diddcticas, por lo que la determinacidén de este
tipo de causas proporciona una primera via de solucidn"” (Godino,
1991, p. 135)

Segun las aportaciones de Brousseau (1983) en su teoria sobre
los obstaculos en Didactica de 1la Matematica, los alumnos poseen
concepciones de una determinada nocién que en algunas ocasiones se
revelan falsas, insuficientes, ineficaces o simplemente inadapta-
das para la resolucién de una situacién-problema, provocando erro-
res repetitivos y resistentes. Estas concepciones pueden hacer
obstaculo a la emergencia de una nueva concepcidén. "El rechazo de

una concepcién y la adopcién de una nueva no se hace por una sim-
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ple explicacion del maestro, ... sino cuando el alumno se enfrenta
a situaciones especificas donde la nueva concepcién aparece bien
como solucién necesaria y Unica, bien como solucién mas econdémica,
mads segura, mejor adaptada, Sptima para su resolucién” (E1 Bouaz-
zaoui, 1988, p.38) Para ello es preciso que el alumno se encuentre
ante un auténtico conflicto cognitivo y se produzca un salto in-
formacional. Este determinarad la existencia de un obstaculo epis-
temoldégico poniendo de manifiesto los limites de una concepcién

antigua.

Se pueden determinar, segun Artigue (1989), diferentes proce-
sos que, tanto en la historia de la matemdtica como en nuestros

alumnos, se constituyen en productores de obstaculos:

- la generalizacion abusiva: Se manifiesta, por ejemplo, en
ciertos errores de nuestros alumnos cuando aplican propie-

dades de N a Q - "entre 1,4 y 1,5 no existe ningiin nimero"”

-~ la regularizacioén formal abusiva: Se identifica
en los errores tenaces que presentan los alumnos, tales
como: (a + b)Y’ =2a%+1b%, Vva+b =va+vh

- la fijacién sobre una contextualizacién o una modelizacidn
familiares: Lo encontramos, por ejemplo, en la ensefianza
cuando, de modo exclusivo, se identifican las fracciones con

el fraccionamiento de la unidad.

- la amalgama de nociones sobre un soporte comin: Es fre-
cuente encontralo en contextos geométricos, por ejemplo,
los relativos a las medias de longitudes y 4reas: “si el
area de una superficie permanece constante, el perimetro

"

también

Si bien es verdad que estos procesos tienen consecuencias
que pueden generar obstaculos "“no podemos por ello atacar a los
procesos en si mismos ya que son parte integrante del funciona-

miento normal de la matemdtica ... y han sido profundamente pro-
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ductivos en su evolucidn histérica” (p. 13)

Otras teorias préximas a la teoria de los obstdculos de Brousseau
- Los "conocimientos locales"

Leonard y Sackur (1990) han desarrollado lo que ellos denomi-
nan una estrategia de investigacién para intentar ayudar a los
alumnos en su aprendizaje, tratando de analizar los conocimientos
que éstos construyen. Su teoria reposa sobre la nocién de “conoci-
miento local” y se desarrolla bajo una triple aproximacién: mate-

matica, psicolégica y situacional.

“Llamamos conocimiento local a un conocimiento del alum-
no que tiene las dos propiedades siguientes:

1) es un conocimiento correcto en ciertos limites

2) el alumno ignora la existencia de dichos limites

Por ejemplo, un alumno que no conozca mas que los nime-
ros naturales atribuird la misma significacién a las dos
frases siguientes:

x2 > X , en el conjunto de los naturales

xz >x , V¥V x

la primera es simpre verdadera, mientras que la segunda

es falsa.” ((Leonard y Sackur, 1990, p. 209)

"Los conocimientos locales son pues, como conocimientos,
validos (matemdticamente), coherentes (psicolégicamente)
y eficaces (didacticamente), pero limitados; poseen cada
una de estas propiedades, pero en ciertos limites que el

utilizador ignora”. (Leonard y Sackur, 1990, p. 211)

Consideran que , después de Bachelard, todo conocimiento
cientifico es siempre local, y, que desde el mas experto profesor
hasta el mas novicio de los alumnos tienen siempre conocimientos
locales, que pueden jerarquizar de alglin modo, si sus limites son

conocidos. Su interés se centra en los conocimientos que se ad-
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quieren en una situacién de ensefianza y en los errores de los

alumnos:

“"La diddctica se interesa por los conocimientos locales
que corresponden a errores lidentificables de los alum-
nos, conviene no obstante, no olvidar la relatividad de
los conocimientos del experto, y particularmente, de los

conocimientos ensefiados” (Leonard y Sackur, 1990, p. 211)

Para estos investigadores la nocién de "conocimiento local”

esta muy proxima a la de obstdculo epistemolégico:

"Entre todas las nociones correspondientes a las repre-
sentaciones de los alumnos, la de obstiaculo epistemold-
gico o didactico, es ciertamente la mds proxima al cono-

cimiento local”.(p. 208)

Admitiendo esta proximidad, justifican, no obstante su teoria
ya que “preferimos una nocidén que evite la referencia a la cons-
truccion histdrica y social de los conocimientos,.... evitamos el
término obstdculo ya que la connotacién negativa puede conducir a
descuidar los aspectos positivos. ... Los conocimientos locales de
los alumnos los conducen a cometer errores, en este sentido se
trata de conocimientos “falsos", pero calificarlos de concepciones
erroneas (misconceptions) conduce a descuidar los aspectos positi-

vos de estos conocimientos.”

- Ideas matematicas "inconsistentes"” en los estudiantes

Existen diferentes investigadores Tirosh y Graeber (1990),
Wilson (1990), Behr y Harel (1990), Vinner (1990), Tall (1990),
Tirosh (1990), Steffe (1990) cuyos trabajos se interesan por la

determinacién de las "ideas inconsistentes’ de los alumnos.

Consideran que la consistencia es un término clave tanto en

matemdticas como en psicologia cognitiva. En Matemdticas, una de
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las primeras caracteristicas que se demandan en todo conjunto de
axiomas es que sea consistente, es decir que no haya ninguna posi-
bilidad de deducir de ellos teoremas contradictorios. En Psicolo-
gla cognitiva se observa como un deseo de todo ser humano la eli-
minacién consciente de cualquier tipo de inconsistencia de su pen-
samiento. Dada esta funcién central de la consistencia para estas
dos ciencias, consideran que los educadores matematicos también la

deben considerar bésica.

En sus trabajos afirman que en la construccién de los concep-
tos matematicos, los estudiantes incorporan ideas inconsistentes
que pueden ejercer una profunda influencia en la resolucién de

problemas. Estas inconsistencias pueden ser de dos tipos:

[N

Inconsistencias entre la estructura mateméatica propia de
los estudiantes y la teoria matematica convencional. Den-
tro de este primer tipo de inconsistencias se encontraria
la teoria de Vinner y Tall sobre el “concept Image" y el
“concept definition”, asi como el fendmeno de compartamen-

talizacién.

2. Inconsistencias (generalmente no reconocidas como tales
por los estudiantes) en el interior de la propia estructu-

ra matematica de los alumnos.

Vinner (1990, p.85) basa su definicién de las ideas inconsis-
tentes de los estudiantes en las inconsistencias de la légica for-

mal:

"Si una persona cree en las proposiciones P Y q. Desde p
puede derivar una proposicién r y desde q puede derivar
r. En otras palabras, desde dos proposiciones que una
persona cree verdaderas, se puede obtener una contradic-

cion”

Tirosh (1990, p. 111) presenta varias situaciones donde exis-

te un grado diferente de consciencia por parte de los alumnos res-
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pecto a sus inconsistencias:

- Estudiantes que no examinan las ideas conflictivas simulta-
neamente y, en consecuencia, no reconocen su mutua incompati-
bilidad. (ej. "al dividir siempre obtenemos un resultado mas
pequefio”, y, "4 : 0.5 = 8", ambas son inconsistentes entre

s1)

- Estudiantes que examinan las ideas conflictivas simultanea-
mente, pero no las ven como inconsistentes. (Ej. los contrae-
Jemplos los examinan muchos estudiantes como una legitima
excepcién de un teorema, pero ello no implica que dicho teo-

rema sea necesariamente falso).

- Estudiantes que identifican los elementos conflictivos en
una situacién como inconsistentes y, por lo tanto, problema-
ticos. No estaran satisfechos con sus propios conceptos e
intentaran resolver la inconsistencia. Terminarin necesaria-
mente en un estado de desequilibrio, es decir, en un conflic-

to cognitivo.

Entre las posibles fuentes que sefiala Tirosh para las “Ideas

inconsistentes de los estudiantes”, figuran las siguientes:

A) Las Matematicas: debido principalmente a su naturaleza
relativa, ya que hay campos de la misma en los que un de-
terminado problema no tiene solucién mientras que en otros
si lo tendria. (Por ej. R y C, geometrias no euclideas

andlisis no standard, etc)

B) La mente: Pueden entrar en conflicto el conocimiento y las

creencias:

- discrepancias entre el conocimiento formal, intuitivo o
algoritmico del alumno;
- discrepancias entre el "concepto imagen" y el "concepto

definicién";
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- cambio en la naturaleza del contexto en el que ha adqui-
rido un conocimiento;

- resistencia al cambio conceptual;

—- percepcién personal de los estudiantes sobre las matema-
ticas ("ciencia de las pruebas exactas"”, "coleccién es-

tatica de hechos", "herramienta para otras dreas", etc

C) El1 mensaje:
- El lenguaje matemadtico puede ser fuente de inconsisten-
cias porque los estudiantes lo usen de forma ambigua

("grupo”, "conjunto”, "limite"”, "funcidn", etc)

- El curriculo, ya que la presentacién, organizacién y se-

cuenciacién de tépicos tiene una gran influencia.

- La instruccién, ya que ciertas estrategias didacticas

pueden ser determinantes.

1.5. LA NOCION DE CONCEPCION EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Comenzamos nuestro andlisis viendo el sentido del término
concepcién en el lenguaje cotidiano. Consultando el diccionario
de "uso del espafiol" la palabra concepcidén se define como “"accidn
de concebir” y, concebir, a su vez, es “formar o empezar a tener
ciertas cosas en la mente" (Moliner, 1984, 1, p.704-705). Hemos
de sefilalar que el término concepcién no es el uUnico que se emplea
con este sentido, se han utilizado también los de modelo, repre-
sentacién, imagen conceptual, etc, aunque parece que existe una
mayor convergencia hacia el uso casi generalizado del término

“concepcidn”.

"Podemos utilizar el término general de representacion
para caracterizar el conocimiento; decimos asi que la
intuicidén es una representacién singular (se construye

sobre lo singular) y el concepto es una representacion
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general” (Enciclopaedia Universalis, 1989, 6, p.290)

"El término modelo, epistemolégicamente, ha sido em-
pleado en muchos sentidos, destacamos entre ellos el de
alguna representacion de la realidad o serie de reali-
dades, de algun proceso o serie de procesos. En cierto
Sentido, los términos imagen y representacién tienen el

mismo significado” (Ferrater Mora, 1986, p.1625-26)

En general, podemos afirmar que todos los términos anterio-
res son utilizados por los investigadores como recursos explica-

tivos del fendémeno del conocimiento.

Analizando la posible proximidad entre los términos de re-
presentacién y concepcidén, El Bouazzaoui (1988, p. 15), nos apor-
ta lo siguiente: "Algunos investigadores hablan de representacién
en lugar de concepcion. La representacién parece empleada princi-
palmente en psicologia cognitiva y tiene sentidos variables segun
los autores”. Para Vergnaud (1983), por ejemplo, una representa-
cidén es una comprensién que se manifiesta a través de procedi-
mientos. Por otra parte Janvier (1987) menciona tres sentidos

diferentes para el término representacién en Didactica de la Ma-

tematica, el primero el de esquematizacién o de ilustracién; el
segundo reenvia a una cierta organizacién del conocimiento en el
sistema mental humano y la memoria a largo término, mientras que

el tercero se refiere a las imagenes mentales.

En su trabajo sobre la adquisicién de series numéricas en la

enseflanza superior Robert (1982) utiliza indistintamente el tér-

mino modelo y representacién, uno y otro los considera como sind-

nimos.

Bodin (1992, p. 22) trata de clarificar los términos ante-
riores pero concluye afirmando: "Me he debido rendir a la eviden-
cia: se han desarrollado numerosas formas de hablar de un mismo
objeto y por ello los campos semanticos se superponen exacta-

mente”

45



Como vemos, existe un problema con el vocabulario que utili-
Zzan unos y otros autores y a veces las definiciones, si existen,
resultan un poco vagas o ambiguas. Ademads, “creemos gue estas
diferencias de vocabulario recubren posiciones tedricas profunda-
mente diferentes, en particular, para autores tales como Ver-
gnaud, Brousseau o Chevallard, .....No obstante, la palabra mas
extendida en la literatura didactica, en todas las ’escuelas’ es
la de concepcién, que interviene desde que el discurso se sitda a

nivel de aprendizaje" (Margolinas, 1993, p. 100)

Una reflexién sistematica sobre la importancia y significa-
cién de la idea de concepcién en Didactica se efectua por Artigue
1989). Para ella la nocién de concepcién responde en Didactica a

dos necesidades distintas:

“1) Poner en evidencia la pluralidad de los puntos de
vista posibles sobre un mismo objeto matemitico, dife-
renciar las representaciones y modelos de tratamiento
que le son asociados, poner en evidencia su adaptaciodn
mas o menos buena en la resolucién de diferentes tipos
de problemas.

2) Ayudar al didacta a luchar contra la ilusién de
transparencia de la comunicacion diddctica inducida por
la epistemologia escolar y los conocimientos efectiva-

mente construidos por el alumno” (p.14)

Por su parte, para Brousseau (1983) el objeto de la Didacti-
ca es justamente estudiar las condiciones que deben cumplir las
situaciones o los problemas propuestos al alumno para favorecer
la aparicién, el funcionamiento y el rechazo de concepciones su-

cesivas.

El término concepcidén no sélo se usa para referirse a los
conocimientos y creencias de los sujetos, esto es, con un sentido

cognitivo. Artigue (1989) y El Bouazzaoui (1988), por ejemplo, lo
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emplean en un sentido epistemolégico o institucional para
referirse a tipologias de conocimientos existentes en un cierto
periodo histérico o circunscritos a los textos, programas, etc,
de cierto nivel de ensefianza. Por otro lado, para ambos tipos de
concepciones (subjetivas y epistemolégicas) se hace la distincién
entre concepciones globales y locales. Mientras que el primer
tipo describe holisticamente las concepciones ligadas a un
concepto u otro objeto matematico, las concepciones locales
tendrian en cuenta aspectos parciales de los sistemas anteriores.
En las siguientes secciones analizaremos los cuatro tipos de

concepciones y sus conexiones con otros conceptos teéricos.

1.5.1. LAS CONCEPCIONES DEL SUJETO EN DIDACTICA DE LAS
MATEMATICAS

En los Ultimos afios la investigacién en Didactica de la Ma-
tematica se ha distinguido por el esfuerzo realizado en la com-
prensién de los procesos de adquisicién de los conocimientos. Sin
embargo, todavia quedan caminos por recorrer tratando de identi-
ficar las concepciones de los alumnos a través de las regularida-
des que se encuentran en sus diferentes producciones, distinguir
aquellas que pueden constituir obstaculos para la produccién de
otros conocimientos, y clarificar las condiciones en las que es-—
tas concepciones, a veces muy resistentes, pueden ser modifica-
das. Precisamente el interés pedagdégico de la nocién de obstaculo
reside en el hecho de que a partir de ella se abre el horizonte
pedagdégico hacia el reconocimiento del "derecho al error”, y ha-
cia la consideracién de las concepciones del sujeto que aprende

como uno de los puntos de partida de los estudios en Didactica.

La gran amplitud que, tanto en Didactica de las Matematicas
y de las Ciencias, estd tomando el estudio de las concepciones de
los estudiantes sobre nicleos conceptuales especificos, lo muestra
el trabajo de recensién realizado por Confrey (1990), en el que se
incluyen investigaciones de muy diversos paradigmas y ligados a

los distintos ndcleos conceptuales.
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Esta autora realiza una clasificacién de las investigaciones
que resefia en tres grupos: trabajos sobre epistemologia genética
Piagetiana; investigaciones influenciadas por la epistemologia o
filosofia de la ciencia y estudios sobre errores sistematicos en

el marco psicolégico del procesamiento de la informacién.

Confrey (1990) atribuye un sentido muy amplio y difuso al
término concepciones de los estudiantes ya que incluye las creen-
clas de los estudiantes, sus teorias, explicaciones y significados
sobre los conceptos cientificos. Asimismo, indica que otros térmi-
nos han sido empleados en la investigacién como sinéminos al de

concepcién. Entre estos términos cita los siguientes:

~ "ciencia de los nifos"

- "aritmética de los nifios"
- "matemdticas de la tribu"
- "preconcepciones”

- "teorias ingenuas"

- "“primitivas conceptuales"
- "conceptos privados"

- "marco conceptual alternativo”.

Cuando estas concepciones se hallan en conflicto con los
significados aceptados en matemidticas o ciencias se utiliza el

término "misconceptions".

Leinhardt y cols (1991) describen las "misconceptions" como
ciertas caracteristicas incorrectas c inapropiadas del
conocimiento de los estudiantes sobre un objeto matematico
especifico, que puede o no haber sido enseflado, y que son
repetibles y explicitas. Pueden desarrollarse como resultado de
sobre-generalizar una concepcién esencialmente correcta, o pueden
ser debidas a interferencias del conocimiento de la vida
cotidiana. Una “misconception” debe ser un sistema de ideas
razonablemente bien formulado, no simplemente una Justificacién

ara un error. Aunque una "“misconception” no tiene por qué ser una
p
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teoria completa, deberia ser repetible y/o explicita, no aleatoria
y tacita. Algunas concepciones incorrectas se puede relacionar
légicamente con las intuiciones, pero otras se pueden interpretar

como un resultado de un aprendizaje formal incompleto.

Segun seflala Confrey, en el trabajo citado, el interés de la
investigacién sobre concepciones est4d motivado por numerosos

resultados de la misma, que indican que:

~ antes de comenzar la enseflanza formal sobre un nucleo con-
ceptual, los estudiantes tienen sistemas de creencias firme-
mente asumidos de los fendmenos cientificos o conceptos
légico- matemdticos;

- estos sistemas de creencia difieren en aspectos fundamenta-
les de los sistemas conceptuales propuestos en los curricu-
la;

- clertas constelaciones de estos sistemas de creencias mues-
tran una consistencia notable a través de la edad, capacidad
y nacionalidad de los estudiantes;

- estas concepciones son resistentes al cambio por medio de

la instruccidén tradicional.

Como consecuencia de estos resultados, los investigadores que
participan de esta problemdtica, coinciden en rechazar la idea de
que el alumno comienza la instruccién sin ideas previas o precon-
cepciones sobre el tema que se trata de ensefiar (hipdétesis de la
" n : .

tabula rasa"), y son conscientes de que estas preconcepciones no

pueden ser ignoradas o sustituidas mediante una ensefianza directa.

Al estudiar la literatura de investigacién dedicada al tema
de las concepciones observamos que, a pesar de su extensién, la
mayor parte de los investigadores no han realizado un analisis del
significado preciso que dan al término "concepcién" ( o de otros
términos equivalentes) sino que toman su sentido del propio

lenguaje cotidiano.

Dado que el objetivo principal de nuestra investigacién con-
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siste en estudiar las concepciones de los alumnos sobre un objeto
matemdtico relevante (como lo es la nocién de funcién), hemos con-
siderado necesario llevar a cabo una revisién sistematica de las
herramientas conceptuales pertinentes para dicho fin, completando
otros anadlisis del término concepcién, como los realizados por
Artigue (1989) y El Bouaizzaoui (1988), que se presenta en esta

seccidn.

En una investigacién realizada por Artigue (1984) sobre las
concepciones asociadas por los alumnos al objeto matematico circu-
lo, afirma que el término concepcién (del sujeto) se usa en Didac-
tica de las Matematicas con el fin de establecer una distincién
entre el objeto matemdtico que es tnico, y las significaciocnes
variadas que le pueden asociar nuestros alumnos .Ademas, la uni-
formidad de las definiciones y ejercicios propuestos en los manua-
les oculta la riqueza y la complejidad de las concepciones que se

le pueden asociar.

Vergnaud considera la concepcién como un estado cognitivo
global del sujeto y llega a la determinacién de una concepcién
partiendo de la definicién de un concepto matematico: “La nocidn
de concepcién nos da cuenta del estado de los conocimientos de un
alumno en relacion a un concepto”. Segin este investigador, todo
concepto matemdtico estaria determinado por una terna (S, I, s),
siendo:

S: el conjunto de situaciones que dan sentido al concepto;

I: el conjunto de invariantes que constituyen el concepto;

s: el conjunto de representaciones simbélicas usadas para
presentar el concepto, sus propiedades y las situaciones a
las que se refiere.

"andlogamente, una concepcién estaria formada por esa misma terna,
pero considerdndola en un momento dado de la evolucién del concep-

to". (Verganud, 1982b)

Artigue, siguiendo la misma linea de Vergnaud, nos dice lo
siguiente:

"Asi como distinguimos en un concepto matematico:
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- la nocidén matemdtica tal como estd definida en el contexto
del saber cientifico en una época dada;

- el conjunto de significantes asociados al concepto: repre-
sentaciones simbélicas e icénicas;

- los instrumentos, utiles, teoremas, técnicas algebraicas
especificas del tratamiento del concepto;

distinguiremos en las concepciones del sujeto estas diversas

componentes y, en particular:

- la clase de situaciones-problema que dan su sentido al con-
cepto para el alumno;

- el conjunto de significantes que €l es capaz de asociarle,
en particular, las imdgenes metales, las expresiones simbé-
licas;

- las herramientas, uUtiles, teoremas, algoritmos de los cua-
les dispone para manipular el concepto” (Artigue, 1984,

p.9-10)

Brousseau destaca la estrecha relacién entre las concepciones

del sujeto y las situaciones de ensefianza:

“Las concepciones de los alumnos son el resultado de un
intercambio permanente con las situaciones problema en
las cuales estadn situados y en el curso de las cuales
sus conocimientos anteriores son movilizados para ser

modificados, completados o rechazados" (Brousseau, 1982)

Tanto en el trabajo de Vergnaud como en el de Artigue, se
manifiesta claramente el caracter sistémico de la concepcién,
cuando se concibe ésta como estado cognitivo global del sujeto
referido a un objeto dado. Este caracter sistémico y la relacién
de las concepciones con la clase de problemas- situaciones que dan
sentido al concepto, ocasionan un problema metodeldgico en la eva-
luacidén de las concepciones de los alumnos. Las situaciones de
evaluacién tienen, necesariamente un caracter restringido, por lo
que las tareas presentadas son sélo una muestra de las posibles
situaciones que dan sentido al concepto. La caracterizacién del

estado cognitivo global en relacién a un objeto exigiria una mues-
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tra representativa y suficientemente amplia de situaciones de eva-
luacidén, lo cual es dificil de conseguir en una investigacién con-

creta.

Para diferenciar entre la concepcién global del sujeto, que
es un constructo tedrico inobservable y los aspectos parciales de
las concepciones globales, que son inferidos a partir de las
respuestas de los alumnos en las situaciones de evaluacién,
Artigue llamara concepcién local, la que se manifiesta en una
situacidén, ligada al saber puesto en juego, en un intento de

operativizar la nocién tedrica de concepcidn.

Asi, una concepcién de caracter local permitirad reconocer v,
en Ssu caso, resolver una subclase de situaciones, consideradas
como comparables, con la ayuda de los mismos esquemas, de los mis-
mos términos y con procedimientos cercanos, Jjustificado todo ello
con razonamientos andlogos y tratados con la ayuda de propiedades

logicamente relacionadas. (Brousseau, 1988)

La relacién entre concepciones y tareas realizadas en una
determinada situacién también queda establecida por Coquin-Viennot

(1985):

"¢Es posible definir el "grado de adquisicidén” de un
concepto én funcién del nimero y de la naturaleza de las
tareas realizadas? Analizando el tipo de errores cometi-
dos podriamos evaluar no solamente el grado de adquisi-
cion sino también la "cualidad” de la adquisicién. Este
grado y esta cualidad correspondiente, corresponderian a
una representacién que el alumno se hace del concepto:
una concepcién. A diferentes estados de adquisicidn
corresponderian diferentes "concepciones" mids y mas aca-
badas, pero estas concepciones diferentes pueden igual-
mente coexistir y estar mds o menos disponibles segun

las situaciones” (p.145-146)

Segin Margolinas (1993) el término concepcién (del sujeto)
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describe un modelo de comportamiento cognitivo del sujeto en
situacién, construido por el investigador . Consideramos muy sig-
nificativa esta referencia, ya que presenta la concepcién como una
herramienta Util que, construida "a priori” por el investigador le
permite describir o explicar los procedimientos, los modelos de
comportamiento, las definiciones, etc. que los alumnos manifiestan
en una determinada situacién y, en consecuencia, locales y ligados

a un saber especifico de la matematica.

Estrechamente ligadas a este caracter “local” de las situa-
ciones de ensefianza, estan las relaciones que establecen Douady y
Perrin entre las concepciones del sujeto y los cuadros en las que

estas se desarrollan: “Asi para el area, los alumnos desarrollan

numero ligada al cuadro numérico." (Douady, Perrin, 1989, p.395)

Para Douady, el término cuadro “estd tomado con el sentido
que usualmente le ‘damos cuando hablamos del cuadro aritmético,
cuadro geométrico, .... Decimos que un cuadro estd constituido por
objetos de una rama de las Matematicas, sus formulaciones, even-
tualmente diversas, y las imdgenes mentales que el sujeto asocia
en un momento dado a estos objetos y a estas relaciones. Estas
Imdgenes juegan una funcidén esencial en el funcionamiento como
utiles, de los objetos del cuadro. Dos cuadros pueden comportar
los mismos objetos matemdticos y sin embargo, diferir por las imi-
genes mentales y la problematica desarrollada.” (Douady, Perrin,

1989, p.398)

A través de las ideas aportadas por los autores anteriormente
citados y a pesar de la falta de una definicién explicita, podemos
resumir que: la concepcidén (del sujeto) en su sentido local, esta
estrechamente ligada al saber puesto en Jjuego y a los diferentes
problemas en la resolucién de los cuales interviene. (Artigue,
1989). En consecuencia, el alumno construird progresivamente sus
conocimientos pasando por concepciones sucesivas que la forma tra-
dicional de ensefilanza no le permite en, muchas ocasiones, explici-

tar. Un mismo alumno puede utilizar numerosas concepciones igno-

53



rando sus relaciones, o bien al contrario, relacionadndolas con una

concepcién mads general. (Brousseau, 1988)

Diversos tipos de concepciones del sujeto

Algunos investigadores matizan de forma expresa el término
concepcién (del sujeto) y hacen referencia a concepciones inicia-
les, espontéaneas, ingenuas, naturales, resistentes, propias, etc.

aunque no dan una definicién previa de las mismas.

Asi, por ejemplo, Sierpinska (1989a) utiliza en algunos de

sus trabajos el término "concepciones espontaneas”

"Debatiendo con los alumnos sobre sus primeras concep-
ciones espontdneas del limite de series infinitas numé-
ricas, surgieron discusiones sobre sus actitudes hacia

las matemdticas, el infinito y el nimero” (p.143)

También Johsua, Viennot, Resnik se interesan en sus traba jos

por las "“concepciones naturales o ingenuas” de los alumnos:

“Las concepciones ingenuas o incorrectas de los sujetos
sirven de base activa a los razonamientos y acciones de
los alumnos. Una ensefianza cientifica debe, en parte,
ser construida contra estas concepciones naturales”

(Johsua, 1989, p.313)

“La nocién de obstdculo epistemolégico esti fuertemente
asoclada a la gran corriente de estudios sobre las con-
cepciones del sujeto ... Estas concepciones comunes o
naturales aparecen en principio como dignas de interés,
en tanto que se desvian de los saberes ensefiados"”

(Viennot, 1989, p. 117)

"los educadores .... pueden tratar de conducir a los
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alumnos a reemplazar sus concepciones ingenuas ayuddndo-
les a elaborar una concepcion hipotética nueva (la con-

cepcion cientifica)” (Resnik, 1989, p. 168)

En su tesis, dedicada al estudio de las concepciones de los
alumnos de secundaria sobre la nocién de continuidad de una fun-
cién, E1 Bouaizzaui (1988, p.20), realiza las siguientes distin-

ciones:

— concepciones iniciales: previas a todo aprendizaje escolar
sobre las nociones dadas.

- concepciones inducidas por la ensefianza:
a) concepciones controladas por la ensefianza: construidas
por los alumnos y provocadas intencionalmente por el pro-
fesor con objeto de hacerles adquirir una nocién.
b) concepciones incontroladas por la ensefianza: construi-
das por los alumnos a través del proceso de adquisicién de
una nocién y no provocadas intencionalmente por la ense-

Ranza.

Bodin (1992, p. 23) se refiere también a diferentes tipos de
concepciones: ”Serfa preciso distinguir las concepciones acciden-
tales, ligadas a un contexto preciso (se traducen por comporta-
mientos inestables), de las concepciones provisionalmente estables
aunque destinadas a evolucionar, las concepciones (erréneas o no)
que se erigen o se erigirdn en obstdculos, las concepciones cono-
cidas y reconocidas como tales por los ensefiantes de las que ellos

ignoran en tanto que concepcidn, etc."”

En la actualidad existen diferentes investigadores interesa-
dos en estudiar las concepciones de los alumnos desde un punto de
vista particular -"operacional" y "estructural’-. Entre ellos se

encuentran Dubinsky, Hawks, Nichols y Sfard.

Para estos autores la nocién de concepcién se trata de un
término de naturaleza esencialmente cognitiva, ya que fundamentan

su trabajo en una teoria general derivada del concepto de abstrac-
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cién reflexiva de Piaget. De acuerdo con dicha teoria, el conoci-
miento matemdtico de una persona reside en su tendencia a respon-
der a una situacién problemadtica percibida, construyendo o recons-
truyendo esquemas mentales de todo aquello de lo que trata la si-

tuacidn.

“Un esquema es para nosotros una coleccién mis o menos
coherente de objetos (fisicos o mentales), junto con
acciones y procesos internos que son aplicados a estos
objetos. Esta construido por ciertas actividades cogni-
tivas que incluyen: interiorizacién, coordinacidén, re-
versibilidad y encapsulacidén (convierte un proceso en un

objeto)” (Dubinsky, 1989, p.291-292)

Segun Sfard (1989) muchas de las nociones mateméaticas pueden
concebirse por los alumnos de dos formas: operacionalmente (como
procesos) y estructuralmente (de una forma estatica, como objetos
abstractos). Asegura que "estas dos aproximaciones, ostensiblemen-
te incompatibles, (;cémo puede algo ser un proceso y un objeto al
mismo tiempo?)"” son para ella, en efecto, compatibles. Para expli-
car esto considera el fendémeno de "reification" que convierte un
proceso en un objeto abstracto. Dubinsky utiliza el término
"encapsulation®, pero ambos fendmenos son analogos - conversidén de

procesos en objetos matematicos abstractos-.

En el proceso de formacién de un concepto, la concepcién
operacional es con frecuencia, la primera que se desa-
rrolla. Fuera de ella, la concepcién estructural la iria
envolviendo gradualmente. .... ciertas partes de la Ma-
tematica las podemos observar con cierto grado de jerar-
quizacioén, lo que es concebido de una forma puramente
operacional en un nivel, se podria concebir estructural-

mente en un nivel mds alto. En otras palabras, los

procesos se convierten en un todo compacto y estatico,
es decir, son encapsulados, para llegar a ser unidades
bdsicas de una teoria de un nivel mas alto" (Sfard,

1989, p.151)
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Dubinsky, Hawks y Nichols (1989) llaman concepcién objeto a
"aquella que la reconstruye el sujeto en un plano de pensamiento
superior, a través de una concepcién proceso y un rico repertorio
de propiedades y experiencias. Todo esto retenido es "encapsula-
do"; y el sujeto piensa en la nocién como un objeto” (p.293). Se-
gin esta descripcién podemos afirmar que existe una analogia total

entre la concepcién estructural y la concepcién objeto.

1.6. SENTIDO EPISTEMOLOGICO DE LA NOCION DE CONCEPCION

En la descripcién que hace Artigue del término concepcidn se
aprecian dos sentidos complementarios para el mismo: el punto de
vista cognitivo (los conocimientos y las competencias del sujeto
en relacién a un objeto matemdtico particular) y el punto de vista
epistemolégico, en especial al estudiar la génesis histérica, don-
de, para un mismo concepto matematico se han ido sucediendo una
diversidad de puntos de vista sobre el mismo que, en su momento
fueron considerados como correctos y posteriormente han sido re-

chazados o revisados.

El Bouazzaoui (1988) utiliza la expresién concepciones colec-
tivas para referirse a los distintos tipos de conocimientos mate-
maticos transmitidos por los programas y manuales escolares o bien

identificados en la génesis histérica.

1.6.1. CONCEPCIONES IDENTIFICADAS EN LA GENESIS HISTORICA DE UNA
NOCION MATEMATICA

Los conceptos matemdticos que figuran en los manuales de los
alumnos, o bien los manejados por los profesores en el aula, en
general, se presentan como algo cerrado y acabado, algo definiti-
vamente perfecto. Como consecuencia, "esta presentacidén elimina

completamente la historia de los saberes, es decir, la sucesién de
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dificultades y preguntas que han provocado la aparicién de los
conéeptos fundamentales, su empleo para tantear nuevos problemas,
la introduccién de técnicas y cuestiones nacidas de los progresos
en otros sectores, el rechazo de ciertos puntos de vista que han
resultado falsos o inadecuados y las innumerables discusiones que
han ocasionado. Esta presentacién enmascara el verdadero funciona-
miento de la ciencia, Imposible de comunicar, para poner en su

lugar una génesis ficticia" (Brousseau, 1986, p.283)

El estudio de la génesis de los conceptos constituye un méto-
do muy fecundo en la Didactica de la Matemitica, donde no se pre-
tende reintroducir el método histérico en la enseflanza, pero si
estudiar los procesos que han seguido los conceptos matematicos en
su formacién y en su desarrollo, los mecanismos de produccién de

as caracteristicas de 1la

[y

estos saberes, y, en general, conocer

actividad matematica.

Artigue (1989) en un trabajo titulado "Epistemologie et Di-
dactique” justifica la necesidad que el didacta tiene de realizar

un estudio epistemolégico.

“En un primer nivel el andlisis epistemolégico es nece-
sario para el didacta puesto que ayuda a poner en dis-
tancia y bajo control las "representaciones epistemold-
glicas" de las matemdticas inducidas por la ensefianza:

- ayudando a dar una historicidad a los conceptos mate-
maticos que la ensefianza usual tiende a presentar como
objetos universales tanto en el espacio como en el
tiempo.

- ayudando a dar igualmente una historicidad a nociones
metamatemdticas que la enseflanza usual cultiva con la
ficcidn de un rigor eterno y perfecto en las matemiti-

cas” (Artigue, 1989, p.1)

Precisamente el estudio de la transposicién didactica tiene
como uno de sus objetivos poner de manifiesto todas las anteriores

diferencias intentando con ello que el didacta tome consciencia de
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la distancia que separa la economia de los dos sistemas: el siste-

ma cientifico y el sistema de ensefianza.

El analisis epistemoldégico permite también a la Didactica

"desprenderse de la ilusién de transparencia de los objetos del

saber que ella manipula, ayudando, con ello, al didacta a libera-
rase de las representaciones epistemolégicas errdneas que tiende a

inducir su practica de ensefilanza"” (Artigue, 1989, p.2)

La epistemologia interviene también de modo muy decisivo en
la configuracién de los elementos constitutivos de la significa-
cién de un determinado concepto, analizando los diferentes senti-
dos con los que ha podido aparecer y su adaptacién mas o menos

idénea a la resolucién de distintos problemas.

Un analisis epistemolégico de una determinada nocién nos con-
ducira asi, a la determinacién de toda una serie de concepciones
histéricas ligadas a la misma , ello nos permitira poner en evi-
dencia “toda la pluralidad de puntos de vista posibles que histo-
ricamente han estado asociados, diferenciar las representaciones y
modos de tratamiento que le han sido asociados y observar su adap~-
tacion mas o menos buena a la resolucién de tal o cual clase de
problemas. ... Ayudard también al didacta a luchar contra la ilu-

sién de transparencia de la comunicacién didactica inducida por

los modos empiristas del aprendizaje, permitiéndole diferenciar el
saber que la enseflanza quiere transmitir y los conocimientos efec-

tivamente construidos por los alumnos." (Artigue, 1989, p.14)

1.6.2. CONCEPCIONES QUE SE TRANSFORMAN EN OBSTACULOS EN LA GENESIS
HISTORICA DE UNA NOCION MATEMATICA

El mecanismo de adquisicién y evolucién del conocimiento,
tanto a nivel cultural u objetivo como personal o subjetivo, im-
plica una constante interaccién con los conocimientos anteriores,
sometiéndolos a revisién, modificandolos o, incluso, rechazando-

los, hasta llegar a formar conocimientos nuevos. "El mecanismo de
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la adquisicidn de éonocimientos, puede aplicarse tanto a la epis-—
temologia o historia de las ciencias, como al aprendizaje o la
ensefianza. Tanto en un caso como en el otro, la nocién de obstdcu-
lo es fundametal para plantear el problema del conocimiento cien-

tifico" (Brousseau, 1983, p. 38)

Hay una serie de investigadores que utilizan el analisis
epistemolégico histérico determinando concepciones y obstaculos
ligados al desarrollo y evolucién de una nocién matematica como
una herramienta muy Util para el analisis didéactico de las concep-
ciones y obstédculos que se pueden presentar en los alumnos. Entre
ellos encontramos a Brousseau (1983), Sierpinska (1985, 1989,
1992), Artigues (1984), Janvier y René de Cotret (1989), El Boua-

zzaoui (1988), etc

Los obstaculos identificados en la génesis histérica de un
concepto son obstdculos epistemolégicos: “tienen su origen en la
propia constitucion del conocimiento. Se les puede encontrar en la

propia historia del concepto” (Brousseau, 1983, p.173)

Sierpinska (1985) destaca de forma explicita la ayuda que
ofrece al didacta el andlisis epistemolégico: "En el cuadro de
nuestra investigacidén la historia juega la funcidén de un Gtil. Sin
embargo, el estudio histérico no tiene por qué ser paralelo al
estudio experimental. Los dos estudios estdn en interaccién. Por
una parte podemos esperar que el conocimiento de las condiciones
histdricas en las que un obstaculo ha sido reconocido y posterior-
mente superado ayudard a comprender las fuentes y la naturaleza de
un obstaculo andlogo descubierto en los alumnos, por otra parte,
es posible que el descubrimiento y andlisis de los obsticulos o de
las dificultades encontradas en los alumnos de hoy dia permita
proyectar alguna luz sobre los puntos de vista adoptados por las

matematicas del pasado”. (p.8)

Segun Sierpinska (1992) podemos distinguir varios niveles en

el origen de los obstaculos epistemolégicos:
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- nivel de actitudes, creencias y convicciones de nuestra
visién del mundo: Este tipo de conocimiento es explicito o
explicitable. Lo podemos siempre comunicar a los demas, por
ejemplo, cuando decimos afirmaciones tales como: "las mate-
maticas son el lenguaje de la ciencia”. Pero esta clase de
afirmaciones no exige ningin tipo de justificacién sino que
mas bien estdn autorizadas por la tradicién o el sentido

comun: es algo que todo el mundo conoce.

- nivel de esquemas de pensamiento: Este tipo de conocimiento
seé usa, en su mayor parte de forma inconsciente; esta de-
terminado por las diferentes formas con las que podemos
aproximarnos a la resolucién de un problema, por la manera
de interpretar situaciones, por todoe aquello que hemos
aprendido en la préctica o por la imitacién en el curso de

nuestra socializacién y educacién.

- nivel de conocimiento técnico: Estd formado por conocimien-
tos explicitos, légicamente justificados, necesarios en di-
ferentes profesiones; las personas que lo poseen estan aso-
ciadas, generalmente por un factor comin, como puede ser

pertenecer a una misma profesién o a un mismo grupo social.

Segun Sierpinska, estos tres niveles no son independientes.
Los diferentes enfoques "técnicos" con los que tratamos de dar
solucién a un determinado problema, pueden explicarse por los co-
nocimientos que tenemos a nivel de creencias o a nivel de esquemas
de pensamiento, y al contrario, nuestro conocimiento técnico, en
un cierto momento, puede cambiar nuestras creencias e, incluso,

nuestros esquemas de pensamiento.

"Si nuestras creencias son falsas creencias, y nuestros es-
quemas de pensamiento son inconscientes, pueden, muy bien, funcio-
nar como obstdculos para nuestro pensamiento en un nivel técnico”
(Sierpinska, 1992, p. 28). Por ejemplo, la creencia de los matema-
ticos griegos y, principalmente los pitagéricos, en la conmensura-

bilidad de todas las magnitudes geométricas se constituyé en un
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obstaculo para el desarrollo de los irracionales. La manifestacién
de los obtadculos se hace a través de los errores que produce, pero
estos errores no son, en ningun caso debidos al azar, sino que son

reproductibles y persistentes durante largo tiempo.

"Si un obstdculo no es propio de un sola persona, sino que es
mucho mas general ya que puede estar presente en una cierta cultu-
ra durante algiun periodo de tiempo, entonces se llama obstaculo
epistemoldégico” (Sierpinska, 1992, p. 28). Asi es como la nocién
de obstaculo epistemoldgico aparece como fundamental para plantear

el problema de la evolucidén del conocimiento cientifico.

La nocién de obstaculo epistemolégico se convierte, pues, en
un Util especifico para el anadlisis de la matematica como ciencia
en evolucién. De este modo, ciertos elementos de los niveles for-
mal e informal de la cultura matemitica pueden funcionar como obs-
taculos. Inconscientes o ligados a fuertes convicciones y creen-

clas, en general son dificiles de superar.

No obstante, los obstdculos epistemolégicos no se pueden enu-
merar o definir de una vez por todas. Ciertas ideas, ciertos es-
quemas pueden, a veces, funcionar como obstaculos, o bien pueden
ser fuentes de obstaculos en el desarrollo del pensamiento cienti-
fico, pero no se pueden considerar como obsticulos en el sentido

absoluto.

1.7. OTRAS NOCIONES RELACIONADAS CON LA DE CONCEPCION DEL
SUJETO

Estamos interesados en estudiar otros términos que, aunque
pertenecen a marcos teéricos diferentes, consideramos que pueden
aportar una mas completa visién del significado del término con-

cepcién en nuestra investigacién.
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1.7.1. IMAGEN CONCEPTUAL ("CONCEPT IMAGE") Y DEFINICION CONCEPTUAL
("CONCEPT DEFINITION")

Vinner y Tall (1981, 1983, 1989), aunque no definen el tér-
mino concepcidn, desarrollan una teoria en la cual relacionan los
significados que para ellos tiene la definicién de un concepto
("concept definition") y las imadgenes que de dicho concepto

("concept image") desarrollan los alumnos.

Para estos autores la mayoria de las nociones introducidas
en Matematicas las han encontrado, los alumnos, bajo diferentes
formas: situaciones de la vida real, palabras utilizadas en
expresiones coloquiales, analogia con otras nociones, etc. Existe
pues, en los alumnos una estructura cognitiva extremadamente com—
pleja asociada a cualquier nocién matematica. Las definiciones
rigurosas y formales a las que, con posterioridad, se enfrenten,
no sustituyen de manera inmediata a toda la complejidad de esta
estructura cognitiva. Contendra, ademis de las definiciones for-
males de dicha nocién, diversas imadgenes mentales, representacio-
nes, modelos, ejemplos y contraejemplos, relaciones con otras

nociones, etc.

"Debemos formular una distincién entre los conceptos
matematicos formalmente definidos y los procesos cogni-
tivos a través de los cuales se conciben” (Vinner y

Tall, 1981, p.151)

Estos autores consideran que todos los conceptos matemati-
cos, excepto los primitivos, tienen definicidén. Muchas de estas
definiciones se introducen en los programas de Matemdticas, sin
embargo, los escolares no usan necesariamente la definicién cuan-
do tratan con ejemplos o contraejemplos de un concepto. En la
mayoria de los casos "deciden en base a una imagen conceptual, es
decir, teniendo en cuenta todo un conjunto de esquemas mentales

asociados a dicho concepto” (Vinner y Dreyfus, 1989, p.356)

El término "concept image” lo usan en el mis amplio sentido
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de la palabra; incluye representaciones visuales del concepto
(por ejemplo, para el caso del concepto de funcién, serian los
graficos, los diagramas sagitales e incluso los simbolos tales
como "f(x)=", o bien, "y=" ) y propiedades que el alumno asocia a
este concepto (por ej. podrian pensar que una funcién siempre se
expresa algebraicamente). Seria también el resultado de su expe-
riencia con ejemplos y contraejemplos de dicho concepto. Sin em-
bargo, el conjunto de objetos matemidticos considerados por el
estudiante como ejemplos de un determinado concepto no coincide
necesariamente con el conjunto de objetos matemdticos determina-

dos por la definicién.

“Llamaremos "concept image" a la estructura cognitiva
completa que estd asociada al concepto, la cual incluye
representaciones mentales, propiedades asociadas Yy pro-
cesos. Se construye a través de los afios con experien-
clas de todo tipo, cambia si el individuo se encuentra
con nuevos estimulos y madura de este modo” (Vinner y

Tall, 1981, p.152)

Vinner y Tall, estudian también las definiciones que, de de-

terminadas nociones matematicas, manifiestan los alumnos:

“Nos referimos al "concept definition" como el conjunto
de palabras que se usan para especificar lo que es un

concepto” (Vinner y Tall, 1981, p.152)

A veces las definiciones que de algunos conceptos nos dan los
alumnos difieren mucho de la definicién formal de dicho concepto,
“son una descripcién de la imagen conceptual que personalmente
hayan construido”. A este tipo de definicién lo llaman "definicidn
personal” y la consideran como una parte integrante de su propio

"concept image". (Vinner, 1983, p.294)
“A veces los estudiantes estin tan seguros de su propia

imagen conceptual que pueden considerar superflua e ino-

perante la teoria formal”. (Vinner y Tall, 1981, p.155)
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Estos autores sugieren que en el proceso de aprendizaje de
los estudiantes se produce un fenémeno que denominan de "comparta-
mentalizacién": utilizan elementos en sus definiciones que poste-
riormente no emplean en sus argumentaciones para justificar deter-
minadas respuestas. “Este fendémeno de compartamentalizacién se
manifiesta cuando una persona tiene dos esquemas que potencialmen-
te entran en conflicto en su estructura cognitiva. Cliertas situa-
ciones estimulan un esquema, mientras que otras situaciones esti-
mulan otro, esto da lugar a conductas, que en numerosas ocasiones

son inconsistentes.” (Vinner y Dreyfus, 1989, p.357)

Refiriéndose a las nociones anteriormente presentadas, Arti-
gue opina que "la nocion de concept image estd muy préxima a la de
concepcion del sujeto en su sentido mds global” (Artigue, 1989,

p.15). Esta afirmacién es compartida por nosotros.

Esta proximidad también estd manifestada por Cornu en su te-

sis sobre el aprendizaje de la nocién de limite:

“"Para muchas nociones o conceptos matematicos, el
“concept image" no estd vacio antes de que la nocidén
aparezca explicitamente en la ensefianza. El alumno tiene
ya un cierto niumero de ideas, de imdgenes, de procesos,
de palabras que forman un conjunto, que puede no ser
coherente, pero que funciona en ciertas ocasiones. Noso-
tros llamamos concepciones espontaneas a estas ideas a
priori, que no son fruto de una enseflanza organizada"

(Cornu, 1983, p.67)

1.8. LA NOCION DE RELACION AL SABER

En la nocién de concepcién hemos diferenciado la doble ver-
tiente cognitiva (concepcién del sujeto) y epistemolégica (con-
cepcidén en la matemdtica o transmitida en la ensefianza). Pero atn

es posible ir m&s allad en esta diferenciacién, ya que, dentro de
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las concepciones colectivas y desde un punto de vista didactico,
no son las instituciones matematica y escolares las Unicas rele-
vantes. Las matemdticas se emplean también en la ciencia, la téc-
nica y en las diversas instituciones; incluso en la vida cotidia-
na, por ejemplo, y en las diversas asignaturas que configuran el
curriculum. La significacién, uso y restricciones del mismo sobre
un concepto dado puede diferir en estas diferentes instituciones
y las concepciones de cada sujeto seran influidas por los puntos
de vista y usos especificos mantenidos sobre un objeto en las

diferentes instituciones de las que forma o ha formado parte.

Para resaltar esta dependencia institucional de los conoci-
mientos construidos por los sujetos y englobar, asimismo, los
aspectos no meramente cognitivos, Chevallard en una serie de es-
tudios realizados en los Gltimos afios (1987, 1988, 1989, 1990) ha
elaborado un sistema tedrico en torno al concepto de relacién al

saber.

“"Lo que ordinariamente llamamos el saber de un individuo
(determinado) no es otra cosa que su relacién al saber
considerado. La nocién de concepto se aplica al saber
(de la institucién) y no al saber del individuo; no
hablaremos pues de formacién de conceptos a propésito
de sujetos, sino de formacién de la relacién de tal o
cual individuo a tal o cual concepto” (Chevallard,

1988a, p. 100)

Utiliza una metafora para explicar mejor esta nocién:

"Este nuevo concepto - relacién al saber - se eleva a
priori sobre una base metafdérica. Pero la metafora ha
cambiado. En lugar de reenviar a un movimiento por el
cual un objeto -el saber- pasaria de un lugar exterior
al individuo a un lugar interior -la cabeza, la mente,
el cerebro-, la metdafora aqui explotada reenvia a la
imagen del faro que ilumina localmente un paisaje noc-

turno. El paisaje es el saber, el faro el individuo, el
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haz luminoso la relacién al saber. Diremos entonces que
el individuo tiene una cierta relacién al saber - a tal
0 cual cuerpo del saber o a tal o cual objeto del saber”.

(Chevallard, 1988b, p.9)

Con este concepto de relacién al saber Chevallard trata de
sustituir la escala unidimensional que va del “saber” al “no
saber" por un sistema - la relacién - en el cual se trata de des-
cribir el estado en términos de condiciones. Fl cambio, segln é1,
es profundo: “No podemos contentarnos con describir la relacidn a
tal o cual objeto del saber - por ejemplo la nocidén de logaritmo -
diciendo que tal individuo "sabe" o "no sabe", tiene, domina o no
la nocién de logaritmo. El concepto de relacion permitird recurrir
a una descripcion diferenciada, a una “cartografia” de la rela-
cidén, cuya elaboracién constituye un problema fundamental de la

diddctica” (Chevallard, 1988b, p.10)

En el marco de la relacién al saber, Chevallard, distingue,
en primer lugar, dos tipos de relaciones diferentes: relacién per-
sonal y relacién institucional, ya que, segin é1, la puesta en
relacién de un individuo y un saber no se realiza mas que en el
marco de una institucién, bajo un contrato y a través de situacio-
nes institucionalmente determinadas. La formacién de la relacién
al saber, tal como lo genera la institucién, supone la entrada del
individuo en el contrato y la aceptacién de las situaciones esta-

blecidas por la institucién.

“Un individuo X no puede tener, con respecto a un objeto
de saber dado 0, mis que una relacién personal, que
emerge de un sistema de relaciones institucionales, re-
laciones ternarias, donde el individuo X entra en rela-
cién con el objeto O y uno o varios agentes de la insti-

tucion” (Chevallard, 1989, p. 16-17)
Segln este autor, en la enseflanza se tiene la creencia de que

conocer un concepto es la capacidad de ponerlo en funcionamiento

en un cierto numero de situaciones. Esta identificacidén tradicio-
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nal se encuentra respaldada en la noosfera por la epistemologia
clentifica, segin la cual un concepto no seria més que la suma de
sus usos. Esto nos llevaria "a priori” a una universalidad abs-
tracta a-institucional, en la que dominar un concepto seria domi-
nar el conjunto de sus usos en todas las instituciones donde el
concepto esta puesto en funcionamiento. Ahora bien, en cada insti-
tucién, y en el sistema de enseflanza en particular, un concepto
tiene un numero restringido de usos o de empleos modelizantes.
Esto nos conduce a poder analizar las relaciones que dicha insti-
tucién mantiene con un determinado saber, es decir a caracterizar

la relacién institucional.

Mediante la introduccién del término -relacién personal al
saber R(X,0)- Chevallard reemplaza “todo lo que creiamos ordina-
riamente poder decir - en términos de "saber hacer", de "concep-
ciones”, de "competencias", de "imigenes mentales", de "represen-
taciones", de "aptitudes”, etc - de X a propésito de O. ...El con-
cepto de relacion personal a un objeto del saber aparece asi como
englobando los aspectos fragmentarios en los cuales los disociamos

ordinariamente” (Chevallard, 1989, p. 17)

Esta relacién personal tiene, segin este autor, dos componen-
tes: una relacion publica -visible y manifiesta- y una relacién

privada.

En un trabajo reciente realizado por Rouchier (1990) sobre el
proceso de institucionalizacién situa las concepciones del sujeto
dentro de las relaciones personales publicas al saber ya que, se-
gun él, las concepciones del sujeto son conocimientos que se mani-
fiestan de forma publica. Se trataria, seguin terminologia de Che-
vallard, de las relaciones personales publicas al saber. Ahora
bien, el sujeto también conoce muchas regularidades que se consti-
tuyen como conocimientos privados. Todo esto conforma su relacidén
privada al saber. El sujeto no lo utiliza de forma publica. Seria
el lugar de los modelos implicitos, del teorema en acto, de las

intuiciones, de las imdgenes mentales, etc.
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Por nuestra parte creemos que los términos concepcion del
sujeto y relacidén personal son préximos pero no sinénimos. En pri-
mer lugar, la relacién al saber incluye otros aspectos, como los
afectivos, o las competencias, que usualmente no son consideradas
como concepciones. La relacién al saber siempre tiene un caracter
global, mientras que, como hemos visto, la concepcién puede ser

considerada bajo un punto de vista local.

Respecto a la relacién institucional al saber, desde nuestro
punto de vista seria préxima a la idea de concepcidén epistemolégi-

ca, si la institucién considerada es la Matematica o la escolar.

1.9. SIGNIFICADOS, CONCEPCIONES Y RELACION AL SABER

La mayor parte de los conceptos teéricos que hemos analizado
tratan de definir los conocimientos y creencias de los sujetos
sobre los objetos matematicos, aunque pasan por alto una reflexién
epistemolégica previa sobre la naturaleza de estos objetos
matematicos. Como excepcién particularmente notable citamos a
Vergnaud (1982b; 1990) que aporta una nocién de concepto a que
hemos hecho referencia y que consideramos de gran relevancia vy

profundidad.

En Godino y Batanero (1993a, 1993b) se formula una ontologia
de los objetos matemdticos que tiene en cuenta el triple aspecto
de la matemdtica como actividad de resolucién de campos de proble-
mas, socialmente compartida, como lenguaje simbélico y como siste-
ma conceptual légicamente organizado. El sistema tedrico que in-
troducen estos autores se inspira estrechamente en las nociones de
practica, objeto y relacién al objeto propuestas por Chevallard
(1989; 1992) aunque precisan algunas de estas ideas y explicitan
su conexién con la actividad de resolucién de problemas matemati-
cos. Proponen, ademds, un primer nivel de desagregacién de la no-
cién de relacidén al objeto, aportando una definicién del signifi-

cado que destaca los aspectos puramente epistémicos y semidticos
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de dicha relacién de otros como los actitudinales.

El punto de partida de este trabajo es la idea de campo de
problemas como conjunto de situaciones problemdticas para las
cuales puede ser valida una solucién equivalente. Lo que
caracteriza un problema como matemidtico es la actividad
desarrollada en su resolucién que incluye: buscar lo esencial
entre los contextos, simbolizar, validar, generalizar; en

definitiva matematizar en términos de Freudhental (1991).

Al resolver el problema, validar su solucién, comunicarla a
otras personas o generalizarla a otros problemas se realizan
actividades o practicas (textuales, graficas, orales, ...), que
pueden ser manifestaciones empiricas observables o también
acciones interiorizadas. Entre estas practicas 1los autores
diferencian las practicas significativas, cuando la persona que
resuelve el problema considera que las mismas desempefian un papel
en dicha resolucién. Las practicas no significativas incluirian
los ensayos fallidos, que se abandonan por no ser considerados

utiles para el fin pretendido.

Se diferencia entre practicas personales y practicas
institucionales asociadas a un mismo campo de problemas. Las
primeras dependen del sujeto y las segundas son socialmente
compartidas por los sujetos de una misma institucién, teniendo por
tanto estas ultimas el caradcter de observables. Desde el punto de
vista didactico esta diferenciacién entre practicas personales e
institucionales permite recoger en una teorizacién comun, tanto
los procedimientos y soluciones que, en la ensefianza del tema se
consideran correctas, como los errores, que para los alumnos
constituyen "buenas soluciones” al problema que se les ha

propuesto.

A partir de la actividad de resolucién de un campo de
problemas y del sistema de practicas asociado, se produce en las
instituciones la emergencia progresiva (Morin, 1987) de ciertos

objetos institucionales, productos globales de las actividades que
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forman este sistema de practicas. Estos objetos, en un momento
dado son nombrados y se reconoce su entidad cultural.
Sucesivamente son generalizados, dotados de propiedades vy
empleados en la resolucién de nuevos problemas. El sistema de
practicas asociado al objeto se define como significado del objeto

institucional.

Similarmente, el aprendizaje del sujeto se produce mediante
la emergencia progresiva del objeto personal a partir del sistema
de practicas personales asociadas a un campo de problemas, que

constituyen el significado de dicho objeto.

Para Godino y Batanero (1993a, 1993b) la nocién de concepcioén
del sujeto (respectivamente, en sentido epistemoldgico) puede des-
cribirse como un emergente del sistema de practicas personales
(respectivamente, institucionales) asociadas a campos de proble-
mas, esto es, serian objetos personales o institucionales en su
teorizacién. La distincién introducida entre el objeto (emergente
inobservable de un sistema de practicas) y el significado del mis-
mo (sistema observable de précticas en el caso de la institucién
y parcialmente observable en el caso del sujeto) permite analizar
mds nitidamente la problematica de la evaluacién de los construc-
tos no observables directamente como son las concepciones. Estas
son inferidas a partir de sistemas de indicadores empiricos forma-
dos por las respuestas de los sujetos a situaciones de evaluacidn

adecuadas.

1.10. CONCLUSIONES SOBRE LA NOCION DE CONCEPCION

En las Secciones anteriores hemos analizado la nocién de
concepcién, y otras relacionadas con ella empleadas con frecuencia
en la investigacién didactica, con el fin de estudiar las
diferencias y semejanzas entre las mismas. Esto nos permitira
clarificar esta nocién teérica y su uso en la parte experimental

de nuestro estudio.
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Hemos diferenciado, en primer lugar, entre la acepcidén
cognitiva - concepciones del sujeto- y la acepcién epistemoldgica
de esta nocidén. La concepcidén en su caracter epistemoldgico puede
referirse a la evoluciédn histérica de 1los objetos del saber
matemadtico, asi como en los cuestionarios oficiales y libros de
texto de los alumnos. Se trata asi de una nocién que tendria un
caracter institucional porque se encuentra asociada a determinadas
instituciones culturales y sociales (la matematica y el sistema
educativo); esto supone la atribucién de un caracter relativo a

los objetos matematicos.

La acepcidén como concepcién del sujeto la utilizaremos para
referirnos a los conocimientos del sujeto sobre un objeto,
originados como consecuencia de los procesos de ensefianza -
aprendizaje en el seno de sistemas didacticos o en entornos
informales. Serian el resultado de un intercambio permanente de

los sujetos con las situaciones de ensefianza o con su entorno.

Aunque las concepciones siempre tienen un caracter global,
hemos seflalado también el interés en hablar de concepcién local,
ligada a ciertos subconjuntos de situaciones que dan sentido al
concepto, pues en una investigacién especifica son estos aspectos
parciales - las concepciones locales- las que son accesibles al

estudio didactico.

La mayor parte de 1los autores reconocen ciertas
caracteristicas a las concepciones del sujeto: su existencia
previa a la instruccién formal; su caracter a veces resistente,
que no puede ser modificada con la instruccidén expositiva; y, en
particular, la estrecha relacién con las situaciones en las que un

concepto se dota de sentido.

Diferentes autores proponen tipologias para las concepciones
del sujeto; asi se distingue entre concepciones esponténeas y
concepciones inducidas por la ensefianza (voluntaria o]

involuntariamente), concepciones accidentales o provisionalmente
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estables, etc. En particular el término de "misconception” se
emplea para indicar una concepcién inadecuada y el término
obstaculo se identifica con una concepcioén que, aun teniendo un
dominio de validez, provoca errores persistentes en otros dominios

y cuyo origen puede escapar al sujeto.

Otros autores destacan aspectos parciales de las
concepciones, proponiendo términos como “concept definition" vy

“concept image", concepcién estructural y operacional.

Mencién especial merece la nocién de relacién al saber, mas
amplia que la de concepcién, ya que abarca los aspectos tanto
puramente epistémicos como las actitudes y competencias de un
sujeto o una institucién con respecto a un objeto matematico. Este
concepto tiene asi una gran generalidad, pues permite considerar
otras instituciones de referencia y recoge las dimensiones
epistemolégicas y psicolégicas de las concepciones, asi como los

demas aspectos citados.

Pero las ideas de concepcién sobre un objeto y de relacién al
objeto, tanto personal como institucional, parten de un dato
previo cuya existencia y estructura interna no se analiza ni
cuestiona: el objeto. Exceptuando a Vergnaud, no hay en la
literatura de investigacién didactica revisada una formulacién
explicita de qué sea un concepto matematico, ni de cual pueda ser
la estructura interna de los objetos abstractos tomados en cuenta

desde un punto de vista objetivo o cultural.

Puesto que este autor (Vergnaud 1982b, 1990) propone una
definicién de concepto, adaptada para los estudios psicoldgicos y
didacticos, en la cual incluye no sélo las propiedades invariantes
que dan sentido al concepto sino también las situaciones y los
significantes asociados al mismo, consideramos que la concepcién

del sujeto debemos caracterizarla por:

- los invariantes que el sujeto reconoce como notas esencia-

les que determinan el objeto;
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- el conjunto de representaciones simbdlicas que le asocia y
utiliza para resolver las situaciones y problemas ligados al

concepto;

- el conjunto de situaciones, problemas, etc. que el sujeto
asocia al objeto, es decir para las cuales encuentra apro-

piado su uso como herramienta.

Andlogamente, en la nocidén de concepcién considerada desde
el punto de vista epistemoldégico (o institucional), tanto en la
evolucién histérica de los objetos del saber matematico, omo en
los cuestionarios oficiales y libros de texto de los alumnos,
hemos optado por diferenciar los tres componentes descritos, refe-
ridos segin el caso a la institucién correspondiente (histérica o

escolar).

Por otro lado, hemos visto cémo el interés de las ideas de
concepcién y relacién al saber es admitir la pluraridad de puntos
de vista sobre un mismo objeto matemdtico. Sin embargo, no
plantean el problema de la evaluacién de estos diversos puntos de
vista, no diferenciando, en el caso de concepciones subjetivas o
relaciones personales al saber, estos diversos puntos de vista de
sus manifestaciones observables, que pueden ser diversas vy

numerosas.

Este problema es abordado directamente por Godino y Batanero
(1993a, 1993b) quienes resaltan la correspondencia existente entre
las concepciones referidas a un objeto matemdtico, el campo de
problemas o situaciones que dan sentido al concepto y las practi-
cas explicitadas por los sujetos en el proceso de resolucién de
estos problemas. Esta correspondencia es la que permite utilizar
estas practicas o respuestas a los items propuestos en las situa-
ciones de evaluacidén para inferir las concepciones de los sujetos,
para lo cual seria necesario emplear situaciones de evaluacién en
las que se pongan de manifiesto una muestra representativa de

practicas correspondientes a los tres tipos de componentes que
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caracterizan las concepciones, esto es:

- practicas en las que el sujeto explicite las caracteristi-
cas o Iinvariantes que reconoce como notas esenciales que
determinan el objeto;

- practicas en las que el sujeto precise emplear el conjunto
de representaciones simbélicas que asocia al concepto;

- practicas que permitan inferir el conjunto de situaciones,
problemas, etc. que el sujeto asocia al objeto, es decir

para las cuales encuentra apropiado su uso como herramienta.

La nocién de concepcién, completada con 1la idea de
significado, como sistema de préacticas asociado a la misma, se
convierte asi, para el investigador, en un instrumento util para
el analisis didéctico. Proponemos para ello realizar, en
principio, un estudioc de las concepciones epistemolégicas
asociadas histéricamente a la funcién, tratando de determinar la
pluralidad de puntos de vista posibles que le han sido asociados,
diferenciar las representaciones y modos de tratamiento empleados
y poner en evidencia su mayor o menor adaptacién a la resolucién
de diferentes problemas. Estas concepciones epistemoldégicas nos
aportaran un conocimiento relevante que nos servira como "marco de
referencia” para comprender los factores determinantes de los pro-
cesos de enseflanza-aprendizaje o los fendmenos de transposicién

didactica.

Posteriormente proponemos determinar las concepciones que
transmiten los cuestionarios oficiales y manuales escolares, ana-
lizando las condiciones y restricciones que impone el régimen di-
dactico a todo objeto de saber (proceso de transposicién didacti-

ca).

Por ultimo, proponemos estudiar y analizar las concepciones
de los sujetos que, como en toda investigacién, se restringira a
los aspectos locales puestos en evidencia por las situaciones de
evaluacién empleadas. Utilizaremos un instrumento que permita re-

coger las practicas de los alumnos referidas a las tres categorias
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que hemos descrito, permitiéndonos los estudios precedentes des-

cribir y explicar los procedimientos, los modelos de comportamien-

to, las definiciones, etc, que estos alumnos manifiestan en rela-

cién a la nocién de funcién.
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CAPITULO 2

PROBLEMA DE INVESTIGACION. ANTECEDENTES. METODOLOGIA

2.1. INTRODUCCION

El concepto de funcidén, siendo uno de los mas importantes
conceptos matematicos debido a su naturaleza wunificante vy
modelizadora, y estando presente en los curriculos escolares desde
los cursos de ensefianza primaria hasta los de Secundaria y COU,
es, sin embargo, un concepto complejo ya que contiene una
multiplicidad de registros representativos y genera muy distintos
niveles de abstraccién. Debido a estas caracteristicas, han sido
numerosos los investigadores interesados en estudiar diversos
aspectos relacionados con el proceso de ensefianza- aprendizaje de
esta nocién. Nuestro interés se ha centrado de manera especial en
aquellos trabajos que tratan de clarificar las formas de conoci-
miento generadas por los alumnos y de analizar el desarrollo de

las diferentes concepciones manifestadas por los estudiantes.

En este capitulo presentaremos, en primer lugar, el estado de
la cuestidén de las investigaciones realizadas sobre el &rea pro-
blematica en la que se incluye nuestro trabajo y, en segundo lu-
gar, la descripcién del problema sobre el que desarrollaremos

nuestra investigacidén, asi como las diferentes fases de la misma.
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2.2. AREA PROBLEMATICA. ANTECEDENTES. INVESTIGACIONES SOBRE LAS
CONCEPCIONES DE LOS ALUMNOS RELATIVAS A LA NOCION DE FUNCION.

Los primeros estudios sobre la génesis de la nocién de fun-
cién en nifios y jévenes los encontramos en la obra de Piaget,
Grize y Szeminska ”Epistemologie et Psychologie de la fonction"
publicada en 1968. Sin embargo, el interés por el estudio de las
concepciones de los alumnos sobre la nocién de funcién en las
investigaciones en Didactica de las Matemiticas podemos decir que
es bastante mas reciente. En los ultimos afilos se ha desarrollado
una diversidad de investigaciones en torno a la nocién de funcién
como lo muestra el "survey" elaborado por Leinhardt y cols (1991)

sobre funciones y graficas.

Dado su caracter global y comprensivo, comenzaremos nuestra
descripcién del é&rea problemdtica con una sintesis del trabajo
realizado por Leinhardt, Zaslavsky y Stein (1990). En las
secciones 2.2.1 y 2.2.3 profundizaremos en el estudio de las
principales 1investigaciones publicadas sobre 1los problemas de
enseflanza-aprendizaje de las funciones desde nuestra propia

perspectiva.

El "survey" de Leinhardt, Zaslavsky y Stein

Este trabajo comprende los aspectos tanto del aprendizaje
como de la ensefianza de las funciones y graficas en los niveles de
edades entre 9 y 14 aflos. Se propone determinar los principales
aspectos investigados sobre cémo se aprenden las nociones sobre
funciones y graficos en estos niveles de ensefianza y cémo pueden
ser ensefiados. Adoptan como criterio de clasificacién de los tra-
ba jos las tres categorias siguientes: analisis de tareas, aprendi-
zaje y ensefianza. Describimos, a continuacidén, cada una de estas

tres categorias.
a) Tareas
En las 1investigaciones clasificadas dentro del grupo

"andlisis de tareas y su presentacidén”--se discuten las cuestiones
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seguin cuatro constructos no disjuntos:

- La accion del alumno (interpretacidén o construccién):

tareas de prediccién;
~ tareas de clasificacién;
- tareas de traduccién;

- tareas sobre escalas;

- La situacién, se refiere al entorno del grafico o de la
funcién y puede ser mds o menos contextualizado o abstracto (un
laboratorio de ciencias, la clase de matematicas o los estudios

sociales)

- Las variables, son los objetos de las funciones y graficas;
son los "datos", concretos o abstractos; discretos o continuos;

medidos en forma categérica, ordinal, intervalo o razén.

- El foco de interés, la localizacién de la atencién dentro
de una tarea especifica (interna al sistema de coordenadas, o sea
sobre el gréfico y los componentes) o sobre el sistema de coorde-

nadas (ejes, etiquetas o escalas)

b) Aprendizaje del estudiante.

Comprende aquellos trabajos que enfatizan los aspectos del
desarrollo de la comprensién por los alumnos de las nociones de
funcién y sus graficas respectivas. A su vez destacan dos nociones
tedéricas como elementos organizativos: las intuiciones y las con-

cepciones incorrectas ("misconceptions")

— Intuiciones

Las considera como caracteristicas del conocimiento de los
estudiantes que surgen principalmente de la experiencia diaria. La
descripcién de las intuiciones nos permiten ligarlas légicamente
con la nocién de pre-concepcién (concepcién espontdnea o previa a

la instruccién)

"Las Intuiciones naturales son selo parcialmente conscientes
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y pobremente coordinadas. La tarea de la instruccidén y el
aprendizaje consiste en extender y reunir estos hilos
aparentemente dispares, en una nocién de funcién madura y

unificada" (p. 6)

- "Misconception™

Leinhardt y cols (1991) describen las "misconceptions" como
ciertas caracteristicas incorrectas o inapropiadas del
conocimiento de los estudiantes sobre un objeto matematico
especifico, que puede © no haber sido ensefiado, y que son
repetibles y explicitas. Pueden desarrollarse como resultado de
sobre-generalizar una concepcién esencialmente correcta, o pueden
ser debidas a interferencias del conocimiento de la vida
cotidiana. Una "misconception" debe ser un sistema de ideas
razonablemente bien formulado, no simplemente una Jjustificacién
para un error. Aunque una "misconception" no tiene porqué ser una
teoria completa, deberia ser repetible y/o explicita, no aleatoria
y tacita. Algunas concepciones incorrectas se pueden relacionar
légicamente con las intuiciones, pero otras se pueden interpretar

como un resultado de un aprendizaje formal incompleto.

De esta descripcién de la nocién de "misconception” deducimos
grandes coincidencias con 1la nocién de obstaculo aungue esta
ultima nocidén tiene desarrollada una teorizacidén mas completa y

profunda.

c) Ensefianza

La ensefianza de las funciones y graficos se deriva de la
estructura e idiosincrasia del dominio, asi como del conocimiento
del profesor sobre cémo se desarrolla la comprensién de los
estudiantes sobre este tépico. Estid necesariamente ligada a las
cuestiones relativas a las tareas y al aprendizaje. Se reconocen
también como factores pedagégicos condicionantes otros aspectos
instruccionales como la seleccién de las tareas, la secuenciacién,

las representaciones, explicaciones, etc.

Leinhart y cols (1991) conceden una gran importancia a la

idea de concepcién. “El fin de la instruccidén es desarrollar las
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concepciones de los estudiantes” (p.7). Explican su nocién de con-
cepcién como caracteristicas del conocimiento de un estudiante
sobre un objeto matemdatico usualmente ensefiado. "Son ideas signi-
ficativas que los estudiantes desarrollan que pueden servir como
potentes "caballos de tiro" en los esfuerzos continuados de los
estudliantes para alcanzar niveles de comprensién mids integrados y
profundos” (p. 7). Por su propia naturaleza estan en proceso de
transicién y desarrolle hacia su realizacién o capacidad mas com-
pleta, por lo que, a veces, aparecen como fragiles, locales y/o
mal aplicadas. "No obstante, estdn suficientemente bien estructu-
radas como para intervenir en el trabajo del estudiante y lo sufi-
cientemente explicitas como para ser objeto de comunicacién con
otros... Por naturaleza las concepciones estan en transicién, o

en un proceso de transformacién". (p. 7)

En la seccién segunda (Aprendizaje - "Misconceptions"), en la
que estamos especialmente interesados dado el objeto de nuestro
estudio, organizan el trabajo de revisién de las diferentes inves-
tigaciones en torno a este tema siguiendo el siguiente orden: (1)
Qué es y qué no es una funcién, (2) correspondencia, (3) lineali-
dad, (4) graficos continuos o discretos, (5) representacién de
funciones, (6) interpretacién y lectura relativa, (7) concepto de

variable, (8) notacién.

Los trabajos de investigacién que referencian en este aparta-
do son principalmente los de Lovell (1971), Vinner (1983), Vinner
yDreyfus (1989), Markovits (1986), Marnyanskii (1975), Thomas
(1975), Zaslavsky (1987), Janvier (1987), Carpenter (1981).

Las conclusiones a las que llegan después de esta revisién

son las siguientes:

"Después de una revision de la variedad de ’misconceptions’ y
dificultades presentadas en esta seccidn, podemos decir que exis-
ten problemas de aprendizaje en tres grandes 4reas: un deseo de
regularidad, un enfoque puntual (en los graficos) y una dificultad
con las abstracciones de todo el campo grafico. Los estudiantes

han tenido siempre presente un deseo-de regularidad para buscar
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modelos reconocibles en orden a determinar si un determinado gra-
fico era, o no, aceptable. Esto se manifestaba al no considerar
como graficos de funciones los graficos irregulares, al manifestar
sus preferencias por las correspondencias uno a uno, a su fuerte
tendencia a la linealidad y a su inclinacidén a unir puntos en las
graficas (’porque asi la vemos mejor’). Esta tendencia de los
estudiantes a observar la grafica como puntos individuales se
manifiesta de varias formas: su discretizacién de datos continuos,
su falta de utilizacién del modelo de un grafico para determinar
su ecuacion y su desproporcionado énfasis en los puntos singulares

tales como maximos y minimos y no en los intervalos". (p. 43)

Una vez revisado el "survey” elaborado por Leinhardt y cols
(1991), pasaremos a realizar un analisis detallado de diversas
investigaciones llevadas a cabo sobre las concepciones de los
alumnos relativas a la nocién de funcién. Teniendo en cuenta sus
diferentes marcos teéricos de referencia, asi como sus distintas
aproximaciones metodolégicas, podemos hacer la siguiente clasifi-

cacién de las mismas:

1. Investigaciones de epistemologia genética sobre el desa-
rrollo de estadios: Piaget, Grize y Szeminska (1968),
Vollrath (1986).

2. Investigaciones basadas en analisis previos de epistemo-
logia histérica: Sierpinska (1989, 1992), René de Cotret
(1985, 1988).

3. Investigaciones basadas en la identificacién de procesos

cognitivos:

3.1. Investigaciones basadas en un modelo teérico previo

construido por sus autores:

- "Concept image" - "concept definition”: Vinner y Tall

(1981), Vinner (1983), Vinner y Dreyfus (1989);
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- "concepcién operacional” - ‘"concepcién estructural”:
Sfard (1989, 1991, 1992), Dubinsky, Hawsks y Nichols
(1989), Dubinsky, Breidenbach, Nichols y Hawks (1992),
Dubinsky y Harel (1992);

- “prototipos mentales”: Tall y Bakar (1992).

3.2. Investigaciones sobre el aprendizaje de las diferentes

componentes de una funcién:

A. Aprendizaje de conceptos previos: Maryanskii (1979)

B. Determinacién de estadios en el aprendizaje de las dife-
rentes componentes y representaciones: Thomas (1975),

Markovits, Eylon y Brukheimer (1986),

C. Aprendizaje de las diferentes componentes y representa-
ciones: Dreyfus y Eisemberg (1982), Guzman (1989),
Eisemberg (1992)

B. Interpretacién de graficas: Bell y Janvier (1981),

Janvier (1981, 1987)

Esta clasificacién no implica que las clases sean mutuamente
excluyentes ya que, por ejemplo, hay algunas investigaciones, que
basadndose en andlisis previos de epistemologia histérica, tratan
de identificar también los procesos cognitivos de aprendizaje de
los alumnos, no obstante, hemos tratado de clasificarlas atendien-
do a su caracteristica mas significativa. Incluimos también en la
clasificacidén anterior otras investigaciones que, aunque no dan
definiciones previas sobre el término concepcién, sin embargo lo
utilizan continuamente en sus conclusiones y hacen referencia, a
veces de forma implicita a diferentes aspectos relacionados con

las mismas.

Pasemos a continuacién a realizar una revisién de las mismas,

asi como de sus principales resultados:
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2.2.1. INVESTIGACIONES DE PSICOLOGIA GENETICA: ETAPAS DE DESARROLLO
COGNITIVO

Aportaciones de Piaget, Grize y Szeminska

En la obra “Epistemologie et Psychologie de la fonction”
(1968) Piaget y sus colaboradores desarrollan en la primera parte
un estudio sobre las funciones constituyentes o preoperatorias y
sus transformaciones graduales en funciones constituidas ligadas a
las operaciones; en segundo lugar, exponen cinco de las investiga-
ciones seguidas con nifios y adolescentes sobre la cuantificacién
de funciones y la proporcionalidad; y en tercer lugar, ofrecen un
estudio tedrico epistemolégico sobre la estructura légica de las

funciones.

Analizan la constitucién de “prefunciones” como conductas
preoperatorias de caracter eminentemente cualitativo, reservando
el término de "funcién” a las funciones cuantificadas que se cons-
tituyen como resultado de estructuras operatorias. A las funciones
“preoperatorias” las llaman funciones constituyentes, mientras que

a las "operatorias” las llaman funciones constituidas.

Segin Piaget "la funcidén aparece cada vez mds como origen
comin de las operaciones y de la causalidad, ..., es sdélamente en
el contexto de cambios entre estructuras operatorias y causales
que la nocidn de funcidén encontrard un estatus epistemolégico es-
table” (p. 199).

Para Piaget, la nocién de funcién expresa esencialmente una
dependencia entre las propiedades variables, o constantes, de los
objetos: "Incluso definiendo la funcidn por una aplicacién, no
descartamos la idea de dependencia, puesto que los pares en juego
estdn ordenados, ya que la correspondencia es univoca a la dere-
cha: en este caso la aplicacién de E sobre F expresa una dependen-
cia del conjunto final en relacidén con el conjunto origen E, si no
la correspondencia no seria mds que una comparacidn y la aplica-

cion una puesta en relacidén, pero no una funcién” (p.200).
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De los estudios clinicos llevados a cabo con 353 nifios de 6 a
14 afos, en las cinco experiencias realizadas, se identifican los
siguientes estadios que permiten describir la evolucién general de

las conductas:

Estadio 1 (7 - 8 afios): Estd caracterizado por la dificultad
de la puesta en relacién de las variables en juego. El nifio
no llega a comprender el sentido de la variacién ya que esto
supone la conservacién de una ordenacién y la comprensién de
una relacién causal entre el factor responsable y el efecto
producido. (Las variables se toman en el sentido de magnitu-

des que pueden tomar sucesivamente valores ordenados).

Estadio 2 (8 - 11 afios): Durante esta segunda etapa, el nifio
se orienta hacia una investigacién sobre la relacién de las
magnitudes puestas en juego. Establece relaciones, ensaya y
trata de coordinar los resultados de las variaciones obteni-
das empiricamente. Asi comienza por establecer las relaciones
seriales que conducirdn, mds tarde a la ley de progresién de
las series. Esto implica la cuantificacién no sélamente de
las magnitudes sino también de las distancias entre los in-
tervalos de la variacién que la experiencia fisica le ha per-
mitido comprender.

Piaget distingue en este estadio dos subestadios:

Estadio 2-a (8 a 9 afios): El primer paso a dar para compren-
der las magnitﬁdes variables es el de la conservacién (que al
volver al estado inicial se encuentren los mismos valores).
En este subestadio, el nifioc que ha comprendido la relacién
directa entre las magnitudes variables, puede tener problemas

para comprender la inversa.

Estadio 2-b (10-11 afios): El progreso del nifioc en este esta-
dio reside en la investigacién de las diferencias relativas
entre variables, de este modo llegarda a obtener las relacio-

nes de proporcionalidad
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Estadio 3 (a partir de 11 o 12 afios): La investigacién de una
ley de variacién es la que marca el paso del estadio anterior
a este. Para determinar esta progresién se deben dar dos con-
diciones: determinar los puntos limites de la variacién y las

razones entre las magnitudes sucesivas de la serie.

Aportaciones de Vollrath

Este investigador desarrolla en su trabajo “Search strategies
as indicator of functional thinking" una experiencia para observar
los comportamientos de sujetos de 4 a 14 afios sobre relaciones
funcionales de causa - efecto. Su fundamentacién teérica se apova
en la teoria del desarrollo genético de la nocién de funcién ela-
borada por Piaget. Su modelo de experiencia esta basado en una
llevada a cabo por Zseminska (1968) (se dejan caer objetos sobre

un plano inclinado, y el sujeto debe relacionar su posicidén ini-

cial con su recorrido y su posicién final).

Los estadios que observa en el desarrollo genético del pensa-

miento funcional son los siguientes:

Estadio 0: La correlacién entre las variables no la perciben
los sujetos. La dependencia funcional no es decubierta.
Estadio 1: El sujeto descubre una cierta relacién funcional,
pero las variaciones de una variable no conducen de modo
correcto al descubrimiento de los efectos sobre la variable
dependiente.

Estadio 2: El sujeto descubre la dependencia funcional.

El autor nos dice que "la habilidad para descubrir la depen-
dencia funcional se desarrolla hacia los 11 - 12 afios, pero he
encontrado nifios de 14 afios en el estadio O y niflos de 7 afios en

el estadio 2". (Vollrath, 1986, p.397)
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2.2.2. INVESTIGACIONES BASADAS EN ANALISIS EPISTEMOLOGICOS
HISTORICOS DE LA NOCION DE FUNCION

Aportaciones de Sierpinska

Los trabajos de esta investigadora se caracterizan principal-
mente por su fuerte apoyo en el estudio del desarrollo espistemo-
légico histérico de las nociones matemdticas con las que trabaja.
Ha estudiado, asimismo, la nocién de obstdaculo epistemolégico
(Bachelard, Brousseau), ampliando notablemente toda su significa-
cién no sélo dentro de la epistemologia matematica sino de la

didéactica.

En relacién con la nocién de funcidédn destacaremos dos de sus
trabajos "On 15/17 years old student’ conceptions of functions,
iteration of functions and attractive fixes points" (1989) y el

mas reciente "On understanding the notion of function” (1992).

En el primero de ellos presenta al comienzo una experiencia
de investigacién llevada a cabo con estudiantes (15/17 afios) de
Secundaria través de una serie de situaciones didacticas en un
contexto de iteracién de funciones con ayuda de un ordenador.
Seguin la autora, este contexto puede ayudar a los estudiantes a
desarrollar sus concepciones no sélo de la nocién de funcién, sino
de la de limite. Los problemas que propone pueden sucesivamente
aumentar su dificultad contribuyendo de esta manera a la investi-
gacién personal de los estudiantes. Realiza un estudio clinico

minucioso con 5 de ellos.

En segundo lugar, presenta un breve analisis epistemolégico
histérico de la nocién de funcién con objeto de determinar los
principales obstaculos epistemolégicos que han estado asociados a

la misma. Identifica los siguientes:

1: los objetos variables son aceptados en ciencias naturales

o en aplicaciones, pero no en la matemdtica pura.
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2: las magnitudes son entidades cualitativamente diferentes
de los numeros, la proporcionalidad es diferente de 1la

igualdad.

3: fuerte creencia en el poder de las operaciones formales de

las expresiones algebraicas.

4: lo mas importante de la matemitica es proveerse de un Cal-
culo poderoso que permita a los cientificos resolver sus pro-

blemas

5: los objetos geométricos son tomados implicitamente como un
todo que contiene en ellos mismos sus longitudes, sus &reas o

sus volumenes.

En tercer lugar, expone las concepciones que presentan cinco
de los estudiantes, después de la realizacidén de un estudio clini-
co y en relacién con las situaciones de la experiencia. Son las

siguientes:

Concepcidén primitiva: Una funcién es un desplazamiento de
puntos sobre el plano o sobre una linea.

Razén o proporcidén: En un desplazamiento de puntos sobre el

plano; la nueva posicién puede ser descrita en relacién con
la posicién inicial por una razén de distancias desde un
punto fijo.

Una visién sintética de la curva: La funcién se identifica

con su representacién en el plano

Tabla numérica: las funciones estan dadas por su tabla de

valores.
Expresiones algebraicas: una funcién se identifica por su
ecuacién

Una vision analitica de la curva: la funcién es un ente

"abstracto" en unos ejes de coordenadas.

Una relacién funcional: existe un tipo especial de relaciones

que llamamos funciones.

Las conclusiones a las que llega -las podriamos resumir como
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sigue:

— Una valoraciéon muy positiva del contexto social en el que
se ha desarrollado la experiencia, ya que ha creado una
situacién de comunicacién en pequefios grupos que favorece la

evolucién de las concepciones de los estudiantes.

- En cuanto al contexto matematico :”las funciones iterativas
y los puntos fijos atractivos” han tenido una influencia muy
positiva sobre todo en el desarrollo de las concepciones geo-
métricas mas que en las analiticas; y en el establecimiento
de relaciones entre las representacién geométrica y algebrai-

ca de funciones.

- En cuanto a los obstaculos epistemolégicos, encuentra en
los estudiantes uno en relacién con su actitud hacia las
Matematicas: Las conciben esencialmente como un conocimiento
algoritmico. Esta creencia puede entorpecer el desarrollo de

las concepciones.

- El contexto de puntos fijos iterativos promueve concebir el
limite como el resultado de una operacién matemitica con
series. Tal concepcién de limite estd en oposicién con el
obstaculo epistemolégico que consiste en concebir el paso al
limite como una herramienta heuristica para descubrir un

nuevo hecho matematico.

En un trabajo posterior, “On understanding the notion of
function” (1992), Sierpinska comienza planteando el problema

general de la comprensidén de un concepto matemdtico. Determina la

existencia de cuatro categorias de actos de comprensién:

identificacién: de un objeto entre varios objetos
discriminacién: entre dos objetos, no sélo detectando sus
diferencias sino también sus propiedades relevantes.
generalizacién: entendida como posibilidad de extetender el

orden de las aplicaciones, abrir nuevas posibilidades de
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interpretacién y descubrimiento.
sintesis: la percepcién de hechos alslados, tales como
propiedades, resultados, relaciones, etc. se pueden organizar

en un todo consistente.

Se hace una pregunta muy significativa sobre la definicién de
la nocién de funcién: ";A qué hace referencia la definicién de
funcion? (X, Y, f). X e Y se refieren al mundo de los cambios, o
bien a los objetos cambiantes; el simbolo f se refiere al mundo de
las relaciones entre cambios u objetos cambiantes, o al mundo de
los procesos que transforman objetos en otros objetos. Estas rela-
ciones deben estar bien definidas y esto se refiere al mundo de

los criterios, modelos y leyes." (Sierpinska, 1992, p. 30-31)

Posteriormente pasa a enunciar las 19 categorias que, segun
ella, se pueden determinar en la comprensién de la nocién de fun-

cién. Se basa para ello en la epistemologia histérica:

1: La identificacién de los cambios observados en el mundo que nos
rodea como un problema practico para resolver.

2: La identificacién de regularidades en las relaciones entre
cambios como un medio de tratar con los cambios.

3: La identificacién de los objetos que cambian en el estudio de
cambios.

4: Discriminacién entre dos modos de pensamiento matemdtico: unc
en términos de cantidades conocidas y desconocidas, y otro en tér-
minos de variables y constantes.

S: Discriminacién entre las variables dependiente e independiente
6: Generalizacién y sintesis de la nocién de ntmero

7: Discriminacién entre numero y cantidad.

"La discriminacidén entre nimeros y magnitudes fisicas, es una
cosa, y percibir las relaciones entre las leyes fisicas y las
funciones matemdticas, es otra. Ambas, sintesis y discrimina-
ciones, son necesarias para completar la comprension del con-
cepto de funcidén. La percepcién de las funciones como una
herramienta apropiada para modelizar o matematizar relaciones

entre magnitudes fisicas (u otras) es una condicién sine qua
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non para dar sentido al concepto de funcién en su totalidad".

(p. 42)

8: Sintesis entre el concepto de ley y el concepto de funcién; en
particular, conocimiento del posible uso de las funciones en la
modelizacién de relaciones entre magnitudes fisicas (u otras).

9: Discriminacién entre una funcién y las herramientas analiticas
que se usan a veces para describir su ley.

10: Discriminacién entre definiciones y descripciones de objetos.
11: Sintesis de la concepcién general de la funcién como un objeto.
12: Discriminacién entre los conéeptos de funcién y relacién.

13: Discriminacién entre las nociones de funcién y sucesién.

14: Discriminacién entre coordenadas de un punto de una curva y
los segmentos urva de ciertas funciones.

15: Discriminacién entre los diferentes significados de la repre-
sentacién de funciones y las funciones mismas.

16: Sintesis de las diferentes formas de dar las funciones, repre-
sentar las funciones y hablar sobre funciones.

17: Generalizacidén de la nocidén de variable.

18: Sintesis de los "roles" de las nociones de funcién y de causa

19: Discriminacién entre las nociones de relaciones causales vy

funcionales.

Paralelamente va sefialando también algunos obstaculos que
pueden encontrarse a lo largo de estos diferentes aspectos de la
comprension. Termina su trabajo sefialando las siguientes conclu-

siones didacticas:

1. Motivacién: Los estudiantes deberian estar interesados en
explicar los cambios, encontrando regularidades entre cambios.

2. Contextos introductorios: Las funciones expresadas de forma

analitica deberian aparecer en primer lugar como herramientas para
modelizar ciertas situaciones de la vida real o cientificas.

3. Contextos de desarrollo: Los métodos de interpolacién se debe-

rian usar para desarrollar la nocién de funcién

4. Comprensién de la nocidn de funcidén: Los estudiantes deberian

ser capaces de identificar no sélo aquello que cambia sino también

coémo cambia.
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5. Prerrequisitos: Un cierto grado de conocimiento algebraico es
necesario para enfrentarse con las funciones

6. Representaciones: Los estudiantes deberian tener la oportunidad
de adquirir cierta flexibilidad en el uso de diferentes modos de
expresién y de representacién (aplicaciones, transformaciones,
etc)

7. Definiciones: La introduccién de la deficicién de funcién
"tedrico-conjuntista” como un grado especial de relacidén no esta
Justificada ni desde un punto de vista didactico ni epistemoloégi-~
co. La definicién informal de Dirichlet es suficiente para el
nivel Secundario.

8. La discusién en clase de las similitudes y diferencias entre
las relaciones causales y las relaciones funcionales pueden con-

tribuir a la comprensién de ambas nociones.

Por ultimo sefiala, en referencia al desarrollo epistemoldgico
~ histérico y el desarrollo de los actos de comprensién en la men-

te humana lo siguiente:

"En la historia, los conceptos se presentan siguiendo siempre
una evolucidn con gradiente positivo. El aprendizaje no puede
seguir este modelo. En el desarrollo cognitivo ocurren catas-
trofes. Estdn marcadas por actos de comprension cruciales
para un concepto dado. Estos actos consisten en rupturas
abruptas con un cierto grado de conocimiento, superando un
obstaculo,... Hemos definido la comprensidn del concepto de
funcién en términos de cambios catastréficos de modos de

conocer". (p.58)

Aportaciones de René de Cotret

La investigacién que lleva a cabo se basa en las principales
caracteristicas de la evolucién histérica del concepto de funcién
y, a partir de ellas disefla una experimentacién sobre las diferen-
tes representaciones graficas del movimiento con alumnos de Secun-

daria (12 a 15 afios).
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Segin esta autora la evolucién histérica de la nocidén de
funcién muestra que, la idea de variable dependiente, es la base
del concepto de funcién. Para comenzar la ensefianza del concepto
de funcién, seria muy importante conservar la idea de dependencia
entre cantidades. Esta idea requiere a su vez la nocién de varia-
cién. De este modo, el concepto de dependencia permitiria a los
alumnos acceder a un primer concepto de funcién estrechamente
ligado a los fendémenos reales conocidos: "Se ganard mucho si
conservamos las nociones de variacién y de dependencia que estaban
presentes en el origen histdrico del concepto, reagrupadas en la

nocion de variable dependiente”. (p. 8-9)

En su investigacién construye varias situaciones problema en
torno al movimiento, en las cuales, los alumnos han de movilizar
las nociones de velocidad, tiempo y espacio. Las situaciones se
caracterizan por su caracter cualitativo o cuantitativo. La autora
llama aproximacién cualitativa a la aproximacién que realizan los
alumnos de una determinada situacién a través de las representa-
ciones graficas, sin instrumentos de medida. La aproximacién cuan-

titativa, la realizan utilizando instrumentos de medida precisos.

Con este tipo de investigacién, la autora quiere abordar una
nueva forma de introducir el concepto de funcién en su sentido de
variable dependiente, dandole a la variable una significacién de
variacion dindmica. Quiere constatar que, es en el estudio del
movimiento, donde la idea de variable dependiente y, en consecuen-
cia la de funcién, habian surgido: "Es a través de una interaccidn
entre las aproximaciones cualitativa y cuantitativa, como, a nues-
tro juicio, las nociones de funcidén y variable pueden ser cons-
truidas; la aproximacidn cualitativa ayuda a captar bien el aspec-
to de variabilidad, de continuidad del fendmeno y la cuantitativa

permite precisar la ley de dependencia” (p. 26)

La autora admite, en sus conclusiones, que realmente ha
"hecho funcionar” el concepto de funcién en sus alumnos, movili-
zando una determinada significacién de la variable dependiente a

través de las relaciones entre velocidad, espacio y tiempo.
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"Creemos que la concepcién cuantitativa del movimiento
es lIndispensable para una buena concepcion de la fun-
cién, a fin de poder traducir precisamente, de forma

numérica, las relaciones funcionales" (p. 26)

2.2.3. INVESTIGACIONES BASADAS EN MODELOS TEORICOS CONSTRUIDOS POR
LOS AUTORES

Se han desarrollado investigaciones muy significativas por el
importante aporte teérico que encierran. Entre ellas destacaremos
las de Vinner (1983), Vinner vy Tall (1981), Vinner y Dreyfus
(1989) en referencia la teoria elaborada sobre el “concept image"
y el "concept definition”; las de Sfard (1989, 1992), Dubinsky,
Hawks y Nichols (1989) y las de Dubinsky y Harel (1992) sobre la
“concepcion operacional” y la "concepcidn estructural”, y por ul-~

timo, la de Tall y Bakar (1992) sobre los "prototipos mentales".

Aportaciones de Vinner, Tall y Dreyfus

En 1983 Vinner publicé un trabajo titulado “Concept defini-
tion, concept image and the notion of function” (Vinner, 1983, p.
239 - 305). En la primera parte del mismo explica de forma exahus-
tiva el sentido de los términos “concept image" y "concept defini-
tion” (en los que no nos detendremos por estar explicados detalla-
damente en el capitulo 1 de este trabajo). La segunda parte la
dedica a presentar una experiencia llevada a cabo con 65 estudian-
tes de grado 11 (High school) de Jerusalen en 1978. Pasé un test
a estos alumnos cuyos objetivos eran clasificar las definiciones
que daban de la nocién de funcién y determinar las imagenes
conceptuales que manifestaban de dicha nocién, a través del anali-

sis de sus respuestas.

Clasificé en cuatro categorias las definiciones que los estu-
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diantes dieron del concepto de funcién

I.- Definiciones que mezclan la definicién del libro de texto
con algunos elementos constitutivos de su concepto imagen.
Los alumnos intentaban construir con sus propias palabras la
definicién del libro, pero a veces el resultado era totalmen-

te incorrecto.

II.- Una funcién es un criterio de correspondencia. También
usaban las palabras “relacién”, "ley"”, "dependencia entre

variables",etc.

ITI.- La funcién es una expresién algebraica, una férmula,

una ecuacidén, una manipulacién aritmética,etc.

IV.~ Definiciones en las que algunos elementos de la repre-
sentacién externa se dan como definicidén del concepto (“es un

grafico"”, "diagrama con flechas", "una curva', etc.)

Clasificé a los alumnos en seis categorias, segun las

imdgenes conceptuales ("concept image”) que manifestaban en las res-

puestas al cuestionario:

I.- Alumnos que admiten que una funcién puede darse por medio
de un criterio, pero si encuentran dos criterios diferentes
en dominios disjuntos, esto representa para ellos dos funcio-

nes diferentes.

IT.- Alumnos que admiten que una funcién pueda expresarse por
criterios diferentes en dominios disjuntos, pero sélo cuando
estos dominios son semirrectas o intervalos de R. Asi, por

ejemplo, no admiten que

x2, si x=0
f(x) =
-1, six#0

sea una funcidén.

IITI.- Alumnos que creen que las funciones no expresables

algebraicamente sélamente existen y son reconocidas por los
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matematicos.

IV.- Alumnos que creen que el grafico de una funcién ha de

ser siempre "“razonable” (es decir con cierta regularidad).

V.- Alumnos que creen que para todo valor y del rango hay
sb6lamente un valor x del dominio que le corresponde. Segun
Vinner, este punto de vista es el resultado de una incorrecta

memorizacién de la definicién del libro de texto.

VI.- Alumnos que identifican una funcién sélo con una corres-
pondencia uno a uno. Este punto de vista, segin Vinner, es el
resultado de una distorsién de la definicién del libro de

texto.

En 1989 aparece otro trabajo de Vinner y Dreyfus titulado
“Images and definitions for concept of function” (Vinner vy
Dreyfus, 1989) . En el mismo, después de una descripcién muy breve
de su teoria sobre “concept image" y "concept definition", presen-
tan un estudio llevado a cabo con 271 estudiantes y 36 profesores
de "junior school". Los autores pasaron un cuestionario cuyos
objetivos eran, ademas de la clasificacién de las posibles defini-
ciones dadas por los alumnos y la determinacién de las diferentes
imagenes conceptuales de la nocién de funcién, como en el traba jo
anterior, realizar un estudio de 1la "compartamentalizacién", es
decir, analizar con qué frecuencia los estudiantes compartamenta-
lizan la definicién formal de funcién y la imagen conceptual de la
misma (expresan correctamente la definicién de funcién, pero
posteriormente no hacen uso de ella en las Justificaciones de las

respuestas a diferentes cuestiones).

Los resultados de este trabajo son, en primer lugar, una
clasificacién de las deficiones dadas por los alumnos y, en
segundo lugar, una clasificacién de las imdgenes conceptuales

que manifestaban en las respuestas al cuestionario.

Clasifican las definiciones de los estudiantes en seis cate-

gorias (dos més que en el trabajo anterior):
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I.- Correspondencia

ITI.- Relacidén de dependencia
ITIT.- Criterio

IV.~ Operacién

V.- Férmula

VI.- Representacién

Las imé&genes conceptuales las clasificaron en las cuatro
categorias siguientes : Unicidad, discontinuidad, dominio partido,
puntos excepcionales (dos categorias menos que en el trabajo ante-
rior). Los autores consideraron que algunos de los cuatro aspectos
anteriores fueron las principales razones por las que muchos alum-

nos rechazaron una determinada relacidén como funcién. Asi:

I.- Unicidad ("Si una correspondencia asigna exactamente un
valor para todo elemento del dominio, entonces se trata de

una funcién. En caso contrario, no lo sera").

IT.- Discontinuidad. Si es discontinua en algin punto del

dominio no sera considerada como funcién.

III.- Dominio partido. Si en cada subdominio hay un criterio

diferente de correspondencia, no la admitirdn como funcién.

IV.- Puntos excepcionales. Si existen puntos para los cuales
el criterio general no es valido tampoco se identificara como

funcién.

Aportaciones de Sfard, Dubinsky, Nichols y Hawks
Actualmente, existen diferentes investigadores interesados en
estudiar las concepciones de los alumnos del concepto de funcién

desde un punto de vista - operacional y estructural -

Como ya hemos sefialado en el Capitulo 1 estos autores, funda-

mentan su trabajo en una teoria general derivada de los trabajos
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de Piaget sobre la abstraccién reflexiva. Para Piaget existen dos
modos diferentes de pensamiento matematico: figurativo, que indi-
caria un estado estatico y momentaneo, y se corresponderia con la
concepcion estructural, y operativo que se conduciria con trans-
formaciones y se corresponderia con la concepcioén operacional. Si
bien, admiten que se han desarrollado otras categorizaciones del
conocimiento matemdtico, tales como, conceptual y procedimental,
(Lesh y Landau, 1983), (Hiebert, 1985); instrumental y relacional
(Skemp, 1976), ellos intentan completar las anteriores con sus

aportaciones.

Vamos a presentar a continuacién cuatro de estos estudios.
Dos llevados a cabo por Sfard a través del fendmenc de "reifica-
tion" (1989, 1992); otro conducido por Dubinsky, Hawks y Nichols
(1989) estudiando el proceso de "encapsulacién" mediante el uso de
logiciales de ordenador. Ambos procesos, “reification” y "encapsu-
lation", son analogos, se trata analizar la conversidén de procesos
en objetos abstractos matematicos. Y por ultimo, un reciente tra-

bajo de Dubinsky y Harel (1992).

Sfard (1989, 1992) ha realizado varios traba jos recientemente
sobre el proceso de transicién de la concepcidén operacional a la
estructural, para la nocién de funcién. Se trata de una particula-
rizacién para este concepto de una investigacién mas amplia lleva-
da a cabo con anterioridad sobre el papel de los algoritmes en la

formacién de conceptos matematicos.

Para Sfard la peculiaridad del pensamiento matematico se
puede investigar a través de una reflexidén epistemolégica y onto-
loégica sobre los constructos matematicos. Dependiendo del punto de
vista que asumamos en un momento dado, podemos usar dos palabras
diferentes para denotar el objeto matematico construido: la pala-
bra “concepto” (a veces reemplazada por "nocién") que se usaria
cuando la idea matemdtica es tratada de forma "oficial" como un
constructo tedérico; y la palabra “concepcién” que encerraria todo
el complejo mundo de representaciones internas y de asociaciones
que evoca el concepto - es la réplica del concepto en su caracter

subjetivo. -
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La autora sugiere que muchas de las nociones matemdticas pue-
den concebirse por los alumnos a partir de dos concepciones dife-
rentes: "operacional” (como proceso) que se caracterizaria por ser
dinadmica, secuencial y detallada; y "estructural” (de una forma
estatica) caracterizada por ser instantdnea e integrativa. Asi,
para el caso de las funciones, se pueden concebir de modo estruc-
tural como una coleccién de pares ordenados, o bien de modo opera-

cional como un cierto procedimiento de calculo.

Sfard ( 1989) asegura que "estas dos aproximaciones, aparen-
temente incompatibles, (;como puede algo ser un proceso y un obje-
to al mismo tiempo?)” (p. 150) son para ella, en efecto, compati-
bles y, en cierto modo, complemantarias. Para estudiar esto consi-
dera el fendmeno de "reification" que convierte un proceso en un
objeto abstracto. Este tipo de transformaciones 1las considera
totalmente indispensables para resolver problemas matematicos

avanzados.

"En el proceso de formacién de un concepto, la concep-
cién operacional es con frecuencia la primera que se
desarrolla. Fuera de ella, la aproximacién estructural
la iria envolviendo gradualmente... En otras palabras,
los "procesos” se convierten en un "todo compacto y
estatico"”, es decir, son ’encapsulados’, para llegar a
ser unidades badsicas de una teoria de un nivel mds

alto.” ( Sfard, 1989, p. 151)

Basandose en este modelo para la formacién de conceptos,

enuncia dos principios metodolégicos:

I.- No se deberia usar la descripcién estructural para introducir
una nueva nocién matematica. En nuestras clases la aproximacién

operacional deberia preceder a la estructural.

"Los profesores conocemos bien que las dificultades

observadas en nuestras escuelas secundarias, se podrian
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deber a la practica comin de invertir este orden".

(p.152)

II.- La aproximacién estructural no se deberia asumir hasta que
nos encontrasemos dentro de una teoria de un nivel superior, para
la cual esta aproximacién fuese indispensable (Analisis Funcio-

nal, Topologia, Légica formal...).

La autora llevé a cabo un estudio experimental con estudian-
tes en un curso de Matemiticas de la escuela secundaria. Su prin-
cipal fin es estudiar la transicién de la concepcién operacional a

la estructural.

En un curso de 60 horas de ensefianza se desarrollé ampliamen-
te la idea de algoritmo y el concepto de funcién se introdujo a
través del trabajo con toda la amplia semantica de lenguajes algo-
ritmicos. Inicialmente el término de funcién se usé como sinénimo
de algoritmo, los estudiantes enfocaron principalmente su atencién
hacia el "resultado" estdtico de diferentes algoritmos mas que en
los algoritmos en si mismos. Sélo tras una generalizacién final se
presentaron funciones no algoritmicas. Sin embargo, la concepcién
estructural, como tal, no se desarrolld totalmente, ya que para

muchos estudiantes permanecié sin significado.

Al final del curso se pasé a los estudiantes un test (con-
trastado con un grupo de control, donde la presentacién estruc-

tural precedié a la operacional).

La autora admite que "nuestro intento de promover la concep-
cidén estructural a través de la operacional no puede ser conside-
rado como un éxito. ... La diferencia entre los esfuerzos de

investigacidén y los resultados obtenidos es demasiado grande”.

Su principal conclusién es la siguiente: "Aunque pudiesemos
pensar en la existencia de deficiencias en el proceso de ensefian-
za, la "reification” es inherentemente dificil, para muchos estu-
diantes de secundaria es casi imposible llegar a la concepcion

estructural, cualquiera que sea el método de ensefianza." (Sfard,
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1989,p. 158)

En un posterior trabajo, “Operational origins of mathematical
objets and the quandary of reification - The case of function"
(1992), esta investigadora, bajo el mismo marco conceptual respec-
to a la consideracién de la naturaleza dual de las concepciones
matematicas de los estudiantes: como proceso y como objeto, y
apoyandose en los dos principios metodolégicos enunciados ante-
riormente, desarrolla una experiencia de ensefianza apoyandose en
ellos, y por ultimo, analiza las respuestas de los alumnos a

un cuestionario, pasado al término de 1la misma.

- La mayoria de los estudiantes desarrollan concepciones pseudoes-
tructurales. Esto es debido a que tienen una fuerte tendencia a
asocliar las funciones con expresiones algebraicas. Esta tendencia
puede ser indicativa de una concepcién operacional (ya que los
estudiantes conciben la fdérmula como un algoritmo computacional),
o0 bien de una concepcién estructural (la férmula se puede inter-—
pretar también como una relacién estdtica de pares ordenados).
Esta doble tendencia nos llevaria a considerar una concepcién que

llamaremos pseudoestructural.

- Los esfuerzos realizados en 1la experiencia de ensefianza,
siguiendo los dos principios metodolégicos no han dado los resul-
tados que esperabamos en referencia al desarrollo de la concepcién
estructural en los estudiantes. "Parece que el progreso hacia una
concepcioén estructural no se hace indispensable para los estudian-
tes. Estos evolucionan hacia concepciones pseudoestructurales

reemplazando, asi, sus concepciones operacionales" (p. 83)

"La diferencia entre los esfuerzos de investigacidn y el
progreso actual en el pensamiento estructural es tan
grande que nos mueve a ver los resultados como una
evidencia particularmente fuerte de la tesis sobre la

inherente dificultad de la reificacién” (p. 83)
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- Exiten otros factores que influyen en el progreso de los estu-

diantes: el tiempo y la motivacién. El tiempo es probablemente el

menos relevante de todos los factores, pero para un objeto abs-
tracto se necesita un largo periodo de incubacién. La reificacién
puede necesitar, dias, meses o incluso afios. En nuestra experien-
cia (tres meses), la instruccién puede haber sido demasiado corta
Yy, en consecuencia, insuficiente para promover 1la concepcidn
estructural. En cuanto a la motivacién, afirma: "La motivacidn es
necesaria en cualquier tipo de aprendizaje, pero en matematicas es
de crucial importancia” (1992, p. 84). Para conducir correctamente
el proceso de "reificacién" de los estudiantes se necesitaria
desarrollar una fuerte motivacién; esta es una cuestiédn muy im

tante para estudiarla en el futuro.

Dubinsky, Hawks y Nichols (1989) en su trabajo "Developement
of the process conception of function by pre- service teachers in
a discrete Mathematics course”, realizan un estudio de las concep-
ciones de los estudiantes de la nocién de funcidén, insistiendo, al
igual que Sfard, en la observacién de las diferencias entre la

concepcién operacional y estructural.

Propusieron a los estudiantes, en una primera fase de estu-
dio, que expresaran por escrito, lo que significaba para ellos una
funcién matemdtica, asi como que propusieran ejemplos de funcio-
nes. Analizadas las respuestas, los autores consideraron que exis-

ten cuatro tipos de concepciones sobre las funciones:

= correspondencia
- dependencia
- transformacién

entidad total

No obstante, los autores cada una de estas concepciones, las
estudian separadamente, asocidndolas a una concepcidén proceso, o

bien, a una concepcién objeto o estructural. Asi, en la concepcién
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correspondencia, cuando el sujeto trata de relacionar pares orde-
nados con unicidad a la derecha, "el sujeto piensa en la funcién
como un objeto. El proceso que resulta de coordinar dos tipos de

variables ha sido encapsulado” (p. 292)

Si el sujeto se refiere a dos variables y conoce que el valor
de una de ellas esta determinado por el valor de la otra, "consi-
deramos la dependencia como un ejemplo de concepcién proceso de

funcion” (p. 292)

A un nivel muy bajo de pensamiento, especialmente cuando los
ejemplos de funciones se refieren sélo a expresiones algebraicas,
y la transformacién se restringe a una sustitucién en una expre-
sién, "consideramos que el sujeto piensa en la funcién como en una

accion" (p. 293)

"La sustitucién en expresiones es una actividad usada con
mucha frecuencia. Puede ocurrir que el sujeto tenga una tendencia
a pensar en las funciones en términos de accidn, y ésto le impida
avanzar hacia una concepcion proceso. Aqui consideramos que puede

existir un obstdculo epistemoldgico” (p. 293)

Por ultimo consideran la concepcién entidad total “esta
concepcién la reconstruye el sujeto en un plano de pensamiento
superior, a través de una concepcidén proceso y un rico repertorio
de propiedades y experiencias. Todo ésto retenido es "encapsula-

do"; y el sujeto piensa en la funcién como un objeto" (p. 293)

El proceso de encapsulacién del concepto de funcién, lo defi-

nen los autores del modo siguiente:

"Una concepcion objeto encapsula la nocién de funcidn
como un proceso que transforma dinamicamente una canti-
dad en otra cantidad dependiente, e incluye la idea de
conjunto de pares ordenados con unicidad a la derecha
como una expresién del proceso de ir de la primera com-

ponente a la segunda."(p. 293-294)

Llevan a cabo un estudio a través de una experiencia de
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ensefianza con 41 alumnos (de los cuales 30 eran profesores en for-
macién) durante 13 semanas aproximadamente, dedicando 75 min. por
semana. Realizan diferentes tipos de observaciones y llegan a la

siguiente conclusién:

"Parece razonable concluir que al final del curso, la
mayoria de los estudiantes ha desarrollado una concep-
cidn de funcidén como proceso. Esta concep