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RESUMO

Refletimos, constantemente, como um assunto que utiliza a ideia fundamental de Variacéo
é fonte de varios problemas no que diz respeito ao conceito inicial de Derivada. Elaboramos
as seguintes questdes de pesquisa: Quais significados dos conceitos de Variacdo e de
Taxa de Variacdo sdo dados em Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino Superior?
Como tais significados sdo organizados em Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino
Superior? Qual significado de Derivada pode ser construido a partir de Livros Didaticos de
Ensino Superior? E para respondermos a essas indagacdes, tragamos o seguinte objetivo
geral “investigar os significados da Variacdo, da Taxa de Variacdo e da Derivada que
podem ser construidos a partir da abordagem de Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino
Superior” e o desdobramento deste objetivo apoia-se no alcance dos seguintes objetivos
especificos: Estudar as abordagens dadas aos conceitos de Variagdo e da Taxa de
Variagdo em Livros Didaticos de Ensino Médio, mais especificadamente no capitulo de
Geometria Analitica — Estudo da Reta; Analisar as articulaces entre registros os registros
de Representacdo Semiotica e os critérios de Idoneidade Epistémica para a compreensao
da Taxa de Variacdo como aplicacdes de Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades,
Funcbes Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as Razbes
Diretas e a Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem); Analisar as articulagdes entre os
registros de Representacdo Semidtica e os critérios de Idoneidade Epistémica para a
compreensao da Derivada e a enfatizando como Taxa de Variacdo, enquanto aplicacdes
do Coeficiente Angular, Célculo de Velocidades, Funces Marginais da Economia (Receita
Marginal, Lucro Marginal e Custo Marginal), as Razdes Diretas e a Taxa de Variacao
Relativa (Porcentagem). Para estas analises, construimos quadros que empregam nossos
referenciais teorico-metodolégicos: a Analise de conteddo de Bardin, a Teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica de Duval, o Sentido Holistico da Derivada e os
critérios de ldoneidade Epistémica. Nas consideragbes finais, respondemos nossas
guestdes de pesquisa. As andlises dos livros didaticos do Ensino Médio permitiram concluir,
entre outras, que os autores desses livros exploram as ideias fundamentais da Variagdo e
Taxa de Variagdo como aplicagéo, principalmente, do Coeficiente Angular e a organizacao
dos significados é feito no sentido de apenas, entre tantos, um de nossos indicadores. Na
introducdo da Derivada a abordagem deste conceito é feita, entre tantas, como aplicacao
do Coeficiente Angular e na organizagdo dos significados ndo € utilizando um dos nossos

indicadores.

Palavras-chave: Derivada; Taxa de Variacdo; Livro Didatico; Significado

Parcial da Derivada; Registros de Representacdo Semiotica;



ABSTRACT

Reflected on how a subject that uses the fundamental idea of Change is the source of
various problems in regard to the initial concept of the Derivative. We elaborated the
following research questions: What explanations of the concepts of Change and Rate of
Change are given in Secondary School and Higher Education Textbooks? How are these
explanations organised in Secondary School and Higher Education Textbooks? What
meaning of Derivative can be constructed from Higher Education Textbooks? Moreover, in
order to answer these questions, we seek the following general objective “to investigate the
meanings of Change, Rate of Change and Derivative that can be constructed from the
Secondary School and Higher Education Textbooks." The advancement of this objective is
based on the achievement of the following specific objectives: To study the approaches
given to the concepts of Change and Rate of Change in Secondary School Textbooks, more
specifically in the Analytical Geometry - Study of the Tangent Line chapter; To Analyse the
links between entries Semiotic Representation entries and the criteria for Epistemic
Suitability for understanding the Rate of Change as applications of the Angular Coefficient,
Calculation of Speeds, Average Economic Functions (Average Revenue, Average Profit,
Average Cost), Direct Reasoning and the Rate of Relative Change (Percentage); To
Analyse the links between Semiotic Representation entries and the criteria for Epistemic
Suitability for understanding the Derivative and emphasising it as Rate of Change, alongside
the applications of the Angular Coefficient, Calculation of Speeds, Marginal Economic
Functions (Marginal Revenue, Marginal Profit and Marginal Cost), Direct Reasoning and
Relative Change Rate (Percentage). For these analyses, we construct tables that use our
theoretical-methodological references: Bardin's Content Analysis, Duval's Registers of
Semiotic Representation Theory, the Holistic Meaning of the Derivative, and the criteria for
Epistemic Impartiality. In the final considerations, we answer our research questions. The
analyses of the Secondary School textbooks enabled us to draw a conclusion, among
others, that the authors of these books explore the fundamental ideas of Change and Rate
of Change mainly as an application of the Angular Coefficient and that meaning is
constructed in alignment with only one of our various indicators. In the introduction to the
Derivative, this concept is dealt with, among other approaches, as an application of the

Angular Coefficient and the construction of meanings does not use any of our indicators.

Key words: Derivative; Rate of Change; Textbook; Partial Meaning of the

Derivative; Registers of Semiotic Representation;
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APRESENTACAO

O numero imaginario € um elegante e maravilhoso recurso do espirito
humano, quase um anfibio entre sendo e ndo sendo. Leibniz

O relatorio De Olho nas Metas (2011), conclui que 89% dos estudantes
chegam ao final do Ensino Médio sem aprender o minimo desejado em
Matematica, colocando o Brasil na 572 posicdo no ranking mundial de
aprendizagem dessa disciplina em uma lista de 65 paises contemplados pelo
Programa Internacional de Avaliagéo de Alunos (PISA).

Esta situacéo se reflete na qualidade do ensino da Matematica em todas
as etapas escolares, mais especificadamente, na transicdo do Ensino Médio

para o Ensino Superior.

Este panorama serviu como uma das motivacdes para pesquisarmos a
Derivada com énfase na Taxa de Variacdo!, mais especificadamente a
abordagem dada a Taxa de Variacdo no Livro Didatico do Ensino Médio e a sua

relacdo com o conceito da Derivada no Livro Didatico do Ensino Superior.

Dessa forma, analisamos como o conceito de Taxa de Variacdo e as
ideias de Variacdo se manifestam em quatro livros didaticos de Matematica do
3° ano do Ensino Médio, em particular no capitulo do Estudo da Reta -
Geometria Analitica. Fizemos também a analise de como quatro livros Didaticos
do Ensino Superior introduzem o conceito de Derivada e se essa introdugéo é
feita dando énfase a Taxa de Variagao.

Em relacdo a organizacdo da escola brasileira o Artigo 35 da Lei de
Diretrizes e Bases da Educacéo (LDB) 9.394/96:

O ensino médio, etapa final da educacao béasica, com duracdo minima
de trés anos, tera como finalidades: | - a consolidagdo e o
aprofundamento dos conhecimentos adquiridos no ensino
fundamental, possibilitando o prosseguimento de estudos; [...]
(BRASIL, 1996, p.11).

Ainda de acordo com o Artigo 35 da LDB, o governo mudou o status do

Ensino Médio determinando que esse grau de estudo seja a etapa final da

1 A Taxa de Variacdo Instantanea muitas vezes é chamada apenas Taxa de Variacao.
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educagcdo basica dos brasileiros, vinculando os concluintes ao mundo do
trabalho e a pratica social. Na Lei anterior n® 5.692/72, o 2° grau caracterizava-
se por meio de uma dupla funcéo: dar continuidade aos estudos em nivel

superior ou habilitar o aluno para o exercicio de uma profissao técnica.

O Ministério da Educagdo (MEC), norteado pelos principios da LDB
9.394/96, aponta para a necessidade da contextualizacdo do ensino em todos
0s niveis incentivando o raciocinio matematico e a capacidade de apreender.
Os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio - PCNEM - (BRASIL,
2000) e as diretrizes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM), por exemplo,
apresentam visfes concordantes que orientam a contextualizacdo para 0s
universos do trabalho, da cidadania, da cultura, da tecnologia e da ciéncia, sob

o foco principalmente da interdisciplinaridade.

Os PCNEM

[...] organizam o aprendizado de suas disciplinas, ao manifestarem a
busca de interdisciplinaridade e contextualizacdo e ao detalharem,

entre 0s objetivos educacionais [...] uma série de competéncias
humanas relacionadas a conhecimentos matematicos (BRASIL, 2000,
parte Ill, p.4)

A proposta do PCNEM e a revisdo bibliografica apresentada no capitulo
| apontam na direcdo de uma pratica pedagdgica fundamentada na
problematizacdo e construgdo dos conhecimentos por parte dos estudantes

para que possam conceituar a Derivada como Taxa de Variagao Instantanea.

O ENEM, criado em 1998, pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas
Educacionais Anisio Teixeira (INEP), avalia o desempenho dos alunos

concluintes ou ja concluintes do Ensino Médio:

[...] o ENEM tem carater voluntario e dele podem participar, mediante
inscricdo, os concluintes do ensino médio, no ano de realizacdo do
exame, e também os que ja o concluiram em anos anteriores, em
qualquer de suas modalidades. E direito de o participante realizar o
ENEM quantas vezes for de seu interesse (BRASIL, 1998, p.4)

A fundamentacéo teodrico-metodologica do ENEM revela a intencéao de
intervir diretamente no ensino e aprendizagem dos conteudos e praticas do

Ensino Médio:
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O ENEM tem, ainda, papel fundamental na implantagdo da Reforma
do Ensino Médio, ao apresentar, nos itens da prova, os conceitos de
situacdo-problema, interdisciplinaridade e contextualizagéo, que séo,
ainda, mal compreendidos e pouco habituais na comunidade escolar
[...] (BRASIL, 2005, p.8).
Salientamos que nesse ponto da contextualizacdo da Matematica - e
tracando um paralelo para o tema central da nossa pesquisa: Derivada por meio
da Taxa de Variacao - o papel do professor € de fundamental importancia. De

acordo com Dias (2009):

O professor de Mateméatica € um elemento decisivo na complexa
atividade que é ensinar Matematica. Na definicdo das suas praticas
pedagégicas, compete a ele intervir, consciente  ou
inconscientemente, as suas concepc¢des e conhecimento profissional,
gue orientem as suas acdes, desde grandes opc¢des relativas ao
curriculo, por exemplo, a aspectos mais particulares da preparacéo e
conducédo de aulas (DIAS, 2009, p.6).

Neste trabalho, analisamos como a Taxa de Variacdo e as ideias da
Variacdo se manifestam nos Livros Didaticos do 3° ano do Ensino Médio
(capitulo de Geometria Analitica — Estudo da Reta) e a énfase dada a ela na
definicdo de Derivada no Livro Didatico do Ensino Superior (capitulo de

introducdo a Derivada).

Conjecturamos que o conceito de Taxa de Variacdo e das ideias da
Variacdo presentes no Livro Didatico do 3° ano do Ensino Médio ndo é
conectado com o conceito de Derivada por meio da Taxa de Variagdo no Livro
Didatico do Ensino Superior, apesar dos alunos revelarem bons indices de
acertos em questdes que envolvem a Taxa de Variacdo nas provas do ENEM
(fato que descreveremos nas consideracoes finais). Isso posto, essas ideias de
variacao poderiam ser resgatadas com o objetivo de iniciar o estudo da Derivada

com énfase na Taxa de Variacao na universidade.

Os quatros livros do Ensino Médio analisados foram escolhidos por
serem Livros indicados pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o Ensino
Médio — PNLEM 2015, os livros do Ensino Superior foram escolhidos por
constarem em programas/ementas de diversas universidades brasileiras.
Discorreremos mais detalhadamente em relacdo a essas escolhas desses

materiais no capitulo Il.
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As anadlises foram realizadas tendo por base os referenciais teorico-
metodoldgicos dos Registros de Representacdo Semiotica de Duval (2009), da
Andlise de Conteudo de Bardin (2014), o Sentido Holistico da Derivada e os
critérios de ldoneidade Epistémica para o estudo da Derivada de Godino et al
(2013). Esses referenciais sdo aprofundados no Capitulo Il — Referencial

Teorico-Metodoldégico.

Alguns dados estatisticos, das provas do ENEM, foram usados para
relatar o indice de acerto obtido pelos estudantes em questdes, de Matematica,
gue envolvem as ideias da Taxa de Variacédo e da Variacao e assim, enfatizar
gue ao ingressarem no ensino superior, tais concep¢des sao assuntos que eles
ja deveriam dominar e que poderiam ser mais bem aproveitados para a

introducao da Derivada.
O trabalho foi organizado em trés capitulos e mais consideracdes finais.

O capitulo 1, intitulado Problemética, foi dividido em cinco secdes assim
denominadas: Consideracdes gerais a respeito de questdes referentes ao
ensino e a aprendizagem da matematica na universidade, A Derivada como
Taxa de Variagdo Instantanea, Revisdo bibliografica, Justificativa educacional
para a abordagem da Derivada por meio da Taxa de Variacao e Justificativa

histoérica.

A Ultima secdo, deste capitulo, foi dividida em outras trés subsecdes:
Apresentacao da génese da Derivada, Taxa de Variagdo segundo Isaac Newton

e Taxa de Variacao segundo Gottfried Wilhelm Leibniz.

Dessa forma, nesta secédo, apresentamos a génese da Derivada desde a
Grécia antiga, passando pelo século XVII — Descartes e Fermat — e as
concepgdes, do inicio do século XVIII, de Newton e Leibniz acerca da Derivada,
mostrando que eles fizeram o estudo inicial por meio da ideia da Taxa de
Variacdo. Relatamos que, principalmente, a partir do século XIX se iniciou o
processo que levou a fundamentacdo da Derivada por meio dos Limites,

processo este que ocorreu, por intermédio, entre outros de Cauchy.

No Capitulo IlI, abordamos o referencial tedrico e os procedimentos
metodologicos, apresentando as no¢des que julgamos fundamentais da Teoria

dos Registros de Representacdo Semidtica, da Analise de Conteudo, Sentido
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Holistico da Derivada e da Idoneidade Epistémica. Abrimos uma subsecao na
secdo denominada Analise de Conteudo para apresentar as justificativas das

escolhas dos Livros Didaticos analisados.

No capitulo Ill, apresentamos a analise dos Livros Didaticos, organizada

assim:

e descricao do livro e analise sobre o conceito de Taxa de Variacao e as ideias
da Variacdo no capitulo de Geometria Analitica - Estudo da Reta nos Livros
Didaticos: Matematica: Ciéncia e Aplicacbes — Volume 3, Matemaética:
Contexto e Aplicacdes — Volume 3, Matemética: Ensino Médio —Volume

3 e Matematica: Paiva — Volume 3;

e descricdo do livro e analise da introducédo do conceito de Derivada, com
relacdo a énfase dada & Taxa de Variagdo, nos Livros Didaticos do Ensino
Superior: Calculo, Um Curso de Calculo, Calculo com Geometria Analitica

e O Calculo com Geometria Analitica.

Finalizamos a tese apresentando as consideragodes finais e retomando as
guestdes iniciais, apresentando os resultados gerais obtidos na pesquisa e, em
razao das analises efetuadas, apresentando algumas reflexdes, indicios para o
desenvolvimento da nocdo da Derivada por meio da Taxa de Variacdo e

sugestdes para os proximos trabalhos.

Ainda nesse ultimo tépico ressaltamos o desempenho dos estudantes,
nas provas do ENEM em questdes de Matematica e suas Tecnologias que
envolvem a Taxa de Variacdo e as ideias de Variacdo. Esta apresentacao sera
feita por meio de dados estatisticos concedidos ao pesquisador pela empresa

Médulo ENEM por intermédio do Prof. Fernando Botelho.

No proximo capitulo, intitulado capitulo | — Problemética, apresentamos a
primeira secdo do nosso trabalho: As consideracdes gerais a respeito de
questdes referentes ao ensino e a aprendizagem da matematica na

universidade.
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CAPITULO |

PROBLEMATICA

O que sabemos é uma gota; o que ignoramos é um oceano. Newton

Neste capitulo apresentamos a Problematica. Na primeira secéo
trazemos consideracdes gerais e revelamos dados alarmantes em relacédo a
indices de reprovacdes na disciplina de Célculo Diferencial e Integral e também,
a algumas tentativas isoladas e particulares de instituicdes de ensino superior

em diminuir as taxas de reprovacdoes.

1.1 Consideracdes gerais a respeito de questdes referentes ao ensino e a

aprendizagem da matematica na universidade

A construcao do Calculo é uma das grandes realizagfes intelectuais da
civilizacao e tem servido por mais de trés séculos como ferramenta de pesquisa
quantitativa para problemas cientificos (GODINO et al., 2013). Sem ele a
Engenharia e a Fisica ndo teriam se desenvolvido (KLEINER, 2002). No
entanto, a compreenséo de suas ideias fundamentais € conhecida por ser uma

fonte de problemas graves para os alunos e professores (HITT, 2003).

Sendo assim, o ensino dessa disciplina na universidade, em particular da
Derivada, um dos seus conceitos fundamentais, € de extrema importancia e “...]
fazer um tratamento excessivamente algébrico do conceito, sem o uso de outras
representacdes para o ensino, pode contribuir para o surgimento de dificuldades
enfrentadas para a sua compreensao [...]” (GODINO et al, 2013, p.124)

Além disso, esse componente curricular, geralmente, apresenta
porcentagens elevadas de fracassos. Esse insucesso também atinge a

Derivada, pois faz parte do Célculo.

As reprovacdes nessa disciplina, em especial, no curso de engenharia,
tornaram-se uma rotina “[...] esta rotina estad gerando uma cultura no meio
académico de que o insucesso dos alunos [...] € um fato natural”’. (FARIA e
GODOY, 2012, p.1).



25

Nos ultimos anos, varias pesquisas tém se dedicado a estudar esse
fendmeno. Por exemplo, Barufi (1999) nos revela em sua pesquisa que, no ano
de 1995, no Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de S&o Paulo,
a taxa de ndo aprovacéao (alunos reprovados por nota, falta ou desisténcia) na
disciplina Célculo para Fungbes de uma Variavel Real foi de 66,9% e na

disciplina Calculo Diferencial e Integral foi de 43,8%.

Passos et al (2007) constataram que para o curso de engenharia civil, da
Fundacdo Universidade Federal do Vale do S&o Francisco (UNIVASF), a
disciplina apresentou uma média geral de 45,93% de reprovacdes e em relacdo
ao curso de engenharia elétrica, observou que a disciplina Célculo Diferencial e

Integral | reprovou 50% dos estudantes.

Uma pesquisa qualitativa - conduzida nos anos de 2013, 2014 e 2015 -
publicada em 2015 por Rafael e Escher mostra que ha pelo menos trinta anos
a situacdo ndo mudou muito. Em uma universidade particular da regido serrana
do Rio de Janeiro as reprovacdes na disciplina Calculo Diferencial e Integral nos
cursos de Engenharia chegam, na média, a aproximadamente 50%. Na
Universidade Federal do Rio de Janeiro as reprovagdes na disciplina Calculo
Diferencial e Integral dos cursos de engenharia alcancam, na média,

aproximadamente 44%:

[...] Comparando esses dados com 0s que apresentamos, podemos
perceber que apesar dessa pesquisa ser referente ao ano de 2015, o
percentual de ndo aprovacdo na disciplina de Calculo Diferencial e
Integral no curso de Engenharia continua elevado, sendo inclusive um
pouco maior em alguns semestres [...] (RAFAEL e ESCHER, 2015,

p.8).

Pesquisas em Educacdo Mateméatica, como muitas das relatadas na
secdo 1.3, revelam a existéncia de uma relacdo entre a aprendizagem dos
alunos e os métodos de ensino adotados. Tais investigacdes evidenciam que
uma pratica pedagoégica fundamentada na problematizacédo e na constru¢céo dos
conhecimentos por parte dos alunos pode significar um salto de qualidade no

aprendizado.

Estudos em Educacdo Matematica, também como os detalhados na
secdo 1.3, revelam a preocupacdo com o0 ensino e a aprendizagem da

Matematica em diversos niveis (fundamental, médio e superior).
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Tal preocupagdo ocorre em escala internacional (especialmente na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral), tendo inicio na década de 80 por
meio de um movimento conhecido como “Calculus Reform” que, segundo
Rezende (2003), esta fundamentado na chamada “Regra dos Trés”, isto é,
considera-se que os problemas devem ser abordados nas formas numérica,

geométrica e analitica.

A revisao bibliografica que fizemos para essa investigacdo do doutorado
indicou ainda estudos apontando diversas metodologias novas de ensino do
Célculo Diferencial e Integral, como o uso de softwares, da modelagem

matematica, da histdria da matematica, entre outros.

Existem também algumas experiéncias como o de uma Faculdade de
Administracdo da cidade de S&o Paulo, na qual lecionamos. Essa instituicéo,
preocupada com os altos indices de reprovacdo nas disciplinas semestrais:
Céalculo Diferencial, Financas e Estatistica, nos cursos de Administracéo, criou,
no primeiro semestre de 2007, uma nova disciplina semestral, Proficiéncia em

Matematica para Célculos, para os estudantes ingressantes.

A disciplina Célculo Diferencial passou entdo para o 2° semestre e a
disciplina Proficiéncia em Matematica para Calculos foi alocada para o primeiro
semestre. Esta disciplina de 36 horas versava sobre, principalmente, o estudo

das funcoes.

Em uma pesquisa estatistica junto ao Departamento de Financas que
oferece semestralmente a disciplina Célculo Diferencial nessa Faculdade,

obtivemos os resultados apresentados por meio da Figura 1 a seguir.
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Figura 1: Evolucéo na Taxa de Aprovagéo
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Fonte: O pesquisador

A Figura 1 revela que de imediato o curso ofereceu o resultado desejado
(na Figura 1 2007_2 significa segundo semestre do ano de 2007 e assim
sucessivamente até 2009 2). Percebemos que as aprovacdes em Calculo e

Estatistica passaram de cerca 65% (2007_2) para cerca de 80% (2009_2) —reta

média indicada por o e em Financas passou de cerca de 50% (2007_2) para
cerca de 70% (2009 _2) — reta média indicada por &.

Com o passar do tempo o problema “parece” que foi transferido para a
disciplina Proficiéncia em Mateméatica para Calculos, pois esta comecou a
apresentar altos niveis de reprovacao e assim no segundo semestre de 2011 a
direcdo da Faculdade resolveu extinguir a disciplina do curso.

Ressaltamos que todos esses estudos e tentativas tém a preocupagéo

em minimizar o alto grau de reprovacéo na disciplina e evasédo do curso.

Sobre este fato Lima (2012) escreve:

[...] Ainda que ingenuamente do ponto de vista cientifico, realizamos
reflexdes sobre nossa metodologia de ensino, a qual consistia
exclusivamente na aula expositiva, seguindo o roteiro estabelecido em
um dos livros-texto indicados na bibliografia da disciplina.
Impulsionados por nossas reflexdes, procuramos métodos
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alternativos de ensino. Sempre que possivel, recorriamos a textos de
Historia da Matematica, problemas que julgavamos retratar situagoes
do mundo real e recursos computacionais [...] (p.10).

Como apontamos ha sec¢do 1.3 pesquisas, em Educacdo Matematica,
revelam que o curso de Derivada é dado por meio de aulas expositivas sem
muita conexdo com a Taxa de Variagdo, e o aluno acaba “decorando” a
definicdo de Derivada e suas Técnicas de Derivacdo. Em seguida, o estudante,
resolve alguns exercicios que visam aplicacdo imediata dessas técnicas que
possuem algumas dificuldades de manipulacdo algébrica. Se os alunos
apresentam duvidas no contetdo ou na resolucdo de exercicios, geralmente

procuram a ajuda da monitoria.

Acerca dessa pratica pedagdgica, Franchi (1995, apud REGO, 2000)

afirma;:

[...] De modo geral as aulas s&o expositivas, sendo raras as tentativas
de inovacdao. [...] Os conteudos sdo apresentados prontos, de forma
inquestionavel e pouco tém a ver com situacdes da realidade. Sao
apresentadas definic6es, enunciados e teoremas que a seguir séo
demonstrados. [...] Os livros apresentam os conteidos da mesma
forma que o professor apresenta em aula, conservando a mesma
estrutura desde as primeiras publicacdes. As listas de exercicios
geralmente exigem do aluno a repeticéo de técnicas, apresentadas de
acordo com exercicios resolvidos (p.32)

O resultado dessa pratica, talvez, seja um dos fatores que causam as

reprovacdes e abandonos do curso.

A Tabela 1, a seguir, mostra as taxas de aprovacdo, da 12 série, na
disciplina Célculo Diferencial Integral nos cursos que lecionamos, de engenharia

de uma universidade paulistana e os dados sdo do ano de 20132

Desta forma, a sigla 1BEMN significa: 12 série da turma B do curso de
engenharia mecénica do periodo noturno. Esta turma teve 71,01% dos alunos
reprovados por nota, 0,00% reprovado por frequéncia e 28,99% dos alunos

aprovados. Notamos que a turma 1CEPN teve 0,00% de aprovacao.

2 Nesta Tabela 1, as siglas significam: 1- primeiro ano; A, B, C, D, E, F, G, H, L, M e N — turma;
E — engenharia; C, E, L, M, P, R e U — significam, respectivamente: engenharias civil, elétrica,
eletrbnica, mecanica, computacao, producado e automacao; periodo, M — manha e N — noturno;
RpN — reprovado por nota; RpFN — reprovado por nota e frequéncia; APR — aprovado.
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Tabela 1 - Taxas de Aprovagdes na Disciplina Célculo Diferencial Integral

rTs RpN RpFN________ APR __ TYotal Geral
1AECM 5A4,32% G, 179% 39.51% 100,00%
1AEEM a8,72% S5.13% M46,15% 100,00%
LALLM 37.50% 12,.50% 50,00% 100,00%
iAEMM 145,459 3.64% 50,.91% 100,00%
1ACPM G2,07% 6,90% 31.03% 100,00%
1AERM 432,10% 3,45% 53,45% 100,00%
1AEUM 66, 67% 0.00% 33.33% 100,00%
1BECN 59.26% 4,94% 35.8B0% 100,00%
1BEEN 56,99% 6,459 36,.56% 100,00%
1BELN 51,06% 4,.26% a4 GHY% 100,00%
1BEMN 731,01% 0,00% 28.99% 100,00%
1BEPN 57.69% 8,97% 33.33% 100,00%
1BERN 6G14,94% 5.,19% 29.87% 100,00%
1BEUN 61,70% 4,26% 34,04%. 100,00%
1CECN GO,53% G, 58% 32.89% 100,00%
1CEEN 77,03% 4,05% 18,92% 100,00%
1CEMN 59,.21% 17.11% 23.68% 100,00%
1ACEPN 77.78% 22,.22% 0, 00%. 200,00%
1CERN 60,00% 4,00% 36,00% 100,00%
1DECN 81,11% 1,11% 17.78% 100,00%
1DEEN 57.14% 7.14%. A5, 71% 100,00%
1DEMN 69,86% 8,22% 21.,92% 100,00%
A1DERN 64, 06% 6,25% 29.€9% 100,00%s
1CCCN 70,133% 4,17% 2%,00% 100,00%
1EEMN 70,00% 10,00% 20,00% 100,00%
AFECN 75,61% 0,00% 24,.39% 100,00%
1GECM 71.60% 2.,47% 2%5,.93% 100,00%
AMECN 72,22% 11.,11% 16.67% 100,00%
iLeEcnmm 37.84% 2,.70% 59,406% 100,00%
1LERM 52.63% 0,00% a7, 37% 100,00%
1MECN 61,54% 2,20% 36,.26% 100,00%
1iMERN GO, a4% G, 04% 23.61% 100,00%
ANECN 84,38% 9,38% G6,25% 100,00%
ANERN ____________ S9.57% 000 _____ 40.43% ____ 100.00%
TYotal Garal G63.29% 5.33% 31.38% 100.00%

Fonte: Pesquisador

Ressaltamos que esses dados alarmantes ndo sdo exclusivos dessa

Universidade ou mesmo resultados de uma época ou de um determinado local.
Segundo Junior (2006, p.2):

Uma pergunta natural que poderia surgir € a seguinte: Seria este
fendmeno encontrado apenas nos dominios das universidades
brasileiras? A resposta é ndo e, pelo menos no que se refere ao ensino
e a aprendizagem de Calculo, o fenbmeno transcende os limites
nacionais e tem motivado as mais variadas reag6es na comunidade
académica.

A seguir transcrevemos parte de uma matéria publicada no Jornal da
Universidade Estadual de Campinas (Unicamp). A matéria abre discussao sobre
os indices de reprovacdo da disciplina Calculo | e a necessidade de adotar
estratégias para a diminuicdo dessas taxas. Essa discussao foi acirrada, apos
uma pesquisa de Doutorado defendida na Faculdade de Educacéo, que estudou
as reprovagbes em Calculo | em todos os cursos da Universidade em que a

disciplina € ministrada.
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Como a disciplina é de responsabilidade do Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacéo Cientifica (IMECC) da Unicamp, a direcédo publicou

no jornal a seguinte matéria:

Em 2013 Marcelo Firer, Sérgio Tozoni, Alberto Saa e subscrito por
mais quarenta docentes e endossado pela Congregacao do Instituto
de Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica (Imecc), em
matéria publicada no Jornal da Unicamp, relatando tese de doutorado
defendida na Faculdade de Educacéo, foi abordada a questdo do
ensino de Calculo Diferencial e Integral (em particular de Calculo 1).
[...] Assim, dentre as diversas turmas de Calculo I, por vezes com o
mesmo professor e fazendo a mesma prova, encontramos turmas com
100% de aprovacéo ao lado de turmas com reprovagéo de 77,5%, este
ultimo sendo o Gnico ndmero indicado na matéria e que induziu os
leitores a concluirem equivocadamente que trabalhamos neste
patamar de insucesso: na realidade, o indice de reprovacao médio dos
ultimos cinco anos foi de 28,5%, um nimero alto, mas compativel com
padroes das melhores universidades do mundo. [.]
Independentemente de outras questfes relativas ao modo como
selecionamos nossos estudantes e como os introduzimos ao ensino
de fato superior, e mesmo sendo “rigidos e inflexiveis” nas exigéncias
(conforme argumenta a autora da tese), os professores do Imecc sdo
atentos a estas dificuldades e adotam uma série de instrumentos e
estratégias para lidar com estas peculiaridades. [...] sdo adotadas, ja
faz tempo, estratégias que incluem listas de exercicios semanais e
testes frequentes, estes Ultimos servindo aos alunos como sinalizacéo
das expectativas em relag@o a sua aprendizagem e um retorno sobre
o andamento destas. Nao satisfeitos com estas iniciativas, docentes
do Imecc realizaram recentemente experiéncia muito bem-sucedida
com duas turmas, oferecendo horario extraclasse de exercicios, as
sextas-feiras, das 12 h as 14 h. No momento, estdo em estudo as
necessidades (em termos de recursos humanos) para expandir esta
experiéncia para todas as mais de 30 turmas de Calculo I. [..]
Concluimos afirmando que a reproducao do adjetivo “pesadelo”, para
caracterizar uma disciplina que estrutura a formacdo de metade de
nossos estudantes, € uma atitude indigna de qualquer cientista e
inaceitavel em instancia universitaria (JORNAL DA UNICAMP, 2013,

p.4).
De maneira geral, as experimentacoes metodoldgicas,
independentemente da nomenclatura utilizada, conforme relatamos, tém o
mesmo objetivo: sanar, muitas vezes sem eficacia, o problema da falta de

conhecimentos prévios relativos a conceitos matematicos do ensino médio por

parte dos estudantes.

Barreto (1995 apud Reis, 2001 p.21) afirma:

As causas sdo muitas e j& bem conhecidas, principalmente a méa
formagéo [...], de onde recebemos um grande contingente de alunos
passivos, dependentes, sem dominio de conceitos basicos, com
pouca capacidade critico, sem habitos de estudar e
consequentemente, bastante inseguro.
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J& Villareal (1999) afirma que os estudos em Educac¢do Matematica que
tratam do ensino e aprendizagem do Célculo Diferencial e Integral abordam o
problema em diferentes perspectivas e contextos, e que cada um oferece
elementos que permitam ampliar a analise das dificuldades pelos alunos nesta
disciplina.

Na proxima secao, apresentamos algumas reflexdes a respeito do ensino
da Derivada que apontam em direcdo a valorizar, na introducdo desse conceito
no Ensino Superior, a ideia da Taxa de Variagcdo. Delineamos entdo nossa
questdo de pesquisa e visando ilustrar o tipo de abordagem proposta pelas ja
citadas pesquisas, descrevemos um método para encontrarmos a Derivada por

meio da Taxa de Variacdo, sem a necessidade da ideia do Limite.

1.2 A taxa de variagdo e a derivada como taxa de variagdo instantanea:

delineando a questéo e os objetivos da pesquisa

Entendo por razéo, ndo a faculdade de raciocinar, que pode ser bem
ou mal utilizado, mas o encadeamento das verdades que s6 pode
produzir verdades, e uma verdade ndo pode ser contréria a outra.
Leibniz

Apresentamos, nesta se¢do, mais algumas reflexdes sobre o ensino do
Célculo Diferencial e delineamos a questao e os objetivos da nossa pesquisa.
Descrevemos, também, as ideias da Taxa de Variacdo (com variacbes
proporcionais ou nao), Taxa de Variacdo Média e um método para encontrar a
Derivada partindo da nocdo da Taxa de Variacdo, sem recorrermos
explicitamente a ideia do Limite. Ressaltamos que essas concepc¢des foram
retiradas do livro Matemética por Assunto — Nog¢6es de Calculo (volume 9) do
autor Machado (1988).

Na nossa pesquisa de Mestrado Académico em Educacdo Matematica,
tinhamos em mente a investigacdo de algum tema que fosse importante no

ensino e aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral.

Escolhemos a Derivada, j& que ela representa a Taxa de Variagdo
Instantédnea e, portanto, possui um papel importante nas diversas areas de

conhecimento: Matematica, Engenharia, Economia, Administracdo, Fisica,
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entre outros. Com relacdo a importancia da Derivada (e alguns exemplos), Amit

e Vinner (1990, apud Meyer, 2003), em seu trabalho afirmam que:

O conceito de Derivada é especialmente importante. Se este conceito
ndo é bem entendido, entdo suas relacdes com velocidade, taxa de
variacdo, etc. ndo podem ser entendidos nas Ciéncias Naturais, e
suas relacdes com o conceito de Valor Marginal ndo podem ser
entendidas na Economia e na Administracao de Negécios (p.3).

No nosso trabalho de mestrado, analisamos se ha énfase na Taxa de
Variagdo para conceituar a Derivada, por meio dos textos, exercicios resolvidos,
exercicios propostos e outras atividades em trés livros didaticos sob o olhar dos
Registros de Representacdo Semidtica, cuja teorizacdo foi desenvolvida por
Duval3(2009) e elaboramos procedimentos de andlise de textos baseados em
indicadores de Bardin* (2014) que permitiram analisar diferengas no enfoque

dado ao conceito de Derivada com énfase na Taxa de Variacédo.

Observamos que o livro Matematica Aplicada a Administracado e
Economia, voltado a estudantes de Administracdo e Economia, principalmente,
e que aborda temas como, por exemplo: custo marginal, receita marginal e lucro
marginal, manipulam diretamente a Derivada como Taxa de Variag&o. Os outros
dois livros, utilizados principalmente em cursos de Engenharia, embora nao
utilizam explicitamente a representacdo Taxa de Variacdo fazem o tratamento

da Derivada a partir da Variagao®.

Apdbs muitos anos lecionando a disciplina Calculo Diferencial e Integral,
para alunos ingressantes no curso de engenharia, notavamos que
aparentemente os alunos nao atribuem muito valor as ideias da disciplina, por
nao compreender sua importancia para seus estudos futuros em engenharia. O
Célculo é encarado como uma técnica sem qualquer conexdo com as demais

areas da Ciéncia.

3 Raymond Duval é psicélogo e filésofo de formagdo e investiga sobre a aprendizagem
matematica. Atualmente é professor emérito na Université du Littoral Cote d’Opale, Franca.

4 Laurence Bardin é professora-assistente de Psicologia na Universidade de Paris V, aplicou as
técnicas da Analise de Conteldo na investigacdo psicossociolégica e no estudo das
comunicag¢fes de massas.

5 Os trés livros analisados, no nosso mestrado, foram: FLEMING, D. M., GONCALVES M. B.
Célculo A: fungdes, limites, derivacéo, integracao - Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall, 2006;
TAN, S. T. — Matemética Aplicada a Administracdo e Economia; traducdo técnica Fabio
Armando Tal. 22 edigdo- S&o Paulo: Cengage Learning, 2008; GUIDORIZZI, H. L., Um Curso
de Calculo Vol. 1 — Rio de Janeiro: LTC — Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., 1985.
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Conforme salienta Machado (1988)

[...] As tentativas [...] de ensinar Calculo [...] limitaram-se quase que
exclusivamente a nocfes sobre Derivadas que tinham como base o
conceito de Limite. Tal conceito elaborado mais de um século apos o
surgimento do Célculo teve como finalidade basica aperfeigoar os
fundamentos deste ultimo, de um ponto de vista formal. Aos poucos,
porém, em vez de tratar diretamente das ideias fundamentais, os
cursos de Célculo, mesmo os introdutdrios, passaram a atribuir um
papel central ao conceito de Limite, sendo a Derivada [...] definida a
partir dele (p.4).

Segundo Machado (2016) uma ideia fundamental pode ter seu significado
e sua importancia explicada apenas com o recurso da linguagem. Em cada

contetudo da Matematica existem ideias fundamentais a serem exploradas. Um

exemplo de ideia fundamental € a Variagao:

Desde muito cedo, a busca de regularidades, de padrdes ou de
invaridncias em multiplos contextos constitui um foco das atencdes da
Matemaética. O estudo das formas de crescimento e de decrescimento,
das rapidezes em geral — ou das taxas de variagcdo — pode ser
associado a tal par de ideias desde o estudo das fun¢Bes elementares

(p. 16).
Diante dessa constatacao, Dall’Anese (2000), em sua dissertacao de
mestrado, indaga-se: a respeito da abordagem a ser dada ao conceito de

Derivada em um curso inicial de Calculo.

No intuito de responder a essa indagagao Dall’Anese (2000) fez uma
pesquisa investigativa sobre o conceito de Derivada apresentando uma
sequéncia didatica, composta por seis fichas, que tinham o objetivo de introduzir

o conceito de Derivada associado a ideia de Variagao.

Os resultados da pesquisa mostraram que a exploracdo da nocao de
razdo de Variacao foi bastante satisfatoria para a aquisicdo do significado da

Derivada.

O pesquisador conclui que:

[...] hd uma relacdo entre a aprendizagem e 0s métodos adotados em
geral. [...] A escolha feita para a apresentacdo do conceito de
derivada, qual seja, aplicacdo de fichas em que os alunos trabalham
em duplas, com questdes que permitam fazer estimativas,
indagacdes, conjecturas, levantar hipéteses, comprovar resultados,
representa uma ruptura do contrato didatico usual, e acredito, ajudara
a contornar algumas dificuldades apresentadas pelos mesmos (p.14).
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Em relacdo & importancia do estudo da Derivada com énfase na Taxa de
Variacdo evidencia que:

No inicio da sequéncia didatica, estes alunos deram indicios que a
nocao de variacdo é um conceito espontaneo. [...] Utilizar esta nocéo
como “ponto de partida” para abordar o conceito de Derivada, apontou
ser uma escolha acertada [...] (p.126).

Ainda sobre a importancia da énfase da Derivada como Taxa de Variagcdo

em diversos ramos da ciéncia, Stewart (2010, p.206) escreve:

As Taxas de Variacao ocorrem em todas as ciéncias. Um geélogo se
interessa em saber a taxa na qual uma massa de rocha fundida resfria
através da condutividade térmica como o meio rochoso que a envolve.
Um engenheiro quer saber a taxa segundo a qual a agua flui para
dentro ou fora de um reservatério; um gedgrafo esta interessado na
taxa de variacdo da densidade populacional em uma cidade & medida
gue aumenta a distancia de seu centro; um meteorologista esta
interessado na taxa de variacao da pressao atmosférica em relacéo a
altura.
Acerca de como é ensinado o Calculo Diferencial e Integral, Frid (1994,
apud REGO, 2000, p.5) afirma que o professor de Célculo Diferencial e Integral

deve:

Mudar o foco de ensino de Calculo para as ideias fundamentais, ao
invés de enfatizar o treinamento em habilidades e técnicas rotineiras,
integrar aplicagdes ao curso de Calculo através do reforco do papel
de aproximacdes e situagBes-problema com contextos relevantes no
campo da Matematica, produzir livros textos que deem suporte as
mudancas e introduzir computacao no curriculo de Célculo.

Diante desse cenario, estabelecemos como meta analisar se Livros
Didéaticos do Ensino Superior abordam o estudo da Derivada com énfase na
Taxa de Variacdo ou se o fazem com énfase na ideia de Limite e,
posteriormente, por meio de uma abordagem predominantemente técnica,
contribuindo para que os alunos “enxerguem” a derivada como um processo
mecanico e uma receita de célculo, levando-os a decorar regras de derivacdo e

resolver problemas por meio de procedimentos-padréo.

Em nossa pratica docente, percebemos algumas concepg¢des em comum
entre os alunos: “derivando a velocidade, encontra-se a aceleragao’,
ocasionando, muitas vezes, uma perda da ideia de Taxa de Variacdo, em funcao

da mera aplicacao direta da “técnica”. Neste sentido Godino et al afirmam que

[...] o significado da Derivada concentra-se em descrever as
caracteristicas dos significados construidos pelos alunos, mostrando
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a existéncia de conflitos e inconsisténcias em relacdo aos significados
formais apresentados nos Livros Didaticos [...] a origem dos conflitos
cognitivos dos estudantes sobre o significado da Derivada, pode ser
associada com a apresentacdo da Derivada no Livro Didatico [...]
(GODINO et al, 2013, p.124).
De acordo com Barufi (1999), em alguns livros, a abordagem esta mais
adequada para um curso de Analise Real, afastando-se do que seria

recomendado para um curso introdutério de Célculo.

A autora cita em sua tese que o0s livros:

[...] N&o focalizam de maneira preponderante a questdo das ideias do
Célculo através de problemas importantes e motivadores, ainda que
véarios deles, embora ndo partam de situa¢des-problema, consigam
mostrar que o Célculo tem diversas aplicagBes nas diferentes areas
do conhecimento. (BARUFI, 1999, p. 127)

De acordo com o exposto, tragcamos outra meta: analisar se 0os conceitos
da Variacdo e da Taxa de Variacdo se manifestam em Livros Didaticos de
Matemética do 3° ano do Ensino Médio escolhidos para andlise, em particular,
o capitulo de Geometria Analitica - Estudo da Reta, pois julgamos esse ponto

fundamental para o entendimento da Derivada como Taxa de Variacao.

Devido as reflexdes expostas e a importancia de se estudar a Derivada
com énfase na Taxa de Variacao, formulamos a seguinte hip6tese de pesquisa:
“a Derivada nado é ensinada, nos Livros Didéaticos do Ensino Superior, com
énfase na Taxa de Variacado e sim por meio da concepcéao do Limite. A Taxa de
Variacdo nao é enfatizada no estudo da reta em Geometria Analitica nos Livros
Didéaticos do Ensino Médio. A maior parte das questdes, contextualizadas de
Matematica e suas Tecnologias do ENEM, utilizam a ideia da Taxa de Variacéo®.
Sendo assim, poderiamos aproveitar esse conhecimento ja construido e
avaliado na Educacao Basica para introduzir o conceito da Derivada no Ensino

Superior”.

Diante dessa hipotese de pesquisa tragamos como objetivo responder as

seguintes questdes de investigacao:

1) Quais significados dos conceitos de Variagéo e de Taxa de Variagdo sdo dados em

Livros Didéaticos do Ensino Médio e Ensino Superior?

6 Mostramos esse fato na préxima secao.
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2) Como tais significados sdo organizados em Livros Didaticos do Ensino Médio e
Ensino Superior?

3) Qual significado de Derivada pode ser construido a partir de Livros Didaticos de
Ensino Superior?

e objetivo geral: visamos investigar os significados da Variacdo, da Taxa de

Variacdo e da Derivada que podem ser construidos a partir da abordagem de

Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino Superior.
e objetivos especificos:

1) Estudar as abordagens dadas aos conceitos de Variacdo e da Taxa de
Variagdo em Livros Didaticos de Ensino Médio, mais especificadamente no
capitulo de Geometria Analitica — Estudo da Reta.

2) Analisar as articulagdes entre registros de Representacdo Semiotica e 0s
critérios de Idoneidade Epistémica para a compreensdo da Taxa de Variacao
como aplicacdes de Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades, Func¢bes
Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as Razbes
Diretas e a Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem).

3) Analisar as articulacdes entre os registros de Representacdo Semiotica e 0s
critérios de ldoneidade Epistémica para a compreensdo da Derivada e
enfatizando-a como Taxa de Variagdo, enquanto aplicacdes do Coeficiente
Angular, Calculo de Velocidades, Funcbes Marginais da Economia (Receita
Marginal, Lucro Marginal e Custo Marginal), as Razfes Diretas e a Taxa de
Variacao Relativa (Porcentagem).

A seguir, descrevemos o conceito de Taxa de Variagdo e uma proposta
pedagdgica para encontrarmos a Derivada, partindo da nocdo da Taxa de
Variacdo, sem recorrermos explicitamente a ideia do Limite, sem usar a
definicéo.

Segundo Machado (1988), “Para caracterizar a rapidez com que uma
fungdo varia (cresce ou decresce), utilizamos a nogao de taxa de variagao”
(p.12). Discutiremos inicialmente o caso das grandezas diretamente

proporcionais e mais adiante as variacbes ndo proporcionais.

Quando y é diretamente proporcional a x, temos: % =a ©(r)y=axem

que a € a constante de proporcionalidade ou o coeficiente angular da reta (r).
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Da mesma forma: quando a variacdo de y a partir de certo valor y, é

diretamente proporcional & variacdo de x a partir de x, pode ser escrita 22 =

X—Xo
as (t)y—y,=a(x —xy). Observamos que esta é a Equa¢do Fundamental da
Reta que foi utilizada por Descartes, Fermat, Newton e Leibniz, entre outros,
para resolver o problema de encontrar a reta tangente a uma curva por um

determinado ponto conhecido (relataremos este fato na secéo 1.5).

Ressaltamos ainda que tal equacéo pode ser escrita assim:
Oy —yo=alx—x) & y=ax—ax,+Y

e fazendo —ax, + y, igual a uma constante b segue que (t) y = ax + b que pode
ser a equacao reduzida de uma reta ou representar algebricamente uma funcéo

afim.

Sendo assim y e x tém variagdes diretamente proporcionais, ou melhor,
quando x varia de uma unidade, a partir de qualquer ponto, o valor
correspondente de y varia sempre de a unidades, ou seja, y varia a uma taxa

constante e igual a a que € o coeficiente angular, m; = a, da reta (t), pois, m; =

A ax+b—axg—b ax—ax a(x—x alx a.l
Ay _ o—b _ o _ a( o)= =% 5 m =a.
Ax 1 1 1 1 1

“Como foi estudado em Geometria Analitica, numa reta de equagéo y =
ax + b o coeficiente a representa seu coeficiente angular. O valor de a pode ser
calculado pela tangente trigopnométrica do angulo de inclinagdo da reta”
(MACHADO, 1988, p.17). Exemplo:
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Figura 2: FuncBes Crescente e Decrescente no Livro Mateméatica por Assunto — Nogdes

de Calculo

Y y=ax 4+ b /

{a > 0)

a
2a
Funcglo crescente a
taxa constante,

Fungfc decrescente a
taxa constante,

Fonte: Machado (1988, p.14)

Observamos que na figura anterior em qualquer triangulo retangulo o
calculo da tangente trigonométrica do angulo de inclinacdo da reta também nos

fornece o coeficiente angular da reta, ou seja, se a é o angulo de inclinacdo da

~ a
reta, entao, neste caso, m; = tana = 1 =a.

Segundo Machado (1988, p.14)

Devemos entender variacdo como uma diferenca valor final menos um
valor inicial. Assim, dividindo a variacdo de y pela correspondente
variagdo de x, obtemos uma raz&o constante e igual a a.

a é a taxa de variacao de y em relagado a x;
y=ax+b
a é a variagio de y por unidade a mais de x [...]

Na sequéncia elencamos alguns exemplos de acordo com Machado
(1988)
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Figura 3: Exemplos de Taxas no Livro Mateméatica por Assunto — Nog¢des de Célculo

Exemplo 3
®  Em certa cidade, a quantia y a pagar por uma corrida de téxi de x quildmetros ¢;
= 20 + 8x (y em cruzados)
Nng— N——
custo adicional de uma corrida de x quildmetros

custo fixo (bandeirada)

A taxa de variacho de y em relacfo a x é 8. Ela representa a quantia a pagar por quild-
metro rodado, sendo medida em Cz$/km,

Exemplo 4

® Um botijdo contém, iniciaimente, 13kg de gds de cozinha, sendo consumido 3 razio
de 0,5 kg por dia, A massa m de gés no botijo, apbs t dias e uso, é dada por:

m=13 - 0,6t (m em quilogramas)

A taxa de variagdo de m em relacio a t é =05, em kg/dia. O valor negativo da taxa
indica que a-massa diminui de 0.5 kg quando ¢ aumenta de 1 dia.

Fonte: Machado (1988, p.14)

A seguir descrevemos a ideia sobre as variacdes nédo proporcionais, ou
seja, a variacdo de y por unidade x ndo é mais constante, isto é, a rapidez com
que y varia com x depende do ponto considerado:

Figura 4: Exemplos de Varia¢g6es ndo proporcionais no Livro Matemética por Assunto —

Nocdes de Célculo

Exemplc
o y=x2+7

S | Mo 08 |2 ) e |15 | e e | e )
T T e 6 |23 |32 | 43 |
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Fonte: Machado (1988, p.20)

“A variagao de y por unidade de x aumenta a medida que x aumenta. A
funcdo dada por y =x%+7 cresce cada vez mais rapidamente com x.”
(MACHADO, 1988, p.20). Aqui ressaltamos a necessidade de estudarmos a

Taxa de Variagdo em um determinado ponto - Derivada.
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A Taxa de Variacdo Média de acordo com Machado (1988) para uma
funcdo qualquer definida por y = f(x), entre os pontos x;e x, (com x, > x;) € a
taxa de variacdo da funcédo y = ax + b determinada pela reta que passa pelos
pontos (x1,y1) € (xz,y2), onde y; = f(x1) € ¥, = f(xz).

Figura 5: Célculo da Taxa de Variagao Média no Livro Mateméatica por Assunto — Nog¢bes

de Calculo

Fonte: Machado (1988, p.22)

Sendo assim se T, € a taxa de variagdo média de y = f(x) entre x;e x,,

Ax = x; —x; € Ay =y, — y; segue que Tm:%'

“A taxa média corresponde, entao, a variagao de y por unidade de x, em
média, entre x;e x,” (MACHADO, 1988, p.22).



41

Figura 6: Célculo da Taxa no Livro Mateméatica por Assunto — No¢des de Calculo

® Para um carro que entre os instantes t; e t, se desloca do marco quilométrico S; ao
marco S;, a taxa de variagdo média da posicdo em relagdo ao tempo, ou seja, a veloci-
dade média (vp,) do carro, é igual a velocidade que ele deveria ter em movimento uni-
forme para realizar o mesmo percurso no mesmo tempo:

Ve

Velocidade média
entre t, e t,:

vm::i’—_sl.
L—1

Fonte: Machado (1988, p.23)

O gréfico da funcao definida por y = f(x) em certo intervalo considerado

pode ter varios aspectos e em qualquer caso, a taxa de variagdo média entre
x1=3ex2=8é2,4Z

Figura 7: Taxa Média no Livro Matematica por Assunto — No¢8es de Calculo

Wb -

Fonte: Machado (1988, p.24)

De acordo com Machado (1988, p.24)

[...] ataxa de variacdo média nao fornece informagdes sobre a rapidez
com que a funcdo varia em um ponto especificado; ela se refere a um
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intervalo de valores de x, onde o valor de f(x) pode ter aumentado ou
diminuido muito mais rapidamente do que indicado pela taxa média.
Apenas no caso de uma funcéo do tipo y = ax + b a taxa média é igual
ao valor constante da taxa de variacdo, que nesse caso € igual a a.

A nocdo de Taxa de Variacdo no ponto ou Derivada é utilizada para
caracterizar a rapidez com que uma fungao f dada por y = f(x) varia em um

ponto x,.

A ideia basica ao se trabalhar com essa nocdo é a de que uma curva
pode ser aproximada por uma reta nas proximidades de um ponto. Assim, a
rapidez com que uma funcao varia em um ponto pode ser associada a Taxa de
Variacdo da fungéo definida por y = ax + b, que melhor se aproxima da funcéo

dada no ponto x,. Reproduzimos esta ideia na Figura 8.

Figura 8: Reta Tangente no Livro Matematica por Assunto — Nog¢des de Célculo

fix,)

Fonte: Machado (1988, p.25)

Sendo assim, se y = f(x), chamaremos de Taxa de Variacdo de y em
relacdo a x no ponto de abscissa x, a Taxa de Variacdo da funcdo dada pory =
ax + b cujo gréfico é a reta tangente (se ela existir) ao grafico da funcdo dada

por y = f(x) no ponto (x, -, f(x,)), cOmo esta representado na Figura 9:
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Figura 9: Taxa de Variagdo no Livro Matematica por Assunto — Nog8es de Calculo

Fonte: Machado (1988, p.26)

Dessa forma, indicamos a Taxa de Variagdo de y = f(x) no ponto de
abscissa x, por T, € ela € calculada assim, com base na Figura 8 e na Figura

9:

__ Ay a(xo+1)+b-(axo+b) _ axp+at+b—axo—-b _ a ST —a
Yo T Ax (xo+1)—x¢ - Xo+1—xg T Xo —

A Taxa de Variacdo da fungéo f, dada por y = f(x) no ponto de abscissa
X, € também chamada Derivada de f(x) no ponto de abscissa x,. Seu valor
indica a inclinacéo da reta tangente (ou coeficiente angular) ao grafico de f dada
pory = f(x) no ponto considerado. Esse valor € comumente representado por

f'(x,). Entdo neste nosso estudo temos f'(x,) = a.

Vamos agora, procurar um modo analitico para calcular o valor de a, a
partir da fungcéo dada por y = f(x). Para isso, utilizamos a no¢éo de velocidade

no instante t:

A velocidade no instante t € a Taxa de Variagdo da posicdo S em
relagdo ao tempo t, ou seja, € a Derivada de S em relagdo a t nesse
instante. Ela é, entdo, a velocidade do movimento uniforme que
melhor se aproximaria, nesse instante, do movimento considerado
(MACHADO, 1988, p.27).
Isso posto, vamos considerar o caso de um carro em um movimento nao
uniforme. Queremos determinar a velocidade do carro, em km/h, no instante t;.
Esta é a velocidade que ele teria se seu movimento se tornasse uniforme a partir

de t, (Figura 10):
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Figura 10: Velocidade no instante t;

S (km)

velocidade
} em km/h

no instante
e

. - ——————

=
-

Fonte: Machado (1988, p.50)

Se deixarmos transcorrer 1h a partir de t; e verificarmos que a distancia
percorrida nesse intervalo de tempo foi, por exemplo, de 90 km, isto ndo sera
suficiente para concluir que a velocidade no instante t; € de 90 km/h.
Poderemos somente concluir que a velocidade média nesse periodo de 1h foi
de 90 km/h. A velocidade do carro no instante t; pode diferir significativamente
desse valor, jA que o movimento ndo € uniforme, e em 1h pode ter variado

bastante, conforme a Figura 11:

Figura 11: Movimento real

percurso em 1h

t {h)

Fonte: Machado (1988, p.50)

Podemos obter uma melhor aproximacdo da velocidade do carro no

instante t; deixando transcorrer ndo 1 h, mas apenas 1 min, a partir de t;.



45

Verificando a distancia percorrida e multiplicando-a por 60, temos uma
estimativa de seu percurso em 1 h, caso ele continuasse a se deslocar com a
mesma rapidez observada durante esse minuto, conforme esta representado na
Figura 12:

Figura 12: Nocéo de Velocidade Instantanea

S (km)

£
£
X <
g \)“\Ko
2
=
§ percurso
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l—c:'_'_ _____________ em 1h
)
. '
t ]
- | 1
R : t (h)
A A
SR e
2 1h

Fonte: Machado (1988, p.51)

Obtemos uma aproximacao ainda melhor verificando o percurso em 1 s,

a partir do instante t;, e multiplicando esse resultado por 3600.

Dessa forma, deduzimos que quanto menor for o intervalo de tempo
considerado para, a partir dele, fazermos a projecdo do percurso que seria

realizado em 1 h, mais o valor obtido se aproxima do valor da velocidade no

instante t;

Sendo assim, para calcularmos f'(x), fazemos x aumentar de uma
unidade a partir de x; e determinamos a diferenca f(x; + 1) — f(x;), este valor
podera diferir significativamente do valor da derivada f'(x;), uma vez que a reta
tangente no ponto (x4, f(x)) pode estar muito afastada do gréfico de f no ponto

de abscissa x; + 1, conforme esta na Figura 13:
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Figura 13: Nog¢Ges da Derivada

Y y = flx)

flx, + 1)

flx,) -
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Fonte: Machado (1988, p.51)

Para obtermos um valor aproximado da derivada f'(x;), podemos fazer x

. ~ 1 . . ~
variar ndo de 1, mas de —, a partir de x;, e calcular a variacao correspondente

em f(x). Para um intervalo % suficientemente pequeno, o valor de f(x) em x; +%

se aproxima do valor correspondente calculado na equacédo da reta tangente.

Vamos chamar de A4, a diferenga f(x; +%) — f(x1). Podemos estimar

para f'(x;) o valor aproximado n. A,, pois, considerando a variagao proporcional

da reta tangente, temos que:
e quando x varia de % segue que f(x) varia de A,;
e quando x varia 1 segue que f(x) varia n. A,,.

Assim: n. [f(x1 + %) —f(xl)] = n4d, = f'(x,), conforme pode ser visto na

Figura 14:
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Figura 14: Ideia da Derivada

Fonte: Machado (1988, p.52)

Logo, para valores de n cada vez maiores, os valores de n.A, se

aproximam cada vez mais de um valor fixo a, entédo f'(x;) = a.

Para exemplificarmos as ideias de Machado (2008), elaboramos o

seguinte problema:

Suponha que a distancia (em metros) percorrida por um automaovel ao
longo de uma estrada t segundos apds partir do repouso é dada pela
fungdo posicdo x(t) = t? (0 <t < 25).

a-) calcule a velocidade média do automével no intervalo de tempo
[12,13], [12, 12,1] e [12, 12,01];

b-) calcule a velocidade (instantanea) do automével quando t = 12;
c-) compare os resultados obtidos na parte (a) com aquele obtido na
parte (b)

Ressaltamos que, por hora iremos resolver o item (b) desse problema,
no decorrer dos capitulos e no momento apropriado resolveremos os demais
itens. Lembramos que a parte (b) do problema pede para calcularmos a
Velocidade Instantanea (Derivada) da funcéo posicdo representada por x(t) =

t2 noinstante t = 12 s. Assim:

x(12) = 144
1 1 1 24 1
x(12+—> =122 +212.-+ = =144+ —+—
n n n n n
~ 1 24 1 24 1
Entao, A, =x(12+3) —x(12) = 144+ 2+ S - 144 =21 = | ogo, a

‘2

velocidade instantanea no instante t = 12 s sera: x'(12) = n.A,, = n. (211—4 " ) =
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1 . . .
=24+ ~ Quanto maior o valor de n, mais o valor de n.A4,, se aproxima de 24,
1 . . . A~
uma vez gque — se aproxima de zero. Portanto, a velocidade instantanea no

instante t = 12 s sera 24%.

Na proxima secéo apresentamos a revisdo bibliografica de trabalhos que
revelam diversas situa¢cfes de aprendizagem nas quais ha contextualizacao da
Derivada com énfase na Taxa de Variagao.

1.3 Reviséo bibliografica

Conheca todas as teorias, domize todas as técnicas, mas ao
tocar uma alma humana, seja apenas outrva alma humana.
Car( Jung

Iniciamos nossa revisao bibliografica pesquisando no banco de teses,
principalmente, da Fundacdo Capes — Coordenacédo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior (Capes), uma fundacédo do Ministério da Educacao
(MEC), que desempenha papel fundamental na expansdo e consolidacdo da
pés-graduacdo stricto sensu (mestrado e doutorado) em todos os estados da
Federacéao.

Pesquisamos também na biblioteca e no banco de teses da Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo (PUC-SP), Vérsila Biblioteca Digital (banco
de teses do México), banco de teses da Universidade Estadual de Campinas
(Unicamp), banco de teses da Universidade de Brasilia (UnB), banco de teses
da Universidade de Sdo Paulo (USP), banco de teses da Universidade Federal
do Rio de Janeiro (UFRJ), banco de teses da Universidade de Vigo (Espanha),
biblioteca digital da Universidade de Antioquia (Coldombia) e no banco de
dissertacdes do Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede Nacional
(Profmat).

Acessamos tais bancos de dados por meio de palavras-chave como, por
exemplo: Taxa de Variagéo, Derivada, Contextualizagédo, Ensino da Derivada e
ENEM.
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Dessa forma, encontramos dezenove trabalhos em ambito nacional e
internacional entre dissertacfes, teses e artigos que nos auxiliaram em nossa

pesquisa.

Nesta parte, dissertamos sobre as pesquisas encontradas e, ao final,
apresentamos uma sintese apontando o0s principais resultados e as

contribuicdes para o desenvolvimento de nossa tese.

Em 2011, na Universidade Severino Sombra (USS), Monique Sequeira
Lehmann, defendeu o titulo de mestre profissional em Educacdo Matemética
com o trabalho intitulado: “Proposta de uma sequéncia Didatica para
conceitualizacdo’ de Derivada como Taxa de Variagdo Instantanea”. Esta
dissertacao teve por objetivo o desenvolvimento de uma sequéncia didatica que
pudesse auxiliar os alunos nos processos de ensino e de aprendizagem em

relacdo ao conceito de Derivada como Taxa de Variagéo Instantanea.

Para Lehmann (2011), utilizar uma pratica pedagdégica fundamentada na
problematizacdo e construcdo dos conhecimentos por parte dos alunos pode
contribuir de maneira significativa para o processo de conceitualizacdo da
Derivada como Taxa de Variagdo Instantanea.

A pesquisa ocorreu com o0s alunos dos cursos de engenharia da USS,
gue possui ha sua matriz curricular a disciplina de Fundamentos de Matematica

Elementar, cujo objetivo é rever os principais conteddos do ensino médio,

necessarios ao Calculo.

Os sujeitos da pesquisa fizeram parte da turma (que cursou a disciplina
Fundamentos de Matematica Elementar em 2010.1 - esta sigla significa primeiro
semestre de 2010) e estavam cursando a disciplina de Céalculo de uma Variavel
em 2010.2 (esta sigla significa segundo semestre de 2010).

Para a elaboracédo da sequéncia didatica, a autora fez uma analise prévia
dos conhecimentos dos alunos a respeito de fungdes, graficos e taxas de

variacdo. Tal analise foi feita porque a autora julgou que esses assuntos sao

7 conceitualizar: tomar uma representagdo aderente a um conceito, segundo Lehmann (2011).
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importantes para o entendimento dos temas tratados no Célculo Diferencial e

Integral.

Lehmann (2011) utilizou, principalmente, como referencial teorico a
Teoria dos Campos Conceituais, segundo Vergnaud (1998) e dividiu a pesquisa
em trés etapas: na primeira etapa, foi aplicado um teste diagndstico (teste a
priori), no qual se abordou conteudos considerados basicos e necessarios para
o entendimento de funcdes e, consequentemente, de taxa de variacao
instantanea. Essa primeira etapa teve por objetivo observar como 0s sujeitos se
comportavam diante das tarefas propostas, quais significados e significantes

utilizavam para representar os conceitos.

Na segunda etapa, a autora buscou contribuir para que o0s sujeitos
pudessem utilizar os significados e significantes, da melhor maneira e, com isso,

construir e compreender o conceito proposto.

Na terceira e Ultima etapa, foi aplicado novamente o teste diagnostico
(teste a posteriori) que teve como objetivo verificar de que forma os temas
abordados na sequéncia de ensino puderam auxiliar os alunos no
desenvolvimento das questdes e na construcao do conceito de Derivada como

Taxa de Variacao Instantanea.

Essa divisdo da pesquisa em trés etapas permitiu uma analise
comparativa e evolutiva do desenvolvimento dos alunos diante dos assuntos

propostos.

A autora concluiu que, com a sequéncia didatica, os alunos apresentaram
desempenho satisfatério e conseguiram assimilar o conceito da Derivada como
Taxa de Variacdo Instantanea, além de compreender melhor questbes que

envolvem funcdes.

Lehmann (2011) deixa claro que os resultados da pesquisa foram obtidos
a partir de uma abordagem pedagdgica especifica de conceitualizacdo da
Derivada como Taxa de Variacéo Instantanea, a partir da analise geométrica, e
esperava que sua pesquisa pudesse contribuir para a conscientizacdo de um

professor mais reflexivo e preocupado com a melhora da qualidade do ensino.
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Esse trabalho contribuiu para esta tese, pois a autora estuda como
conceituar a introducao da Derivada por meio das ideias da Variacédo e da Taxa

de Variacdo que é a nossa tematica.

A dissertacdo de mestrado profissional, intitulada: Introduzindo o
Conceito de Derivada a partir da Ideia de Variagdo, foi defendida na
Universidade Estadual da Paraiba pelo estudante Airlan Arnaldo Nascimento de

Lima.

Lima (2012) teve como objetivo elaborar, aplicar e analisar uma
sequéncia didatica que possibilitasse a constru¢do do conceito da Derivada de
uma funcédo a partir da Variacdo. Esse trabalho teve por motivacéo o cotidiano
do autor em sala de aula ministrando aulas de Calculo Diferencial e Integral e

as consideraveis dificuldades de aprendizagem dos alunos.

Segundo o autor, o insucesso de muitos professores e alunos no ensino
e na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral tem atraido o interesse de
pesquisadores em Educacdo Matematica no mundo todo e diversas tematicas

tém sido abordadas neste amplo campo de investigagao.

O trabalho foi realizado em uma instituicdo publica que oferece cursos de
nivel superior e a sequéncia didatica foi aplicada em uma turma que inicia seus
estudos de Calculo Diferencial e Integral. Dessa forma, foram elaboradas
atividades de modo que os conceitos de variagcdo, variagdo média e taxa de
variagao instantanea de uma funcéo surgissem de modo intuitivo e natural no

desenrolar das atividades propostas.

A aplicacdo da sequéncia didatica aconteceu durante o horéario usual de

aula, em cinco encontros semanais, totalizando dezoito horas-aula.

A realizacdo dos trabalhos ocorreu em doze duplas e um trio que
trabalhou isoladamente uns dos outros. Durante a realizacdo das atividades,
cada aluno recebeu duas fichas idénticas, contendo os problemas trabalhados
em sala de aula. Os alunos foram orientados para que respondessem as duas
fichas e devolvessem uma delas. Uma das fichas ficou com a dupla, para
anotacdes, questionamentos ou correcbes no momento de discussdo das

respostas.



52

As respostas para todos os problemas propostos foram discutidas em
sessOes plenarias. Ao final de cada sessdo plenaria 0 autor destacava e
organizava 0s conhecimentos mobilizados. Nesses momentos, o0s alunos

tiveram a oportunidade de debater ideias, problemas e solugdes.

Vale destacar a preocupacao do autor com relacdo ao tempo, pois ha a
necessidade de cumprir a ementa da disciplina. Foi cumprido em torno de 80%
da ementa prevista. O autor dedicou 25% da carga horaria para a aplicacao da

sequéncia didética.

Os subsidios metodoldgicos, desta pesquisa, se alicercam,
principalmente, nos autores Silva e Igliori (1996), Dall’Anese (2000) e D’Avoglio
(2002) e, segundo o autor, foram inspiradas em principios da Engenharia
Didética de Artigue (1996).

Os pressupostos tedricos se baseiam nas ideias de conceito imagem e
conceito definicdo, conforme proposta de Tall e Viner (1981), e nas reflexdes de
Grattan-Guiness (1997) e Reis (2001) sobre o papel do rigor e da instituicdo no
ensino de Calculo.

Lima (2012) em sua pesquisa busca, na sequéncia didatica construida,

oferecer elementos que possam

[...] contribuir para que a maior parte dos estudantes formasse [...] o
conceito da derivada. [..] A maioria dos alunos conseguiu
conceitualizar adequadamente a derivada como uma medida de
variagdo, compreendendo alguns significados, tais como velocidade
instantanea, taxa de variagdo instantanea e coeficiente angular dareta
tangente ao gréfico de uma funcéo. [...] (p.105)
Os resultados obtidos indicaram que a maior parte dos alunos conseguiu
conceituar adequadamente a Derivada como uma medida de Variacao,
compreendendo alguns dos seus significados, tais como: velocidade

instantanea e coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma funcéo.

A dissertacdo de mestrado em Ensino da Matematica, intitulada: Uma
proposta para o ensino do conceito de derivada no ensino médio, foi defendida
na Universidade Federal do Rio de Janeiro pela estudante Selma Lopes da

Costa André.
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André (2008) teve como objetivo de pesquisa apresentar, aplicar e
analisar, de forma qualitativa, uma proposta para o ensino do conceito de
Derivada no Ensino Médio. Essa orientacao foi desenvolvida em quatro etapas:
estudo da variabilidade de uma funcgéo, taxa de variagdo média, taxa de variacédo
instantanea e apresentacdo do conceito de Derivada.

Para alcancar seu proposito o autor optou por uma abordagem baseada
na Teoria da Imagem de Conceito (de Tall e Vinner -1981) e Raiz Cognitiva (de
Tall -1992). Segundo André (2008), pesquisadores utilizam o termo Imagem de
Conceito para descrever a estrutura cognitiva total que estd associada com o
conceito, o qual inclui todas as figuras mentais, propriedades e processos
associados, ou seja, descrevem imagem de conceito como uma representacao,

nao verbal, que o individuo tem em mente, de um determinado conceito.

A ideia da Raiz Cognitiva foi utilizada por André (2008) como sendo um
conceito ancora que o aprendiz encontra facilidade para compreender, e que,
ainda assim, forma uma base a partir da qual a teoria pode ser construida.
Segundo o autor, uma raiz cognitiva € diferente de uma fundamentacao
Matematica. Enquanto a fundamentacdo Matematica € um ponto de partida
apropriado para o desenvolvimento l6gico de um contetdo, uma raiz cognitiva

€ mais apropriada para o desenvolvimento do curriculo.

Nas suas consideracgdes finais, o autor destaca que ao apresentar uma
proposta para o ensino do conceito da Derivada no Ensino Médio baseada na
teoria de imagens de conceito e raiz cognitiva, a sequéncia de atividades
viabilizou a apresentacdo desse conceito e os resultados obtidos nas atividades
pelos participantes da pesquisa, durante o curso e na avaliagao final, sugerem
que abordagem pedagdgica utilizada na proposta apresentada enrigueceu as
imagens de conceito dos alunos e tornou o estudo viavel para estudantes do

Ensino Médio que possuam conhecimentos sobre funcéao.

A tese de doutorado em Educacgéo, intitulada: A constru¢cdo/negociacéo
de significados no curso universitario inicial de Calculo Diferencial e Integral, foi

defendida na Universidade de S&o Paulo por Maria Cristina Bonomi Barufi.

A pesquisa de Barufi (1999) foi motivada pelas dificuldades existentes no

ensino de Célculo Diferencial e Integral. A autora buscou no referencial tedrico:
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rede de conhecimentos e significados, a compreenséo dessas dificuldades a
partir dos Livros Didaticos que, segundo Barufi (1999), € um instrumento sempre

presente no trabalho do professor na sala de aula.

Dessa forma o enfoque principal do seu trabalho residiu na negociagéao
dos significados e como alguns Livros Didaticos abordam o Célculo: se por meio
de revelacdo ou uma construcao significativa. A tese também discute o papel
do professor que, segundo a autora é fundamental em sala de aula tendo como

aliado potencial o computador.

Nas consideracdes finais, Barufi (1999) ressalta que cada vez mais o
conhecimento a ser buscado precisa ser significativo e que felizmente ndo é
mais suficiente a visdo dogmatica de que determinados assuntos sao
importantes para a formagdo do individuo. Os estudantes devem perceber a
possibilidade de resolver problemas reais e seus, pois assim daréo relevancia

ao tema.

O trabalho de Barufi (1999) faz parte da nossa reviséo bibliografica, pois

discute a importancia do Livro Didatico, que é o objeto de nossa pesquisa.

O trabalho de mestrado, Vinicius Mendes Couto Pereira, foi defendido na
Universidade Federal do Rio de Janeiro sob o titulo: Céalculo no Ensino Médio:
Uma Proposta para o Problema da Variabilidade. O autor se baseou nas ideias
de mapas conceituais - cuja definicdo esta em Rezende (2003) e, também por
meio desse Ultimo trabalho, reuniu cinco macroespacos de dificuldades de
aprendizagem de natureza epistemoldgica do ensino de Calculo e identificou as
origens desses obstaculos: o da evitagcdo/auséncia das ideias e problemas

construtores do Calculo no ensino basico de Matematica.

Sendo assim, o pesquisador defende que os embaracos encontrados no
ensino de Calculo sdo de natureza epistemoldgica e tais bloqueios ocorrem, em
esséncia, porque existe: omissdo/evitacdo das ideias basicas e dos problemas

construtores do Célculo no ensino de Matematica em sentido amplo.

Pereira (2009) utilizou a concepcéo de Engenharia Didatica para elaborar
uma sequéncia didatica por meio da qual visava a insercdo de ideias
fundamentais como, por exemplo, a Variacdo, do Célculo no Ensino Médio.

Dessa forma, ele lidou com o conceito de funcdo, sob o ponto de vista da
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variabilidade e observou que tanto o problema da variabilidade quanto o conceito

de funcdo, tiveram fundamental importancia nas ideias iniciais do Calculo

[...] afuncédo afim seré caracterizada segundo o que consideramos ser,
a sua propriedade fundamental, a saber: acréscimos iguais na variavel
independente ocasionam acréscimos iguais na variavel dependente,
ou ainda, o acréscimo f (x + h) — f (x) depende apenas de h (PEREIRA,
2009, p. 53)

Pereira (2009) teve como um dos objetivos (apds as atividades da

sequéncia didatica) que os estudantes fossem capazes de:

[...] Compreender a propriedade fundamental da funcdo afim; [...]
Compreender a caracterizacao das funcdes polinomiais de 1° e 2°
graus de acordo com a sua varia¢ao; [...] Associar a taxa de variagdo
média de uma fungé@o com o coeficiente angular da reta secante a dois
pontos do grafico da funcéo; [...] Compreender o comportamento local
da reta tangente e ser capaz de traca-la; [...] Compreender a taxa de
variacdo instantdnea como aproximacdes da taxa de variacdo média
calculada em intervalos cada vez menores; [...] Associar a reta
tangente com aproximacfes das retas secantes tragcadas em
intervalos cada vez menores (PEREIRA, 2009, p. 55).

O autor concluiu que no ensino de Célculo existe a prevaléncia da técnica
sobre o significado e que a partir da sequéncia didatica criada por ele € possivel
tratar as ideias fundamentais do Calculo no Ensino Médio e dessa forma
contribuir para diminuir os seus indices de reprovagfes no ensino superior.
Assim, o autor sinaliza com a possibilidade efetiva de uma nova abordagem dos

conceitos que fundamentam todo o desenvolvimento da introducdo do Célculo.

O trabalho de doutorado, cujo titulo é: Una posible «razon de ser» del
calculo diferencial elemental en el dmbito de la modelizacion funcional, foi
defendido na Universidade de Vigo, no ano de 2015, pela estudante Catarina

Oliveira Lucas.

Lucas (2015) utiliza como referencial tedrico-metodolégico a teoria
antropoldgica do didatico (TAD) e a engenharia didatica. Sua pesquisa situa-se
entre o final do ensino médio e a primeira série do ensino superior, sugerindo
gue alguns tépicos que ela julga elementar de Célculo sejam abordados por

meio da modelagem matematica.

Dessa forma, a autora propde uma pesquisa educacional, pois acredita
na necessidade de encontrar uma razéao do porqué o curriculo oficial de Calculo

Diferencial e Integral ndo inclui questbes e tarefas que a autora nomeia de
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Célculo Diferencial Elementar (CDE). Contudo Lucas (2015), constata alguns
problemas relacionados ao ensino do Célculo na Espanha e também em
Portugal: rigidez, incompletude, desarticulacdo e atomizacdo dos conceitos de
Célculo. Sendo assim, esses problemas geram entraves que afetam a génese
e o desenvolvimento do aprendizado do Calculo.

A partir disso, Lucas (2015) construiu um modelo epistemoldgico de
referéncia que utiliza a modelagem com uma forma de articular e dar sentido ao
estudo do Célculo Diferencial e Integral de fun¢des de uma Unica variavel. Para
isso, a autora aplicou uma sequéncia didatica com estudantes do primeiro ano

da Licenciatura de Medicina Nuclears®.

Lucas (2015) concluiu que o aluno deve usar o saber cientifico para
resolver novos desafios/tarefas que possam surgir na sua futura profissao e
também saber: responder a questdes colocadas de forma diferente do habitual,
guestionar e estabelecer conjecturas para solucionar situacées-problema. Para
conseguir este feito, o estudante deve trabalhar com uma Matematica mais
flexivel, articulada e mais justificada do que € estudada geralmente nos colégios
e faculdades.

A dissertacdo de mestrado em Educacdo, intitulada: Exame Nacional do
Ensino Médio (ENEM) como indutor da pratica curricular de professores de
Matematica a partir da perspectiva de contextualizacdo, foi defendida na
Universidade Regional do Noroeste do Estado do Rio Grande do Sul pela

estudante Ana Queli Mafalda Reis.

A temética de Reis (2012) é a formacdo de professores na educacéao
basica e superior no que se refere aos processos e as producdes, considerando
a interacdo profissional na elaboracao e desenvolvimento de curriculos, com
explicacbes e analises dos referenciais tedricos. Para essa pesquisa as
informacdes e analises foram aferidas a partir da utilizacao de trés instrumentos:

a analise documental, os questionarios e as entrevistas semiestruturadas.

8 Segundo a Escola Superior de Tecnologia da Saude de Lisboa este profissional atua integrado
numa equipe multidisciplinar, desenvolvendo ac¢des nas areas da Radiofarméacia, Medicina
Nuclear Convencional, Tomografia de Emissdes de Positrbes, Hematologia Nuclear,
Doseamentos de Radioimunoensaios e Osteodensitometria. Fonte: https://www.estesl.ipl.pt
Acesso 03/01/2017.
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Reis (2012) buscou relacionar a proposta escolar da base curricular
comum e o discurso dos professores de Matematica, a partir do conceito de

contextualizacao tensionada pelas mudancas no ENEM.

Dessa forma, Reis (2012) propde a seguinte questdo: Considerando o
ENEM como uma politica de reestruturacdo do curriculo de Matematica no
Ensino Médio, pautada no processo de contextualizacdo do ensino, € possivel
identificarmos, nas praticas docentes de Matematica atuantes no ensino médio,
articulacdes desse processo com as matrizes de referéncia do ENEM na area

de Matemética e suas Tecnologias e na reestruturagéo do curriculo escolar?

A pesquisadora obteve como resultado de sua pesquisa que, mesmo
apos 15 anos de orientacdes e politicas publicas, o curriculo da escola e a acéo
pedagdgica do professor parecem indiferentes aos processos de reforma
curricular, pois mesmo que uma avaliacao publica venha a assegurar condi¢cdes
de mudancas no ensino, as acdes desenvolvidas em escolas ainda parecem
estar indiferentes a tal proposta. O motivo para esse acontecimento reside no
fato dos professores nao se sentirem questionados em seu trabalho pelo motivo
de que o ENEM ainda n&do se consolidou como referéncia nacional para o

desempenho dos alunos.

Sendo assim, a autora conclui que a escola é indiferente as orientacdes
publicas porque os professores nédo se sentem questionados em seu trabalho e
apresentam entendimentos superficiais e limitados para efetivar mudangas no

ensino a ponto de comprometer o processo de reforma curricular:

[...] penso que a educagdo ndo é um espago aberto para o certo ou o
errado, e sim um espago necessariamente aberto para novas
perspectivas. A inseguranca para mudar certamente provoca receios,
mas com certeza ndo existira espaco para o errado. Podera haver
situacdes de insucesso, contudo jamais irdo banalizar o processo de
ensino. Acredito que esse seja o maior receio do professor, que, ao
tentar mudar sem saber exatamente o que fazer, tem medo de
prejudicar o seu aluno, e por isso deixa 0 seu ensino continuar linear
e um tanto regular durante a sua carreira docente. (REIS, 2012, p.
103)

O trabalho de Reis (2012) discute o ENEM como indutor de situacdes de
aprendizagens contextualizadas em Matematica. Utilizamos esse trabalho, pois
propomos uma situacao de aprendizagem em que aproveitamos uma questao

contextualizada do ENEM para introduzirmos o conceito de Derivada.
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A dissertacdo de mestrado em Educacdo Matematica, intitulada:
Conceito de derivada: uma proposta para seu ensino e aprendizagem, foi
defendida na Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo pelo estudante

Claudio Dall’Anese.

O trabalho se apoia na metodologia de uma sequéncia didatica com
atividades apresentadas em ficha, em que os alunos trabalham em duplas, para
perceber a esséncia do conceito de derivada. ApOs a resolugcdo das fichas

estabelece-se uma plenéria para a discussao das respostas apresentadas.

O ponto de partida das atividades é a apresentacdo de um problema
do mundo concreto, que requer para a sua resolucdo, uma ferramenta
ainda ndo disponivel para os alunos. Tal ferramenta é a derivada. Ao
tentar resolver o problema, o aluno percebe que ainda ndo dispde de
todos os elementos necessérios. (DALL’ANESE, 2000, p.42)

O pesquisador embasou sua dissertacdo em elementos da Didatica da
Matematica e também em principios da Teoria do Conhecimento, em particular
na questdo da formagao dos conceitos “espontaneos” e “cientificos”. Sendo
assim, a nocao de Contrato Didatico orientou o autor com relacdo a elaboracao,

aplicacéo e analise da sequéncia didatica.

O autor encontrou dificuldades de aceitacdo da sequéncia didatica por
parte dos alunos, pois ndo tinham ferramenta disponivel para resolver o
problema apresentado e diversos entraves foram enfrentados como, por
exemplo, de representacdo escrita matematica, de interpretacdo do enunciado
das questdes, de manipulacdo algébrica e localizacdo de pontos no grafico.
Portanto, por meio dessa sequéncia didatica houve uma ruptura do Contrato

Didatico vigente que era o do estudante ndo ser o protagonista do aprendizado.

Além disso, o autor realizou discussfes em plenarias (das resoluc¢des dos
alunos) que segundo ele constitui um mecanismo eficaz para observar as
dificuldades dos alunos e apresentar exemplos de forma a progredir com o

aprendizado.

Dall’Anese (2000, p.126) conclui que: “no inicio da sequéncia didatica,
estes alunos deram indicios que a nog¢ao de variagdo é um conceito espontaneo.
Utilizar esta nogao como “ponto de partida” para abordar o conceito de derivada,

apontou ser uma escolha acertada”.
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Salientamos que esta afirmacdo enunciada aproximadamente ha quinze
anos nos motivou ainda mais a estudar o tema: “A abordagem dada a Taxa de
Variacdo no Livro Didatico do Ensino Médio e a sua relacdo com o conceito da

Derivada no Livro Didatico do Ensino Superior”.

A dissertacdo de mestrado em Educacdo Matemética, intitulada: O
tratamento dado por livros didaticos ao conceito de Derivada, foi defendida na
Pontificia Universidade Catdlica de Sdo Paulo pelo estudante Rogério dos

Santos Lobo.

A pesquisa de Lobo (2012) estéd imersa na tematica da analise da inter-
relacdo entre a epistemologia, historia e didatica da mateméatica com vistas a
melhor compreensao dos fendmenos ligados ao ensino e a aprendizagem da
Matematica, as relacBes entre saberes cientificos e escolares. Esse trabalho
utilizou como fundamentacdao tedrica os registros de Representacdo Semibtica

de Duval e os procedimentos metodolégicos da Anélise de Contetdo de Bardin.

O autor teve por foco a analise de trés livros didaticos no que se refere
as dificuldades na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral e, em
particular, da Derivada. Escolheu-se realizar uma pesquisa investigativa de
como os livros abordam esse conteudo, e verificou-se se ha énfase no aspecto

da Taxa de Variacéo.

Sendo assim foram analisados trés Livros Didaticos nomeados por ele de
Livro A (indicado para cursos de Engenharia), Livro B (indicado para cursos de
Administracdo e Economia) e Livro C (indicado para cursos de Matematica e

Engenharia).

O referencial tedrico-metodoldgico permitiu ao autor investigar se o
tratamento dado pelos livros didaticos, por meio dos textos, exercicios
resolvidos e propostos e outras atividades faziam a articulacdo entre os registros
da teoria dos Registros de Representacdo Semiotica, possibilitando a

compreensédo da Derivada com énfase na Taxa de Variagao.

Nessa dissertacdo, o autor concluiu que os livros faziam o tratamento a
partir da Taxa de Variacdo, mas s0 um dos livros, escrito principalmente aos
alunos de administracdo, referenciava a Taxa de Variacdo, os outros dois,

dedicados mais a alunos de engenharia, nem cogitavam.
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O trabalho de Maryna de Oliveira Paiva de mestrado foi defendido na
Universidade de Brasilia em 13/03/2015 sob o titulo: Aplicacdes do Estudo da
Derivada no Nivel Basico de Ensino Associado a Resolucdo de Questbes de

Méximos e Minimos.

A autora focou seu trabalho no estudo de questbes de otimizacdo que
podem ser resolvidas tanto pelo método aprendido na Educacao Basica (até o
Ensino Médio), quanto por meio de uma nova ferramenta, que foi apresentada

e explicada no decorrer da dissertacao; tal ferramenta é a derivada.

A pesquisa se apoia em artigos de alguns pesquisadores: Busse (2006),
Soares (2006), Avila (1996) e Duclos (1992) que apoiam a implementacéo do

ensino de Limites e Derivadas no Ensino Médio.

Paiva (2015) conclui que comparar a resolucéo dos exercicios, ora feito
com a derivada e ora feito sem a derivada, permitiu perceber que a Derivada é
uma ferramenta flexivel e que permitiria aos estudantes aprofundarem em

outros conteldos se fosse ensinada mais cedo na sua vida académica.

O artigo de Patricia Camarena Gallardo faz uma releitura das
contribuicdes de como lidar com o problema da aprendizagem e ensino da
Matematica no nivel superior, especificamente na area de engenharia. O titulo
de seu trabalho é: Aportaciones de investigacion al aprendizaje y ensefianza de

la matematica en ingenieria.

A autora discute problemas de aprendizagem e de ensino da Matemética

nas carreiras nas quais a Matematica € uma disciplina de servico.

A pesquisa € realizada sobre a tematica do ensino da Matematica no nivel
superior, especificadamente na area de Engenharia, em que a matematica é
uma disciplina de servigo. Esse trabalho culminou com a construgdo da Teoria
Educacional chamada por ela de: Mateméatica no Contexto das Ciéncias. Esse
principio inclui o processo educacional como um sistema em que 0s conteudos,
o aluno e o professor interagem, bem como as interagdes ocasionadas entre

todos eles.

Aléem disso, a caracterizacdo de modelos matematicos e sua

classificacdo em engenharia, descritos na modelagem matematica séo
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concebidas como um processo em que 0 aluno possui para manipular variaveis
e constantes e assim chegar a formular o modelo matematico que deve ser

validado de acordo com o enunciado do problema.

Camarena (2010) conclui que a Teoria: Matemética no Contexto das
Ciéncias é uma teoria nascida no nivel superior, ao contrario da maioria das
teorias de ensino e aprendizagem nascidas no nivel basico. Essa teoria fornece
muitas das variaveis envolvidas no processo educacional, que se parece com
um processo social, e tende a construir uma matematica para a vida. A autora
também defende que o professor deve fazer pesquisa educacional que o
auxiliard para elevar a qualidade académica da educacédo, porque ensino e

pesquisas em educacao estao ligadas.

A Teoria também é estendida para incluir competéncias; sendo essa
ultima entendida como os pontos fortes do futuro profissional para enfrentar uma
situacdo problematica, utilizando a integracdo de toda a sua riqueza de
conhecimentos, habilidades, atitudes e valores que sao mobilizados em suas

estruturas cognitivas.

Sendo assim, esse trabalho torna-se importante para a nossa pesquisa,
pois a autora estuda como propor situacdes-problema, situacdes
contextualizadas ou modelagem matematica para introduzir conceitos de

Matematica.

O trabalho de Doutorado em Educacao, cujo titulo é: La comprension de
la tasa de variacion para una aproximacion al concepto de derivada. Un andlisis
desde la teoria de Pirie y Kieren, foi defendido na Universidade de Antioquia,

Colémbia por Jhony Alexander Villa-Ochoa.

Segundo Villa- Ochoa (2012):

A taxa de variagdo instantanea ou taxa de variagdo € um conceito que
tem chamado a atencdo de varios pesquisadores; em parte, porque
existe uma relagdo com outros conceitos fundamentais da analise
matematica como a derivada [...]° (p.3).

9 La tasa de variacion o razén de cambio ha sido un concepto que ha llamado la atencién de
diversos investigadores; en parte, porque se encuentra en relacién con otros conceptos
fundamentales del analisis matematico como la derivada [...] (p.3).
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Sendo assim sua tese é desenvolvida em torno da seguinte questao de
pesquisa: Como desenvolver o processo de compreensao da taxa de variacao
de forma a oferecer uma interpretacdo variacional da derivada em alunos

participantes de um curso de pré-célculo? 1°

Para responder a sua questado de pesquisa Villa-Ochoa (2012) recorre a
fundamentacao tedrico-metodoldgica: teoria para a evolucdo da compreenséao
matematica de Pirie e Kieren (1994) que esclarecem como investigar o processo
de compreens&o de um conceito matematico. E uma ferramenta que possibilita
observar o processo de evolucdo da compreensdo matemética de um aluno ou

um grupo de alunos.

De acordo com esse principio um dos fatores envolvidos na compreenséao
matematica séo as interacdes com diferentes meios. No trabalho de Villa-Ochoa

(2012) foi utilizado o software Geogebra.

O autor utiliza a construcao de triangulos sob a curva (como fizemos na
Figura 16, p.76) para promover uma interpretacdo alternativa para a Taxa de
Variacdo. Dessa forma, os alunos podem obter uma imagem direta do
crescimento de uma variavel em relacdo a outra variavel e o professor pode
utilizar uma abordagem diferente da classica, na medida em que envolve
situacdes que promovem diferentes questionamentos e interpretacdes da Taxa
de Variacdo e dessa forma, construir imagens, relacionamentos e novas
interpretagdes que contribuem para uma maior compreensao desse tema. Por
exemplo, a compreensado dos estudantes da Taxa de Variacdo a partir dessas
ideias direciona o pensamento deles para a Taxa de Variacdo Média, Taxa de
Variacdo em um intervalo e finalmente a Taxa de Variagcéo Instantanea que leva

ao conceito de Derivada.

O autor concluiu que, de acordo com a abordagem proposta, os alunos
aprofundaram nos porqués das suas conclusdes tomando consciéncia das
relagcdes estabelecidas entre as imagens da Taxa de Variagdo. Dessa maneira,

sua pesquisa fornece evidéncia para apoiar a importancia de situacoes flexiveis

10 ; Como se desarrolla el proceso de comprension de la tasa de variacién como una manera
de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada en estudiantes participantes de un curso
de pre-célculo?
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(em detrimento de situacdes rigidas e pré-estabelecidas) resultantes de

guestionamentos que surgiram em ambiente experimental da sala de aula.

Villa-Ochoa (2012) ressalta que o0 processo da compreensao em
Matematica € um produto da interagdo social dos alunos, professores e 0s
meios de comunicacao que podem ser enquadrados na construcao tedrica, por

exemplo, o Geogebra.

O autor evidencia ainda que sua pesquisa ndo esta ligada ao uso de
softwares para entender matematica (mais facilmente), mas por meio dele a
construcdo do conhecimento matematico parece harmonizar com os elementos
da sociedade onde o uso de chats, telefones celulares, computadores, internet
e redes sociais tornaram-se um cotidiano, ou seja, eles ja sao parte inerente da

nossa cultura.

O artigo intitulado Desarrolo del pensamiento y lenguaje variacional, una
mirada socioespitemoldgica de Ricardo Cantoral Uriza relata que a ciéncia e a
educacdo estdo vinculadas a praticas sociais e culturais especificas
diferentemente da matematica que tem a premissa de lidar com objetos
abstratos e o professor em sua pratica comunica verdades pré-existentes a seus
alunos. Ao assumir essa concepcao ele apresenta 0 mais depressa possivel o
significado abstrato dos objetos matematicos desconsiderando a sua origem e

sua func¢éo social.

De acordo com o autor, todo conhecimento é devido a uma necessidade
de natureza pratica, pois segundo os historiadores da ciéncia, algumas nocdes
da matematica vém de abstracdes sucessivas e generalizacbes empiricas.
Devido a essas reflexdes Uriza (2004) fornece uma orientacdo, a sua pesquisa,
socioepistemoldgica para estabelecer uma relacdo entre a natureza do
conhecimento que o0s humanos produzem e as causas e razfes dessa

elaboracéao.

Uriza (2004) expbe que a proposta de sua abordagem tem origem no
seminario de pesquisa na area de educacado superior do Departamento de
Educacédo Matematica do Instituto de Pesquisa Cientifica na cidade do México
(Cinvestav) e em uma conferéncia de pesquisa em Educacdo Matematica do

Central Michigan University nos EUA, ocorrida no ano de 1997.
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Segundo o autor a socioepistemologia consiste em uma abordagem
sistematizada que permite trabalhar com a producdo e disseminacdo do
conhecimento a partir de inUmeras perspectivas articulando as interacdes do
conhecimento aos processos socioculturais e cognitivos que estdo associados

ao ensino.

Uriza (2004) destaca ainda que nenhum conhecimento foi adquirido
sozinho e que os livros didaticos insistem em supor que o conhecimento
mateméatico e, especialmente, a universidade, obedece a leis proprias da
matematica. Por exemplo, a literatura utiliza os verbos: demonstrar, aplicar,
calcular, deduzir e verificar para difundir o conhecimento. O autor propde de
acordo com o seu referencial tedrico-metodologico a troca desses verbos para:
prever, argumentar, antecipar, chegar a um consenso e participagao para assim
disseminar uma nogéo da matematica focada no uso e na funcionalidade social

a ela associada.

Seguindo esse principio 0 autor sugere uma atividade para os alunos da
educacdo bésica, que estdo tendo um curso de geometria analitica, de
construirem a equacdo da reta por meio da semelhanca de triangulos,
destacando a linguagem variacional. Ja para os alunos do curso de Célculo o
autor destaca que, se nao for feita a linguagem variacional da Derivada na sua
introducéo, pode ocorrer um problema de aprendizado, pois 0os alunos podem
lembrar o que significa algébrica e geometricamente a primeira e a segunda
derivada, mas séo incapazes de dizer o que significa a terceira derivada, por

exemplo.

O autor ilustrou esse fato ao colocar duas situagdes de aprendizagem
para os estudantes:

e ensino basico: os alunos possuiam um triangulo retangulo (EDB) inscrito em
outro triangulo retangulo (ACB). Ao fazer a ilustracdo deste fato colocando o
ponto E aproximadamente na metade de AB os alunos escrevem corretamente

~ AC _ 4B L
a proporgao — = —, por exemplo. Mas ao colocarmos o ponto E proximo do

ponto B os estudantes apresentam dificuldades de estabelecer a relacao

correta.
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e ensino superior: os alunos possuiam certo polindmio de grau seis, na sua
representacdo grafica, e foi pedido a eles indicarem no grafico as
representagdes de f(x) >0, f'(x) >0, f"(x) >0e f”(x) > 0. Os estudantes
obtiveram relativo sucesso nas representacdes de f(x) >0, f'(x) >0e f"(x) >

rrr

0, mas ndo sabiam explicar se existia tal representacdo de f'(x) > 0 ou mesmo

0 gue significava a terceira derivada.

Uriza (2004) concluiu que esses problemas poderiam nao ter ocorrido se
a linguagem variacional sob a perspectiva socioepistemoldgica fosse
desenvolvida no ensino da matematica nesses anos escolares, pois esse ponto
de vista privilegia o0 estudo de processos cognitivos que sdo desenvolvidos pela
propriedade da Variacdo levando em conta situacdes-problema com ambito

social.

Sendo assim, esse trabalho tornou-se importante para a nossa pesquisa,
pois utiliza as ideias da Variacdo e da Taxa de Variagcdo para construir e utilizar
a equacao da reta por meio da linguagem proporcional para posterior analise do
crescimento e decrescimento da funcédo e a vinculacdo desse estudo com a

Derivada.

Carlos Mario Jaramillo Lépez, Johny Alexander Villa-Ochoa e Pedro
Vicente Esteban Duarte apresentaram o artigo, cujo titulo € Aspectos
emergentes en la comprension de la tasa de variacion, na XllI Conferencia

Interamericana de Educacion Matemética (CIAEM).

Nele, os autores por meio da teoria de Pirie e Kieren (1994) e pela
metodologia da pesquisa - estudo de caso - feito de acordo com os principios e
as justificativas de Goldenberd (2007) e Yin (2009) - investigam a maneira como
se desenvolve o processo de compreensdo de uma ideia fundamental da

matematica que € a Taxa de Variacao.

De acordo com Lopez (2011) et al, a Taxa de Variagcdo € uma concepgao
basica porque esta associada a um conceito importante da Analise, por
exemplo, a Derivada. Para a sua compreensao devem ser abordados processos

dindmicos que estdo associados a ela: a Variacdo e a Taxa de Variagao.

Segundo os autores, a fragil compreensdo das ideias basicas da

Variacdo e da Taxa de Variagdo podem acarretar dificuldades com a
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aprendizagem da Derivada. De acordo com Dolores (2007) apud Lépez (2011)

et al:

O ensino do calculo diferencial (CD) ao nivel do ensino superior, em
muitos paises enfrenta um problema generalizado: os estudantes
raramente entendem as suas ideias de base, especialmente aqueles
relacionados com a derivada. As evidéncias mostradas [...] séo
coincidentes, quando terminam o seu curso de CD quantidades
significativas de estudantes alcancam um dominio aceitdvel de
algoritmos algébricos para calcular os limites e derivadas, mas
dificilmente compreendem o significado desses procedimentos. Eles
mal conseguem reconhecer as ideias associadas ao conceito de
derivada na resolucéo de problemas de variacéo e taxa elementares
embora os problemas deste tipo sejam a esséncia deste conceito

(p-i)*

Neste artigo os autores destacam o papel da Taxa de Variacdo Média e
Instantdnea como um componente importante para a compreensao da Derivada
relatando ainda que, por exemplo, para alunos de engenharia mecéanica é mais
interessante que compreendam a Derivada por meio da Taxa de Variacéo, pois
estes preferem a aplicacao do conceito ja o estudante do curso de Matematica

€ provavel que prefira a sua interpretacdo como tangentes.

De acordo com Lopez (2011) et al a Teoria para a Evolucdo da
Compreensdo Matematica de Pirie e Kieren (1994) tem suas origens em
guestionamentos construtivistas da aprendizagem em Matemética ressaltando
gue a compreensdo € um processo continuo de organizacdo de estruturas de
conhecimento, dinamico, ndo linear e com uma organizacao hierarquica de
estruturas do conhecimento. Dessa forma a teoria € uma ferramenta que atua
como uma lente permitindo observar a compreensdo matematica de uma

pessoa ou um grupo de pessoas.

O estudo de caso foi realizado com quatro estudantes de engenharia que

estavam cursando a disciplina pré-calculo. Para as analises, os autores usaram

11 La ensefianza del calculo diferencial (CD) en el nivel medio superior, en muchos paises
enfrenta un problema generalizado: los estudiantes escasamente comprenden sus ideas
bésicas, especialmente las relacionadas con la derivada. Las evidencias mostradas [...] son
coincidentes, al terminar sus cursos de CD cantidades significativas de estudiantes logran un
dominio aceptable de los algoritmos algebraicos para calcular limites y derivadas pero
dificilmente comprenden el significado de esos procedimientos. Incluso, dificilmente logran
reconocer las ideas asociadas al concepto de derivada en la resolucion de problemas
elementales de variacion y cambio a pesar de que en los problemas de este tipo se encuentra

la esencia de este concepto (p.l).
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as seguintes informacfes: observacdo do participante, situacdo de
aprendizagem, questionarios e entrevistas. Sendo assim a pesquisa foi
desenvolvida em duas fases. A primeira fase consistia no reconhecimento das
carateristicas contextuais e na segunda as concepc¢des dos estudantes na
abordagem da Taxa de Variacdo. Ainda nesta segunda fase os alunos foram
submetidos a resolucdo de algumas situacdes de aprendizagem, utilizando o
software Geogebra, como por exemplo: velocidade, aceleracdo e analise da

fungao Taxa de Variagéo.

Lépez (2011) et al ao analisarem as situagbes de aprendizagem
perceberam que os estudantes possuiam algumas nocdes de: reconhecimento
e interpretacdo da Taxa de Variacdo em situacdes em que ela é constante para
funcdes lineares, contextualizada e com representacdes tabular, grafica e

algébrica e a Taxa de Variacdo Média em problemas de velocidade.

Os autores concluiram que para ocorrer a compreensdo da Taxa de
Variacdo seria necessario utilizar varias de suas representacfes (grafica,
tabular e algébrica, principalmente). Os alunos ndo a reconheceram em
situagbes de fungdes nédo lineares e obtiveram relativo sucesso, nos
acontecimentos relatados anteriormente, pela associacdo da Taxa de Variacao
a proporcionalidade e, assim, segundo 0s pesquisadores, 0s estudantes

possuiam noc¢des incompletas desse conceito.

De acordo com os autores os estudantes possuem alguns conceitos
previamente estudados, mas ndo compreendem bem todos os aspectos
envolvidos e, assim, termos incompletos e imprecisos surgem para tentar

explicar a Taxa de Variacao de funcdes néo lineares.

Os quadros apresentados a seguir sintetizam a nossa revisao
bibliografica destacando o autor, ano, titulo, fundamentacéo tedrica, concluséo

(pontos principais) e a importancia do trabalho para a nossa pesquisa.

Neste quadro destacamos a ultima coluna: “Contribuigdes deste trabalho
para esta pesquisa” e identificamos que os trabalhos citados nesta secao se
tornaram relevantes para a nossa pesquisa, por tratarem de tematicas mais
proximas da nossa pesquisa e também do nosso objeto de investigagdo que é

o Livro Didéatico. Esses trabalhos tiveram por objetivo, principalmente, a
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aprendizagem do conceito da Derivada como Taxa de Variagdo por meio das
situacdes-problema e da contextualizagao. Elencamos alguns “pilares” da nossa

pesquisa € 0s autores que exploraram 0s assuntos:

econceituar a introducao da Derivada por meio das ideias da Variagao e da Taxa
de Variacdo: Lehmann (2011), Lima (2012), André (2008), Pereira (2009),
Dall’Anese (2000), Lobo (2012), Paiva (2015), Villa-Ochoa (2012), Uriza (2004)
e Lopez (2011) et al;

epropor Situagdes-Problema, Situacdes Contextualizadas ou Modelagem
Matematica para introduzir conceitos de Matemética: Lucas (2015) e Camarena
(2010);

e0 ENEM como indutor de situacfes de aprendizagens contextualizadas em
Matematica: Reis (2012);

eimportancia do uso do Livro Didatico como um dos recursos para a

aprendizagem da Matematica: Barufi (1999).



69

Quadro 1: Resumo da Reviséo Bibliografica (12 parte)

c FUNDAMENTAGAO TEORICA- - L Contribigao deste trabalho para esta
TRABALHOS TfTULO METOD(();LOGIC . CONCLUSAO (portos principais) ¢ enquies P
Foi realizado o método do teste
PROPOSTA DE UMA diagnéstico no qual se abordou
SEQUENCIA conteddos bésicos e necessarios | A ideia de conceituar, inicialmente, a
Autora: DIDATICA PARA~ para o entendimento da Taxa de | Derivada por meio da Taxa de Variagdo
CONCEITUALIZACAO | Teoria dos Campos Conceituais | Variagdo Instantanea. Os alunos utilizando uma pratica pedagdgica
LEHMANN, M. i
Ano: 2011 DE DERIVADA COMO . apre;entaram degempenhp . fundamentada na prqblematlzagao do
TAXA DE VARIACAO satisfatorio e conseguiram assimilar conceito
INSTANTANEA 0 conceito de Derivada como Taxa
de Variacéo Instatanea
Os resultados obtidos indicaram
que a maior parte dos alunos
INTRODUZINDO O . . i conseguiu concgituar o ' .
CONCEITO DE Figura de Conceito e Relfexdes | adequadamente a Derivada como | A ideia de conceituar a Derivada como
Autor: de Grattan-Guiness sobre o papel uma medida de Variagéo, uma medida de Variagao utilizando uma
DERIVADA A PARTIR - L : IR
LIMA, A. DA IDEIA DE do rigor e da instituicdo no ensino| compreendendo alguns dos seus sequéncia didatica norteada por
Ano: 2012 ~ de Célculo significados, tais como: velocidade situacBes problematizadoras
VARIAGAO instantanea e coeficiente angular da
reta tangente ao grafico de uma
fungdo
O autor destaca que ao apresentar
uma proposta para o ensino do
conceito de Derivada no Ensino
Médio baseada na Teoria de
UMA PROPOSTA Imagens de Conceito e Raiz | As ideias fundamentais do célculo, como
Autora: PARA OENSINODO | Teoria da Imagem de Conceito | Cognitiva a sequéncia de atividades|  por exemplo: a Variagao, Taxa de
. ' CONCEITODE (de Tall e Vinner (1981)) e Raiz | viabilizou a apresentacéo deste Variagdo Média e Taxa de Variagdo
. S L daC. DERIVADANO Cognitiva (de Tall (1992)). conceito e a abordagem Instanténe s&o utilizadas para introduzir
Ano: 2008 ENSINO MEDIO pedagégica utilizada na proposta 0 conceito da Derivada.
apresentada enriqueceu as imagens
de conceito dos alunos e tornou o
estudo vidvel para estudantes do
Ensino Médio
A autora ressalta que cada vez mais
B o conhecimento a ser buscado
A CONSTRUGAQ/ precisa ser significativo e que
NEGOCIACAO DE felizmente ndo é mais suficiente a |  Andlises de livros didaticos sobre a
SIGNIFICADOS NO vis&o dogmatica de que abordagem do Calculo no que diz
Autora: CURSO Rede de Conhecimentos e determinados assuntos séo respeito a uma revelagdo oua uma
BARUFI, M. C. B. UNIVERSITARIO Significados importantes para a formagdo do | construcdo significativa. A importancia
Ano: 1999 [ INICIAL DE CALCULO individuo. Os estudantes devem | da utilizag&o do livro didético em sala de
DIFERENCIAL E perceber a possibilidade de aula pelo professor.
INTEGRAL resolver problemas reais e seus,
pois assim dardo relevancia ao
tema.
No ensino de Célculo existe a
) prevaléncia da técnica sobre o
CALCULONOENSINO| Mapas Conceituais , ideias de significado e que a partir da L -
Autor: MEDIO: UMA macro-espacos para identificar as| sequéncia didatica criada por ele é 0 autor ut{l|zalzi !dela de Variagdo como
€spagos pe a cap uma ideia basica,com estudantes do
PEREIRA, V. M. C.| PROPOSTA PARAO origem das dificuldades de possivel tratar as ideias Ensino Médio f)ara conceituar a
Ano: 2009 PROBLEMA DA aprendizagem do Célculo ea | fundamentais do Célculo no Ensino '

VARIABILIDADE

Engenharia Didética

Médio e dessa forma contribuir para
diminuir os seus indices de
reprovacdes no ensino superior

Derivada

Fonte: o pesquisador
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Quadro 2: Resumo da Reviséo Bibliografica (22 parte)

: FUNDAMENTAGAO TEORICA- . | Contribicio deste trabalho
TRABALHOS TITULO VETODOLOGICA CONCLUSAQO (pontos principais) para esta pesquisa
0 aluno deve usar o saber cientffico
para resolver novos
desafios/tarefas que possam
UNA POSIBLE «RAZON surgir na sua futura profisséo e
DE SER» DEL tamb~ém saber: respondera  |A aul~ora estu@g uma pf)ssivel
CALCULO questbes colocadas de forma | razdo de existir do Célculo
N I et itk i B s N
Lo 60 ELEMENTAL EN EL Engenharia Didatica ara poder solucionar roélemas rimeira série do Ensino
Ano: 2015 AMBITO DE LA parap nar probiemas. | - primetr ;
MODELIZACION Para conseguir este feito, 0 Superior, por meio da
estudante deve trabalhar comuma| Modelagem Matematica
FUNCIONA Matematica mais flexivel, aberta,
articulada e mais justificada do
que é estudada geralmente nos
colégios e faculdades
O curriculo da escola e a agéo
pedagdgica do professor parecem
indiferentes aos processos de
reforma curricular, pois mesmo
EXAME NACIONAL DO que uma avaliagdo publica venha a
ENSINO MEDIO (ENEM) Reflexdes sobre a assegurar condigles de mudangas| , oo e
COMOINDUTOR DA | contextualizagéo de Santos Neto. {no ensino, s agdes desenvohidas da confextualiza %o i
Autora: PRATICA CURRICULAR| A aprendizagemescolarea | em escolas ainda parecem estar ENEM para intr(g) duzir
REIS,A.Q.M. |DEPROFESSORESDE| problematizagéo a partir da indiferentes a tal proposta. O uestﬁespde Matematica
Ano: 2012 [MATEMATICA APARTIR| significagdo de conceitos de motivo para este fato reside no q '
« pelos professores.
DA PERSPECTIVA DE Vygostky. fato dos professores ndo se
CONTEXTUALIZACAO sentirem questionados em seu
trabalho pelo fato de que 0 ENEM
ainda no se consolidou como
referéncia nacional para o
desempenho dos alunos.
Pnnp|p|05 da Teong do A sequéncia didética, deu indicios
CONCEITO DE Conhecimento, em particular na « o
< « que a noco de variacéo é um
. questdo da formagéo dos . . " -
Autor- DERIVADA: UMA conceilos “espontaneos” & conceito espontaneo. Utilizar esta | O autor defende a ideia de
: PROPOSTA PARA SEU a y ida” i i
DALL'ANESE, C. ‘cientfficos”. A nogdo de Contrato nogao como “porto de parﬂda conceﬂuar a Denvadg pﬁ)r
A" 2000 ENSINO E Didético orientou o autor com para abordar o conceito de meio da Taxa de Variagdo
fo: APRENDIZAGEM . s X Derivada. apontou ser uma
relacdo & elaboragéo, aplicagéo e ,
. AL escolha acertada
analise da sequéncia didatica
Apenas um dos livros, escrito
O TRATAMENTO DADO principalmente aos alunos de | O autor explora, nos Livros
: POR LIVROS . x administragéo, faz a associagdo |Didaticos, as representacdes
Autor: ; Registros de Representagdo . . .
DIDATICOS AO s da Taxa de Variagdo a Derivada | da Derivada se ocorrem por
LOBO,R.S. Semittica de Duva o . A
Ano: 2012 CONCEITODE de forma explicita, 0s outros dois | meio da énfase na Taxa de
: DERIVADA dedicados mais a alunos de Variacdo

engenharia ndo o fazem

Fonte: o pesquisador
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" FUNDAMENTAGAO TEORICA - x ... | Contribicdo deste trabalho
TRABALHOS TITULO METODOLOGICA CONCLUSAQO (pontos principais) para esta pesgisa
Ao comparar a resolug&o dos
N Artigos de pesquisadores: |exercicios ora feito com a Derivada
APLICACOES DOESTUDO | Ronaldo da Silva Busse, Flavia |e ora feito sem a Derivada permitiu A aLfora estuda como
DA DERIVADA NONIVEL | dos Santos Soares, Geraldo | perceber que a Derivada é uma imolementar as noces de
Autora: BASICO DE ENSINO Avila e Roberto Costallat ferramenta flexivel e que coﬂcei t0s elemenlires de
PAA, M. 0. [ASSOCIADO A RESOLUGAQ Duclos que apoiam a possibilitaria os alunos Dervada (Méimos &
Ano: 2015 DE QUESTOES DE implementacdo do ensino de |aprofundarem em outros contetdos| | . . o
. - S . . . . Minimos) no Ensino Médio.
MAXIMOS E MINIMOS Limites e Derivadas no Ensino | se fosse ensinada mais cedo na
Médio. vida académica dos nossos
estudantes
UMESTUDO SOBRE A fo mgzsdscﬁaejgtsaeiﬁjé A utilizagio de métodos de ensino | O autor estuda como
Autor: IMPLEMENTACAO DO P A\‘/ila e a00iam a da Derivada com exemplos do | implementar as nogges de
. : CALCULODIFERENCIALE | . ue apoiam cotidiano e menos formal relevou | - conceitos elementares de
JUNIOR, J. A.O implementacdo do Calculo . .
: INTEGRAL NO ENSINO . ! . por parte dos estudantes maior Derivada e Integral no
Ano: 2015 . Diferencial e Integral no ensino . . L
MEDIO i aprendizado do conceito. Ensino Médio
médio
APORTACIONES DE A teoria; Matematica no contexto
INVESTIGACION AL das Ciéncias é uma teoria nascida| A autora explora a questdo
Autor: APRENDIZAJE Y Matematica no Contexto da no nivel superior e para o nivel da contextualizagdo do
CAMARENA, P. ENSENANZA DE LA Ciéncia hésico, ao contrario da maioria das Calculo no curso de
G. Ano: 2010 MATEMATICA EN teorias de ensino e aprendizagem engenharia.
INGENIERIA nascidas no nivel basico.
De acordo com a abordagem
porposta 0s alunos aprofundaram
LACOREISONOELA | Tompuabuusnsa (2100 &5 v
TASA DE VARIACION PARA | Compreensdo Matematica de estabelecidas entre as ima er?s i 0 autor estuda a relacdo da
Autor: UNA APROXIMACION AL Pirie e Kieren (1994) que Taxa de Variacio. Dessa n%aneira Taxa de Variagdo coma
VILLAOCHOA J.A | CONCEPTO DE DERIVADA. | esclarecem como investigar o 513 Des uiszg for'nece evidéncia '| Derivada na perspectiva da
Ano: 2012 UN ANALISIS DESDE LA | processo de compreensdo de Pesquisa fomece eva teoria do conhecimento
TEORIA DE PIRIE Y KIEREN.|  um conceito matemético para apoiar  rportancia de
‘ | situagdes flexiveis em detrimento
de situagdes rigidas e pré
estabelecidas
A abordagem socioepistemoldgica O autor estuda a importancia
DESARROLLO DEL Abordagem gem SOcIOepISEMOLYCa| 4o jeservolvermos em sala
o . das proporcdes e da Derivada '
Alor PENSAMIENTO Y socioespitemoldgica oderm levar a mekhor de aula a linguagem
. u gr'R LENGUAJE VARIACIONAL, |desenvolvida em seminarios no comp reensio desses obietos variacional no ensino da
Urlza. o UNA MIRADA Cinvestav e conferéncias do pr ob) matematica desde a
Ano: 2004 . . . | matematicos como uma linguagem .
SOCIOEPISTEMOLOGICA Central Michigan University variacional educacdo bésica até o
ensino superior
Teoria para a Evolugéo da R x Os autores estudam a
< iy Para ocorrer a compreenséo da .
Compreensdo Matematica de Taxa de Variacio 6 necessario compreensdo da Taxa de
- ASPECTOS EMERGENTES | Pirie e Kieren (1994) e estudo ilizar véfias de suas Variagdo, conceito adquirido
L5 utor. | EN LA COMPRENSION DE | de caso de acordo com o0s (eDIeSeNaCHes. pois 0 alunos Mo pelos estudantes em anos
ope.z Gt LA TASA DE VARIACION | principios e justificativas de P §0s, p escolares anteriores, para
Ano: 2011 a reconheceram, por exemplo, em ) ) «
Goldenberd (2007) e Yin situacses de funcaes no lineares foca-la na introdugdo da
(2009) ¢ g Derivada

Fonte: O pesquisador
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Percebemos que na maior parte dos trabalhos € analisada, até em nivel
internacional, a necessidade da contextualizacdo, da problematizacdo e do
resgate das ideias fundamentais do Calculo para o aprendizado por parte dos
estudantes e nessa circunstancia, a conceitualizagdo da Derivada com énfase

na Taxa de Variacdo € muito eficaz para o aprendizado escolar/académico.

De acordo com André (2008):

[...] desenvolver as ideias basicas de Calculo no Ensino Basico. Este

seria um dos primeiros passos para tentar resolver problemas de

aprendizagem nos cursos iniciais de calculo, cujos indices de

reprovacdo e evasdo chegam a niveis insustentaveis, o que pode

afetar, em longo prazo, o desenvolvimento tecnolégico do pais (p. 27).

Na proxima secdo apresentamos uma justificativa educacional para a
abordagem da Derivada por meio da Taxa de Variacao e, assim, os professores
do Ensino Superior ao introduzirem a nocéo da Derivada, poderiam aproveitar
0 conteldo ja trazido pelo estudante a respeito da no¢do da Taxa de Variagao,

ja cobrada inclusive, no ENEM, conforme Reis (2012):

[...] Paiva afirma que, ap0s a LDBEN 9.394/1996 e antes do Enem
(1998), ndo havia mudangas significativas no ensino, porque “nao
mostravam como fazé-las. Os professores ndo compreendiam bem os
significados das expressfes: contextualizagéo, interdisciplinaridade,
temas transversais, etc. Os autores de livros didaticos, também
hesitantes, ndo ousavam arriscar algo novo” (ibidem, p. 113). O
pesquisador constatou que o Enem é o primeiro documento oficial a
concretizar as propostas do Ensino Médio segundo a LDBEN
9.394/1996, na forma de exercicios que contemplam as orientacées
de contextualizagéo e interdisciplinaridade [...] (p.18).

O ENEM poderia, portanto, ser indutor da pratica em sala de aula dos

professores de Calculo Diferencial e Integral a partir da contextualizacéo.

1.4 Justificativa educacional para a abordagem da derivada por meio da

taxa de variacao

Tudo deveria se tornar 0 mais simples possivel, mas nao simplificado.
Albert Einstein.

Escolhemos situacdes-problema, para exemplificarmos um contexto de
aprendizagem da Derivada por meio da Taxa de Variacdo, do Exame Nacional
do Médio (ENEM), por ele ser um exame nacional criado pelo Ministério da

Educacdo (MEC) e também por constituir uma das formas de acesso dos
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estudantes a universidade publica ou privada, neste caso por meio do Programa
Universidade para todos (ProUni) concedendo bolsas de estudo atreladas a

nota obtida no Exame. O ENEM € visto pelos especialistas como a

democratizacdo do processo seletivo.

Sobre a Matematica e as Competéncias: o ENEM, Machado (2016)

aponta que:

Nas ultimas duas décadas, explicitou-se com mais nitidez o que ja era
apresentado tacitamente em todas as propostas curriculares: por mais
importantes que sejam, os conteldos disciplinares, nas diversas
areas, sdo os meios para a formacédo dos alunos como cidadaos e
como pessoas. [...] o foco permanente da acdo educacional deve
situar-se no desenvolvimento das competéncias pessoais dos alunos,
ou seja, o fim dltimo da Educacéo é a formagéo pessoal. (p.8)
Além disso, o estudante ja trabalhou com Taxas de Variacdo no Ensino
Médio, tanto que o contetudo é amplamente cobrado no ENEM com questbes

gue envolvem as ideias da Variacédo ou da Taxa de Variacao.

Para exemplificarmos este fato, observamos as provas na versao
Amarela, pois esta € o tipo de prova disponivel no site do Instituto Nacional de
Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (INEP)!?. Em todos os
exames as questdes de Matemética e suas Tecnologias vao do niumero 136 a
180. Lembramos que o ENEM é elaborado em outras versdes Cinza, Azul e

Rosa com as mesmas questdes, mas alternando as disposicées dos exercicios.

No Capitulo Il, por meio dos Registros de Representacao Semidtica de
Duval e dos procedimentos metodoldgicos da Analise de Contetdo de Bardin,
esclarecemos com maior detalhe o que entendemos por Variacdo e Taxa de
Variacdo nas questbes de Mateméatica e suas Tecnologias das provas do
ENEM.

Machado (2016) escreve que a Variacao € uma ideia fundamental (p.20),

como relatamos na secéo 1.2, e aponta que:

Desde muito cedo, a busca de regularidades, de padrdes ou de
invariancias em multiplos contextos constitui um foco das atenc¢des da
Matemética. O estudo das formas de crescimentos e decrescimento,
das rapidezes em geral - ou das taxas de variagdo - pode ser
associado a tal par de ideias desde o estudo das fun¢cBes mais
elementares. (p. 21)

12 http://portal.inep.gov.br/web/enem/edicoes-anteriores/provas-e-gabaritos.
Acesso em 03/12/2016.
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Sendo assim, as justificativas do que escrevemos a seguir sao feitas no
Capitulo Il (referencial teérico-metodoldgico) e anteciparemos que usaremos
como manifestacdo dos principios da Variacdo e da Taxa de Variagcao (no
ensino médio): o Coeficiente Angular, Célculo de Velocidades, Funcdes
Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as

Razdes Diretas e a Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem).

Na Figura 15 plotamos a distribuicdo dessas ideias nos exames do ENEM
dos anos de 2010, 2011,2012 e 2013:

Figura 15: A Taxa de Variagdo do ENEM
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Fonte: O pesquisador

As barras azuis da Figura 15 significam que:

e 0 ENEM 2010 apresentou 60% das questdes envolvendo a Taxa de Variacao,
as questbes sado 136, 138, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 148, 149, 150, 153,
154, 155, 157, 158, 159, 162, 163, 166, 168, 169, 170, 172, 176, 177 e 180.

e 0 ENEM 2011 apresentou cerca de 70% das questdes envolvendo a Taxa de
Variacdo, as questfes sao: 141, 142, 143, 145, 146, 147, 149, 150, 151, 152,
153, 155,156, 157, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 168, 169, 171, 172, 173,
176, 177,179, e 180.

e 0 ENEM 2012 apresentou cerca de 60% das questdes envolvendo a Taxa de
Variacéo, as questbes sao: 137, 140, 143, 145, 146, 148,149, 150, 152, 153,
154, 155, 156, 158, 159, 160, 161, 162,163, 164, 169, 170,171, 172, 175, 176,
177 e 179.
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e 0 ENEM de 2013 apresentou cerca de 60% das questdes envolvendo a Taxa
de Variacao, as questdes sao: 136, 137, 138, 139, 140, 143, 144, 145, 146, 147,
148, 149, 150, 151,152, 153, 154, 156, 157, 159, 162, 163, 164, 165, 166,
167,172,174 e 175.

Sendo assim, nesses exames analisados verificamos que a média de
questdes envolvendo as ideias da Variacdo e da Taxa de Variacao
correspondem, aproximadamente, 60% das questdes de Matematica e suas
Tecnologias. Notamos, depois de observarmos as provas anteriores do ENEM,
que esse indice é praticamente o mesmo desde que o ENEM foi criado em 1998.

A titulo de exemplo, selecionamos quatro questbes das provas de

Matematica e suas Tecnologias do ENEM que envolvem os principios basicos:

e da Variacao: de acordo com Machado (2016, p.22) este conceito € uma ideia
fundamental e aponta que “Variacdo: constancia, variagdo, aproximacao de
variaveis por constantes, crescimento, decrescimento, taxas, tipos de

crescimento e decrescimento, taxas das taxas, ...”

e da Taxa de Variagdo Média ou simplesmente Taxa de Variagdo (podendo ser
razdes diretas ou inversas): no caso das razdes diretas — as questdes para

serem resolvidas utilizam a concepgédo de que se y = f(x) representa uma
~ . ~ Ay .. LN .,
funcao continua, a razdo ﬁ é interpretada como a Taxa de Variacdo da variavel

y em relacdo a variavel x, isto é, esta taxa pode ser interpretada como uma
forma de medir “quéo rapido” (ou o “quéo devagar”) a variavel y esta mudando

na medida em que a variavel x muda. Reproduzimos esta ideia na Figura 16.
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Figura 16: Representacgao grafica da variagcdo em x e da variagdo em y

Fonte: O pesquisador
Nesta figura 16,m(BAC) = a, sabemos que a Taxa de Variacdo da

.z ~ a .z A , . L4 N
variavel y em relacdo a variavel x, ﬁ, é a tangente trigonométrica do angulo aq,

medida esta que é o coeficiente angular da reta 4B que passa por (x, f(x)) e
(x + Ax, f (x + Ax)).

No caso das razdes inversas, aplicamos ao raciocinio anterior  para

57
Ax

A
obtermos ==:
Ay

e a Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem): forma de quantificar a
diferenca Ay =y —1y,, por exemplo. Isto significa encontrar o quanto,

percentualmente, em relacdo ao valor inicial, corresponde a variagcdo ocorrida.

, A A
Em simbolos: =2 ou =2+ 100%.
Yo Yo

1-) (Questao 166 - ENEM - 2010) O grafico mostra o nimero de favelas no municipio do
Rio de Janeiro entre 1980 e 2004, considerando que a variagdo nesse numero entre 0s anos
considerados é linear
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FEO
5?’3'///.
372
I
1930 1792 2004

{Faveta Temn Menmedrba, Fpooo, no 820, 12 alw, 2000 - adapiaca)

Se o0 padrdo na variagdo do periodo 2004 — 2010 se mantiver nos préximos 6 anos, e sabendo
que o numero de favelas em 2010 é 968, entdo o nimero de favelas em 2016 seré:

a-) menor que 1 150.

b-) 218 unidades maior que em 2004.

¢-) maior que 1 150 e menor que 1200.

d-) 177 unidades maior que em 2010.

e-) maior que 1 200.

Proposta de Solucao

A Taxa de Variagdo do numero de favelas em relacdo ao tempo, no periodo

mencionado. é: A(n° de favelas) _  968—750 __ 218
v Aano ~2010-2004 6 °

n-968 218
= —>=>>n=1186.

Logo, o numero de favelas (n) em 2016 é: -

Resposta: Alternativa C.

2-) (Questao 171- ENEM - 2011) “Nos ultimos cinco anos, 32 mil mulheres de 20 a 24
anos foram internadas nos hospitais do SUS por causa de AVC. Entre os homens da mesma
faixa etéria, houve 28 mil internagdes pelo mesmo motivo” (Epoca, 26 abr. 2010 — adaptado)
Suponha que, nos proximos cinco anos, haja um acréscimo de 8 mil interna¢des de mulheres e
gue o acréscimo de interna¢g8es de homens por AVC ocorra na mesma proporgao.

De acordo com as informagfes dadas, o numero de homens que seriam internados por AVC,
nos proximos cinco anos corresponderia a:

a-) 4 mil.

b-) 9 mil.

c-) 21 mil.

d-) 35 mil.

e-) 39 mil.

Proposta de Solucéao

A Taxa de Variacao do crescimento de AVC das mulheres em relacdo ao tempo

L .. Ay  A(acréscimo de mulheres internadas) 8000
NOS pProximos anos e:. — = - =
Yo total de mulheres internadas 32000

= 0,25. Logo,

0 numero de internacdes de homens é: 28000. 0,25 + 28 000 = 35 000
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Resposta: 35 mil internagdes, alternativa D.

3-) (Questédo 164 - ENEM - 2012). Uma mée recorreu a bula para verificar a dosagem
de um remédio que precisava dar a seu filho. Na bula, recomendava-se a seguinte dosagem: 5
gotas para cada 2 kg de massa corporal a cada 8 horas. Se a mée ministrou corretamente 30
gotas do remédio a seu filho a cada 8 horas entdo a massa corporal dele é:

a) 12 kg

b) 16 kg

c) 24 kg

d) 36 kg

e) 75 kg

Proposta de Solucéao

A Taxa de Variagdo da quantidade de gotas do medicamento a serem

ministradas em relacdo a massa corporal do paciente de acordo com o

. , Ax A(massa corporal) 2 _ ~ ‘.
enunciado é — = . —— =— = 0,4. Entdo, a massa corporal é:
Ay A(quantidade de remédio) 5

30.0,4 = 12.
Resposta: 12 kg, alternativa A.

4-) (Questdo 139 - ENEM - 2013) A cidade de Guarulhos (SP) tem o 8° PIB municipal do
Brasil, além do maior aeroporto da América do Sul. Em propor¢éo, possui a economia que mais
cresce em inddstrias, conforme mostra o grafico.

Crescimento - Industria

5N —

Brasil Sao Paule S#o Paulo
(Estado) (Capital) Guarulhos

Forde IRGE, 2000-2000 [sduginck)

Analisando os dados percentuais do gréafico, qual a diferenga entre 0 maior e 0 menor centro
em crescimento no polo das industrias?

a) 75,28

b) 64,09

c) 56,95

d) 45,76

e) 30,07

Proposta de Solucéao

Do grafico observamos que a diferenca (Ay) entre o maior (y) - Guarulhos- e o
menor (y,) - Sao Paulo, capital - crescimento no polo das industrias é: Ay =y —
yo = 60,52 - 3,57 = 56,95.
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Resposta: 56,95, alternativa C.

Terminamos esta secdo apontando que o conceito mobilizado pela
Derivada esté intimamente relacionado com a ideia de Taxa de Variagao e cerca
de 60% das questbes da prova de Matematica e suas Tecnologias do ENEM.
Em tal exame, esses problemas sao apresentados de forma contextualizada
valorizando o raciocinio logico e a capacidade de interpretacéo dos estudantes,
partindo do principio de que nas atividades diarias, dependemos do exercicio
da leitura, para decodificarmos codigos, sinais e mensagens por meio de
diferentes linguagens. Sendo assim ndo podemos negar que a avaliagcdo do

ENEM é condizente com a necessidade da realidade.

Na proxima secdo apresentamos como a Derivada foi estudada, desde
0S gregos, passando por Descartes e Fermat e chegando aos tempos de
Newton e Leibniz. Constatamos que o estudo inicial da Derivada se deu a partir
das ideias da Variacao e da Taxa de Variacdo e ndo por meio dos Limites, com
o intuito de resolver o problema de encontrar a Reta Tangente a uma curva em
um determinado ponto dado. Esta € a reta que mais se aproxima da curva neste
ponto dado (alids, vemos que essas sao as concepc¢des que apresentamos na
secdo 1.2 — A Derivada como Taxa de Variacdo Instantanea: delineando a

guestdo e os objetivos da pesquisa).

Frisamos que a Derivada comecgou a ser demonstrada, principalmente,
com Daniel Bernoulli, Euler e Laplace com as teorias iniciais das Func¢odes e dos
Limites, ja a partir da metade, aproximadamente, do século XVIII.

1.5 Justificativa histoérica

1.5.1 Apresentacado da génese da derivada

Matemética — a inabalavel base das ciéncias e a abundante fonte do

progresso nos negécios humanos. Barrow
Neste nesta parte, discutimos como se deu historicamente, o estudo
inicial da Derivada (ressaltamos que as ideias aqui apresentadas foram
retiradas dos livros: Introducdo a Historia da Matematica de Howard Eves, -
traduzido por Hygino H. Domingues, Histdria da Matematica de Carl B. Boyer —

traducdo Elza F. Gomide e Historia da Matematica de Tatiana Roque). Vemos
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que as ideias iniciais se deram por meio da Taxa de Variagdo e nao por meio
da Teoria dos Limites, diferentemente de como é feito nos livros de Calculo que
iremos analisar no Capitulo Ill, em que o estudo da Derivada € feito,

principalmente, por meio da Teoria dos Limites.

Sendo assim apresentamos a génese da Derivada (Taxa de Variacdo),
abordando os Métodos de: Descartes, Fermat, Newton e Leibniz. Percebemos
gue eles a conceberam a partir da tentativa de encontrar, cada um ao seu modo,
um método geral para resolver o seguinte problema: “encontrar a reta tangente
por um ponto dado de uma curva dada”’. A resolucdo desse problema,
principalmente por eles, envolveu a Derivada como Taxa de Variacdo e nao

como Limites.

Destacamos ainda que no final do século XVII e inicio do século XVIII
Newton e Leibniz utilizaram o conceito de Derivada para resolver, também,
problemas de quadraturas. Ressaltamos que ha génese do Calculo Diferencial

e Integral antes desse periodo, na Grécia antiga e 0S expomos a seguir.

Euclides (séc. Ill a.C.) provou que uma reta tangente (t) a uma
circunferéncia (c) em qualquer ponto P é perpendicular ao raio em P. Com isso
provavelmente ele teria sido o primeiro gebmetra a ter tracado a reta tangente

a uma circunferéncia. llustramos este fato na Figura 17.

Figura 17: Reta tangente a uma Circunferéncia

Fonte: O pesquisador

Assim, 0s gregos, principalmente com as obras de Apolénio e
Arquimedes generalizaram essa ideia da reta tangente a uma circunferéncia a

uma curva qualquer, que € a reta que mais se aproxima da curva nhaquele ponto.
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Apolbnio (séc. Il a.C.) sabia tracar a tangente a qualquer cénica, mas nao
existe referéncia de que ele tenha determinado algum processo para tracar a

tangente a uma curva qualquer.

Na sua obra chamada de “Tangéncias” que € composta de dois livros ele
trata basicamente do seguinte problema: “Dadas trés coisas, cada uma das
quais podendo ser um ponto, uma reta ou uma circunferéncia, tracar uma

circunferéncia que seja tangente as trés coisas”.

Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.), no seu trabalho “Sobre Espirais”, fez
o estudo de uma curva que ficou conhecida como Espiral de Arquimedes. Uma
das propriedades que ele estudou foi a construcdo da tangente por um ponto
dado na curva, e € provavel que esta tenha sido a primeira vez que se

determinou a tangente a uma curva diferente da circunferéncia e das conicas.

ApGs 0s gregos, 0 interesse por tangentes a curvas reapareceu no século
XVII, principalmente, com o desenvolvimento da Geometria Analitica por
intermédio, principalmente, de René Descartes e Pierre de Fermat cujas ideias
de como encontrar o coeficiente angular da reta (r) e a sua equacao (para retas

nao verticais), em que reproduzimos a seguir na Figura 18.

Figura 18: Calculo do Coeficiente Angular

Fonte: O pesquisador

Indicamos por m o coeficiente angular da reta r e utilizamos o triangulo

Y2—Y1
X2—X1

retdngulo ABC da Figura 18, para obtermos m = tana = = j—i e assim

escrevemos a equacao da reta (r) para um ponto genérico (x, y) e para um ponto
especifico P (x,,y,) da seguinte forma (r) y —y, = m(x — x,), desde que o

coeficiente angular (m) exista.
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A . ~_ A
Neste ponto observamos a génese da Taxa de Variacéo ﬁ e notamos

. . . . ~ . ._d . .
gue esse simbolo € muito parecido com a notacao de Leibniz d—i para indicar a

Derivada. Hoje em dia, sabemos que quando 4x tende a zero temos:
dy = f'(x)dx e dy = Ay.

René Descartes!® (1596 — 1650) assegurava que o problema de achar a
tangente a uma curva era de grande importancia. Ele percebeu que todas as
propriedades de uma curva, tais como sua area ou a direcdo de sua tangente
ficam completamente determinadas quando é dada uma equacdo em duas

incognitas.

O método do Circulo, criado por René Descartes, encontra-se na
segunda parte de La Géométrie (1637) e serve também para construir tangentes

a curvas.

Sobre seu método escreveu:

Terei dado aqui uma introducdo suficiente ao estudo das curvas
guando der um método geral para tracar uma reta fazendo angulos
retos com uma curva hum ponto arbitrariamente escolhido sobre ela.
E ouso dizer que isso € ndo somente o problema de geometria mais
Gtil e geral que conheco, mas também que eu jamais desejei conhecer.
(DESCARTES apud BOYER, 1974, p.252).

O método de Descartes consiste em tracar a reta tangente a curva por
um ponto P da curva. Para isso, ele escreve a equacdo da curva dada na forma
f(x,y) = 0 (essa equacdo pode ser obtida a partir da funcdo y = f(x),
fazendo f(x,y) = f(x)-y = 0) e, por um ponto Q do eixo de abscissas (ou
ordenadas), constréi-se uma circunferéncia com centro em Q e tangente a curva

no ponto P.

Dessa forma, como o raio da circunferéncia é normal a reta tangente em

P é possivel tracar essa reta tangente, e encontrando o seu coeficiente angular

13 René Descartes durante sua vida exerceu varias atividades, inclusive como soldado
mercenario do exército holandés, mas sua verdadeira vocacdo era para a Filosofia e a
Matematica. Juntamente com Fermat contribuiu para o surgimento da Geometria Analitica e do
Célculo. (BOYER, 1974, p. 245)
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(m), ou seja, a Taxa de Variacdo de y em relacdo a x - podemos escrever sua

equacado: y —y, = m(x — xg)-.

Para exemplificarmos o método de Descartes, retomaremos a parte (b),
do exemplo que apresentamos na pagina 47 desta tese, que segue:
“b) calcular a velocidade de uma particula (Taxa de Variacdo Instantanea da posicdo da
particula em relacdo ao tempo) no ponto P (12, 144) que, descreve uma trajetéria dada pela
curva de equacéo f(t,x) = 0 sendo f(t,x) = x — t?".

Pelo método de Descartes, devemos tracar uma circunferéncia D - de
raio R - e centro em Q (0, b) tangente a parabola p de equacgéo: f(t,x) = 0 &
© x —t? =0 < t? = x no ponto P da Figura 19.

Figura 19: Método das Tangentes de Descartes

Fonte: O pesquisador
Sendo assim, a equacdao reduzida da circunferéncia D é:
(i) (t — 0)? + (x — b)? = R? e observando o triangulo CPQ da Figura 19 segue
que: (QP)? = (QC)? + (CP)? & (ii) R? = (144 — b)?+122%. Agora igualamos as

equacoes (i) e (ii):
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t* + (x — b)? = 12% + (144 — b)* © t? + x* — 2xb + b* = 20880 — 288b + b* &

(t?=x)

t? + x2 — 2xb = 20880 — 288b <= x? + (1 — 2b)x + 288b — 20880 = 0 (x)

Mas para que a curva seja tangente a circunferéncia no ponto P, devemos

ter o discriminante da equacéo (*) igual a zero. Logo,
(1 —2b)? —4.1.(288b — 20880) = 0 < 4b? — 1156b + 83521 = 0 &= b = 144,5.

Portanto, a velocidade da particula (Taxa de Variacdo Instantanea da
posicdo da particula em relagdo ao tempo) que descreve uma trajetoria dada
pela curva f(t,x) = x —t% =0 no ponto P de abscissat = 12 é o coeficiente
angular (m) da reta tangente T da Figura 19, que pode ser calculado por meio

do triangulo retangulo CPQ (Figura 19) da seguinte forma:

Ax 12-0 12 m
m=tanag =—=——=—= 24 = 24—,
Ay  144,5-144 0,5 s

Pierre de Fermat'# (1601-1665) elaborou um método algébrico para achar
0S maximos e minimos das curvas polinomiais da forma y = f(x). Ele
encontrava 0s pontos nos quais a reta tangente a curva tinha inclinacdo zero,
ou seja, buscava os pontos em que o coeficiente angular da reta tangente era

nulo ou pontos em que a Taxa de Variacdo de y em relacao a x fosse nula.

Fermat, também possuia um processo de construcao de tangentes mais
simples que o método de Descartes e bem anélogo ao que hoje conhecemos e

utilizamos no Calculo Diferencial e Integral.

Fermat também descobriu um procedimento geral para determinar a
tangente por um ponto de uma curva cuja equagao cartesiana é dada.
Sua ideia consistia em achar a subtangente relativa a esse ponto, isto
€, 0 segmento de reta cujas extremidades sao a projecao do ponto de
tangéncia sobre 0 eixo x e a intersec¢do da tangente com esse eixo.
(EVES, 2004, p. 430)

O método de Fermat pode ser resumido na Figura 20 e para
exemplificarmos tal técnica resolveremos o problema apresentado na pagina
47.

14 pjerre de Fermat viveu e estudou em Toulouse, onde exerceu o cargo de juiz. E considerado
0 maior dos matematicos amadores. Ficou famoso por um teorema que por mais de 300 anos
desafiou grandes matematicos posteriores a ele. Os seus estudos em Geometria ofereceram
elementos nao s6 pela criacdo da Geometria Analitica, como também pelo Célculo Diferencial
e Integral (BOYER, 1974, p. 253).
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Figura 20: Método das Tangentes de Fermat

/
X f(t, x) =0

Ri(r+ e, X)

Fonte: O pesquisador

De modo geral o método de Fermat consistiu em encontrar a subtangente
r, da curva f(t, X) = 0, relativa a P(12, 144).

Na Figura 20, os triangulos APB e ACR séo semelhantes, portanto, f =

% o X=x(1+ g), onde X é a ordenada do ponto R. Agora, supondo e muito

pequeno, teremos R, ponto da reta tangente T, tdo préximo da curva que
podemos supor que ele estad na curva f (t,x) = 0. Assim, as coordenadas de

um ponto da reta tangente T, proximo do ponto de tangéncia, sao:

(t+e, x(1+2)). Sendo assim:

ftx)=0 f(t+e x(1+5))=0<=)(t+e)2=x(1+E)<=H:2+21:e+ez=x+E
’ ’ r r r

Agora, dividimos ambos os membros da equacéo por e e fazemos e
t2
tenderazero: =+ 2t+e=>4+=2t=or=2
e e T r 2t

Entdo, a subtangente r da Figura 20 é: r = % = % =6 e dai o ponto A

da Figura 20 tem coordenadas A(6,0). Sendo assim, o coeficiente angular da
reta tangente T & curva f(t,x) = x — t% no ponto P (12,144) é

Ax 144-0
m=—-= = 24.
At 12—-6
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Portanto, a velocidade da particula (Taxa de Variagdo Instantanea da
posicdo da particula em relacdo ao tempo) que descreve uma trajetoria dada

pela curva f(t,x) = x —t% =0 no ponto P de abscissat = 12 é o coeficiente

angular (m) da reta tangente T: 24?.

Percebemos que nos dois métodos, de Descartes e Fermat, para
tracarmos a reta tangente a curva, ndo encontramos a Taxa de Variacdo

(Derivada) ou coeficiente angular de forma direta.

O filésofo George Berkeley'® (1685 — 1753) ndo negava a Teoria dos
Flux6es de Newton (esta teoria sera detalhada no proximo paragrafo), nem os
resultados obtidos empregando tais técnicas, mas tinha criticas bastante
fundamentadas. Ele dizia que os matematicos primeiro assumem que sao dados
incrementos as variaveis e depois retiram esses incrementos supondo que
sejam nulos. Ele afirma que

E o que sdo esses fluxdes? As velocidades de incrementos
evanescentes. E 0 que séo esses incrementos evanescentes. Nao sdo
nem quantidades finitas, nem infinitas, nem nada. Ndo poderiamos

chama-las de fantasmas de quantidades que se expiraram?
(BERKELEY apud BOYER,1974, p.316)

No intuito de legitimar as teorias acerca da Derivada de Newton e Leibniz,
varios matematicos debrucaram seus estudos nas ideias do Limite, em especial
nas ideias de Cauchy. Retomamos este ponto na secéo 3.5, pois a concepc¢ao
do Limite é a forma como a Derivada é abordada nos Livros Didéaticos do Ensino

Superior que analisamos nesta pesquisa.

Finalizamos esta secdo apontando que o método encontrado por
Descartes, construia tangentes as curvas, e dessa forma resolvia o problema
de encontrar a reta tangente a curva usando a Geometria Analitica, a ideia de
Derivada estava implicita em seus trabalhos, pois encontravam o coeficiente

angular da reta.

15 George Berkeley foi um filésofo idealista irlandés. Estudou no Trinity College de Dublin, onde
se tornou fellow em 1707. Lecionou hebraico, grego e teologia. Por esta época, dedicou-se ao
estudo sistematico da filosofia. Berkeley nega a existéncia da matéria, contesta os argumentos
do ateismo, critica os livres-pensadores da sua época e afirma que ser é ser percebido. Sua
filosofia é considerada espiritualista e imaterialista.
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Em seu método, Fermat encontrava maximos e minimos de algumas
curvas polinomiais, ou seja, buscava os pontos em que o coeficiente angular da
reta tangente a tais curvas era nulo. De qualquer forma seu método de encontrar

tangentes era mais simples do que o método de Descartes.

Sublinhamos que esses dois métodos geométrico e algébrico resolviam
o problema de determinar a reta tangente a curva em certo ponto dado, mas
eles ndo encontraram a Derivada para depois escrever a equacao da reta
tangente a curva no ponto dado. Este fato, de escrever a reta tangente a curva
por meio da Derivada, foi feito por Newton e Leibniz como descreveremos nas

préximas secoes.

1.5.2 A taxa de variacao segundo Newton

Tenho a impressdo de ter sido uma crianga brincando & beira-mar,
divertindo-me em descobrir uma pedrinha mais lisa ou uma concha
mais bonita que as outras, enquanto o0 imenso oceano da verdade
continua misterioso diante de meus olhos. Newton
Isaac Newton nasceu, na Inglaterra, no dia de Natal de 1642, o ano da
morte de Galileu. Estudou e foi professor em Cambridge. Em 1661 leu as obras
de Euclides, Descartes, Oughtred, Kepler, Viete, Galileu, Fermat, Huygens, e a
mais importante Arithmética infinitorum de Wallis'®, pois com ele os expoentes

fracionarios entraram em uso comum e coube a Newton fornecer expansdes do
. n
tipo (x +a) m.

Segundo Newton (apud Boyer, 1974, p. 288) essa expanséo foi feita

assim:

(m—-n) (m —2n) (m—3n)
2n Be + 3n o+ 4n
onde P + PQ representa uma Quantidade cuja Raiz, ou Poténcia, ou
cuja Raiz de uma Poténcia se quer achar, P sendo o primeiro termo
desta quantidade, Q sendo os termos restantes divididos por essa
primeira e m/n é o indice numérico das poténcias de P + PQ---.
Finalmente em lugar dos termos que ocorrem durante o trabalho no
Quociente, eu usarei A, B, C, D, etc. Assim A representa o primeiro

m m. - m
(P + PQ)n = Pu +—AQ + DQ + -

m
termo: Pn-, B representa o segundo %AQ, C representa o terceiro
termo; e assim por diante.

16 John Wallis foi um matematico britanico do século XVII que colaborou com trabalhos que
incitaram as descobertas de Isaac Newton.
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Usando a notacéo atual, no caso em que n € N, 0 Teorema Binomial se
resume a:(x+a)™”=()).xma’+ (}).x"tal +--4+ (x%a® em que o

|

p!(n-p)!

ny , .
) é calculado assim: ( ) =

- n
coeficiente (p > parap E Nen > p.

Dessa forma Newton desenvolveu o Teorema Binomial do qual nunca
publicou, nem o provou (BOYER, 1974, p.289). Ressaltamos que o ajuste da
expansdo do Teorema Binomial, com as restricbes devidas, e para todos 0s
valores complexos do expoente so foi estabelecido mais de 150 anos depois

pelo matematico Abel'’.

O Teorema Binomial alavancou o desenvolvimento da Derivada, como
veremos adiante. Com a expansao de poténcias de expoentes fracionarios
Newton ndo passou diretamente do Triangulo de Pascal para o Teorema
Binomial, mas indiretamente de um Problema de Quadratura para o Teorema

Binomial.

No Livro De analysi per aequationes numero terminorum infinitas,

publicado em 1711, Newton define a razao %como razao da Taxa de Variacao
Instantédnea de y e X, ou seja, a inclinacéo da curva f(x, y) = 0.

Em 1736, cerca de nove anos apos a sua morte, foi publicada a obra
Methodus Fluxionum et Serierum Infinitarum, em que Newton supfe que uma

curva é gerada pelo movimento continuo de um ponto no tempo.

De acordo com essa suposicéo, a abscissa e a ordenada de um ponto
gerador passam a ser, em geral, quantidades variaveis. A uma quantidade
variavel, Newton, dava o nome de fluente, isto é, uma quantidade que flui com
o passar do tempo, e a Taxa de Variacao (Derivada) dava o nome de fluxo do
fluente. Se um fluente, tem ordenada do ponto gerador indicada por y, entdo o

fluxo desse fluente era indicada por y.

Dessa forma, ele passa a considerar as variaveis como sendo geradas
pelo movimento continuo dos pontos, e ndo como agregados estéticos de

elementos infinitésimos, tal como havia considerado em De analysi.

17 Niels Henrik Abel foi um matematico noruegués, responsavel pela prova da impossibilidade
na resolugdo das equagdes algébricas do quinto grau usando raizes.
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Nesse trabalho aparecem as notacdes x e y para os fluxos (hoje em dia
. . . d . a
chamamos de Derivada e indicamos por x = d—’; ey = d—i) e x e y para os fluentes

(que estdo em funcdo do tempo). Passou a interpretar a curva como sendo a
trajetoria de um ponto P (X, y) com velocidade tangencial projetada nos eixos
Ox e Oy.

Sendo assim para um intervalo de tempo o infinitamente pequeno as
coordenadas de P(x, y) passam a ser P (x+ xo, y + yo) e a inclinacdo da reta
tangente a curva é chamada de flux6es, em simbolos fluxdes = % .

Para exemplificarmos o Método de Newton, vamos considerar a curva da
funcdo f definida por f(x,y) =y — x™ e fazer f(x, y) fluir naturalmente para

f(x+ xo0,y + yo) e em seguida aplicar o Teorema Binomial:
f,y)= flx+ %0,y + yo) =0 y=x"oy + yo=(x+ x0)" &
y+§/0 =x"+nx X" +n(n -1)/2 -(x.0)2 X" 4.+ (Xo)"

Agora dividimos ambos os membros da ultima equacdo por o, e

lembramos que o € infinitamente pequeno entdo pode ser desprezado:

o x® nox™!' nn-—1)o0%x"? o™
X+y_=—+ + +...+_@
0 0 0 0 2 0 0
x" nn—-—1
it 9?]_0 ty=—tnx" 4+ (T)Oxn_z +otot ey =na"t

E assim Newton encontrou a inclinagcdo da reta tangente a curva, ou seja,
ele encontrou a Derivada (Taxa de Variacdo de y em relagéo a x) no ponto P (x,
y): ¥ =nx""

Voltamos agora resolver nossa questao “b) calcular a velocidade de uma
particula (Taxa de Varia¢do Instantanea da posicao da particula em relacédo ao
tempo) no ponto P (12, 144) que, descreve uma trajetéria dada pela curva de

equacdo f(t,x) = 0 sendo f(t,x) = x —t*”

De acordo com o Método de Newton, o problema é resolvido assim: x =
t? = x = 2t. Logo, a velocidade da particula (Taxa de Variacéo Instantanea da

posicdo da particula em relacdo ao tempo) que descreve a trajetoria da curva
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f(t,x) = x —t?> =0 no ponto P (12, 144) é x = 2.12 = 24. Logo, a velocidade

instantanea é 24 %

Ressaltamos que Newton, para encontrar a Derivada (Taxa de Variacao
de y em relacdo a x), foi instigado a resolver um problema: “encontrar a reta
tangente por um ponto dado de uma curva dada”. Ele resolveu o problema sem
o conhecimento dos Limites de Cauchy e também ndo demonstrou a expansao
do Teorema do Binbmio para os numeros Complexos, que foi feita por Abel,

conforme ja relatamos, depois de aproximadamente 150 anos da sua morte.

Finalizamos esta secédo salientando que Newton apresentou ideias
primitivas sobre Limites e com o seu método determinou Maximos e Minimos,
Curvaturas de curvas, Pontos de: Inflexdo, Convexidade e Concavidade de

curvas, além de resolver Equages Diferenciais.

Na proxima secdo apresentamos as ideias de Leibniz de como resolver

o problema da reta tangente a curva em um determinado ponto dado.

1.5.3 A taxa de variacao segundo GOTTIFRIED WILHELM LEIBNIZ

Devemos fazer uma distingdo entre o que € superior a razdo e o que
€ contrario a ela. O que é contrario a razao é contrario as verdades
rigorosas e indispensaveis; o que é superior a razéo sé é contrario ao
nosso modo de ver. Leibniz

Gottfried Leibniz (1646 -1716) nasceu em Leipzig. Aos 15 anos ja
dominava o grego e o latim, além de todos os conhecimentos correntes da
época em Matemética, Teologia, Filosofia e Direito. Aos vinte anos obteve seu
doutoramento, em Direito, na Universidade de Altdorf, em Nuremberg.

Em Nuremberg escreveu um trabalho brilhante sobre o ensino das leis
pelo método histdrico. A sua carreira diplomatica o levou a Franca onde
conheceu um importante matematico holandés Huygens*® que sugeriu a ele ler

os tratados de Pascal para se tornar um grande matematico.

18 Christiaan Huygens (1629 — 1695) em fisica fez estudos sobre luz e cores, percepg¢do do som,
forca centrifuga e conservacgéo de energia. Em matematica estudou a teoria das probabilidades,
curvas e deu uma interpretacdo geométrica do Célculo Diferencial. Hygens orientou Leibniz no
trabalho Mathematics Genealogy Project.
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De acordo com Boyer (1974), a diplomacia o levou, também, a Londres
em 1673. La conheceu importantes matematicos como, por exemplo, Collins,
Oldenburg entre outros e importantes obras, dentre as quais — Lectiones
geometricae de Barrow. Neste mesmo ano tornou-se membro da Royal Society.

Essa visita gerou a discussédo de plagio, pois Leibniz poderia ter visto De
analysi de Newton. Segundo Boyer (1974, p.294) “[...] mas é duvidoso que
nessa altura ele pudesse tirar grande proveito disso, pois Leibniz ndo estava
preparado em geometria ou analise”.

Boyer (1974, p.299) escreve que: “[...] O fato de Leibniz ser virtualmente
um autodidata em matematica explica em parte os casos frequentes de
redescoberta que aparecem em sua obra. [...]”

Leibniz desenvolveu uma notacdo adequada para o0 novo assunto, por
exemplo, utilizava x + dx para a diferenciagdo ao invés de x + xo de Newton.
De acordo com Leibniz, a diferencial de uma variavel y é a diferenca

infinitamente pequena entre dois valores consecutivos de y.

Figura 21: Método das Tangentes de Leibniz

T
l;‘t:f:::::” =
_____ ds £
TR cix i
AN
e
p i 04“ moy = > X

Fonte: O pesquisador

Exemplificaremos seu Método por meio da Figura 21. Nesta figura,
Leibniz considera a sequéncia das ordenadas y e a sequéncia correspondente
das abscissas x. As ordenadas estéo situadas infinitamente proximas; dy € a
diferenca infinitamente pequena entre duas ordenadas y e dx € a diferenca

infinitamente pequena entre duas abscissas X.
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Como as diferenciais sao infinitamente pequenas, podemos efetuar a
~ d P . .
razao entre elas como, por exemplo, ﬁ e também conseguimos impor que x +

dx = x,y +dy =y e anda xdx +dydx = xdx. Estes fatos foram
importantes, pois de posse deles Leibniz demostrou algumas regras basicas da

Diferenciacéo, logo mais mostraremos esse fato.

Isso posto formamos o triangulo caracteristico de lados dx, dy e ds em
que ds é infinitamente pequeno e representa a diferencial do comprimento do

arco s e se o segmento de reta ds for prolongado, formara a tangente a curva
 _ ax

em(x,y):§=y —

. , .. . ~ d
Portanto, para determinar as tangentes é suficiente determinar a razéo é
ja que sabemos a relacao entre y e x que é dada em forma da equacao da curva,
~ dy . . . . ~ . R
mas para encontrar a razao ﬁ € preciso diferenciar a funcao associada a curva

e para isso Leibniz mostrou algumas regras de diferenciacdo. Por exemplo, para
achar a diferencial de xy, indicada por d(xy), bastava fazer o produto
(x +dx).(y+dy) —xy. Sendo assim teriamos: d(xy) = xy + xdy + +dxdy +
ydx — xy © d(xy) = xdy + ydx + dxdy. Como dxdy é muito pequeno podemos
despreza-lo, entdo: d(xy) = xdy + ydx. Este resultado € conhecido como Regra

do Produto da Diferenciagao.

Seguindo o mesmo principio, Leibniz demostrou outras Regras de
Diferenciacao:
e se k é constante entdo, dk = k- k = 0. (Diferenciacdo da Constante);
edix+y)=((x+dx)+ (y +dy)- (x + y)) = dx + dy. (Diferenciagéo
da Soma);

od (x) __x+dx x _ xytydx—-xy-xdy _ ydx—-xdy
y ytdy y y*+ydy y?

(Regra do Quociente da Diferencia¢ao).

, pois y? é muito maior que ydy

E agora a Regra que resolve o problema de tragar a reta tangente a uma
curva por um ponto dado:
odx™ = (x +dx)™ —x" = x" + nx" " tdx + - + (dx)" — x™ = nx""ldx, ja que as

poténcias de dx maiores ou iguais a dois podem ser desprezadas.
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E assim Leibniz encontrou a inclinacdo da reta tangente a curva, ou seja,
ele encontrou a Derivada (Taxa de Variacao de y em relacdo a x) no ponto P (X,

y), resumimos estas ideias como segue: dx™ = nx" 1dx

Retomando nosso exemplo “b) calcular a velocidade de uma particula
(Taxa de Variacdo Instantanea da posi¢do da particula em relagdo ao tempo)
no ponto P (12, 144) que, descreve uma trajetoria dada pela curva de equacgéo

f(t,x) = 0sendo f(t,x) = x —t?”, temos, de acordo com o Método de Leibniz,
o0 problema é resolvido assim: x = t? = dx = dt? = dx = 2tdt > % = 2 t. Logo,
a velocidade da particula (Taxa de Variagdo Instantanea da posi¢éo da particula
em relacdo ao tempo) que descreve a trajetéria da curva f(t,x) = x —t2 =0

no ponto P (12, 144) é % =2t = 2.12 = 24. Logo, a velocidade instantanea é
242,
N

Ressaltamos que Leibniz percebeu que o melhor método de encontrar
tangentes é encontrar Z—z , em que dy é a diferenca infinitamente pequena entre
duas ordenadas y e dx é a diferenca infinitamente pequena entre duas
abscissas x sdo diferencas menores possiveis e Z—ié 0 quociente entre tais

diferencas. E afirmava que achar tangentes exigia o uso do Calculus
Differentialis e achar quadraturas o Calculus Integralis, ou seja, Leibiniz insistia
que quadraturas sdo casos especiais do método inverso do das tangentes. Além
disso, havia uma preocupacdo de Leibniz quanto a questdo de as Regras de
Derivacéo serem validas para os numeros irracionais como verificamos na obra
Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quanec
irrationales quantitates moratur (Um novo método para maximos e minimos e
também para tangentes, que ndo é obstruido por quantidades irracionais), de
1684.

De fato, a simbologia de Leibniz é notavel, sendo utilizada para explicar,
enunciar e discutir os resultados dos matematicos que o antecederam e o

precederam.

Segundo Boyer (1974), a matematica inglesa ndo se desenvolveu tanto

como em outras partes da Europa devido a notacdo. Os ingleses usavam a
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notacdo de Newton enquanto em outras partes da Europa utilizavam-se as

notacdes de Leibniz:

[...] No entanto, apesar do reconhecimento dado ao sucesso
matematico na Inglaterra o desenvolvimento matematico la néo
acompanhou os passos rapidos dados em outras partes da Europa
durante o século dezoito. (BOYER, 1974, p.303)

Finalizamos o capitulo observando que Newton e Leibniz estudaram a
Derivada por meio da Taxa de Variagcdo e que apesar de implicitamente
utilizarem a nocdo de Limite ndo tinham esse conceito que foi formalizado
aproximadamente no fim do século XVIII, pois foi neste periodo que se sentiu a
necessidade de fundamentar as bases do Calculo, dando-lhe mais l6gica e rigor.
O conceito de Funcéao foi revisto e no¢cdes como as de Limite, Continuidade,
Diferenciabilidade, e Integrabilidade tiveram de ser cuidadosa e claramente

definidas.

O século XVIII foi gasto em grande parte na exploracdo dos novos e
poderosos métodos do calculo, jA& o século XIX foi dedicado
grandemente a tarefa de construir uma fundamentagéo légica sélida
para a enorme, porém débil, superestrutura construida no século
precedente. Uma das maiores énfases do século XX e, porque néo
dizer, do comec¢o do século XXI, tem sido a de generalizar, tanto
guanto possivel os progressos ja alcangcados, e que muitos
matematicos da atualidade estdo envolvidos com problemas de

fundamentos mais profundos ainda. (EVES, 2004, p.462)
Destacamos ainda que os fluxos de fluentes de Newton associava a
Derivada a uma velocidade finita e que para Leibniz o processo de diferenciagéao
associava uma quantidade infinitamente pequena (diferenca) a uma variavel. A
essas ideias existiam entraves de consisténcia légica dos conceitos
fundamentais, como por exemplo, o0 conceito de nimeros reais, por iSso ndo
encontramos no Célculo moderno as quantidades infinitamente pequenas. De
qualquer forma, a importancia das obras de Newton e Leibniz contribuiu para o

avanco da Matematica no decorrer dos séculos.

Reforgamos que o estudo inicial da Derivada foi feito por meio da Taxa
de Variacao na tentativa de resolver o problema de encontrar a equacéo da reta
tangente a curva em um determinado ponto. Para escrever tal equacgdo
necessitamos, entre outras coisas, do Coeficiente Angular, entdo decidimos
estudar se as ideias da Variacdo e da Taxa de Variacao se relacionam com a

introducéo do conceito de Derivada no Livro Didatico do Ensino Superior.
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Evidenciamos que a Derivada foi estudada inicialmente por meio da Taxa
de Variacdo conforme relatamos nos registros historicos. Esse acontecimento
vai ao encontro com a nossa revisdo da literatura e também do método de
Machado. Dessa forma, tal situacdo € um ponto convergente com a nossa

pesquisa.

Na proxima secédo, apresentamos os referenciais tedrico-metodologicos
que utilizamos nas analises dos livros didaticos. Tais mecanismos se baseiam
na Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica de Duval, Andlise de
Conteudo de Bardin, Sentido Holistico da Derivada e ldoneidade Epistémica de
Godino et al (2013).
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CAPITULO II

REFERENCIAL TEORICO-METODOLOGICO

O que interessa de maneira mais pratica aos que ensinam Matematica
e aos formadores dos que ensinam s&o ferramentas que permitem
analisar os tramites matematicos no quadro de resolucdo de
problemas. Duval

Neste capitulo, apresentamos os referenciais teérico-metodoldgicos:
Registros de Representacéo Semidtica, Andlise de Conteudo, Sentido Holistico

da Derivada e critérios de ldoneidade Epistémica.

Utilizamos a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtical® de
Duval (2009), pois essa teoria tem auxiliado sobremaneira no que diz respeito
a organizacdo de situacdes de aprendizagens. Segundo Duval (2009), os
objetos matematicos ndo sdo acessiveis diretamente pela percepc¢do, como
sao, por exemplo, objetos do mundo fisico. Sendo assim, sua apreensao ocorre
através de uma representacdo semiotica, como por exemplo, uma nota¢do, um
simbolo, um grafico ou um texto expresso em linguagem natural ou lingua

natural especializada.

Adotamos também neste trabalho as concep¢des da Analise de
Conteudo de Bardin, porque é uma das formas possiveis de tratamento de
dados da pesquisa e dessa forma possibilita fornecer técnicas precisas e
objetivas que sejam suficientes para garantir as ideias iniciais do significado da

Derivada, da Taxa de Varia¢éo e da Variacao.

Bardin (2014) refere-se a Analise de Conteldo como um conjunto de
instrumentos metodoldgicos que se aperfeicoa constantemente e que se aplica
a diversas areas, como por exemplo, a Educacao Matematica.

Finalmente, para estudarmos o processo de compreensdo da Derivada
por meio da Taxa de Variagdo, empregamos as ideias de Godino et al (2013)
com respeito ao Sentido Holistico da Derivada e os critérios de Idoneidade

Epistémica.

19 Termo utilizado por Raymond Duval para referir-se aos diferentes signos em matematica, tais
como figuras, graficos, lingua natural etc. (DUVAL, 2009).
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Ressaltamos que essas ideias e parametros tiveram origem na teoria do
enfoque ontossemidtico (EOS) sobre o conhecimento e a instrugdo matematica.
Segundo Godino et al (2008):

[...] O ponto de partida do EOS é a formulacdo de uma ontologia de
objetos matematicos que contemple o triplo aspecto da matematica
como atividade socialmente compartilhada de resolucdo de
problemas, como linguagem simbdlica e sistema conceitual
logicamente organizado. Tomando como nocdo primitiva a de
situacao-problematica, definem-se os conceitos tedricos de pratica,
objeto (pessoal e institucional) e significado, com a finalidade de tornar
evidente e operativo, por um lado, o triplo carater da Matematica que
mencionamos, e, por outro, a génese pessoal e institucional do
conhecimento matematico, assim como sua interdependéncia (p.11).
O Sentido Holistico busca o entendimento global de fenbmenos, no caso

desta pesquisa, a Derivada com énfase na Taxa de Variagao.

Os critérios de Idoneidade Epistémica nos auxiliaram na efetiva
comparacao, em separado e em conjunto, dos Livros Didaticos do Ensino

Superior.

2.1 Registros de representacdo semidtica

Nesta secdo, apresentamos os fundamentos dos Registros de
Representacdo Semidtica de Duval, uma teoria cognitivista que busca
compreender as dificuldades dos alunos no entendimento da Matematica e a

natureza dessas dificuldades.

Segundo Duval (2011, p.11) “Como compreender as dificuldades muitas
vezes insuperaveis que muitos alunos tém na compreensao da matematica?

Qual é a natureza dessas dificuldades? Onde elas se encontram?”.

Para compreender tais dificuldades e suas naturezas, ndo podemos nos
restringir apenas ao campo matematico ou a sua histéria; precisamos realizar

uma abordagem cognitiva.

Para Duval (2011), tal abordagem é necessaria, pois o objetivo de se
ensinar matematica ndo é o de formar futuros matematicos e nem de
ensinarmos contetdos matematicos que lhes serao uteis apenas "mais tarde” e
sim, devemos contribuir para o desenvolvimento geral dos estudantes e de suas

capacidades de raciocinio, de anélise e de visualizagéo.
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Assim sendo, a abordagem cognitiva procura descrever o funcionamento
cognitivo que possibilita ao aluno compreender, efetuar e controlar a diversidade

dos processos matematicos que lhe sdo propostos.

Com relacao a teoria de Duval, Damm (2012, p.169) escreve que:

Para estudar a aquisicdo de conhecimento, e mais particularmente a
aquisicéo de conhecimentos matematicos, é preciso recorrer a nogao
de representacdo. Nao existe conhecimento matemético que possa
ser mobilizado por uma pessoa, sem o auxilio de uma representacao.

Sobre a teoria de Duval, Karrer e Jahn (2011, p.16) escrevem que:

Duval [...] procura evidenciar a importancia da analise do papel das
representagbes, quando se considera um objeto matemético. Um
grande problema na aprendizagem Matemética esté ligado ao fato de
gue ndo é possivel acessar um objeto matematico por meio de
instrumento ou, mesmo, pela percepgao, da sua natureza “nao real”.
Com isso, torna-se necessaria uma relacao de denotacao, a qual é
possivel por meio de um sistema semidtico [...].

De acordo com Duval (2009, p.15), as representacfes semioticas
parecem apenas ser o meio de que o individuo dispde para exteriorizar suas

representacfes mentais, ou seja, para tornar visiveis ou acessiveis a outro.

Essas representacfes semidticas sédo producdes constituidas (Quadro 4)
pelo emprego de regras de sinais (enunciado em Registro de Representacao na
Lingua Natural Especializada, Simbdlico-Algébrico, Gréaficos Cartesianos,

Figuras Geométricas...).

Acerca das representacdes semibticas Damm (2012, p. 173) escreve:

[...] @ nocao de representagdo semidtica surgiu com um problema de
linguagem [...] e, mais tarde, surgem trabalhos sobre a aquisi¢cdo do
conhecimento matemético e os problemas consideraveis que sua
aprendizagem levanta. A representacdo semibtica é externa e
consciente do sujeito [...].

Duval (2009) ressalta ainda a distingdo entre “semidsis” e “noésis”. A
primeira seria a apreensao ou a producao de uma representacdo semiotica e a
“noésis” seria responsavel pela apreensédo conceitual de um objeto. Para que
ocorra a aprendizagem, de um determinado objeto matematico, é necessario
que ocorra a “noésis” através de significativas “semidsis”. Nao ha noésis sem

semiosis; é a semidsis que determina as condi¢cdes de possibilidade e de

exercicios da noésis.



99

Encontramos uma citacdo de Duval (2009, p.19) que apoia a nossa
pesquisa cujo tema central € a abordagem da Derivada por meio da Taxa de
Variacao:

[...] nos diferentes niveis de ensino das mateméticas, a persisténcia
de uma separacdo entre as representacées que ndo enfatizam da
mesma forma o sistema semiético [...] fendmenos tao familiares e tdo
frequentes na atividade matematica, ndo tém nada de evidente e

espontaneo para a maior parte dos estudantes estes, frequentemente,
ndo reconhecem o mesmo objeto através das representacdes [...].

Dessa forma, para designar os diferentes tipos de representacdes
utilizados em Matematica, Duval (2011) introduz o termo registro de
representacdo semidtica e ha quatro tipos diferentes de registros de
representacdes: Lingua natural (representacao discursiva), Figuras geométricas
planas ou em perspectivas - representacdo nao discursiva - (estes constituem
0s registros multifuncionais em que os tratamentos ndo sao algoritmizaveis),
Sistemas de escritas e Céalculo (representacdo discursiva) e Graficos
cartesianos - representacdo nao discursiva - (estes constituem o0s registros
monofuncionais em que os tratamentos sdo principalmente algoritmos). Esses

registros e suas representacfes sao exemplificados no Quadro 4.

A utilizacdo de varios sistemas semidticos de representacao é enfatizada
por Duval e também aponta que ndo se pode confundir um objeto de sua
representacdo. Por exemplo, o objeto — Derivada pode estar representado no
Registro de Representacdo na Lingua Natural Especializada, Simbolico -
Algébrico ou Gréfico Cartesiano (Quadro 5), ou seja, a um mesmo objeto

podemos atribuir varias representacoes.
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Quadro 4: Classificagdo dos registros mobilizaveis

Representagao Discursiva

Representagao Nao Discursiva

Registros
Multifuncionais

Os tratamentos ndo
sao algoritmizaveis.

Lingua natural
AssociacOes verbais (conceituais).
Formas de raciocinar:

*argumentacdo a3  partir de

observacoes, de crencas;

Figuras geométricas planas ou
em perspectivas (configuracdes
emdimens3o 0, 1, 2 ou 3).

nao

*apreensdo operatoria e

somente perceptiva;

*construgdo com instrumentos.

*simbolicas (linguas formais).

Célculo

*deducdao valida a partir de

definico ou de teoremas.
Registros Sistemas de escritas Graficos cartesianos
Monofuncionais | «nymgricas  (bindria, decimal, | *mudancas de sistemas de
Os tratamentos s3o | fracionaria); coordenadas;
principalmente * algébricas; *interpolago, extrapolaco.
algoritmos.

A originalidade da atividade matematica esta na mobilizagdo simultanea

Fonte: DUVAL ( 2011, p.14)

de ao menos dois registros de representacao, ou na possibilidade de trocar de

registro de representacdo. Assim sendo, deve sempre existir a possibilidade de

passar de um registro ao outro.

Duval (2011, p.15) conjectura que: “a compreensdo em matematica

supde a coordenacao de ao menos dois registros de representacdo semiotica”.

E faz o seguinte questionamento: “Podemos colocar ja uma primeira questao:

uma tal coordenagdo é adquirida naturalmente pelos alunos e estudantes

durante o ensino de matematica?”.

Interpretamos a teoria de Duval com relagdo ao objeto desta pesquisa -

a Derivada por meio do Quadro 5.
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Quadro 5: Exemplos de Registros

Registro
Multifuncional:
Registro de
Representacao na
Lingua Natural
Especializada

Registro
Grafico Cartesiano

Monofuncional:

Registro Monofuncional:

Simbodlico-Algébrico

A Derivada da
funcédo definida por
f(x) = x%, no ponto
de abscissa x €

f'(x) = 2x.

™ = arctan fix)
/ .

- I H H
'Jf ) x

- x?+2xh+h%?—x
= lim
h—-0 h
= ;ll_r)ré(Zx +h) =2x

No Quadro 5 evidenciamos as diferentes representacdes da Derivada,

Fonte: O pesquisador

por meio dos diferentes registros.

Existem dois tipos de transformacdes de representacfes semibticas que

sdo radicalmente diferentes: os tratamentos e as conversoes.

Os tratamentos sdo transformacdes dentro de um mesmo registro, ou

seja, uma transformacdo interna a um registro. Logo, os tratamentos sao ligados

a forma, e ndo aos objetos matemaéticos.

Segundo Damm (2012, p.179):

Existem regras de tratamentos proprias a cada registro, sua natureza
e numero variam consideravelmente, de um registro a outro. Por
exemplo, quando trabalhamos com as operac¢des fundamentais com
0S ndmeros naturais no registro algoritmico, o tratamento exige a

compreensao das regras do sistema posicional e da base dez.

Um exemplo de tratamento encontra-se a seguir, em gque o calculo da

Derivada da funcdo dada por f(x) = x em relacdo a varavel x, no ponto de
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abscissa 4 (f'(4)) é feito conservando o mesmo registro monofuncional de

sistema de escrita: Simbalico-Algébrico, como segue:

, _ f4+h-f4) . 4+h-4 ,
f@) = lim=— I it Tl i S

As conversfes sao transformacgfes de representacdes semioticas que
consistem na mudanca de uma representacdo de um registro A para uma
representacdo de um registro B, conservando os mesmos objetos matematicos.

Desta forma, converter implica em coordenar registros mobilizados.

Segundo Damm (2012, p.181) “A conversdo néo pode ser confundida
com o tratamento. O tratamento se estabelece “dentro” do registro, ja a

conversao se da entre registros diferentes”.

De acordo com Duval (2011), a conversao é um passo fundamental no
trabalhno com representacbes semibticas, a transformacdo de uma
representacdo de um registro para uma representacao de um outro registro e,
entdo, exigindo do sujeito o estabelecimento da diferenca entre significado e

significante.

Do ponto de vista cognitivo, a atividade de conversdo mostra-se como
atividade de transformacao representacional fundamental, sendo aquela que

conduz aos mecanismos subjacentes a compreensao.

Realizar a conversdao ndao € simplesmente traduzir, porque em um
processo de conversdo existem varias varidveis cognitivas, especificas do
funcionamento de cada registro, que determinam as unidades de significado

pertinentes a serem consideradas em cada um dos registros.

Um exemplo de conversao encontra-se no exemplo:

f+h)-f@1) — lim 12+2.1.h+h?-1?

') = %l_r)ré - Lim = ;ll_T)Tol(Z.l + h) =2. A Derivada da

funcdo, no ponto de abscissa 1 é a tangente trigonométrica do angulo de
inclinagdo da reta tangente a curva, que é o grafico de f, no ponto P (1, f(1))”,
em que a notacao da Derivada da funcéo f em relacéo a x, no ponto de abscissa
1 é apresentada em trés formas distintas, mais em trés registros distintos, a

saber (Quadro 5): registro monofuncional: Grafico Cartesiano, registro
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monofuncional: Simbdlico-Algébrico e registro multifuncional: Registro de

Representacdo na Lingua Natural Especializada.

Diante do exposto sobre a Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica, analisaremos, no capitulo 3, a abordagem dada a Taxa de Variacdo
no Livro Didatico do Ensino Médio e a sua relagdo com o conceito da Derivada
no Livro Didatico do Ensino Superior, por meio das representacdes da Taxa de
Variacdo e da Derivada no texto, nos exercicios resolvidos e propostos e outras
atividades dos livros definidos anteriormente. Analisaremos, especialmente, a
influéncia da representacdo do objeto matematico — Taxa de Variacdo no
processo de aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, e mais
especificadamente a Derivada. Segundo essa teoria, pode-se representar o
objeto matematico — Taxa de Variacao utilizando os registros de representacao
semiética e durante o processo de estudo da Derivada deve ser dada énfase a
duas diferentes transformacdes de representacdo semiodtica: os tratamentos e as
conversdes. Sendo assim, quanto mais diversificada é a representacdo da
Derivada, maior € a compreensdo que se tem a seu respeito, e a apropriacao
do seu significado ocorre a partir de conversdes estabelecidas entre as diversas

maneiras de representa-la.

Na proxima secdo apresentamos consideracdes a respeito das ideias de
Sentido Holistico da Derivada definido por Godino et al. (2013). Esse é um dos
embasamentos tedricos que aliado a Teoria dos Registros de Representacao

Semiodtica, permite-nos fazer a andlise dos Livros Didaticos do Ensino Superior.
2.2 Sentido holistico da derivada

Nesta secao, apresentaremos as ideias de Godino et al. (2013) sobre o
Sentido Holistico da Derivada. A apropriacao dessa no¢cao permitiu-nos analisar
quais sao os significados implementados ou pretendidos para a Derivada nos

Livros Didaticos do Ensino Superior, analisados nessa pesquisa.

Segundo Stigar (2008), a palavra holistica foi criada a partir do termo
holos, um termo grego que significa todo ou inteiro. Sendo assim, é uma
gualidade que classifica algo relacionado com o holismo, ou seja, que procura

compreender os fendmenos na sua totalidade e globalidade.
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De acordo com esse autor, o holismo considera que o sistema completo
se comporta de um modo diferente da soma das suas partes, ressalvando a
importancia do todo como algo que ultrapasse a soma das partes, ressaltando

ainda a importancia da correlagéo entre essas parcelas.

Conforme o pesquisador, na abordagem holistica, o todo e cada uma das
partes encontram-se ligados com interacfes constantes estabelecendo a
relacédo de interdependéncia e a convergéncia de diversas perspectivas. 1sso so

€ possivel com critérios holisticos.

Em suma, a holistica pertence e se refere ao holismo, que é uma ideia
de analisar os fenbmenos do ponto de vista das mdltiplas interacbes que o

caracterizam.

Entdo de acordo com o exposto, a nogdo de configuracdo epistémica®®
(CE) de Godino et al. (2013) permitiu aos autores reconstruirem o Sentido
Holistico da Derivada, identificando seus significados parciais. Para refazer
essas ideias, os pesquisadores fizeram uma revisdo bibliografica a partir da
Matemética grega até o século XX, realizando uma andlise de objetos
matematicos primarios envolvidos nas varias questdes que foram abordadas e
gue aconteceram em momentos diferentes e culminaram com o surgimento da

nocéo da Derivada.

A partir dessa revisdo Godino et al. (2013) elaboraram nove
configuracdes epistémicas associadas aos varios problemas:

a) Tracados de tangentes na Matematica grega (CE1);

b) Problemas sobre Taxas de Variacao na Idade Média (CE2);

c) Calculo de subtangentes e tangentes utilizando algebra (CE3);

d) Tracados de tangentes mediante consideracfes cinematicas (CE4);

e) Célculo de Maximos e Minimos mediante a ideia intuitiva de Limite (CE5);

f) Calculo de tangentes e subtangentes mediante métodos infinitesimais (CE6);
g) Célculo de Fluxdes (CE7);

h) Célculo de Diferencas (CE3);

20 Teoria (explicada com maior detalhe na secdo 2.3) que se preocupa em desvendar os

mecanismos de pensamento humano.
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i) Derivada como um Limite (CE9).
Essas configuracbes podem ser relacionadas, segundo Godino et al.

(2013), como ilustrado na Figura 22.

De acordo com essa figura, percebemos o Sentido Holistico da Derivada
em que diferentes abordagens desse conceito levam a compreensédo formal da
Derivada como um Limite, que Godino et al. (2013) nomearam configuracao
epistémica (CE9), que ocupa o vértice superior do triangulo. Segundo os autores
essa configuracdo € ativada para resolver problemas de Tangentes, Maximos e
Minimos e Taxa de Variacdo-Velocidades.

As configuracdes: Calculo de Fluxdes (CE7) e Calculo de Diferencas

(CES8), segundo Godino et al. (2013) foram ativadas por Cauchy (principalmente)

para dar o carater formal para a Derivada, como o sendo f'(x) = ;lin& w

Segundo Godino et al. (2013), as configuracdes epistémicas: Calculo de
Flux6es (CE7) e Calculo de Diferencas (CE8) foram ativadas por Newton e
Leibniz, respectivamente, para resolver situacdes-problema que envolvem
Tangentes, Maximos e Minimos e Taxa de Variagdo e Velocidades, observamos

que esta pratica ocupa a “parte central” do triangulo.

Finalmente na base do triangulo, Godino et al. (2013) definem as
configuracdes primarias que possuem carater extensivo e sdo ativadas na
resolucédo de situacbes-problema que envolvem Tangentes, Maximos e Minimos
e Taxa de Variacdo e Velocidades: Tracados de Tangentes na Matemética
grega (CE1l), Problemas sobre Taxas de Variacdo na ldade Média (CE2),
Célculo de subtangentes e tangentes utilizando algebra (CE3), Tracados de
tangentes mediante consideracdes cinematicas (CE4) e Célculo de tangentes e

subtangentes mediante método infinitesimais (CE6).
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Figura 22: Significado Holistico da Derivada

v
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Fonte: Godino et al (2013, p.128)

As configuragbes CE1, CE3 e CEG6 séo ativadas para resolver problemas
de tangentes, ja as CE2 e CE4 séo impulsionadas para resolver situacoes-
problema que envolvem a Taxa de Variacdo e Velocidades e, por fim, a CE5 é

despertada para resolver questdes de Maximos e Minimos.

A seguir apresentamos um exemplo da configuragao epistémica Derivada
como um Limite (CE9), no Livro K (Figura 23).
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Figura 23: Significado Holistico da Derivada no Livro K

fex+h)-f()_ ' (x+h)2—x2.

bf'@= lim

h h=0 h
Como
(x+i2’-x’= th+h2=2x+h, o
segue que
f'@)= lim (2x+h)=2x.
Portanto,

fE)=x* = f(x)=2x.

Fonte: Guidorizzi (2008, p. 138-139)

De acordo com Godino et al (2013) a analise conjunta dos elementos e
seus relacionamentos confirmam, principalmente, o significado holistico da
Derivada (p.130).

Finalizamos essa sec¢ao, concluindo que o Sentido Holistico da Derivada
esta intimamente relacionado com davidas que envolvem Tangentes, Maximos
e Minimos e Taxa de Variacdo e Velocidades. E que essas ideias iniciais

contribuiram para o seu desenvolvimento.

Na proxima secéo, apresentamos, de acordo com as ideias de Godino et
al. (2013), os critérios de Idoneidade Epistémica para a andlise dos Livros
Didaticos do Ensino Médio e Superior.

2.3 Critérios de idoneidade epistémica

Nesta secdo apresentamos os critérios de ldoneidade Epistémica de
Godino et al. (2013) para o estudo da Derivada. Apoiamo-nos nessas ideias
para construir os nossos critérios de Idoneidade Epistémica para o estudo da

Derivada que realizamos neste trabalho.

Segundo Godino et al. (2013), a partir da construgdo do Sentido Holistico
e de estudos em Educacao Matematica em questdes de ensino e aprendizagem
da Derivada, é possivel criar parametros para analisar e caracterizar 0s

significados pretendidos desse conceito.
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No ambito desta pesquisa, estendemos esses parametros para distinguir
os significados pretendidos da Taxa de Variacdo nos Livros Didaticos do Ensino
Médio e da Derivada nos Livros Didaticos do Superior. A partir dessas
designacdes, podemos avaliar a ldoneidade Epistémica dos significados da
Taxa de Variacao e da Derivada.

Observamos que, “No entanto, deve-se notar que estes parametros sao
gerais e podem ser utilizados para a analise da ldoneidade Epistémica de um

tépico matematico qualquer” (GODINO et al, 2013, p.130 — grifo N0Ss0).

A seguir descrevemos 0s cinco critérios para analisar a Idoneidade
Epistémica dos significados da Derivada, segundo Godino et al. (2013). Ainda
segundo esses autores, para cada um dos cinco critérios "genéricos" sdo

propostos subcritérios que se relacionam com o tema a ser analisado:

i-) representacdo dos campos de problemas propostos: sdo as escolhas dos
textos, exercicios propostos e resolvidos, situacées-problema ou questbes que
sejam representativas em cada entrada do Quadro 6, para assim obtermos o

significado global da Derivada.

De acordo com Godino et al. (2013), os campos de problemas (CP) séo
resumidos assim: Calculo de tangentes (CP1), Calculo das Taxas de Variacao
(CP2), Célculo das Taxas de Variacao Instantanea (por meio do Limite) (CP3),
Aplicagdo da Derivada para calcular maximos e minimos (CP4), Célculo da
Derivada a partir de regras e teoremas de derivacdo (CP5).

Os autores ressaltam que o ultimo campo de problemas surge da
necessidade de como os Livros Didaticos abordam as diversas situacdes de
aprendizagem do Sentido Holistico da Derivada e dessa forma transcender o
componente algebrizado desse conceito, ou se simplesmente aplicam algumas

regras ou propostas de resolucéo.

Estes campos de problemas foram alocados, pelos autores, na primeira

coluna do Quadro 6.

ii) tipo de representacdes ativadas na abordagem e solucdo das tarefas: séo as
inUmeras representacdes (com diferentes tratamentos e conversdes entre eles)

para referirmos aos multiplos tipos de objetos matematicos.
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No Quadro 6 os autores exemplificam para a fungéo f, dada por f(x), e a
sua derivada, f’(x), as representacdes prévias e as representagdes emergentes

como sendo: Verbal, Grafica, Simbdlica e Tabular.

iii) representatividade dos elementos reguladores e argumentativa: sdo as
entradas do Quadro 7, em que deve existir uma relacdo representativa entre as
linhas (as configuracdes epistémicas (CE)) e as colunas (campos de problemas
(CP)) para obtermos o significado global da Derivada de acordo com o seu
Sentido Holistico.

Quadro 6: Campos de Problemas e Representacdes Ativadas nos Livros do Ensino

Superior

Representacdes para f(x) e f'(x)

Emergentes

Campo de Problemas

Prévias

—po=so0 <
» o - —00T3 —0
- —cCc oo -
—po-0<
[ S N 0]
» 0o —-—0T3 -0
o —c oo o

Verbal
Gréfica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Gréfica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Gréfica
Simbdlica
Tabular
Verbal
|Gréfica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Grafica

£(x)

CP1: Sobre Tangentes

f'(x)

f(x)

CP2: Razéo
Instantanea de
Variagéo

f'(x)

f(x)

Simbdlica
Tabular
Verbal
|Gréfica
Simbdlica
Tabular
Verbal
. B f(x) Gréfica
CP4: Aplicagéo da Simbdlica
Derivada (Maximos e Tabular
Minimos, andlise de Verbal
funcdes,... £(x) Grafica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Grafica

CP3: Taxa
Instantanea de
Variagéo

f'(x)

CPS: Calculo da foa Simbolica

Derivada a partir de Tabular
regras e teoremas de Verbal
derivagéo £(x) Graflc'a
Simbdlica
Tabular

Fonte: Godino et al (2013, p. 141)

iv) conhecimentos prévios para a introducdo da Derivada: sédo os conhecimentos
matematicos obtidos em anos escolares anteriores a graduacdo e que alguns

autores dos livros didaticos mobilizam para introduzir o conceito de Derivada.



110

V) representatividade dos significados institucionais implementados ou
pretendidos em comparacdo com o significado global de referéncia: é o
confronto entre a matriz curricular da instituicdo escolar e os conteudos
propostos nos livros didaticos que sdo adotados pela entidade e provavelmente
seguidos pelo professor como norteador de suas aulas.

Quadro 7: Significados parciais da Derivada identificados nos Livros do Ensino

Superior

Campos de Problemas
CP1 CP2 CP3 CP4 CP5

Significados Parciais

CE1l: Tracado de tangente
na Matematica grega

CEZ2: Problemas sobre a
Taxa de Variagcdo na ldade
Média

CE3: Calculo de
subtangente e tangente
utilizando algebra

CE4: Tracados de tangentes
por meio de consideragdes
cinematicas

CES5: Calculo de Maximo e
Minimo por meio da ideia
intuitiva de Limite

CEG6: Calculo de Tangentes e
subtangentes através de
meétodos infinitésimais

CE7: Calculo de fluxdes

CES8: Calculos de diferencgas

CE9: Derivada como Limite

Fonte: Godino et al (2013, p. 143)

Segundo Godino et al. (2013, p. 132).

[...] para que o ensino seja epistemologicamente ideal, este conjunto
de objetos e significados institucionais de referéncia deve representar
o significado global da Derivada. A énfase em determinados
significados e objetos matematicos e ignorancia dos outros pode
resultar em uma cobertura tendenciosa epistémica que pode afetar a
idoneidade do processo de ensino. A énfase em determinados
significados e objetos mateméaticos em detrimento de outros pode
resultar em uma epistémica cobertura tendenciosa que pode afetar a
idoneidade do processo educacional [...].

Ainda de acordo com Godino et al. (2013, p. 133).

E importante notar que, embora o significado de um objeto matematico
dependa da gama de problemas em que ele é usado, a nivel
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institucional muitas vezes se utiliza um objeto matematico em um
sentido distinto ao campo de problemas onde ¢é ativado. Por exemplo,
alguns Livros Didéticos introduzem a Derivada usando problemas de
velocidades, mas a aplicam apenas no sentido da Taxa de Variacéo
Instantanea por meio de calculos de Limite.

Apés as apresentacbes feitas nestas secbBes (2.2 e 2.3)
operacionalizamos os cinco critérios mencionados de Idoneidade Epistémica na
secdo 2.4, pois por meio das no¢des da Andlise de Conteldo construiremos

guadros de analises para os Livros Didaticos do Ensino Superior.

Ressaltamos que para construirmos os nossos quadros de analises dos
Livros Didéticos do Ensino Médio e Ensino Superior nos inspiramos no Quadro
6, tais quadros sdo apresentados na secdo 2.4. O Quadro 7 sera utilizado na
secdo 3.4 onde faremos um estudo global (ou andlise conjunta) dos Livros

Didaticos do Ensino Superior.

Finalizamos esta secdo em que apresentamos 0s cinco critérios de
Idoneidade Epistémica de Godino et al. (2013) e relatamos a sua conclusdo em
relacédo ao ensino da Derivada como sendo: “o0 seu ensino epistemologicamente

ideal deve contemplar seu significado global” (p.132).

A seguir apresentamos alguns principios da Andlise de Conteudo de
Bardin utilizados nessa pesquisa e de acordo com as ideias: da teoria dos
Registros de Representacdo Semiodtica, Sentido Holistico da Derivada e critérios
de ldoneidade Epistémica, elaboramos indicadores que expomos em quadros
nomeados: Matriz de Analise dos Livros Didaticos do Ensino Médio, Matriz de
Andlise dos Livros Didaticos do Ensino Superior e Sentido Holistico da Derivada
nos Livros Didaticos do Ensino Superior. Tais referéncias, junto com esses
quadros, utilizaremos para a analise dos Livros Didaticos do Ensino Médio e

Superior.

2.4 Analise de conteudo

Para um ser humano, 30 anos é uma idade bonita: nascer, crescer,
agir. E para um livro? Escrevé-lo, ser util, evoluir? Bardin
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A Analise de Conteudo é uma técnica que consiste em avaliar de forma
sistematica um corpo de texto, de forma a desvendar e quantificar a ocorréncia
de palavras, frases ou temas considerados como “chave” que possibilitam a

comparacao posterior.

Segundo Bardin (2014, p. 20) “A Analise de Contetido é uma técnica de
investigacdo que tem por finalidade a descricdo objetiva, sistematica e

quantitativa do conteudo manifesto da comunicagao”.

A proposta de Bardin (2014) constitui-se de algumas etapas para a

execucao da analise de conteludo, organizadas em trés fases:

1) pré-analise;
2) exploracdo do material,
3) tratamento dos resultados, inferéncia e interpretacao.

A primeira etapa, denominada pré-analise, € a fase que compreende a
organizacdo do material a ser analisado com vistas a torna-lo operacional,
sistematizando as ideias iniciais. Compreende a realizacdo de quatro

processos.

() a leitura flutuante: estabelecer os documentos para a coleta de dados, o

pesquisador toma conhecimento do texto, transcreve entrevistas etc.;

(i) escolha dos documentos: selecdo do que sera analisado, consiste na
definicdo do corpus da analise. No caso do nosso trabalho o corpus da pesquisa
serdo os Livros Didaticos do Ensino Médio e Superior que serdo submetidos a
um estudo aprofundado orientado por hipoteses e referenciais tedricos.

Segundo Bardin (2014), o corpus € o conjunto dos documentos tidos em
conta para serem submetidos aos procedimentos analiticos. A sua constituicao
implica muitas vezes, escolhas, selecdes e regras (p.122) - expomos essas
regras apos a afirmacao (iv).

(iif) formulag&o de hipoteses e objetivos: a partir da leitura inicial dos dados;

(iv) elaboracédo de indicadores: por meio de recortes de textos nos documentos

analisados, os temas que mais se repetem podem constituir os indices.

Nessa fase, € importante que se atentem as seguintes regras na selecao
dos documentos (BARDIN, 2014):
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e exaustividade: atentar para esgotar a totalidade da comunicacéo;

e representatividade: os documentos selecionados devem conter informacfes

gue representem o universo a ser pesquisado;
e homogeneidade: os dados devem referir-se ao mesmo tema;

e pertinéncia: os documentos precisam ser condizentes aos objetivos da

pesquisa.

A exploracdo do material € a segunda etapa; diz respeito a codificacéo
do material, a definicdo de categorias de analise, a identificacdo das unidades

de registro e das unidades de contexto nos documentos.

Segundo Bardin (2014, p.127), “[...] Esta fase, longa e fastidiosa, consiste
essencialmente em operacfes de codificacdo, decomposi¢cdo ou enumeracgao,

em funcéo de regras previamente formuladas”.

Logo, essa etapa é de suma importancia, pois possibilita o incremento
das interpretacdes e inferéncia. Sendo assim, a codificacdo, a classificacédo e a
categorizacdo sdo basicas nesta etapa e na construcdo das categorias, 0
pesquisador deve ater-se ao critério exclusividade, a fim de que um elemento

nao seja classificado em mais de uma categoria.

A terceira e Ultima etapa consiste no tratamento dos resultados,
inferéncia e interpretacdo. Nessa etapa ocorre a condensacéo e o destaque das
informagbes para andlise, culminando nas interpretacdes inferenciais; é o

momento da intuicdo, da andlise reflexiva e critica.

Para Bardin (2014, p. 127), “O analista, tendo a sua disposi¢ao resultados
significativos e fiéis pode entdo propor inferéncias e adiantar interpretacdes a
propdsito dos objetivos previstos -, ou que digam respeito a outras descobertas

inesperadas”.

Ressaltamos que na nossa pesquisa, 0os documentos analisados séo
livros didaticos. Analisaremos no Livro Didatico do Ensino Médio o capitulo de
Geometria Analitica — Estudo da Reta e no Livro Didatico do Ensino Superior o

capitulo inicial em que os autores introduzem o conceito de Derivada.

Sendo assim, a nossa pesquisa atende as regras, de acordo com o que

apresentamos  anteriormente, de exaustividade, representatividade,
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homogeneidade e pertinéncia, pois os Livros Didaticos do Ensino Médio, que
analisaremos, sao indicados pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD)
e os Livros Didaticos do Ensino Superior constam de ementas de diversas
universidades do Brasil. Esses materiais representam 0 universo a ser
pesquisado e os dados referem-se ao mesmo tema e sé&o condizentes aos

objetivos desta pesquisa.

Em relacdo a importancia do Livro Didatico, ha consenso no meio
académico que em todos os niveis da escolaridade, o Livro Didatico
desempenha papel de extrema importancia para o ensino e aprendizado dos

contetdos disciplinares, em especial da Matematica.

Para o MEC, o Livro Didatico constitui um papel fundamental para os

saberes disciplinares:

O Livro Didatico traz para o processo de ensino e aprendizagem um
terceiro personagem, o seu autor, que passa a dialogar com o
professor e com o aluno. Nesse dialogo, o livro € portador de escolhas
sobre: o saber a ser estudado; os métodos adotados para que o aluno
consiga aprendé-lo mais eficazmente; e a organizacao dos contetdos
ao longo dos anos de escolaridade. (BRASIL, 2015, p.9)

Para Barufi (1999),

O Livro Didatico é um “porto seguro”, onde o autor ancora o curso,
evitando desvios de rota em demasia. Constitui-se num referencial
sempre presente para ele e para os alunos. E claro que, no decorrer
da viagem por mares nunca d’antes navegados, pequenas incursfes
em ilhas desconhecidas sdo permitidas, até mesmo podem ser
estimulantes para tornar a viagem mais interessante. Entretanto, o
rumo nao pode ser esquecido (p.48).

Em relacdo ao Calculo Diferencial, o livro didatico também exerce uma
grande influéncia no seu ensino e na sua aprendizagem, pois é 0 recurso
didatico utilizado por professores e alunos. E comum, na universidade,
depararmo-nos com professores que utilizam mais de um livro na preparacao

de suas aulas.

Segundo Barufi (1999),

A escolha do livro revela uma primeira compatibilidade entre a
proposta do autor e a proposta do professor que ministra o curso. Essa
premissa nos parece razoavel diante do grande numero de livros
didaticos de Calculo existentes e das escolhas normalmente
realizadas. (p.49)
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Ainda consoante Barufi (1999),

[...] o curso nédo se desenvolve necessariamente de modo idéntico ao
livro, mas, de modo geral, a organizacédo do Calculo, apresentada no
texto, fornece fortes indicios das intengbes do professor, de suas
crencas em relagcdo a como devera ocorrer a construgdo do
conhecimento por parte de seus alunos no decorrer do curso. [...] (p.
49 -50)

Para o MEC (Brasil, 2015), o Livro Didatico desempenha funcdes basicas

tanto para os alunos como para oS professores.

Com relagao aos alunos, tais finalidades sao: favorecer a aquisicéo de
saberes socialmente relevantes, consolidar, ampliar, aprofundar e integrar os
conhecimentos, propiciar o desenvolvimento de competéncias e habilidades no
aluno que contribuam para aumentar sua autonomia, contribuir para a formacao
social, cultural desenvolvendo a capacidade de convivéncia e de exercicio da

cidadania.

Com respeito ao professor, espera-se que por meio do Livro Didatico ele
possa. auxiliar no planejamento didatico-pedagdgico na gestdo das aulas,
favorecer a formacdo didatico-pedagdgica, auxiliar na avaliacdo da
aprendizagem do aluno e favorecer a aquisicdo de saberes profissionais

pertinentes, assumindo o papel de texto de referéncia.

Nesta pesquisa analisamos como as ideias da Variacdo e da Taxa de
Variacdo se manifestam em quatro Livros (que denominamos de Livro A, Livro
B, Livro C e Livro D, respectivamente) Didaticos de Matematica do 3° ano do
Ensino Médio em patrticular no capitulo de Geometria Analitica - Estudo da Reta,
pois julgamos este ponto fundamental para o entendimento da Derivada como

Taxa de Variagao.

Analisamos também quatro Livros Didaticos do Ensino Superior e a
introducdo do conceito da Derivada com énfase na Taxa de Variagdo.
Denominamos esses livros, de agora em diante, por Livro X, Livro Y, Livro W

e Livro K, respectivamente.
Descrevemos esses livros no proximo capitulo desta tese.

A fim de efetuarmos a analise dos Livros Didaticos do Ensino Médio e do

Ensino Superior, elaboramos indicadores de acordo com 0s nossos referenciais
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tedrico-metodoldgicos: os critérios de Idoneidade Epistémica, Sentido Holistico
da Derivada e o0s Registros de Representacdo Semidtica. Dessa forma
operacionalizamos e descrevemos as configuracdes de objetos e sistemas

subjacentes praticados nos livros.

Para alcancarmos nossos objetivos, fazemos Matrizes de Andlises para

os Livros Didaticos do Ensino Médio e Livros Didaticos do Ensino Superior.

A matriz, representada pelo Quadro 8 sera utilizada para analisarmos os

Livros Didaticos do Ensino Médio.

Ressaltamos que os quadros apresentados nesta secao foram inspirados
na matriz de anéalise de Bardin (2014, p.64) e nos campos de problemas de
Godino et al. (2013, p.141).

No Quadro 8, resumimos as representacdes (simbdlica, verbal, gréfica e
tabular) prévias e emergentes para a Taxa de Variacdo, segundo Indicadores

dos Livros Didéticos do Ensino Médio (IM):
e IM1: Contextualizacéo - envolvendo Taxas de Variacao;
e IM2: Relagéo entre a Taxa de Variacdo e o Coeficiente Angular;

e IM3: Utilizacdo de Taxas de Variacdo para prever resultados nas demais areas

do conhecimento;
e IM4: Utilizacdo das Razdes Diretas na resolucdo de problemas;
e IM5: Taxa de Variacado Relativa (Porcentagem);

e IM6: Semelhanca entre a representacdo algébrica da Funcdo Afim e a
Equacédo Reduzida da Reta,

e IM7: Utilizacdo de novas tecnologias para resolver problemas relacionados a

Taxas de Variacéo.
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Quadro 8: Matriz de Andlise dos Livros do Ensino Médio

Representacfes para a Taxa de Variacdo

Emergentes
Indicadores dos

Livros Didaticos
do Ensino Médio
(M)

- T - 0L

Previas

® O = ==
» 0O —-—00T3 -0
S —C T o H

Verbal
Grafica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Grafica
Simbdlica
Tabular
Verbal
Grafica
Simbdlica

IM1: Contextualizagao —
envolvendo Taxas de
Variagao

IM2: Relacéo entre Taxa
de Variagdo e o
Coeficiente Angular

IM3: Utilizagdo de Taxas
de Variagdo para prever
resultados nas demais
areas do conhecimento

Tabular
Verbal
Grafica
Simbdlica
Tabular
Verbal
IM5: Taxa de Variagdo |Gréfica
Relativa (Porcentagem) |Simbdlica
Tabular

IM6: Semelhanca entre |verbal
arepresentacao
algébrica da Fungéao

Afim e a Equacéo Simbdlica
Reduzida da Reta Tabular
IM7: Utilizacao de
novas tecnologias para
resolver problemas
relacionados a Taxas
de Variacédo Tabular

Fonte: Adaptado de Godino et al.(2013) e Bardin (2014)

IM4: Utilizagao das
razdes diretas na
resolucao de problemas

Grafica

Verbal
Grafica
Simbélica

Essa Matriz de analise dos Livros Didaticos do Ensino Médio, Quadro 5,

possui estes itens porque:

e Contextualizagcdo — envolvendo Taxas de Variacao: contextualizar é a
recomendacdo e orientacdo do MEC (p.18) e também dos artigos, teses e
dissertacdes, da nossa revisdo bibliografica: Lucas (2015), Camarena (2010) e
Reis (2012).

Ainda de acordo com essa ideia, Machado (2016) sintetiza a competéncia
[l da matriz do ENEM assim: (ressaltamos que séao cinco competéncias basicas

cujo desenvolvimento conduz a uma formagdo pessoal consistente):
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Capacidade de contextualizar os conteudos disciplinares e de problematizar, de

enfrentar situacdes-problema (p.9).

e Relacdo entre a Taxa de Variacdo e o Coeficiente Angular: esse item &
importante para o entendimento da Derivada como Taxa de Variacao, ja que o
coeficiente angular é um exemplo, entre tantos, de Taxa de Variacao;

e Utilizacdo de Taxas de Variacao para prever resultados nas demais areas
do conhecimento: esse item relaciona a Taxa de Variacdo para a obtencéo,
por exemplo, de modelos envolvendo a Fungao Afim e assim prever resultados.
Por exemplo, por meio da fungéo afim podemos prever quanto iremos gastar

para encher o tanque de combustivel do carro sem precisar, de fato, enché-lo;

e Utilizacdo das Razbes Diretas naresolucado de problemas: a utilizacdo das
razBes diretas envolve a variacdo de uma grandeza em relacdo a outra
grandeza, por exemplo, a distancia percorrida por um carro e o combustivel

gasto por esse carro durante a distancia percorrida;

e Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem): é frequente o uso de expressfes
que refletem acréscimos ou redugdes, em precos, numeros ou quantidades,
sempre tomando como base o denominador 100. Por exemplo, a gasolina teve
um aumento de 2%, isto significa que em cada R$ 100,00 houve um acréscimo

de R$ 2,00 no precgo da gasolina;

e Semelhanca entre a representacdo algébrica da Funcdo Afim e a
Equacédo Reduzida da Reta: ao fazermos a relagcdo da equacéo reduzida da
reta e a funcéo afim identificamos o coeficiente angular da reta e dessa forma

podemos fazer relacdes entre Taxa de Variacao e a Derivada;

e Utilizacdo de novas tecnologias para resolver problemas relacionados a
Taxas de Variagdo: a utilizacdo das novas tecnologias nas aulas de
Matematica pode promover mudancas na dinamica da sala de aula e também
nas formas de aprender os contetdos. De acordo com Ponte (1992),
[...] a tecnologia, devidamente utilizada, pode constituir ambientes
matematicos nos quais a matematizacdo tem a possibilidade de

ocorrer naturalmente [...] o computador vira a constituir por isso
mesmo uma significativa influéncia [...] (p.13).
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Sendo assim, entendemos por manifestar as ideias, mesmo que
implicitamente, da Variacdo e da Taxa de Variacdo (no ensino meédio) e da
Derivada (com énfase na Taxa de Variacao): o Coeficiente Angular, Célculo de
Velocidades, Funcdes Médias da Economia (Receita Média, Custo Médio e
Lucro Médio), Fun¢gbes Marginais da Economia (Receita Marginal, Custo
Marginal e Lucro Marginal), as Razfes Diretas e a Taxa de Variacdo Relativa

(Porcentagem).

Com relagdo aos Livros Didaticos do Ensino Superior, ressaltamos que
analisamos o capitulo introdutério da Derivada, porque nesse ponto podemos

relacionar a Derivada a Taxa de Variacao.

Para alavancarmos a analise dos Livros Didaticos escolhidos do Ensino
Superior fizemos - de acordo com os procedimentos da Analise de Conteldo, o
Sentido Holistico da Derivada, os critérios de Idoneidade Epistémica e a teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica - uma Matriz de Analise para 0s

Livros do Ensino Superior (Quadro 9).

Por meio desse Quadro 9, resumimos as representacdes (verbal,
simbdlica, grafica e tabular) prévias e emergentes para a Derivada, segundo

Indicadores dos Livros Didaticos do Ensino Superior (IS):
e |S1: Contextualizacdo para enfatizar a Derivada com Taxa de Variacao;
e |IS2: Referéncia entre a Derivada e o Coeficiente Angular;

e |S3: Utilizacdo da Derivada para prever resultados nas demais areas do

conhecimento;

[exV® para calcular a Derivada;

e |1S4: Utilizacdo do limite ;lmé
e |S5: Utilizac&o de novas tecnologias para enfatizar a Derivada como Taxa de

Variacao.

Esta Matriz de andlise dos Livros Didaticos do Ensino Superior, Quadro
9, possui esses itens porque: observamos que as justificativas da
Contextualizagdo para enfatizar a Derivada como Taxa de Variagdo e a
Utilizacdo de novas tecnologias para enfatizar a Derivada como Taxa de
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Variagao sdo as mesmas das entradas IM1 e IM7, respectivamente, do Quadro
9.

Quadro 9: Matriz de Andlise dos Livros do Ensino Superior

Representagdes para a Derivada
S
Emergentes -

. G i T
Indicadores dos \ ) m a
Livros Didaticos f a b b

do Ensino b f 6 u

; i I I
Superior (IS) N a . : a
Prévias |
a c r
a
] . N Verbal
IS1: Con.textuallza.(;ao Gréfica
para enfatizar a Derlvada Simbélica
como Taxa de Variacdo
Tabular
. . Verbal
ISZ_. Referéncia e_n'Fre a [Grafica
Derivada e o Coeficiente [ mpélica
Angular
Tabular
. . - Verbal
IS.3. Utilizacao da Grafica
Derivada para prever N
resultados nas demais |Simbdlica
areas do conhecimento
Tabular
Verbal
IS4: Utilizacdo do Limite |Grafica
para calcular a Derivada [Simbélica
Tabular
IS5: Utilizag&o de novas [Verbal
tecnologias para G_raf'?_
enfatizar a Derivada ~ [impSlica
como Taxade Variagao |yapular

Fonte: Adaptada de Godino et al. (2013)

e Referéncia entre a Derivada e o Coeficiente Angular: o coeficiente angular
€ um exemplo de Taxa de Variacéao e foi na resolucao do problema de encontrar
a reta tangente a uma curva em um ponto dado que Newton desenvolveu as

ideias iniciais da Derivada.

e Utilizacdo da Derivada para prever resultados nas demais areas do
conhecimento: como a Derivada é uma Taxa de Variacdo, podemos utiliza-la

para prever resultados, por exemplo, como em todas as razdes diretas.
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Podemos prever a velocidade instantdnea de um automével em relacdo ao

tempo, sem necessariamente olhar o velocimetro do carro.

fx+h)—f(x)
h

e Utilizacao do limite lhinol para calcular a Derivada: analisamos se
—

os Livros Didaticos do Ensino Superior abordam as noc¢6es da Derivada tendo

fx+h)—f(x)
h

como base o calculo do limite, ;lmé , ou se o fazem segundo as
-

concepcgOes de Newton e Leibniz que estudaram a Derivada por meio da Taxa

de Variagéao.

Ressaltamos que essas possibilidades de representacbes prévias e
emergentes dos registros podem ser reveladas, por vezes de maneira implicita
e por outras de maneira explicita, no decorrer da apresentacdo da teoria pelo
autor do livro, nas resolucdes apresentadas para exercicios resolvidos e
também nas diversas possibilidades de resolu¢gbes por nés percebidas, com
base nos referenciais tedricos adotados e em nossa pratica docente, para as

guestdes propostas para que os leitores resolvam.

Finalizamos o capitulo em que apresentamos 0s nossos referenciais
tedrico-metodoldgicos: os Registros de Representacdes Semiotica de Duval, a
Andlise de Conteudo de Bardin, o Sentido Holistico da Derivada e os critérios

de Idoneidade Epistémica de Godino et al.

No proximo capitulo expomos como é feita a abordagem das ideias
fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variacdo nos Livros Didaticos do Ensino

Médio. Comecamos essa exposicao pelo Livro A.
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CAPITULO Il

OS CONCEITOS DE TAXA DE VARIACAO E DERIVADA NOS
LIVROS ANALISADOS

[...] desde 1631 tenho estudado cuidadosamente o problema das
tangentes e, agora (1633), finalmente dou-me por satisfeito. O método
do circulo resolve esses problemas com simplicidade. René
Descartes

Neste capitulo, apresentamos as analises dos livros didaticos que
compdem o corpus desta pesquisa, de acordo com as ideias da Analise de
Conteudo. Ressaltamos que fazemos o estudo tendo por base: a teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica, o Sentido Holistico da Derivada e os
critérios de Idoneidade Epistémica. Voltaremos nossa atencdo aos conceitos
fundamentais da Variacéo e da Taxa de Variacao nos Livros Didaticos do Ensino

Médio e da Derivada nos Livros Didaticos do Ensino Superior.

Em relacdo a nossa pesquisa, neste momento, retomamos dois pontos
que julgamos primordiais: o que analisaremos nos livros didaticos e de
conformidade com as justificativas histdricas relataremos a abrangéncia do

conceito da Derivada.

Nos livros do Ensino Médio, analisamos a se¢do Estudo da Reta, do
capitulo de Geometria Analitica e no ensino Superior o0 capitulo introdutério da

Derivada.

Buscamos, por meio da andlise realizada, responder as seguintes

guestdes de investigacao:

1) Quais significados dos conceitos de Variagéo e de Taxa de Variagdo sao
dados em Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino Superior?
2) Como tais significados sdo organizados em Livros Didaticos do Ensino
Médio e Ensino Superior?
3) Qual significado de Derivada pode ser construido a partir de Livros
Didaticos de Ensino Superior?
Objetivo geral: visamos investigar os significados da Variagcédo, da Taxa de
Variacdo e da Derivada que podem ser construidos a partir da abordagem de

Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino Superior.
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Objetivos especificos

1) Estudar as abordagens dadas aos conceitos de Variacdo e da Taxa de
Variacdo em Livros Didaticos de Ensino Médio, mais especificadamente no

capitulo de Geometria Analitica — Estudo da Reta.

2) Analisar as articulagbes entre registros os registros de Representacao
Semiotica e os critérios de Idoneidade Epistémica para a compreensao da Taxa
de Variacdo como aplicacdes de Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades,
Funcbes Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as
Razdes Diretas e a Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem).

Adotamos para alguns registros, tratamentos e conversdes da teoria dos
Registros de Representacdo Semidtica que sao exemplificados nas proximas

secdes a seguinte nomenclatura:

e Simbodlica (0): Registro de Representagcdo Simbdlico-Algébrico;

e Grafica (0): Registro de Representacédo Grafico Cartesiano;

e Verbal: Registro de Representacdo na Lingua Natural Especializada,;
e Tabular: Registro de Representacao Simbdlico-Tabular.

A fim de ilustrarmos os registros utilizados e suas representacgoes,
construimos — de acordo com a nomenclatura anterior - os quadros, que sao
apresentados no decorrer das proximas secfes. Nestes quadros, construimos
duas colunas: na primeira colocamos o tipo de registro e na segunda exemplos
de suas representacdes (por exemplo, o Quadro 10 da pagina 127). Também

elucidaremos os tratamentos e conversdes que possivelmente ocorrerao.

Lembramos que, por exemplo, o Quadro 16 da péagina 142 e os
semelhantes a ele presentes no decorrer do trabalho apresentam uma analise
da Idoneidade Epistémica dos significados pretendidos nos Livros Didaticos.
Estes quadros mostram os indicadores encontrados, bem como as

representacdes que sao ativadas.
E ainda lembramos o que entendemos por manifestar:

e as ideias da Variagao e da Taxa de Variagdo, mesmo que implicitamente, no

Ensino Médio: o Coeficiente Angular, Céalculo de Velocidades, Funcbes Médias
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da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as Razdes Diretas e

a Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem).

e a Derivada com énfase na Taxa de Variagcdao, mesmo que implicitamente: o
Coeficiente Angular, Célculo de Velocidades, Fun¢des Marginais da Economia
(Receita Marginal, Custo Marginal e Lucro Marginal), as Razdes Diretas e a

Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem).

Comecamos a analise pelo livro Matematica: Ensino Médio — volume 3,

intitulado por nds de Livro A.
3.1 A taxa de variacdo nos livros didaticos do ensino médio

3.1.1 Matematica: ensino médio — volume 3.

O livro Matemética: Ensino Médio (volume 3) — nomeado Livro A - que
esta na sua 82 edicao foi escrito por Kétia Stocco Smole, Doutora em Educacéo
pela Universidade de S&o Paulo e por Maria Ignez Diniz, Doutora em

Matematica pela Universidade de Sao Paulo.

Na apresentacdo da obra as autoras escrevem:

[...] Ser leitor em Matemética é condicdo essencial para continuar
estudando e para a insercdo no mundo do trabalho, pois a leitura de
textos técnicos que utilizam a linguagem matematica esta presente
nos manuais, em relatérios técnicos, textos didaticos e de divulgagdo
cientifica e até mesmo na midia [...] (STOCCO et al, 2013, p.3).

A seguir, as autoras, empregam um recurso grafico para que o leitor
conheca as secdes do livro, como por exemplo: Texto do livro, Ler para resolver,
Exercicios resolvidos, Problemas e exercicios, Invente vocé, Palavras-chave,
Saia dessa, Para recordar, Para ler, Calculadora e No computador, Projeto,

Célculo rapido, Para saber mais e Conexao.

O livro intenta a perspectiva metodoldgica de desenvolver “competéncias
e habilidades” em Matematica de tal forma que o jovem possa enfrentar
situacdes que terd pela frente, na escola e no prosseguimento de seus estudos,
no trabalho e no exercicio da cidadania. Neste sentido, o livro traz mais do que
informacdes: busca também a mobilizagdo de conhecimentos e habilidades.

Segundo as autoras, o livro se prop0e a:
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[...] incorporar, como principio educativo, a metodologia da
problematizacdo como instrumento de incentivo a pesquisa, a
curiosidade pelo inusitado e ao desenvolvimento do espirito inventivo,
nas préaticas didaticas; promover a aprendizagem criativa como
processo de sistematizagdo dos conhecimentos elaborados, como
caminho pedagoégico de superacdo da mera memaorizacao; promover
a valorizacao da leitura em todos os campos do saber, desenvolvendo
a capacidade de letramento dos alunos;

[...] articular teoria e prética, vinculando o trabalho intelectual com
atividades praticas experimentais; utilizar novas midias e tecnologias
educacionais, como processo de dinamizacdo dos ambientes de
aprendizagem; estimular a capacidade de aprender do aluno,
desenvolvendo o autodidatismo e autonomia dos estudantes;

[...] organizar os tempos e 0s espacos com aches efetivas de
interdisciplinaridade e contextualizagdo dos conhecimentos;

[...] avaliacdo da aprendizagem como processo formativo e
permanente de reconhecimento de saberes, competéncias,
habilidades e atitudes. (STOCCO et al, 2013, p.326)
O Livro A estéd dividido em cinco partes que se subdividem em 12
unidades mais as referéncias e as respostas dos exercicios, perfazendo um total

de 320 péaginas.

Analisamos a PARTE 2 - Geometria Analitica, unidade 3 — Estudo da

Reta que se inicia na pagina 50 e acaba na péagina 79.

O capitulo se inicia por meio de um breve relato histérico da Geometria

Analitica e a sua importancia para a Matematica.

Segundo as autoras “[...] apresentamos a Geometria Analitica, um tema
importante da Matemética e que busca traduzir pontos, retas de demais figuras
geométricas por meio da Algebra”. (2013, p.32)

Em relacdo ao contexto histérico, principalmente sobre Descartes, as

autoras escrevem:

A intencdo maior de Descartes era expor sua Vvisdo racionalista sobre
a ciéncia como estudo da natureza. Seu objetivo era romper com a
ciéncia marcada pela experimentacdo, buscando, por meio da
Matematica com suas posi¢des convincentes, um método geral de
pensamento capaz de facilitar as descobertas e chegar a verdade nas
ciéncias. (STOCCO et al, 2013, p.32)

Sobre Fermat elas escrevem:

A Geometria Analitica pode ser atribuida também a Pierre de Fermat,
contemporaneo de Descartes. Em uma carta, para um amigo, escrita
em setembro de 1636, ele afirma que suas ideias sobre a Geometria
Analitica ja tinham, essa altura, sete anos. (STOCCO et al, 2013, p.33)

As autoras, no inicio do capitulo, destacam que:
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A Geometria Analitica nos permite discutir questdes como: saber se
um ponto pertence a uma reta ou, caso contrario, a que distancia se
localiza dela; averiguar se dois pontos distintos pertencem a um dos
semiplanos determinados por uma reta e a qual deles; [...] Situacfes
como essas podem ser solucionadas por meio de uma abordagem
algébrica ou geométrica [...] (STOCCO et al, 2013, p.50).

Encontramos ainda uma nota que atribui ao professor o papel de
relacionar os conhecimentos obtidos pelos estudantes anteriormente, “Uma vez
gue esta unidade é continuidade da anterior sempre que possivel, relacione-a a
anterior e aos conhecimentos que os alunos tém sobre fungbes afim.[...]”
(STOCCO et al, 2013, p.50).

Na secdo 1, intitulada Equac&o geral de uma reta: Algebra e Geometria,
as autoras propdem um meétodo geral (por meio dos determinantes, e notamos
que esse tdpico foi visto no volume 1, sem qualquer resgate destes conceitos,
neste momento, no volume 3) para determinar a equacdo da reta. Isso feito
inicialmente por meio de um exemplo numérico em que sdo dados trés pontos
distintos pertencentes a uma reta e posteriormente relacionando estes pontos
com um ponto genérico, impondo-se a condi¢do de alinhamento de trés pontos
distintos (ou seja, anulam o determinante, fato destacado no Quadro 10 - na

primeira linha). ApOs essa apresentacdo ocorre a generalizacao.

Observamos que para conseguir esse intento a obra trabalha
principalmente com os registros: Simbdlico (com maior frequéncia), Verbal e

Gréfico. No Quadro 10, colocamos alguns exemplos.
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Quadro 10: Equagdes de retas e gréfico

Tipo de Registro Representagdes

=0=22k+3y-6=10 [©D)
1

=0=-2x-3y+6=0 @

WO wea ow

Simbélica

]

=0=-dx-6y+12=0 (3

ho= BN=2 omn=

- e
W x

Feorte: STOOCO &t 8l 2013, .50

- In
Gréfica [

Forter STOCCC etal, 2013, p 50

A cada reta r do plano cartesisno associamas uma equacdo da forma
Verbal ak + by + ¢ = 0, onde &, be ¢ sio ndmeros reais, coma # Ooub = 0,
e (4, y) sfo as coordenadas de um ponto qualquer de r.

Farte: STOOCO et al 2012 9. 61

Fonte: O pesquisador

Ressaltamos que nessa secdo néo é feita qualquer relacdo da equacéo
da reta com o seu coeficiente angular, ou seja, essa ideia nao é utilizada para
justificar a condicao de alinhamento (ela poderia ter sido explorada por meio do
registro grafico do Quadro 10 — segunda linha), que é revelada por meio de
calculos de determinantes. Destacamos ainda que as conversdes sao limitadas

e ocorrem principalmente no Simbdlico para o Gréfico (Figura 24).

Figura 24: Determinacdo de equacdo de reta e uma ilustracdo de seu gréfico

Xyl

o \.¢
PAeBsiocolineares=| 0 2 1 [=0=20+ =620 0 g e |
301 LA

CONVERSAO
Ly 1| | 4

PAeCshocoineares=| 0 2 1 |=02-2-3y+6=0 0 N

341
|

Ly | -.‘"“\\5
Pi8eCsiocolineares=s) 3 0 1 [=0=-dx-6y+12=0 @ 3 0 3\\ X
341

Fonte: Stocco et al (2013, p.50)
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Notamos que nessa secdo ndo ha exploracdo do registro Tabular. As
autoras, nos exercicios resolvidos e propostos - principalmente, privilegiam um

tratamento algébrico, como exemplificamos na figura 25.

Figura 25: Situag8es envolvendo a pertinéncia de um ponto a uma reta

b) Um ponto P pertence ar se, e somente se, as suas coor-
denadas satisfazem uma equacdo de r. Logo:

P(-8.y)Er—-8—-2y,+3=0=vy, = —%
Portanto, P (—8. — -g-)

c) Basta achar o ponto Q de r que tenha ordenada zero.
Logo, Q(x,, 0 ex,—2-0 + 3 = 0 = x, = —3.

Portanto, Q¢-3, O).

d) Basta achar o ponto S de r que tenha abscissa igual a
ordenada. Assim, sendo x_ Y., temos:
X —2X, + 3 = 0= x,= 3
Portanto, S(3, 3).

e) Seja T(x,, y,) o ponto solicitado. Ent3o:

TEr=x,—-2y, +3=0=x, =2y, —3 Q@
d,. S =[x, — DI + (y, —2)° =5=—
= (X, + ) + (y,—2)* =5 D

Substituindo (D em &), vem:
Ry;—3 + 4)2 + (y; —2)2 =25 =

= (2Y; + D2 + (Y, — 2)2 = 25 =

= 4y,* + 4y, + 1+ y,?—4y + 4 = 25 = Sy.? = 20 =
= YI=4 =vy, 20uy, = -2

Em QD:

- paray, = 2, vem x, = 1;

- paray, = —2, vem X, = —7.

Portanto, T, 2) ou T(7, —2).

Fonte: Stocco et al (2013, p.52)

No topico “PARA SABER MAIS” as autoras sugerem que os alunos fagam
uma atividade em dupla para reconhecer que dadas as coordenadas de dois
pontos distintos de uma reta € possivel alinhar estes pontos com um ponto
genérico desta reta e dessa forma encontrar a sua equacdo por meio da
condicao de alinhamento de trés pontos distintos, fato abordado por elas como

anular o determinante, que esta representado abaixo.

Figura 26: Deducéo de uma equacéo da reta

A segunda consequéncia é a deducdo da equagao de uma reta, conhecidos ,
dois de seus pontos, A(x,, y,) e B(x,, y,). Porque, se P(x, y} € um ponto qualquer e tl=s
da reta, ele deve estar alinhado com A e B, e teremos determinante D nulo: ‘

Fonte: Stocco et al (2013, p.53)
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Observamos que ha auséncia, a0 menos na secao analisada, de
contextualizacdo (conforme as ideias que apresentamos na pagina 117) e de
todos os nossos indicadores, conforme relatamos na pagina 118, tanto na parte
tedrica como nos exemplos e exercicios propostos, 0 que pode acarretar ao
leitor, nesse ponto, uma néo associacdo do Coeficiente Angular com a ideia de

Taxa de Variacao e todas as suas implicacoes.

Na secédo 3.2, sdo discutidas as posicdes relativas entre duas retas por
meio de uma abordagem, basicamente, nos registros Simbdlico, Grafico e
Verbal. Notamos a auséncia do registro Tabular e exemplificamos algumas

dessas situacGes no Quadro 11.

Este topico se inicia com as autoras apresentando duas equacdes
genéricas para as retas r e s e ha sequéncia formando um sistema de equacdes

entre elas.

Figura 27: Sistemas de equac0Oes

ax + by=-c

S
e ax + b,y =—C

2

Fonte: Stocco et al ( 2013, p.54)

Em seguida séo discutidas as posicdes relativas entre as retas por meio
da resolucdo do sistema utilizando o registro Verbal (Quadro 11) e analise de

determinantes empregando o registro Simbdlico (Quadro 11).
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Quadro 11: posic¢des relativas entre retas

Tipo de Registro Representagoes
p=| ; £0e :
Simboiico a2 b2 82 b2
Forte STOCCO etal 2000 p
R )
P
Ys »
Grafico
P Y | Iy e, T
Fore STOCCOwal 2012 p M
2') r 0 5 530 coincidentes
T0d0s 05 pontos de r estdo em s & vice-versa: 1090, (S) é possivel ¢ indeterminado
Verbal
Forte STOCCO el 2012 p 4

Fonte: O pesquisador

Notamos a auséncia do estabelecimento da relacéo entre os coeficientes
angulares das retas e as posicOes relativas das mesmas, imaginando que duas
empresas possuem os lucros representados pelas retas r e s e permitindo

discutir qual é o ponto (se existir) em que os lucros das duas empresas
coincidem.

Destacamos que nesse topico, ha predominancia dos registros Verbal e
Gréfico e as conversdes ocorrem, principalmente nas representagdes desses

registros, como exemplificamos a seguir:
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Figura 28: Intersecgao de retas

r @ s s30 concorrentes entre si.

Existe um dnico ponto P (x.y;) intersecgdo de r e s; logo. pelaregrade  ~oNVERSAO
Cramer, o sistema (S) é possivel e determinado e {x.)y ) é a solucdo

de (S).

Fonte: Stocco et al (2013, p.55)

Notamos ainda no final desse tépico que, aqui novamente, nao se

1

~ a . .
estabelece a relacdo, por exemplo, entre —eo coeficiente angular, como
2

tratado na figura 29.

Figura 29: Resumo das propriedades estudadas pelo autor do livro

Resumindo, quando a, - b, - c, # 0, podemos afirmar que:
. a8 %
» re ss8o concorrentes entre si se — # —-, ou seja, se ndo houver
8
2
proporcionalidade entre os coeficientes de » e de y.
P 8, b, C :
» re ss8o coincidentes se — = — = — , ou sejs, se houver
8, b, C,
proporcionalidade entre os coeficientes de » e de y e os termos
independentes.
C
CZ

a b
» re ss8o paralelas se a—‘ - —b-L # —- , ou sejs, se houver
2

2
proporcionalidade apenas entre os coeficientes de » e de y.

Fonte: Stocco et al (2013, p.55)

Revelamos o propdsito de Stocco et al (2013, p.55) em alertar o professor
para que enfatize o registro Simbodlico “Enfatize aos alunos que essa
caracteristica da Geometria Analitica, ou seja, obter conclusGes de natureza

geométrica sem desenhos, apenas a partir de propriedades algébricas”.

Dessa forma as autoras revelam a intencdo de utilizar o registro

Simbdlico principalmente.

Notamos, nesta se¢éo, a auséncia de todos os nossos indicadores, e que
ndo ha exploracdo do registro Tabular. As autoras, nos exercicios resolvidos e
propostos, privilegiam tratamentos e conversdes nos Simbdlico e Gréafico,
principalmente, como exemplificamos na figura 30, na determinacdo das

coordenadas de ponto médio de um segmento.
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Figura 30: determinacédo das coordenadas de ponto médio de um segmento

= Sendo E o ponto médio de BD, temos:

xl\ + xrv'

XE - T‘ > )(' — 2
Yo T Yo
Y. _ s = 3
E 2 yv

Logo, E(2, 3).
E é o ponto médio da outra diagonal AC; ent3o:

(X, + X_ 24X _, .
—S = e X, = - E — 5 %!
2 : 2 e
Ya -t Ye | S " ¥
=y, =t =3y, =5

Portanto, C(6, 5).

Fonte: Stocco et al (2013, p. 56)

Na secdo 3.3, intitulada Equacdo reduzida, as autoras partem da
equacao geral da reta para encontrarem a equacgédo reduzida (Quadro 9 —
primeira linha), utilizando os registros Simbdlico e Grafico (Quadro 9 — segunda
linha). Neste momento ha mencdo do Coeficiente Angular da reta, mas

nenhuma abordagem sobre a sua relacdo com a ideia de Taxa de Variagéo
(Quadro 9 — terceira linha).

Por meio de uma representacdo no registro Grafico, principalmente as

autoras explicitam o angulo de inclinacao da reta (Figura 31):

Figura 31: llustrac&o de angulo de inclinagéo

Va v 4 VA

Fonte: Stocco et al (2013, p. 57)
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Quadro 12: equacdo reduzida de uma reta

Tio de Regsmo Representagdas

Sea i + by = ¢ =0 a#quagde 9 umarela £ ndo paralela 20 exo y,
orseEfa comb e O

isolando y, temos:
3 C
yE—TAog
Eooid Fazendo - % “me -;- = 0, ODIEMIS 3 equaCH0 de &
g~ mitn
n et 1
Forke §TOCCO el 618 p 7
N
¥ 4 2
,/'
,’/
Geatzo S PO, m»
7\ -
/ Q X

ke STCCO®el 205057

F63 0Ua( A0  denominada equagdoredurda e
- Lemirando uefoletudaosovefunco o au o coefetenedenominado
coeficinte inear g & m e cenominado coefente anglar g 1

Fonke STOCCO el 211 7

Fonte: O pesquisador

As autoras seguem para mostrar que o coeficiente angular € encontrado

por meio do calculo da tangente do angulo de inclinacao da reta.

Figura 32: Estudo da tangente da inclinacéo

Y

Sem = 0: /
gqa-m“_-p_e-_-l"—l_lml \

ol l_ n I ] ~ .
m Al 1
Como m = 0, tg « = m. CONVERSAO / (-39
PO, n)

Fonte: Stocco et al (2013, p.58)
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Em seguida, mostram que o coeficiente angular também pode ser

calculado a partir de dois pontos distintos da reta, mas novamente sem recorrer

a ideia fundamental da Variacao:

Figura 33: Determinacéo de coeficiente angular a partir de dois pontos distintos

VA
B/
Se0° <a<90°entdom = tgu > 0. // ‘f
No AABC, temos: ]
/ Yo=Y,
tq o = —Cateto oposto _ BC CONVERSAO v g pap=->
q o= s = — ] / !
catetoadjacente AC A :
A/....‘. ........ 0 ¢
:tgazuﬁm:u. o /&u Xg = X,
X =X, Xy =X, ) a

Fonte: Stocco et al (2013, p.58)

Observamos que ndo é chamada a atencao para o fato do coeficiente
angular ser um quociente de variacfes, apesar de estarem implicitas essas

ideias como podemos observar nas duas situa¢des da figura 34.

Figura 34: Coeficiente angular como quociente de varia¢do

Quaisquer que sejam os pontos distintos Alx,, y.) e Blx,, y.) de uma reta
rnao paralels 30 eixo y seu coeficiente angular ou declividade m ¢ dado

por:

O coeficiente angular da reta determinada por A(4, -3) e B(-5, -7) é dado por

Lo Yas R vt s B 6 s 1 =4
m—ﬁ,aSS|m.m 7 ; logo, m 3

Fonte: Stocco et al ( 2013, p.59)
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Evidenciamos a auséncia, nesta sec¢ao, de todos os nossos indicadores,
nenhum apelo historico, contextualizacéo e do estabelecimento de relacéo entre

o Coeficiente Angular, e a ideia de Taxa de Variacao.

No final, desta seg¢do as autoras no item: “invente vocé”, por meio do
registro grafico, propdem aos leitores elaborarem problemas utilizando a

equacao reduzida de uma reta:

Figura 35: Exemplo de situacédo "Invente Vocé"

m

2. Invente um problema envolvendo & equagao reduzida de uma reta rela- VA
cionada a figura ao lado. A elaboracdo de B8

0| X

Fonte: Stocco et al (2013, p.61)

No item “LER PARA RESOLVER” as autoras propéem um problema e
escrevem:

Um mesmo problema pode ser resolvido com diferentes ferramentas

matematicas, dependendo do conhecimento de quem resolve.

Observe trés interpretacbes diferentes do significado da

representagao “tendéncia de crescimento linear” presente no texto [...]
(STOCCO et al, 2013, p.62)

Ao enunciar e resolver esse problema, as autoras utilizaram de maneira
implicita, pela primeira vez, alguns de nossos indicadores, que elencamos

apoiados em exemplos (Quadro 13).
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Quadro 13: Exemplo de indicadores IM1 e IM3

Indicadores IM1 e IM3

(PUC-MG) A tabela a seguir, obtida a partir de dados do Ministério do Meio Ambiente, mostra o crescimento do
namero de espécies da fauna brasileira ameagadas de extingado,

se o3) 239 276 33 350 387 424

ameacadas de extingdo | | | | s}
1m | 1983 1987 1991 19%5 1999 | 2003

Se mantida, nos anos subsequentes, a tendéncia linear de crescimento mostrada na tabela, o numero de espécies
ameacadas de extingdo em 2011 serd lgual a:
a) 46 b) 498, c) 535. d) 572.

IM2 que esta presente na

resolucéo n‘ ge espécies 4
ameagadas
o
) (I [ Tk Al
387}
A
+ 1

sEERNER

1983 1987 1991 1995 1999 2003 2007 201 ano

IM4 que esta presente na 424 - 387 n-424

resolucéo 2003-1999  2011-2003

= n = 498, que é a resposta do problema.

IM6 presente na 12 interpretacdo: Entendendo que a cada ano associa o
resolucéo namero de espécies ameacadas como fung¢do afim, temos
f(x) = ax+ b.

Fonte: Stocco et al, (2013, p.62)

Destacamos que o IM2 aqui utilizado faz alusdo ao emprego da ideia da
Taxa de Variacdo Média para responder a questdo contextualizada (conforme
ilustramos no IM4) e associa o Coeficiente Angular a tangente trigonométrica do

angulo a (segundo exemplificamos no IM2).

As secOes 3.4 e 3.5 sdo dedicadas as posicdes relativas entre retas
coplanares. Nesse tépico ha a utilizacdo do coeficiente angular por meio da

identificagdo deste na equacao reduzida para reconhecer tais posigoes.
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As autoras iniciam a abordagem sobre retas paralelas (Quadro 14) para
relacionar o angulo de inclinacéo da reta, a tangente trigonométrica dos angulos
a, e as e 0 Coeficiente Angular. Em seguida ilustra este fato por meio de retas

paralelas e fazem uma observacédo sobre um caso particular.

Quadro 14: relacionar o angulo de inclinagao da reta, a tangente trigonométrica

Tipo de Registro Representagoes
o= tga, =tga, m, = m,
r//se e = e (= e
Simbdlico n ¢ n n %+ n n ¢ n

Grafico S, -
n-

Fonte: STOCCO efal, 2013, p63

Duas retas re s que ndo tém coeficientes angulares s3o
yerbal paralelas ou coincidentes, pois s&o perpendiculares 80 eixo 4.

Fonte. STOCCO ef al, 2013, p 64

Fonte: O pesquisador

Notamos que, na exposi¢cao, o estudo das posi¢cdes relativas de retas se
resume em encontrar o coeficiente angular das retas e analisar a relacéo entre

eles.

Portanto, ndo ha um estudo que propicia explicitamente a relacdo entre
0 raciocinio empregado e a no¢do de Taxa de Variacdo. Da mesma forma, a
vinculacdo da equacao reduzida da reta e da funcao afim parece ser deixada a
cargo do professor conforme orientacdo pedagodgica que destacamos na fala
seguinte das autoras: “Aqui se estabelece de modo ainda mais evidente a
relacdo entre o que o aluno sabe sobre fung¢des afim e retas analisadas pela
Geometria Analitica”. (STOCCO et al, 2013, p.63)
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Ressaltamos que nessas sec¢fes, no texto tedrico e nos textos dos
exercicios resolvidos e propostos, ha predominancia do registro Simbdlico e os
tratamentos, quase a totalidade, estdo nesse registro. Constatamos, também,
que ndo ha exploracédo do registro Tabular e notamos a presenca de apenas um
de nossos indicadores (IM6). A construcéo das ideias fundamentais da Variagcéo

e da Taxa de Variacdo ocorre por meio, principalmente, do Coeficiente Angular.

Na secdo 3.6, intitulada: Feixe de retas concorrentes, as autoras
deduzem a equacgao fundamental da reta por meio da equacgao reduzida. Na
sequéncia fazem uma conversao, entre as representacdes dos registros Verbal
e Grafico (Quadro 15).

Quadro 15: Determinacédo da equacéo reduzida de umareta

Tipo de Registro Representacdes

Yo = MX, + N =N =Yy,— MX,

Substituindoem y = mx + n, vem:
Simbdlico
Y = mMX + Y, — MX5=> Y — Y, = M(X— X,)

Fonte: STOCCO et al, 2013, p.68

V%

L]
Gréafico P(Xor Vo)

ol
O X

Fonte: STOCCO et al, 2013, p-68

R equagéo de uma reta que passa por Plxy, y,) &

verbsl Y-y, =MK-K) 0U K=H,

Fonte: STOCCO et al, 2013, p.68

Fonte: O pesquisador

Evidenciamos a auséncia de contextualizacdo extra matematica, de
todos os nossos indicadores e nenhum apelo histérico para abordar a dedugéo
da equacdo da reta via Taxa de Variacdo e Coeficiente Angular como, por
exemplo, descrevemos na secéo 1.5 - Justificativa Historica, apesar de, no inicio

do capitulo, as autoras citarem René Descartes e Fermat, principalmente.
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Este capitulo termina com a se¢do 3.7 em que € tratado o assunto

inequacdes do 1° grau que nao faz parte da nossa analise.

No final do capitulo as autoras trazem algumas atividades que séo
nomeadas: para saber mais, projeto, célculo, palavras-chave, saia dessa

calculadora, para recordar e conexao. Dentre esses destacamos:

s

epara saber mais: na sua resolucdo € utilizado de maneira implicita nosso
indicador IM7, pois as autoras fazem uma orientacdo implicita para que o leitor

resolva o problema, também, via software:

Figura 36: - Exemplo de indicador IM7

Uma fabrica produz dois tipos de geradores, tipo A e tipo B, e cada um deles deve passar por duas maqui-
nas, C e D. Para fazer um gerador do tipo A, a maquina C deve trabalhar 2 horas e a maquina D deve trabalhar
4 horas. Para fazer uma unidade do tipo B, as maquinas C e D devem trabalhar, respectivamente, 4 e 2 horas.
As maguinas podem trabalhar 24 horas por dia. Sabe-se que a fabrica tem um lucro de RS 3.000,00 por um ge-
rador do tipo A e um lucro de RS 5.000,00 por um do tipo B. Além disso, ela vende toda a sua produgde. Sendo
assim, perguntamos: quantos geradores de cada tipo a fabrica deve produzir, para que seu lucro seja maximo?

Fonte: Stocco et al (2013, p.74)

e calculadora: apresenta uma situacdo contextualizada em que as autoras
utilizam, ndo de forma explicita, nossos indicadores IM1, IM2 e IM3, pois
observamos a contextualizacdo envolvendo as ideias da Taxa de Variacéo e a
sua relacdo com o Coeficiente Angular além de utilizar a taxa para prever

resultados além da Matemética (Figura 37).
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Figura 37: Exemplo de indicadores IM1- IM2 — IM3

2. Nas contas de dgua emitidas por uma certa companhia
de saneamento, a tarifa é apresentada por faixas de
consumo, de acordo com a tabela a seguir.

Por exemplo, para um
consumo de 16 m?, o

‘ 00 —10 T 152 valor da tarifa é:

{ n-20 237 10-1,52 + 6-2,37.
- N G
acimade50 | 652

Com base nesses dados:

a)

b)

c)

e conexao: nessa secao as autoras relacionam a Matematica com a Fisica por

meio da Lei de Hubbe; nessa atividade percebemos os indicadores: IM1, IM2,

obtenha a expressdo que da o valor da tarifa na
daltima faixa de consumo.

em uma residéncia que consumiu 46 m’ em deter-
minado més, qual foi o valor médio, em reais, pago
por m?® consumido?

qual foi o consumo, em m?3, quando a tarifa foi de
R$ 24,68, em determinado més?

Fonte: Stocco et al (2013, p.77)

IM3 e IM4 estes indicadores sdo revelados na leitura do texto.

Figura 38: Exemplo de indicadores IM1- IM2 — IM3 — IM4

4 ®
~N
°
B
e 2% "
@ > o8 **s
b= P
o = ® <
2= - a
§ ..‘ g
L A
.
LR ]
»
distancia

Lei de Hubble: a velocidade de
afastamento das galaxias é
diretamente proporcional a sua
distancia. Quanto mais afastadas,
maior sua velocidade.

Fonte: Stocco et al (2013, p.79)
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Ressaltamos que o Livro A possui - neste capitulo que analisamos - 17
exercicios resolvidos, 55 problemas e exercicios e 13 outras atividades,
envolvendo a ideia de Taxa de Variacdo, de acordo com nosso entendimento

sobre “manifestar a ideia de Taxa de variagao”.

Observamos que entre os exercicios resolvidos, problemas e exercicios
de Taxa de Variacdo (mesmo sem mencdo explicita) do Livro A, ha
predominancia de situacdes envolvendo o Coeficiente Angular e as razdes

diretas. Seguem, respectivamente, um exemplo de cada uma dessas situacdes:

eCoeficiente Angular:

[...] A analise desse diagrama permitiu que Hubbe formalizasse uma
lei, a Lei de Hubbe, matematicamente expressa por v(r) = Hyr, onde

H, é a constante de proporcionalidade (coeficiente angular da reta),
chamada de constante de Hubbe, dada pela razéo entre a velocidade
(v) das estrelas e a distancia (r) entre a Terra e cada uma das galaxias
[...]- (STOCCO et al, 2013, p.79)

eRazobes Diretas:

Figura 39: Situacdo envolvendo o Coeficiente Angular

e : -4 ]
b) r:3x—-4y + 5 = 0 es: 6x—8y + 10 = 0 sdo coincidentes, pois —2— = %

Fonte: Stocco et al (2013, p.55)

N&o ha exercicios, ou problemas sobre Calculo de Velocidades, Funcdes
Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio) e a Taxa de

Variacdo Relativa (Porcentagem).

Ressaltamos as conversfes indicadas por Simbdlica/Grafica, por
exemplo, podem ocorrer nos dois sentidos, ou seja, do Simbdlico para o Grafico
e vice-versa. Isto ocorre também com as conversfes indicadas por
Verbal/Gréfica e Simbolica/Verbal.

Diante do exposto, notamos que a Taxa de Variacdo no Livro A, tanto
nos textos da parte tedrica, das outras atividades e exercicios resolvidos e
propostos, € desenvolvida, basicamente em trés registros: Simbdlico, Grafico e
Verbal.

As conversdes sao pouco trabalhadas e estdo limitadas, praticamente,
nas representacdes dos registros citados, sendo as conversdes entre as

representacdes dos registros Simbdlico e Grafico mais, utilizada, evidenciando
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uma deficiéncia na exploracdo dos registros Grafico, Verbal e Tabular nos
textos. Observamos ainda que nao € estabelecida uma relacdo explicita do
Coeficiente Angular e a Taxa de Variacdo e € quase nula a presenca de

contextualizagéo.

O Quadro 16 apresenta uma analise da ldoneidade Epistémica dos

significados pretendidos no Livro A.

Quadro 16: Matriz de Analise

Representacoes para a Taxa de Variacao
S
Emergentes -

N G i T
Indicadores dos v r m a
Livros Didaticos N a b b
do Ensino Médio b f 6 u

i 1 |
(M) e a c i a
1
Prévias a c .
a
IM1: Contextualizagzo — |“erbal Al
Grafica A2
envolvendo Taxas de [— —
Variacio Simbdlica A3
¢ Tabular
IM2: Relagao entre Taxa Verbal
L~ Grafica
de Variacao e o ————
Coeficiente Angular Simbdlica
9 Tabular
IM3: Utilizagao de Taxas Verttal A4 AS
de Variagao para prever [Sréfica
resultados nas demais |>mPSlica A6
areas do conhecimento |, ..
IM4: Utilizagdo das | werbal A7
~ B Grafica A8
razoes diretas na - —
lugao de problemas Simbélica A9
resolug P Tabular
Verbal
IM5: Taxa de Variagao |Gréfica
Relativa (Porcentagem) [Simbédlica
Tabular
IM6: Semelhanca entre |yerbal
arepresentacao Grafica
algébrica da Fungao simbolica AlD
Afim e a Equagao
Reduzida da Reta Tabular
IM7: Utlllzage_lo de Verbal A1l A13
novas tecnologias para [g sfica ALz
resolver problemas (g peiica
relacionados a Taxas
de Variacao Tabular

Fonte: O pesquisador

Este quadro mostra os indicadores encontrados no livro didatico, bem
como as representacdes que sdo ativadas nos textos teodricos, nos textos de
outras atividades e nos textos dos exercicios resolvidos e propostos. Por

exemplo:
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e Al: essa entrada significa que as autoras contemplam o indicador IM1 e
viabilizam ao leitor durante a solucdo do problema, uma representacao
emergente no registro Grafico, porque para resolver essa situacéo
contextualizada, € preciso mobilizar as ideias fundamentais da Variacdo e da
Taxa de Variagcédo na forma: Razao Direta pois, por exemplo (Figura 40), para
construir o grafico que faz parte da visualizacdo do problema, precisamos
encontrar o tempo total gasto pelas maquinas C e D na fabricacdo dos geradores

dos tipos A e B.

Figura 40: Exemplo da entrada Al

Uma fabrica produz dois tipos de geradores, tipo A e tipo B, e cada um deles deve passar por duas maqui-
nas, C e D. Para fazer um gerador do tipo 4, a maquina C deve trabalhar 2 horas e a maquina D deve trabalhar
4 horas. Para fazer uma unidade do tipo B, as maquinas C e D devem trabalhar, respectivamente, 4 e 2 horas.
As méquinas podem trabalhar 24 horas por dia. Sabe-se que a fabrica tem um lucro de RS 3.000,00 por um ge-
rador do tipo A e um lucro de R$ 5.000,00 por um do tipo B. Além disso, ela vende toda a sua produgdo. Sendo
assim, perquntamos: quantos geradores de cada tipo a fabrica deve produzir, para que seu lucro seja maximo?

%

~

/2x+4y;24

[+]

Fonte: Stocco et al (2013, pp.74-75)

De acordo com as autoras,

Chamemos de x a quantidade do tipo A, e de y a do tipo B, e
observamos as restricdes sobre x e y. Se sdo fabricados x geradores
do tipo 4, o tempo gasto pela maquina C é de 2x, e se sdo fabricados
y geradores do tipo B, o tempo gasto pela maquina C é de 4y, ou seja,
o tempo total usado pela maquina C é de 2x + 4y [...]. Analogamente,
[...] para a maquina D. (STOCCO et al, 2013, p.74-75) — grifo nosso

e A2: essa entrada significa que as autoras contemplam o indicador IM1 e
possibilitam, a partir da representacdo prévia no registro Gréafico, uma
representacdo emergente no registro Simbaolico da Taxa de Variacdo, porque

para resolver esta situacdo contextualizada mobilizamos as ideias da Variacéo
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e da Taxa de Variacao nas formas: Coeficiente Angular e Razdes Diretas, como

ilustrado na Figura 41.
Figura 41: Exemplo da entrada A2

n° de espécies A

ameacadas

0 b SR e S Dl :
3874

1983 1087 1997 1995 1999 2003 2007 201 ano .

Ys=Ya _ Y=V
Xg = Xa Xc = Xg

Fonte: Stocco et al (2013, p.62)

e A3 (ou A6): essa entrada significa que as autoras contemplam o indicador IM1

(ou IM3) por meio do seguinte problema (Figura 42)
Figura 42: Exemplo da entrada A3 (ou A6)

(PUC-MG) A tabela a sequir, obtida a partir de dados do Ministério do Meio Ambiente, mostra o crescimento do
niimero de espécies da fauna brasileira ameagadas de extingdo.

Nimero de espécies o] % | 38 | 1|0 | 387 | 424
ameagadas de extingdo | | Zlﬁ ol s |
Ano 1983 J o7 | 199 | 199 ’ 1999 | 2003

Se mantida, nos anos subsequentes, a tendéncia linear de crescimento mostrada na tabela, o ntimero de espécies

ameagadas de extingdo em 2011 serd igual a:
a) 46l b) 498. ¢) 535. d) 572.

Fonte: Stocco et al (2013, p.62)

...e viabilizam, durante a sua resolucdo, a representacdo prévia no registro
Simbdlico para relacionar a Taxa de Variacao e o Coeficiente Angular
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Figura 43: Relagéo entre Coeficiente Angular e Taxa de Variagdo

‘]"B_YA = YC_VE

Xg ~ Xp Xe ™ Xg
Fonte: Stocco et al (2013, p.62)

e para responder ao exercicio possibilitam a representacdo emergente no

registro Simbadlico utilizando as Razbes Diretas.

Figura 44: Relagdo da Razéo Direta e o Coeficiente Angular

424-387 _ __n-424 = 498, que é a resposta do problema.
2003-1999  2011-2003 " ™ : 4

Fonte: Stocco et al (2013, p.62)

e A4: O indicador IM3 é comtemplado e as autoras propiciam condicdes para
que o problema fosse resolvido transitando entre a representacdo prévia no
registro Verbal, para a representacdo emergente no registro Gréafico. Precisa-
se mobilizar, em uma das etapas da resolucao, as ideias da Variacao e da Taxa
de Variacdo na forma Razéo Direta, para a determinacdo das equacgdes P;: 3x +

y e P,:3x + 6y, (Figura 45).
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Figura 45: Exemplo da entrada A4

(Unesp'SP) Uma fabrica utiliza dois tipos de proces- ©) "":
s0s, P e P, para produzir dois tipos de chocolates, C 21
# C,. Para produzir 1000 unidades de C, s30 exigidas e
3notudnublmonopmuto? e 3horasem P, -
Para produzir 1000 unidades de C, 530 necessarias s
1 hora de trabatho no processo P @ & horas em P sy
Representando por x a quantidade didria da lotes de s
1000 unidades de chocolates produzidas pelo pro- Y

1

¢essoP @ por y a quantidade didria de jotes de 1000

Ao lates produzidas pelo processo P, -
sabe-se que o nimero de horas trabalhadas am um :
dia no processo P, € 3x + v, e que o nimerao de horas ¥
trabalhadas em um dia no processo P, ¢ 3x + 6y. Dado @)

Que no processo P, pode-se trabalhar no maximo 9 =

naras por dia & no processo P, pode-se trabalhar
no méximo 24 horas por dia, a representagdo no
plano cartesiano do conjunto dos pontos (x, v) gue
satistazem, simultanecamente, 8s duas restricbes de : T " T
nimera de horas possivels de serem trabsihadas nos
processos P e P,, em um dia, é:

Fonte: Stocco et al (2013, p.73-4)

e A5 (ou A13): coloca em jogo o indicador IM3 (ou IM7) que possibilita, a partir
da representacao prévia no registro Verbal, estabelecer a expresséo da Taxa

de Variagao (Figura 46).
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Figura 46: Exemplo da entrada A5 (ou A13)

2. Nas contas de dgua emitidas por uma certa companhia
de saneamento, a tarifa é apresentada por faixas de
consumo, de acordo com a tabela a sequir.

Faixa de no Por exemplo, para um
(em m?) (nm consumo de 16 m?, o
00-10 1 152 valor da tarifa é:

il ,__“ _207 = 237 101,52 + 6+ 2,37.

j 21-50 5,92
acima de 50 6,52

Com base nesses dados:

a) obtenha a expressao que da o valor da tarifa na
ultima faixa de consumo.

b) emuma residéncia que consumiu 46 m* em deter-
minado més, qual foi o valor médio, em reais, pago
por m? consumido?

c¢) qual foi o consumo, em m?, quando a tarifa foi de
R$ 24,68, em determinado més?

Fonte: Stocco et al (2013, p.77)

Na segunda coluna da tabela (Figura 46), temos a manifestacdo das

ideias da Variacdo e da Taxa de Variacdo na Razao Direta, por exemplo,

1,52 &2
m

e A7: O indicador IM4 é contemplado e, na figura 47, apresentamos uma

situacdo que ilustra como esse indicador é mobilizado na solugéo do problema.
Figura 47: Exemplo da entrada A7

ER3. Analise a posicao relativa das retas
rikx + 2ky =4 = 0 e s: x + ky —k = 0 em fungao de k.

Resoluglo

Note, inicialmente, que k = 0, pois os coeficientes de x e de
y na equagdo de r ndo podem ser simultaneamente nulos.

Basta analisar o sistema linear:
{kx + 2Ky =4 narak » 0.

X+ Rkhy=K
Temos: b K .2k
» ressaoconcorrentes se Sk = —L, OU 583, S8 —— F —
a b, 1 k
cusek=0ek # 2. Za b =
» r e s sao coincidentes se —L = — = —L, ouU seja, se
kK. 2k 4 a b, &
— ====—ouk=2.
1 3 kK

Logo, temos:
k + 0ek = 2 =sres sao concorrentes entre si,
Kk = 2 = r e 5 sao coincidentes,
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Fonte: Stocco et al (2013, p.55)

Ao analisar as posic¢oes relativas entre as retas as autoras mobilizam as
ideias da Variacao e da Taxa de Variacao na forma Razéo Direta, por exemplo,
_bh_a

. ~ s . ~ . a
na situacao didatica anterior as retas sdo coincidentes se a_l . = o
2 2 2

e A8 e A9: As figuras 48 e 49 apresentam exemplos de situacées que mobilizam

o indicador IM4 que envolve, neste caso, a Taxa de Variacao (Figura 48) e a

posicéo de retas a partir de suas equacoes (Figura 49).

Figura 48: Exemplo da entrada A8

2')r e 5 330 coincidentes,

Todos 0s pontos ce r estdo em s e vice-versa; logo, (S) € possivel e indeterminado.
VA

Além disso, as equagles de r e s devem ser equivalentes, pois correspondem aos

d b C
mesmos pontos; dal, — = e =1
a. C,

Fonte: Stocco et al (2013, p.54)

Ao exemplificar essa situacdo de reconhecimento da posicédo relativa
entre as retas (Figura 49), as autoras mobilizam as ideias da Variagao e da Taxa
de Variacdo por meio da Razao Direta, ou seja, se as retas possuem equacdes

(r)a;x + by +c¢, =0 e (s) ayx + b,y + ¢, = 0, entdo elas sdo coincidentes se

ay b1 _cq

a; by ¢
A seguir temos um exemplo de como as autoras utilizam a Razéo Direta

. . .~ . b
para ilustrar as demais posi¢des relativas entre as retas: paralelas (% = b—1 * %)
2 2 2

aq b1
e concorrentes (— F —)

a 7]
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Figura 49: Exemplo da entrada A9

Exemplos: : .
ar2x+3y-6=0es:x+4y+12=0 sdo concorrentes entre si, pois

Resolvendo o sistema:
2x+3y- 6=0
x+4y+12=0
obtemos as coordenadas (12, -6) do ponto de interseccdo der e s;

R s g R Send .
b) r:3x-4y + 5 = 0es: 6x— 8y + 10 = 0 sdo coincidentes, e =8 10

2 3
1 4

S R 1
c) n7x+2y+1=0es:14x 4 4y~5'—Osaopara|€‘aS.DO|Sﬁ~-;1- ?*3-

Fonte: Stocco et al (2013, p.55)

e A10: Apresentamos, na figura 50, um exemplo de situagao que colocamos em

jogo: o indicador IM6;

Figura 50: Exemplo da entrada A10

y=my+n

Essa equacdo € denominada equacado reduzida de r.
Lembrando o que foi estudado sobre fungdo do 1° grau, o coeficiente n é denominado
coeficiente linear de r, e m & denominado coeficiente angular de r.

Fonte: Stocco et al (2013, p.57)

Nas duas entradas a seguir as autoras mobilizam, para a construcédo dos
gréficos, as ideias da Variacdo e da Taxa de Variacdo na forma Coeficiente
Angular, para obter uma das maneiras de alcancarmos a equacao geral (ax +

by + ¢ = 0) da reta é por meio da equacéo reduzida (y = mx + q).

e All: essa entrada significa que as autoras contemplam o indicador IM7 e
sugerem ao leitor utilizar o computador para comprovar, a partir da
representacdo prévia no registro Verbal, “[...] que fun¢des [...] definidas numa
regido poligonal assumem seus valores maximos ou minimos nos vértices do
poligono” (STOCCO et al, 2013, p.75), e assim possibilitam a representacdo

emergente no registro Gréafico.

e A12: o indicador IM7 é contemplado pelas autoras, o que pode ser observado
na figura 51, que, a partir das representacdes das retas no plano cartesiano,
deduz-se a equacdo de retas na forma ax + by +c =0, e posteriormente

determinar a Taxa de Variagao ou as inclinacdes das retas.
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Figura 51: Exemplo da entrada A12

.
=S
~

4

/ZX + 4y =24

0 6 X

Fonte: Stocco et al (2013, p.75)

Percebemos que as entradas do Quadro 16 sao distribuidas em apenas

algumas células tornando escasso o significado da Taxa de Variacao.

Finalizamos esta secdo com duas observagbes do MEC por meio do
PNLD (2015) com relacdo ao Livro A:

[...] ha uma grande quantidade de férmulas e excesso de
nomenclatura, o que pode prejudicar a aprendizagem dos conceitos
centrais. [..] é elogiavel o cuidado em demonstrar [...] certa
propriedade geométrica particular e deixar a prova para os demais
casos sob a responsabilidade do aluno ou do professor. (BRASIL,
2015, p.62)

Ainda de acordo com o PNLD (2015) a metodologia de ensino e

aprendizagem:

Na abordagem inicial dos contetidos da cole¢éo, frequentemente séo
propostos textos interessantes, nos quais sao feitos questionamentos
ao aluno. [...]. H& interessantes sugestBes de projetos e jogos, bem
como atividades que exigirdo do aluno o uso de sua criatividade [...]
(BRASIL, 2015, p.63)

A seguir apresentaremos a Taxa de Variacdo e a andlise do livro:

Matematica: Contexto e Aplicacdes - volume 3 - que intitulamos Livro B.
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3.1.2 A taxa de variacdo no livro: matematica: contexto e aplicacdes —

volume 3

A obra Contexto & Aplicagcbes (volume 3), ano 2013, que nomeamos
Livro B, foi escrita por Luiz Roberto Dante, Doutor em Psicologia da Educacéao:

Ensino da Matematica pela Pontificia Universidade Catodlica de Sao Paulo.

Para apresentar o livro 0 autor escreve

Ao elaborar esta colegao para o Ensino Médio, levamos em conta as
ideias que abrem esta apresentacdo. Isso porque nosso objetivo é
criar condicBes para que vocé aluno, possa compreender as ideias
basicas da Matematica desse nivel de ensino atribuindo significado a
elas, além de saber aplica-las na resolugéo de problemas do mundo
real (DANTE, 2013, p.3)

A obra se caracteriza por ser dividida em algumas sec¢des: Abertura da
Unidade, Abertura do Capitulo, Exercicio resolvido passo a passo, Para refletir,
Fique atento! E Vocé sabia?, Exercicios, Matematica e tecnologia, Leituras, Um
pouco mais, Outros contextos, Vestibulares de Norte a Sul, Pensando no Enem

e Caiu no Enem.

Sobre a segdo Matematica e tecnologia o autor escreve: “Sugestbes de
atividades em que o computador é utilizado para visualizar e manipular graficos
e tabelas. Uma oportunidade de trabalhar com a matematica dinamica”.
(DANTE, 2013, p.4)

O Livro B tem como norte as seguintes orientacfes metodoldgicas:
trabalhar as ideias, 0s conceitos matematicos intuitivamente, antes da
simbologia, antes da linguagem matematica; o aluno aprende por compreensao
e atribui significado ao que aprende; estimular o aluno a pensar, raciocinar, criar,
relacionar ideias, descobrir e ter autonomia de pensamento; trabalhar a
Matematica por meio de situacBes-problema que o facam realmente pensar,
julgar e decidir-se pela melhor solucéo; trabalhar o conteado com significado,
levando o aluno a sentir que é importante saber aquilo para a sua vida em
sociedade ou que o conteudo trabalhado lhe sera util para entender o mundo
em que vive; valorizar a experiéncia acumulada pelo aluno dentro e fora da
escola; estimular o aluno a fazer céalculo mental, estimativas e

arredondamentos, obtendo resultados aproximados; considerar mais o
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processo do que o produto da aprendizagem; compreender a aprendizagem da
Matematica como processo ativo; utilizar a histéria da Matematica como um
recurso didatico; trabalhar o desenvolvimento de uma atitude positiva em
relacdo a Matematica; utilizar jogos; utilizar igualmente os grandes eixos
tematicos da Matemaética; trabalhar os temas transversais de modo integrado

com as atividades de Matematica, por meio de situacdes-problema.

Sobre a metodologia empregada no livro, o MEC escreve: “No que

bY

compete a metodologia de ensino e aprendizagem, o0s conteudos sao
trabalhados por meio de situacdes contextualizadas, seguidas de explanagdes

tedricas e de exercicios resolvidos ou propostos”. (PNLD, 2015, p.36)

E com respeito a contextualiza¢do do Livro B:

Na obra, o contexto mais frequente para atribuicdo de significado aos
conceitos é a prépria Matematica. Entretanto, os livros incluem uma
secdo especifica em que se buscam relacionar os contetdos
estudados a praticas sociais e a outras areas do conhecimento. Além
disso, ha um bom numero de questBes propostas que envolvem
aplicacdes da Matematica a diversos contextos. Ao longo da colecéo,
recorre-se a histdria da Matematica para iniciar a discussao de um
assunto ou como leitura complementar. (BRASIL, 2015, p.36)

Notamos que esse aspecto parece ser deixado a cargo do professor, pois
observamos nas orientaces metodoldgicas que o autor indica que antes da
introducdo do estudo da reta, os alunos pesquisem em jornais ou revistas
artigos que contenham retas para iniciar uma situagcéo de aprendizagem sobre
o angulo de inclinacdo da reta e posterior aprendizado do Coeficiente Angular,
o qual ocorre por meio da tangente trigonométrica do angulo a (Figura 16 p.76)

e nado pelas ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variagao.

Em relacao a parte historica, o autor escreve sobre Descartes e Fermat:

Foi René Descartes (1596 — 1650), fildsofo famoso por sua frase:
“Penso, logo existo”, que, [...] estabeleceu relagbes entre curvas no
plano e equacdes algébricas com duas incognitas. As propriedades
geométricas das curvas foram assim, “traduzidas” por meio de
equacdes, e os resultados da Algebra foram interpretados
geometricamente. [...] Descartes estava, acima de tudo, empenhado
em descobrir uma férmula que disciplinasse o raciocinio e unificasse
o conhecimento. (DANTE, 2013, p.68)

Sobre Fermat, Dante (2013) escreve:

Outro estudioso da Matemaética que contribuiu para o desenvolvimento
da Geometria analitica foi o francés Pierre de Fermat (1601 — 1665).
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Assim como Descartes, Fermat associou equacdes a curvas e
superficies. [...] Ja com relagdo a Fermat, o uso de coordenadas surge
da aplicagéo da Algebra da Renascenca a problemas geométricos da
Antiguidade. (p.68)

Relativamente a Geometria Analitica, o autor escreve:

A Geometria analitica esta fundamentada na ideia de representar os
pontos da reta por nimeros reais e os pontos do plano por pares
ordenados de numeros reais. Assim as linhas no plano (reta,
circunferéncia, elipse, etc.) sao descritas por meio de equacdes. Com
isso, é possivel tratar algebricamente muitas questdes geométricas,
como também interpretar de forma geométrica algumas situacdes
algébricas. (DANTE, 2013, p.69)

Nas orientacdes para o professor, o autor estimula o uso em sala de aula

do Cabri Geometre Il e do Geogebra, softwares que, segundo o autor, podem

ter um impacto ainda maior nos processos de ensino e de aprendizagem. A

calculadora € recomendada quando os calculos numéricos sao apenas

auxiliares na questéo a ser resolvida, liberando mais tempo para o aluno pensar,

criar, investigar, conjecturar, etc. O autor escreve ainda sobre o novo Enem e

da orientacdes para a avaliacdo em Matematica e termina chamando a atencao

para a Leitura que, segundo ele, € uma atividade essencial para o estudo da

disciplina Matematica, pois o professor de Matematica também €&, em

decorréncia, o professor de leitura.

O Livro B esta dividido em quatro unidades:

e Unidade 1: Matematica financeira e Estatistica;

e Unidade 2: Geometria Analitica: ponto, reta e circunferéncia;

e Unidade 3: Cbnicas e numeros complexos;

e Unidade 4: Polinbmios e equacdes algébricas.

A Unidade 2:

Geometria analitica: ponto, reta e circunferéncia esta

dividida em dois capitulos:

e Capitulo 3: Geometria analitica: ponto e reta;

e Capitulo 4: Geometria Analitica: a circunferéncia.

O capitulo 3 esta dividido em 14 topicos, entre esses topicos estao estes:

e 6 Inclinagdo de uma reta; 7 Coeficiente angular de uma reta;, 8 Equagéao

fundamental da reta.
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Nossa pesquisa volta suas aten¢des para os tdpicos 6, 7 e 8 do capitulo

3; tais itens estdo compreendidos entre as paginas 76 e 82.

A secdo 3.6 - Inclinacdo de uma reta - se inicia com um registro grafico e
em seguida o autor faz uma conversao na representa¢ao no registro grafico para
uma representacao no registro verbal para definir o angulo de inclinagcéo da reta
(Figura 52):

Figura 52: angulo de inclinacao

Seja a a medida do angulo que a reta r forma com o eixo x. A medida a do dngulo é considerada do eixo x
_»ara a reta 7, no sentido anti-hordrio, ¢ denomina-sc inclinagdo da reta r.

Fonte: Dante (2013, p.76)

A seguir o autor faz algumas representacdes no registro grafico para
estudar a inclinacdo de retas nao paralelas (Figura 53):

Figura 53: llustrac&o de &ngulo de inclinacdo

v ) \y

N X ¢ ’ -

0° < o < 90° 90° < q < 180° a=90°

Fonte: Dante (2013, p.76)
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A sec¢do 3.7 - Coeficiente angular de uma reta — inicia-se com a definigao
de coeficiente angular por meio da tangente do angulo de inclinacdo da reta;
(Quadro 17).

O texto tedrico segue ensinando casos de inclinacdes da reta em
particular quando é: paralela ao eixo Ox e perpendicular ao eixo Oy por meio de

registros Grafico e Simbdlico, principalmente.

Em seguida, por meio de uma conversado entre a representacdo no
registro Grafico (Quadro 17) para a representacao no registro Simbolico, o autor
faz um tratamento para calcular o coeficiente angular a partir da tangente
trigopnométrica sem resgatar os conhecimentos anteriores e fatos historicos, mas

utilizando, ainda que implicitamente, as ideias fundamentais da Variacdo e da

A B _ -
d(c,B) _ Ay _ M Entiao,m = 3;2 zl (p77)
— 2—X1

Taxa de Variacao: tana = =
d(A,0) Ax Xp—Xq

Quadro 17: Coeficiente angular ou declividade

Tipo de Registro Representagoes
m = A‘y = y2 = y1
Simbékco Ax X3 — X

Fonte: DANTE. 2013, p.78

Grafico > Ax &

Fonte. DANTE, 2013, p.77

Consideremos uma reta r de inclinagao « em relacao o exo x.
0 coeficiente angular ou a declividade dessa reta ré o nimero real m que expressa a tangente trigono-

Verbal métrica de sua inclinaco a, 0u seja:
m=fana

Fonte: DANTE, 2013, p.77

Fonte: O pesquisador

O autor finaliza essa secao observando que, para verificar a condicao de
alinhamento de trés pontos, A(xy,y;1),B(x;,y,) € C(x3,y3), basta utilizar o

coeficiente angular como segue:
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Figura 54: Coeficiente angular

Jivrsyy S mhely,

Fonte: Dante (2013, p.78)

Nesse ponto, observamos que as ideias da Variacdo e da Taxa de
Variacdo se manifestam implicitamente na forma de Coeficiente Angular e

Razao Direta.

Em seguida, propde dois exercicios, em um deles é pedido para
determinar o coeficiente angular conhecendo-se dois pontos distintos da reta
(Figura 55):

Figura 55: Calculo do Coeficiente Angular
Determine o coeficiente angular (ou declividade) da reta que passa pelos pontos:

a) A3,2) e B(-3, ) c) P3,2) e P,3,-2) e) P(5,2) e Q(-2, -3)
b) A(2, -3) e B(—4,3) d) P(1,4) e P(3,2) f) A(200,100) e B(300, 80)

Fonte: Dante (2013, p.78)

Notamos, ao final dessa secdo, a auséncia do registro Tabular e a

utilizacdo do nosso indicador IM2, pois o Coeficiente Angular é estudado

implicitamente como Taxa de Variacao.

Na secao 3.8 - Equacédo fundamental da reta - o autor relembra como
construir a reta por meio de dois pontos distintos e coloca uma situacdo de
aprendizagem (Quadro 18).

E assim mediante uma converséo entre as representacdes dos registros
Grafico (Quadro 18) e Simbodlico (Quadro 18) é deduzida a equacao

fundamental da reta.
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Quadro 18: Equacao fundamental da reta

Tipo de Registro Representagdes
d(C, P) Y — Yo i
= ol am =222 o BRI XX,
—| 0 P, 0 e Y=o )

Fonte: DANTE, 2013, p.79

7] /-
Grafico y A oF

0‘/4 i

Fonte: DANTE, 2013, p.79

Da mesma forma, um ponto P(Xg »)o) € a declividade
m determinam uma reta r.Considerando F{xy) um
ponto genérico dessa reta, veremos que se pode
Verbal chegar a uma equacéo de incognitas xe y, a partir
dosnimerosx, y € m, que serda chamada de
equacédo fundamental da retar.

Fonte: DANTE, 2013, p.79

Fonte: O pesquisador

Em seguida, o autor mostra as particularidades da equacao fundamental

da reta e resolve dois exercicios. Um destes exemplos é este:
Figura 56: particularidades da equacdo fundamental da reta

Determine a equacao da reta que passa pelos pon-
tos A(—1, —2) e B(5, 2).

Resolugao:

Ja sabemos como calcular o coeficiente angular da
reta determinada pelos pontos A(—1, —2) e B(5, 2):
m:ys—y,s:2+2_4_l_

Xg — Xa S5+1 6 3

Usando o ponto A(—1, —2), temos:

y—(‘2)=%(x—(—1))=>y+2=-§—(x+1)=>

=3y +6=2x+2=32x—-3y—-4=0
AequacdodaretaABé2x —3y—4=0.
Fonte: Dante (2013, p.79)

Notamos que ndo h& mencdo explicita as ideias fundamentais da

Variacdo e da Taxa de Variacdo tanto no texto tedrico como no texto dos
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exercicios resolvidos. Existe o emprego de um de nossos indicadores: o IM2,

como observado no exemplo anterior.

Na secéo 3.9 — Formas de equacédo da reta — sdo discutidas as formas
de equacado da reta: reduzida, geral, segmentéria e paramétrica. Neste ponto
procuramos investigar, principalmente o nosso indicador IM6; entdo na nossa

analise nos atemos a equacéao reduzida.

O autor ensina esta forma de equacao da reta, realizando sua deducao a
partir da equacgéo fundamental da reta escolhendo um ponto particular em que
a reta intercepta o eixo Ox.

Figura 57: Exemplo do indicador IM6

Fonte: Dante (2013, p.80)

Por meio de um quadro, € feito um alerta ao estudante e uma orientacao
ao professor em relagdo ao nosso indicador IM6 e a sua utilizacdo € deixada a
cargo do professor, como pode ser observado na seguinte afirmacéo do autor
(Figura 58).

Figura 58: Método de obtencao de coeficiente angular de uma reta

Tipo de Registro Representagdes

y=n=m-0/=y-n=m= y=m+n

Simbélico

Fonte: DANTE, 2013, p.80

Essa forma é especialmente importante porque permite obter o coe-
ficiente angular de uma reta a partir de uma equacio, além de expressar
Verbal claramente a coordenada y em funcio de x. Essa equacio é conhecida

como equacao reduzida da reta.
Fonte: DANTE, 2013, p.80

Fonte: O pesquisador

Ressaltamos que o Livro B possui - neste capitulo que analisamos - 3

exercicios resolvidos, 18 exercicios propostos e 3 outras atividades que, para
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serem resolvidos ou compreendidos, deve-se mobilizar o registro Simbolico,
principalmente. Ndo h& contextualizacdo, o que pode acarretar apenas a

memorizacdo de formulas e técnicas.

Observamos que nas atividades propostas pelo autor no Livro B, ha
predominancia do Coeficiente Angular como Taxa de Variagdo (sem mengao

explicita), por exemplo:

Figura 59: Exemplo da mencéo ao Coeficiente Angular

' Dada a reta que tem a equacao 3x + 4y = 7, determi-
ne seu coeficiente angular.

Fonte: Dante (2013, p.80)

N&o ha exercicios ou problemas sobre: Célculo de Velocidades, Funcbes
Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as Razbes
Diretas e a Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem). Isso pode acarretar a nao
associacao desses conceitos as ideias fundamentais da Variacao e da Taxa de

Variacao

Notamos que a Taxa de Varia¢do no Livro B, tanto nos textos da parte
tedrica, das outras atividades e exercicios resolvidos e propostos, é
desenvolvida, basicamente em trés registros: Simbdlico, Gréafico e Verbal,
sendo constatada a énfase ao registro Simbdlico e a auséncia do registro

Tabular.

Observamos pouca exploracdo dos registros Grafico e Verbal nos textos
tedricos, nos textos de outras atividades e nos textos dos exercicios resolvidos
e propostos, e que ndo ha um estudo da relacdo entre Coeficiente Angular e

Taxa de Variacao.

O Quadro 19 apresenta uma analise da ldoneidade Epistémica dos

significados pretendidos no Livro B. Cada célula desse quadro significa:
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Quadro 19: Matriz de Analise

Representacdes para a Taxa de Variagao
S
Emergentes G -

. i T
Indicadores dos v ' m a
Livros Didaticos ° a b b
do Ensino Médio b f 6 u

i | |
(M) a !
Prévias I c ! a
a c r
a
IM1: Contextualizagéo — Vefb.al
Grafica
envolvendo Taxas de |——r:
Variacs Simbdlica
arlagao Tabular
IM2: Relagé&o entre Taxa Vefb_a' Bl B2
L Grafica B3 B4 B5
de Variagdo e o ——
Coeficiente Angular Simbdlica Be
Tabular
IM3: Utilizagéo de Taxas [Verbal
de Variag#o para prever |Grafica
resultados nas demais [Simbolica
areas do conhecimento |1 1.
IM4: Utilizag&o das Vefb_al
~ . Grafica
razBes diretas na ———
lucio d bl Simbélica
resolug&o de problemas [ “=-
Verbal
IM5: Taxa de Variagdo |Grafica
Relativa (Porcentagem) |Simbélica
Tabular
IM6: Semelhancga entre |yerbal
arepresentagéo Grafica
algébrica da Fungéo Simbolica
Afim e a Equacéao
Reduzida da Reta Tabular
IM7: Utilizagé.\o de Verbal
novas tecnologias para [g afica
resolver problemas Simbolica
relacionados a Taxas
de Variacdo Tabular

Fonte: O pesquisador

e B1: essa entrada significa que o autor contempla o indicador IM2 e possibilita
ao leitor, a partir da representacao prévia no registro Verbal uma representacao

emergente no registro Grafico da Taxa de Variacdo na leitura do texto tedrico:

Figura 60: Exemplo 1 do indicador IM2

\

Para a = 0°, temos _ r
m=tana=tan0° = 0.

Fonte: Dante (2013, p.77)
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Aqui temos a manifestacdo implicita das ideias da Variacao e da Taxa de
Variacdo na forma Coeficiente Angular e Razéo Direta, pois uma maneira de
interpretarmos €: se o coeficiente angular é zero a variagdo em y € zero para

qualquer variagdo em x e assim a reta é paralela ao eixo Ox.

e B2: Significa que foi contemplado o indicador IM2 O exemplo da figura 61

ilustra esta situacgao.
Figura 61: Exemplo 2 do indicador IM2

O coeficiente angular ou a declividade dessa reta r € o nimero real m que expressa a tangente trigono-

métrica de sua inclina¢ao o, ou seja:
m=tana

Fonte: Dante (2013, p.77)

Nessa entrada assim como em B4, B5 e B6, temos a manifestagao, ainda
que implicita, das ideias da Variacdo e da Taxa de Variagdo na forma

Coeficiente Angular por meio do célculo da tangente.

e B3: indica a presenca do indicador IM2, que envolve a nocao de Verbal da

Taxa de Variagao/coeficiente angular (Figura 62).

Figura 62: — Exemplo 3 do indicador IM2

Ay

Para 0’ < a < 90°, temos
{ ; tana>0=m>0.
0|

Fonte: Dante (2013, p.77)

Neste ponto, temos a manifestacdo implicita das ideias da Variagéo e da
Taxa de Variagcédo na forma Coeficiente Angular e Razao Direta, pois se a taxa

€ constante a funcéo é crescente para o coeficiente angular maior que zero.

e B4, B5 e B6: evidenciam a presenca do indicador IM2 (Relagao entre a Taxa

de Variagédo e o Coeficiente Angular). Os exemplos que apresentamos pelas
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figuras 63, 64 e 65, mobilizam, entre outros conhecimentos, a articulagdo entre

taxa de variacao e coeficiente angular por meio de representacdes nos registros
gréafico e simbdlico.

Figura 63: Relacdo entre taxa de variacéo e coeficiente angular (indicador IM2)

Fonte: Dante (2013, pp.77-8)

Figura 64: Relacdo entre a tangente do dngulo de inclinagdo e o coeficiente angular

Fonte: Dante (2013, p.79)

Figura 65: Determinacdo da taxa de variacdo a partir de ponto da reta e suas projecdes

\y
s C' P s
B A8 AB X=X W (
csn— ce— :—_’ — T e — ‘ ‘_‘v
A AG A x-x 4 Pt
A8 _AB LA T 4
AC A;C‘- A( yq y 0
» A B ( X
0 ' o X g

Fonte: Dante (2013, p.77)
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A analise do Quadro 19, revela a auséncia dos indicadores: IM1, IM3,
IM4, IM5, IM6 e IM7. O evidencia que aspectos importantes, como
“Contextualizacdo - envolvendo Taxas de Variagao”; “Utilizacdo das Razles
Diretas na resolugao de problemas”, “Taxa de Variagao Relativa”; “Aproximacéao
entre a representacdo algébrica da Funcdo Afim e a Equacdo Reduzida da
Reta”, entre outros, ndo foram enfatizados pelo autor desse livro. O que néo

favorece a sobrevivéncia desses indicadores na instituicdo escolar visada.

Finalizamos esta secdo com duas observacdes do Ministério da
Educacdo (MEC) por meio do PNLD (2015) com relacao ao Livro B.

Referindo nés ao livro B, concordamos com o MEC, quando afirma que

S&0 estabelecidas articulagbes apropriadas entre os campos da
matematica escolar e ha cuidado em recuperar os conhecimentos ja
estudados pelo aluno. Mas, em geral, a sistematizacao é feita de modo
precoce, o que pode dificultar o desenvolvimento da autonomia
intelectual do aluno (BRASIL, 2015, p.30).

Com respeito a selecdo e organiza¢do dos conteidos matematicos do
Livro B, o MEC escreve:
[...] ainda ha excesso de contelido matematico proposto e, por vezes,
conceitos indicados como opcionais sdo empregados posteriormente,
na obra, no estudo de contetdos nao optativos. A distribuicdo dos
campos matematicos segue a tradicdo de concentrar o estudo de

fungcBes no primeiro ano, o de geometria no segundo e o de geometria
analitica no terceiro [...] (BRASIL, 2015, p.33).

A seguir, apresentamos a anadlise do livro “Matematica: Ciéncia e

Aplicagdes”, volume 3, que nhomeamos de Livro C.

3.1.3 A taxa de variacdo no livro: matematica: ciéncia e aplicacbes -

volume 3

A obra Matematica: Ciéncia e aplicacdes, volume 3 - destinada a
estudantes do Ensino Médio - € a 72 edicao lancada no ano de 2013 pela editora
Saraiva em Sao Paulo — SP. Essa obra foi nomeada, nesta pesquisa, por Livro
C.

O Livro C foi escrito por cinco autores:

e Gelson lezzi: engenheiro metalurgico pela Escola Politécnica da Universidade
de Sao Paulo e professor licenciado pelo Instituto de Matemética e Estatistica

da Universidade de Sao Paulo
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e Osvaldo Dolce: engenheiro civil pela Escola Politécnica da Universidade de

Séo Paulo e professor da rede publica estadual de Sao Paulo

e David Degenszaijn: licenciado em Matematica pelo Instituto de Matematica e
Estatistica da Universidade de S&o Paulo e professor da rede particular de

ensino em Sao Paulo.

e Roberto Périgo: licenciado e bacharel em Matematica pela Pontificia
Universidade Catdlica de Sao Paulo e professor da rede particular de ensino e

de cursos pré-vestibulares em Séo Paulo.

e Nilze de Almeida: mestre em Ensino de Matematica pela Pontificia
Universidade Catélica de Sao Paulo, licenciada em Matematica pelo Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo e professora da rede

publica estadual de Sdo Paulo.

Na parte teodrica, lezzi et al (2013) prometem sempre que possivel
apresentar os assuntos de forma contextualizada, empregando uma linguagem

mais simples:

[...] Entretanto, ao formalizarmos os conceitos em estudo (0s quais
sédo abundantes exemplificados), optamos por termos com maior rigor
matematico. [...] Tivemos também a preocupagdo de mostrar as
justificativas logicas das propriedades apresentadas, omitindo apenas
demonstracdes exageradamente longas, incompativeis com as
abordagens feitas atualmente no ensino médio (p.3).

Relativamente as outras atividades, exercicios resolvidos e propostos o
autor revela que estdo em ordem crescente de dificuldade.

No Manual do Professor os autores revelam gue o livro de Matematica &
um importante material de apoio as atividades do aluno, tanto em sala de aula
quanto em casa, servindo como fonte de informacbes tedricas, roteiros de
exercicios e problemas, estimulador de reflexdes e pesquisas. O manual contém
ainda, entre outras sec¢des, sugestbes de leituras, proposta de avalicdo, a
resolucdo de problemas, histéria da matematica, integracdo dos conteudos,
contextualizacéo e aplicacdo da matematica a outras areas do conhecimento,

uso da calculadora e do computador.

Segundo os autores, a colecao tem, entre outros, o objetivo de:

Contribuir para a integracdo do aluno na sociedade em que vive,
proporcionando-lhe conhecimentos significativos de teoria e pratica da
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Matematica, indispensaveis ao exercicio da cidadania (IEZZI et al,
2013, p.266)

Sendo assim a obra esta dividida em trés volumes:

e Volume 1: nog¢des de conjuntos, conjuntos numeéricos, nogdes gerais sobre
fungdes, funcdo afim, funcdo quadrética, fungcdo modular, funcdo exponencial,
funcdo logaritmica, complemento sobre funcbes, progressdes, matematica
comercial, semelhanca e de triangulo retangulo, trigonometria no triangulo

retdngulo e estatistica basica;

e Volume 2: trigonometria na circunferéncia, funcdes circulares, trigonometria
num triangulo qualquer, geometria espacial de posicdo, areas das principais
figuras planas, areas e volumes dos principais solidos, matrizes, sistemas
lineares, determinantes, analise combinatéria, bindbmio de Newton e

probabilidades;

e Volume 3: geometria analitica plana, nameros complexos, polinémios,

equacdes polinomiais, matematica financeira e estatistica descritiva.

Observamos que, até o momento, os autores do Livro C séo os Unicos a
chamar o capitulo 1 - do volume 3 - de Geometria Analitica Plana. Nos outros
livros, o capitulo é simplesmente chamado de Geometria Analitica. Esse fato
pode ser relevante sob o ponto de vista dos processos de ensino e

aprendizagem, pois a Geometria Analitica também é estudada no espaco.

Os autores iniciam o capitulo 1 como uma nota historica. Sobre

Descartes, lezzi (2013) et al escreve:

[...] Descartes acreditava que o conhecimento matematico € mais
cumulativo e progressivo que o de outras areas do conhecimento,
crescendo por acréscimos e ndo por substituicées, como a corrida em
outras ciéncias, a medida que eram feitas descobertas [...] ndo se
podia aceitar nada como verdade se ndo fossem apresentadas provas
com clareza e distingdo. Esse método de organizar o0 pensamento
cientifico, conhecido como racionalismo, rompia com o empirismo do
passado (p.9).

Sobre Fermat os autores relatam:

[...] Sua grande contribuicdo para a Geometria Analitica foi a
descoberta do seguinte principio: “Uma equacao que apresenta duas
guantidades incognitas descreve uma linha, reta ou curva” [...]. Sua
obra, mais sisteméatica e didatica que a de Descartes, ndo foi publicada
em vida e, por esse motivo, a Geometria Analitica era considera, na
época, invencao Unica de Descartes (p.10).



166

O Volume 3 desta colecao esté dividido em 9 capitulos: 1. O ponto: Um
pouco de Historia — Introducdo a geometria analitica; 2. A Reta; 3. A
circunferéncia; 4. As conicas; 5. Estatistica Basica; 6. Matematica Financeira; 7.

Numeros Complexos. 8. Polinébmios; 9. Equacdes Algébricas.

Nossa pesquisa volta sua atencdo para o capitulo 2 nas secoles:
Introducédo, Equacéo geral da reta, Inclinacdo de uma reta, Equacéo reduzida
de uma reta, Equacdo de uma reta passando por P(x,, y,) com declividade
conhecida e Funcédo afim e a equacao reduzida de uma reta. Essas secfes se

iniciam na pagina 24 e terminam na pagina 40.

Na sec¢do Introducdo, os autores utilizam o registro Grafico (Quadro 20)
para ilustrar o tracado da reta, em seguida empregam o registro Simbdlico
(Quadro 20), para apresentar a condicdo de alinhamento de trés pontos
distintos, para encontrar a equacdo da reta. Na sequéncia aplicam essa

condicdo a um ponto qualquer para verificar se pertence a uma reta.
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Quadro 20: Condicdo de alinhamento de trés pontos distintos

Tipo de Registro Representagoes
R A |
- D=0=3 B 11="0
Simbolico
Xibiyis 5]

Fonte: IEZZI et al, 2013, p.24

Grafico g4
" o

Fonte: IEZZ| et al, 2013, p.24

o, ) ol pertecra oy e bl o ok e e ot ez
Verbal plﬂﬂe )

Fonte: IEZZ| et al, 2013, p.24

Fonte: O pesquisador

Os autores terminam o tOpico, mostrando que quaisquer trés pontos

distintos escolhidos da reta geram a mesma equagéao, conforme a figura 66:

Figura 66: Condicédo de alinhamento de trés pontos quaisquer

o R

32 g i , e 1 o
| =0=-x zy 2xX =0=x 2y 2—0

E, Fe Pcolineares =D =0 = ~% = | 5

X Yy 1

Fonte: lezzi et al (2013, p. 25)
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A secao Equacao geral da reta € iniciada pelo estabelecimento de uma
relacdo entre uma reta do plano cartesiano e a existéncia de uma equacéao que
a representa, e apresentacdo de uma técnica para a determinacao dessa reta a

partir de coordenadas de dois pontos dessa reta (Quadro 21).

Quadro 21: Reta do plano cartesiano e sua equacao

Tipo de Registro

Representagbes
KT AR]:
Simtgli XI Y1 1 = 0
I clico
xg y? 1

34
Qs
YiRaInssalt eosnang /'
/O
o b ] R '/' '
A .
Grafico / '
[e) / X, X, X
/
/ A
/

Fonte: IEZZ| et al, 2013, p.25

A toda reta rdo plano cartesiano estd associada pelo menos uma equacdo o tipoax + by + ¢ = 0, em que
i 4 be cséo imerosrai,com e b mlos simaltaneamente, ¢ xe y sk a conrenadas 6 un ponto
Plx, y) genéricn de 1. Costuma-<e eserever v ax 4 by £ ¢ = 0,

Fonte: [EZZI et al, 2013, p25

Fonte: O pesquisador

Na sequéncia a obra traz um exercicio resolvido (Figura 93) em que se

pede a equacao geral da reta por meio de dois pontos distintos. O objetivo é
alcancado por meio da condicdo de alinhamento.

Figura 67: Determinacéo de equacédo de reta

Exemplo | b

Caloulando o determinanta, tamos
} + 3% - 2
Erddadapors 3x—3y + 1 =0

0 ponto ({2, 1) n&o pertence 5 1

Je falo. suas con

W1 nao satisfazem a quacio

0 (falsa)

j J4 0 ponto 1 1 =< pertence 4 r: 3
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Fonte: lezzi et al (2013, p. 26)

Continuando nesta secdo, 0s autores apresentam dois casos
particulares: a reta é paralela ao eixo Ox (Figura 68) e a reta é perpendicular ao
eixo Ox, associando o primeiro caso a nulidade do coeficiente angular, pois se
o coeficiente angular € zero a variagdo em y € zero para qualquer variagdo em

X € assim a reta é paralela ao eixo Ox.

Figura 68: Condicédo de paralelismo de uma reta aos eixos de coordenadas

V]

Fonte: lezzi et al (2013, p. 26)

Na subsecao “Reciproca da propriedade”, os autores afirmam que toda
equacéo geral da reta da forma ax + by + c =0,coma,b,c € R,a#00oub # 0
esta associada a uma Unica reta r do plano cartesiano, cujos pontos possuem
coordenadas (X, y) que satisfazem essa equacao. Para elucidar tal fato, eles

apresentam um exemplo ilustrado na figura 69.

Figura 69: Relacéo entre reta e sua equacéao

py=od bomne? (A dfyal=1) 5
o 1=<3 emsd ) £ By-1=02 y
_.i..- Ruane=dh 'Qn-,un-nn:’ ) 3 il | R R
-~ v. -~ A‘E : | = 2; Cnt»-b: v -.‘h-ch 01.3' (“» P
’ v . \ ) . + . 2 ¢+ VSR WS W—
- ¢ ama L ‘" % - A ‘
o120 b3 5o fy-1=09 4
[\ A 4, Ale ¢
o Y AT ql"l’ﬂ\! A ".1"\ I -Y\ 'R
-V b" , AL tw-‘: v nI\L kl’y 110 | |
J =" WK VIO "1 32900 1 214 § |X
(onsraimes, 2, 2 ot P 2 o, T o~k

Fonte: lezzi et al (2013, p. 27)
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A secédo “Inclinagdo de uma reta” inicia-se pela apresentacéo de duas
retas do plano cartesiano, no intuito de ilustrar a ideia de inclinacdo de reta
(Figura 70);

Figura 70: Ideia de inclinacdo

yt i
>
B _

Yot === .

8 y, b .B

ALy 5
O X .45 atia i NESY
(0 X

Fonte: lezzi et al (2013, p. 32)

Depois, os autores definem o angulo de inclinacdo de uma reta (Quadro
22) e o coeficiente angular como a tangente do angulo a (o angulo a é o de

inclinacéo da reta.

Quadro 22: Inclinagéo e coeficiente angular

Tipo de Registro Representagoes

m = tg o

e Fonte: [EZZI et al, 2013, p.33

o
O 1 X
//semir{ta J

Fonte: IEZZ| et al, 2013, p.32

Grafico

Seja ruma reta do plano cartesiano, néo parelela a0 eixo . Fixemos em rdois pontos distintos A e 3.
Vamos convencionar que o sentido positivo de r ¢ aquele em que *se parte do ponto de menor ordenzda
Vaid e se chega 20 ponto de maior ordenada’. Observe os dois casos sequintes:  sentido positvo de resta indicado
pela seta.

Fonte: IEZZ| ef af, 2013, p.32
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Fonte: O pesquisador

Notamos, nessa sec¢ao, variedades em relagdo aos tratamentos e
conversdes, pois os autores utilizam diferentes registros. Ao escrever como
encontrar a equacao reduzida da reta, os autores fazem conversdes entre uma
representacao do registro Verbal para uma representacao do registro Simbolico
e depois para uma representacdo do registro Gréafico. Apresentamos uma
situacao que ilustre esse fato no Quadro 23.

Quadro 23: Equacéo reduzida de umareta - inclinacéo

Tipo de Registro Representagbes

y=mx +n

Simbdlico

Fonte: IEZZ| et al, 2013, p.35

Fonte: |IEZZ| et al, 201.3, p.35

Essa dltima expressio é chamada forma reduzida da equagdo da reta r, ou simplesmente equagdo redu-
ridadaretar,raqualmneRe:
= 1mé 0 coeficiente angular de r;
Varbal » 0 2 ordenada do ponto em que reorta o eixo das ordenadas & é chamado coeficiente linear de r;
= ¢ 830 as coordenadas de um ponto qualquer dareta .

Fonte: |IEZZ et al, 2013, p.35

Fonte: O pesquisador

Notamos que, até esse ponto, esta € a Unica obra que destaca a relagéo
entre equacéo reduzida da reta e a lei de formacao da funcao afim, tal relagéo

representa um dos nossos indicadores — IM6.

O Livro C € o unico, até entéo, que utiliza o registro Tabular e faz uma

conversao entre a representacao do registro Grafico para uma representacao
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do registro Tabular. Os autores fazem a relacdo entre as representacdes
algébricas da Funcao Afim e da Equacao Reduzida da Reta, afirmando que elas

possuem a mesma representacdo grafica:

Figura 71: Relagdo entre equacgéo reduzida de umareta e a lei de formagdo de uma

funcéo afim
X ‘ y
0 2
(coeficiente linear)
2
X 3 0
(raiz)
X f(x)

Fonte: lezzi et al (2013, p.40)

Observamos que entre os exercicios resolvidos, problemas e exercicios
da Taxa de Variacdo (mesmo sem mencao explicita) do Livro C hé
predominancia do Coeficiente Angular e apenas um exercicio proposto que
envolve a Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem). Os autores fazem mencéo
ao nosso indicador IM5, pois na sua resolucao, implicitamente, espera-se que o
leitor obtenha a equacéo geral a partir da reduzida da seguinte maneira y =

300 + 0,04x < 0,04x —y + 300 = 0, como solugéo do problema da figura 72.
Figura 72: Exemplo do indicador IM5

Um vendedor possui salario fixo de RS 300,00 mais
comissao de 4% sobre o total de vendas do més.
Represente graficamente o salario (y) do vendedor
em funcao do total de vendas (x) realizadas no mas,
Qual é a equagao geral da reta obtida?

Fonte: lezzi et al (2013, p.40)

N&o ha exercicios ou problemas sobre Razdes Diretas, Funcdes Médias
da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio) e Calculo de

Velocidades.
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Notamos que a Taxa de Variagdo no Livro C, tanto nos textos da parte
tedrica, das outras atividades e exercicios resolvidos e propostos, sao
desenvolvidos, basicamente em trés registros: Simbolico, Grafico e Verbal. A
énfase maior foi dada ao registro Simbdlico e, observamos apenas um registro

Tabular.

Observamos que as conversdes trabalhadas sdo, quase de maneira

uniforme, Simbodlico/Verbal, Simbdlico/Grafico e Verbal/Grafico.

No Quadro 24 que apresentamos a seguir apresenta uma analise da
Idoneidade Epistémica dos significados pretendidos pelo autor do Livro C.

Quadro 24: Idoneidade Epistémica dos significados

Representacdes para a Taxa de Variagao

Emergentes
Indicadores dos

Livros Didaticos
do Ensino Médio
(M)

—p o0 <
DO -

Prévias

P00 —-—00T3 -0
- —c oo -

Verbal
Grafica
Simbdlica
Tabular
Verbal C1l C2
Grafica c3 c4
Simbdlica C5 C6 Cc7
Tabular

IM1: Contextualizagao —
envolvendo Taxas de
Variagao

IM2: Relagao entre Taxa
de Variagédo e o
Coeficiente Angular

IM3: Utilizacdo de Taxas |Verbal
de Variag&o para prever |Gréfica
resultados nas demais |Simbélica
areas do conhecimento

Tabular
Verbal
Grafica
Simbdlica

IM4: Utilizagao das
razdes diretas na
resolucéo de problemas

Tabular
Verbal Cc8
IM5: Taxa de Variagdo |Grafica
Relativa (Porcentagem) [Simbdlica
Tabular
IM6: Semelhanca entre |verbal co Cc10
arepresentacéo
algébrica da Funcgéo
Afim e a Equacgéo
Reduzida da Reta Tabular
IM7: Utilizagado de
novas tecnologias para
resolver problemas
relacionados a Taxas
de Variagao Tabular

Grafica C11 C12
Simbélica C13 Cl4

Verbal
Grafica
Simbédlica

Fonte: O pesquisador
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Por exemplo, as entradas C1, C2, C3, C4, C5, C6 e C7, indicam que h&
predominancia do indicador IM2 (relacéo entre taxa de variacdo e o coeficiente
angular. Apresentamos no quadro 25, algumas situacdes que fazem apelo a
essa relacao.

Quadro 25: Situacdes envolvendo arelagdo entre coeficiente angular e taxa de

variacao.

Dados os pontos A(2, 5), B(-3, 2) e C(-1, —4), ache
a equacao geral da reta que passa pelos pontos
médios de AB e AC.Em seguida, represente-a grafi-
camente,

o « é agudo
* m=tga=0

Fonte: lezzi et al (2013, p.40)

O indicador IM5 (Taxa de variacao relativa) também aparece de forma
expressiva em C8, C9, C10, C11, C12, C13 e C14. Este indicador € acionado
na resolucao de algumas situagcdes como no exemplo apresentado na figura 73.

Figura 73: Exemplo da entrada C8

.Um vendedor possui salario fixo de RS 300,00 mais
comissao de 4% sobre o total de vendas do més.
Represente graficamente o salario (y) do vendedor
em funcao do total de vendas (x) realizadas no més.
Qual é a equacao geral da reta obtida?

Fonte: lezzi et al. (2013, p.40)

Finalizamos a analise do Livro C com duas citagcbes do Ministério da
Educacao (MEC) por meio do PNLD (2015).

Acerca da metodologia adotada na obra, o ministério escreve:

A abordagem dos contetidos adotada na obra obedece a um padréo:
as nocdes a serem trabalhadas sdo, em geral, apresentadas com
exemplos ou com atividades. Essas sdo seguidas de uma
sistematizacdo tedrica e de novos exemplos ou exercicios resolvidos.
Por vezes, também se observa uma quantidade exagerada de
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exercicios propostos. Essa forma de apresentacéo dos conteudos,
feita quase sempre da mesma maneira, reduz as possibilidades de
escolhas para alunos e professores. Além disso, ndo ha incentivo
explicito a interacéo entre alunos e destes com o professor. Assim, a
metodologia de ensino e aprendizagem empregada na colecdo n&o
favorece o desenvolvimento de uma postura mais autbnoma e critica
por parte do aluno. (BRASIL, 2015, p.54)

E sobre a contextualizag&o no Livro C, o MEC escreve que:

[...] as apresentacBes dos contelldos matematicos estdo bem
contextualizadas nas relacdes estabelecidas com a histéria da préopria
Matematica, com outras areas do conhecimento ou com as praticas
sociais. Entretanto, alguns exemplos voltados a contextualizacdes em
praticas sociais atuais poderiam ser mais bem explorados. Por
exemplo, alguns enunciados de exercicios de matemética financeira
envolvem taxas e valores distantes dos praticados cotidianamente e
h&a situacdes em que as amostras ndo sdo representativas da
populacdo considerada (BRASIL, 2015, p.55).

A seguir apresentaremos a Taxa de Variacdo e a andlise do livro:

Matematica: Contexto e Aplicacdes - volume 3 - que intitulamos Livro D.
3.1.4 A taxa de variacédo no livro matematica: PAIVA — VOLUME 3

A obra Matematica: Paiva (Volume 3) que analisamos esta na sua 22
edicéo e foi publicado pela Editora Moderna em S&o Paulo — SP, no ano de

2013. Esse livro serd nomeado, na nossa pesquisa, de Livro D.

O Livro D foi escrito por Manoel Paiva, licenciado em Matematica pela
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Santo André, mestre em Educacao
Matematica pela Pontificia Universidade Catélica de S&do Paulo. O autor foi

professor em escolas particulares por 29 anos.

O autor propde, nesta obra, a selecionar tépicos programaticos
fundamentais ao aprendizado da Matematica, fazendo exposicdes por meio da
linguagem clara, objetiva e fundada no rigor conceitual. Sendo assim ao iniciar
os capitulos do Livro D, ele apresenta recursos visuais e textuais que
despertam, segundo o autor, o interesse do aluno e, ainda segundo o autor,

busca levantar os seus conhecimentos prévios.

O livro apresenta um topico chamado de: Mateméatica sem fronteira, em
que o autor traz um texto sobre uma aplicacéo préatica do assunto desenvolvido
no capitulo. Segundo Paiva (2013, p.6) “Se considerar os temas dessa secao

relevantes para a comunidade onde a escola se situa, manifestarmos promover
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uma discussdo com os alunos, levantando situagdes relacionadas que eles

conhegam”.

O autor do Livro D tem como objetivo: estabelecer ligacbes entre o
estagio de aprendizado do Ensino Médio e os conhecimentos adquiridos no
Ensino Fundamental; apresentar os rudimentos do pensamento cientifico;
propiciar a compreensao da evolucdo do pensamento cientifico por meio da
ampliacdo de conceitos e/ou da construcdo de objetos abstratos; aplicar as
possibilidades de representacfes, por meio da linguagem matemaética,
exercitando: a construcdo de esquemas, tabelas e gréficos; fornecer o
embasamento cientifico para a tomada de decisdes, por meio de andlises de

dados; exercitar a visao tridimensional.

De acordo com Paiva (2013, p.6):

No ensino Fundamental, os alunos tiveram contato com varios campos
de conhecimento matemético. No Ensino Médio, espera-se que
estejam em condi¢cBes de utilizar e enriquecer esses conhecimentos,
desenvolvendo de modo mais amplo capacidades como abstrair,
investigar, analisar e compreender os fatos matematicos e interpretar
a proépria realidade [...].

Para o professor, a obra fornece sugestdes de leitura em livros, revistas,

documentos oficiais e sites sobre 0s seguintes assuntos: Matematica,

Educacao, Leis Educacionais e Histéria da Matematica.

Acerca da Geometria Analitica, o autor escreve:

[...] enfatizamos uma das mais eficientes formas de raciocinio
matemaético: a utilizacdo de mais de um registro de representacao no
estudo de um objeto matemético. Por exemplo, nos casos em que
apenas 0 uso de régua e compasso — registro geométrico — nédo foi
suficiente para a resolucdo de problemas, a Geometria Analitica —
registro algébrico — surgiu, contribuindo para que problemas milenares
fossem resolvidos, como o tragcado da reta tangente por um ponto de
uma curva (PAIVA, 2013, p.19)

Notamos que as duas ultimas linhas da citacao anterior fazem com que
o Livro D seja o Unico desta pesquisa que menciona o tracado da reta tangente
por um ponto de uma curva. Tal ideia é importante, pois ativa a configuracao
epistémica CE1 e pode contribuir para o entendimento da Derivada como Taxa

de Variagéao.

O Volume 3, desta obra, esta divida em 9 capitulos:
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e Capitulo 1: Nocdes de Estatistica;
e Capitulo 2: Geometria Analitica: ponto e reta;
e Capitulo 3: Formas de equacgdes da reta, paralelismo e perpendicularidade;
e Capitulo 4: Complementos sobre o estudo da reta;
e Capitulo 5: Equacdes da circunferéncia:
e Capitulo 6: As cbnicas: elipse, hipérbole e parabola;
e Capitulo 7: Conjunto dos numeros complexos;
e Capitulo 8: Polinbmios;
e Capitulo 9: Equacdes polinomiais.
Nossa pesquisa volta sua atencéo a duas secdes do Livro D:

e secdo 2.4 - do capitulo 2 - cujo titulo é: Reta. Esse topico foi escrito da pagina
41 até a pagina 55;
e secao 3.3 - do capitulo 3 - que tem o titulo: Equacédo reduzida da reta, e que

vai da pagina 61 até a pagina 62.

Na secdo 2.4 intitulada: Reta, o autor apresenta uma reta no plano

cartesiano dois pontos distintos (Figura 74):

Figura 74: Construcdo de uma reta passando por dois pontos

Fonte: Paiva (2013, p. 41)

... € com esse mesmo registro, apresenta uma “nova” abordagem pedagogica

da construgéo da reta: por um ponto e o angulo de inclinagéo (Figura 75):
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Figura 75: Uma reta com angulo de inclinagao

=Yy

/|

Fonte: Paiva (2013, p.41)

Na sequéncia, o autor define o angulo de inclinagédo da reta (Quadro 26)
e o relaciona com o Coeficiente Angular e utiliza representacdes nos registros

Verbal (Quadro 26) e simbdlico para reforcar tal ideia.

Quadro 26: Angulo de inclinag&o e sua tangente

Tipo de Registro Representagoes
m=tga
Simbdlice Fonte: PAIVA, 2013, p.42

(o)

Grafico

/]

Fonte: PAIVA, 2013, p 42

Chem-e coefcnte anguardeuma et r e incinecio o, como %98, o nimerom

Fonte: PAIVA, 2013, p.42

Fonte: O pesquisador
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Em seguida, o autor relaciona o Coeficiente Angular e as ideias

fundamentais da Variacéo e da Taxa de Variacéo (Figura 76).

Figura 76: Relacdo Variacdo/taxa de variacao e coeficiente angular e

i

i~
-

Fonte: Paiva (2013, pp. 42 - 43)

No Livro D, pela primeira vez, ha mencao explicita de que o Coeficiente
Angular pode ser interpretado como uma Taxa de Variagdo. O autor afirma que:

. . a1 ~ Ay
[...] como as unidades adotadas nos eixos séo diferentes, a razéo -~

X
deve ser interpretada apenas como uma taxa de variacdo e ndo como

a tangente da inclinagdo a da reta. Mesmo assim, chamamos essa
razdo de coeficiente angular, pois ela depende de « [...].(PAIVA, 2013,
p.44).

Ainda acerca do Coeficiente Angular como Taxa de Variacdo o autor
aborda uma situacdo de aprendizagem. No exemplo da Figura 77, o autor
assevera que “Nesse caso, o coeficiente angular indica a taxa média anual de
variacdo dos salarios minimos, isto €, indica que o salario minimo teve um
acréscimo médio de R$ 42,20 por ano, no periodo considerado” (PAIVA, 2013,

p.44)
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Figura 77: Situac&o envolvendo Coeficiente Angular

R.B O grifico de linha abaixo descreve os valores do saldrio minimo no Brasil de 2002 a 2012
Evolugio do saldrio minimo no Brasil

R$

622,00 +

545,00 +
510,00 +

415,00 +
350,00 |
300,00 -
260,00 |

240,00 }
200,00 4

0,00 st

2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 Ano
Disponivel em: <http://trovatore.dieese.org.br/>. Acesso em: 16 jan. 2013,

Fonte: Paiva (2013, p.430)

Notamos a presenca de alguns de nossos indicadores e em um deles faz
referéncia ao ENEM. Apresentamos algumas situacfes que acionam esses

indicadores nos processos de suas resolucdes. Por exemplo:
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e IM1 e IM2:

Figura 78: — Exemplos envolvendo os indicadores IMI e IM2

18 O grifico ao lado descreve y 1»
a temperatura y, em grau so4-
Celsius, de um aquecedor
de ambiente em fungao
do tempo x, em minuto, 32 4
desde o instante em que
foi ligado (instante zero),
quando sua temperatura
era 32 °C, até o instante
em que atinge sua tem-
peratura maxima, que
é 50 °C.

P

12 ]

a) Calcule o coeficiente angular da reta que con-
tém esse griafico. 1.5

b) O que significa esse coeficiente no contexto do

enunciado? Significa que a cada minuto a
temperatura aumentou 1.5 “C.

Fonte: Paiva (2013, p.45)

e|M4.
Figura 79: Exemplo de situacdo que envolve IM3.

‘23 (Enem) O gréfico abaixo, obtido a partir de dados
do Ministério do Meio Ambiente, mostra o cresci-
mento do numero de espécies da fauna brasileira
ameagadas de extingio.

A

261 el S Ak =
- N

239+ -

T

Nimero de espécles ameagadas de extingao

1983 1987 1991 1995 1998 2003 2007 Ano

Se mantida, pelos préximos anos, a tendéncia de
crescimento mostrada no grafico, o nimero de es-
pécies ameagadas de extingio em 2011 [foi] igual a:
a) 465

b) 493

c) 498

d) 538

€) 699 lermative o

Fonte: Paiva (2013, p.45)
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Na subsecdo Equacao fundamental da reta, o autor deduz a equacao

fundamental da reta por meio de um exemplo (Quadro 27).

Quadro 27: Equacao fundamental da reta

Thos coReghte Representagles

m=tga=2

Fonte: PAIVA, 2013, p. 47

v

u

Fonte: PAIVA, 2013, p. 47

.Ass:m, conduimos qye aequagdo y = 2x ~ 9 representa todos os pontos (x, y) do plano car-
i tesiano que pertencem & reta r, por isso ela é chamada de equacio da reta r

Fonte: PAIVA, 2013, p. 47

Fonte: O pesquisador

Na sequéncia da exposicao o livro constrdi a equacéo geral de maneira
genérica da seguinte forma: "Se r € a reta nao vertical que passa pelo ponto
P(xo, yo) e tem coeficiente angular m, entdo uma equacao de r é y-yo = m(x-Xo)”

(PAIVA, 2013, p.47). Dessa equacao, o autor deduz a equacéao reduzida:
y =mx+gq

Em relacdo ao nosso indicador IM6, o autor lanca um aviso ao professor

em que afirma que

Se achar conveniente, relembrar com os alunos que, nos anos
anteriores, vimos que uma fungdo polinomial do 1° grau é
representada no plano cartesiano por uma reta obliqua, de equagédo
y = ax+ b, com a e b nimeros reais e a ndo nulo. Também
aprendemos a determinar a equacéo da reta a partir de dois de seus
pontos distintos (PAIVA, 2013, p.47).

Observamos, com essa citacdo, que a semelhanca entre a equagéao

reduzida da reta e a funcéo afim é deixada a cargo do professor.
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Observamos que entre os exercicios resolvidos, problemas e exercicios
de Taxa de Variacdo (mesmo sem mencao explicita), ha predominancia de
exercicios que envolvem o Coeficiente Angular e Razdes Diretas, como na

situacao da figura 80.

Figura 80: Exemplo de situacéo que aciona o Coeficiente Angular

Para exemplificar, vamos admitir que se disponha dos dados descritos pelo gréfico da figura 1,
em que é apresentado o consumo (y) de agua, em quilolitro, em fungao da populacao (x), em
milhar, dessa cidade. Com base nesses dados, deseja-se estimar o consumo de agua quando a
populagao atingir 200 mil habitantes.

74 v

25.000 . 25,000 -

23.000 . 23.000 8

19.000 . 19.000 =

17.000 . 17.000 1 o

13.000 . 13.000 ~
80 100 120 140 160 X ; 80 100 120 140 160 X
Flgura 1 Figura 2

A figura 2 mostra que os pontos do grafico estdao proximos de uma mesma reta e, portanto,
as variaveis x e y podem ser relacionadas, aproximadamente, pela equacgio dessa reta. Por meio
de métodos estatisticos, demonstra-se que a reta que melhor se ajusta a esses dados € dada pela
equacdo y = 1.400 + 150x; logo, para x = 200, obtém-se uma estimativa do consumo de agua
quando a populacao for de 200 mil habitantes:

y = 1.400 + 150 - 200 = 31.400

Assim, o consumo serd de 31.400 kL, aproximadamente.

Fonte: Paiva (2013, p.71)

N&o ha exercicios ou problemas sobre Calculo de Velocidades e Célculos

de Porcentagens.

Notamos que a Taxa de Variacao, tanto nos textos da parte tedrica, bem
como das outras atividades e dos exercicios resolvidos e propostos, sdo
desenvolvidos, basicamente em tré€s registros: Simbdlico, Grafico e Verbal.
Sendo constatada a énfase ao registro Simbdlico e a presenca de um registro

Tabular.

Observamos também que as conversdes ocorrem quase de maneira
uniforme nas representacdes dos registros: Simbalico, Verbal e Grafico, e a falta

das conversdes que utilizam a representacao do registro Tabular.
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O autor deste livro, diferentemente dos outros trés autores, faz a relagéo
explicita do Coeficiente Angular com a Taxa de Variacdo e em muitas vezes
existe uma orientacdo ao professor para que reforce essa ideia, como no caso
seguinte em que ele: “Se achar conveniente, retomar com os alunos o conceito
de taxa de variacdo da funcao afim, relacionado ao conceito de coeficiente
angular”. (PAIVA, 2013, p.43).

Destacamos ainda que aborda questdes contextualizadas envolvendo as
ideias da Variagcao e Taxa de Variagdo em algumas provas de ENEM e outras
situacdes como a situacgdes representada na figura 81.

Figura 81: As ideias da Variacdo e da Taxa de Variacdo

Admitindo as expectativas mais pessimistas e conside-

Efeito estufa é o nome dado & retengdo de calor na ;
rando que, nos proximos 100 anos, a quantidade desses

Terra causada pela concentragdo de diversos tipos de

gases na atmosfera. Estudos tém mostrado que, se as
emissdes dos gases que provocam o efeito estufa nio
diminuirem, a quantidade desses gases presentes na
atmosfera poderd triplicar em 100 anos. Entre os
cientistas hd um consenso de que o resultado mais

gases na atmosfera e a temperatura do planeta aumen-
tem linearmente em fungio do tempo, responda:

a) Qual serd o percentual de aumento na quantidade

desses gases em relagdo a atual daqui a 54 anos? 1089

b) Daqui a quanto tempo haverd um acréscimo de

x

direto das mudancas climéticas seja o aumento da
temperatura do planeta em até 58 °C ao final desses
100 anos. (Fonte: Cetesb.)

1,7 °C nessa temperatura? ~29.3 anos

¢) Calcule a taxa média anual de variagio da tempera-
tura do planeta na primeira década do periodo con-
siderado. 0,058 °C porano

(REN EVANCELSTA

Esquema representativo do efeito estufa.

Fonte: Paiva (2013, p.52)

Além dos indicadores

IM1, IM2, IM3,
encontramos situacdes (Figura 82) que acionam o indicador IM5, em que as

IM4 (ja exemplificados),
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ideias da Variagéo e da Taxa de Variagdo sao manifestadas na forma taxa de
Variacdo Relativa.

Figura 82: As ideias da Variacéo e da Taxa de Variacéo

) Errra

Lembre-se: resolva a questio no caderno.

1 0 grifico de linha ao lado descreve 2 evolugdo dos indies in- 3 N
flaciondrics, em porcentagem, de um pais, nos primeiros sete M::'"W’ dos indices de Inflagio [*) ¥ i
meses de 2014, ifacio %)

a) Assaciem a essa figura um sistema cartesiano de €ixos arto- 35 -
gonais, de mado que os indices de inflagio correspondam ds 25‘%‘2 e
ordenadss e os meses de faneiro julho correspandam ds sbs- 20 /\/\/
cissas naturais de 1 a 7, Seguindlo apenas & sua infuiio, obte- 151 :
nham a equagio de uma reta proxima dos sete pontos desse :
grifico (essa reta pode passar por um ou mais desses pantos 3 P
ou 030 passar por nenhum). Resposts passiv: y = 0,25¢ 125

b) A partir da equagio obtida no iten a, estimem os indices PRI

inflacionirios dos meses de agosto e setembro, Fesposta oxsshu: s retn anterar o8 Indoss
280 3,25% 0 1.5%, respectharens

Fonte: Paiva (2013, p.71)

No Quadro 28, sdo apresentados indicadores presentes no livro para uma

andlise da ldoneidade Epistémica dos significados pretendidos pelo autor.
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Quadro 28: Matriz de indicadores de analise do livro

Representacdes para a Taxa de Variacéo
S
Emergentes G i T
Indicadores dos v r m a
. s e
Livros Didaticos N a b b
do Ensino Médio b f 6 u
1Y) a ! ; !
Prévias I ° : a
a c r
a
IM1: Contextualizacao — zef?_al D1 gg
envolvendo Taxas de SLlilt
variacio Simbdlica D4
lac Tabular
IM2: Relagao entre Taxa [Yerbal D5 D6
de Variacao e o S bz
c fici tQA I Simbdlica D8 D9
oeficiente Angular Tabular
IM3: Utilizag&do de Taxas [Yerbal D10 D11
de Variag&o para prever [Grafica D2
resultados nas demais [SimbSlica
areas do conhecimento Tabular
IM4: Utilizacdo das  |Yerbal
~ . Grafica
razdes diretas na — —
) 50 d bl Simbdlica D13
resolucéo de problemas = = i
Verbal
IM5: Taxa de Variagdo |Grafica
Relativa (Porcentagem) |Simbdlica D15
Tabular
IM6: Semelhan(;a~entre Verbal D16
arepresentacao o
algébrica da Funcgéao G_ra "fa'
! = Simbdlica D17
Afim e a Equacéao
Reduzida da Reta Tabular
IM7: UtllIZaQa.O de Verbal
novas tecnologias para [gza—
reso_lver prob\lemas Simbolica
relacionados a Taxas
de Variacéao Tabular

Fonte: O pesquisador

Apresentamos alguns exemplos em que alguns indicadores do Quadro

28 sdo ativadas no entendimento das ideias da Variacéo e da Taxa de Variagao:

O indicador IM1 esta presente nas entradas D1, D2, D3 e D4. Estdo em
jogo situacbes que envolvem outras areas de conhecimento, essas situacdes

Taxa de Variacao na resolucdo do problema, como o exemplo da figura 83:
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Figura 83: Exemplo de situa¢6es que envolvem o indicador IM1

Analise de tendéncias

Virios problemas envolvem previsdes que relacionam dois grupos de medidas corresponden-
tes, de modo que a ocorréncia de valores num dos grupos condiciona os valores possiveis
no outro. Por exemplo, para estabelecer um cronograma de obras, o Departamento de Sanea-
mento Basico de uma cidade deve tazer previsdes sobre o aumento de consumo de dgua decor-
rente do crescimento populacianal da regido. Esse tipo de problema ¢ objeto de um ramo da
Estatistica Aplicada chamado Andglfise de Regressdo.

Para exemplificar, vamos admitir que se disponha dos dados descritos pelo grafico da figura 1,
em que é apresentado o consumo ()) de agua, em quilolitro, em fungdo da populagio (x), em
milhar, dessa cidade. Com base nesses dados, deseja-se estimar o consumo de agua quando a
populagao atingir 200 mil habitantes.

.

v
28.000 4 - 25.000 -
23.000 . 23.000 o
16.000 12.000 g
17.000 TN 17000 L
13.000 13.000 + -
80 100 120 340 160 ¥ B0 100 120 140 180 ¥
Figura 1 Fligura 2

Fonte: Paiva (2013, p.71)

Nessas entradas D10, D11, D12 (que € utilizado o IM3) D13 e D14
ocorrem a manifestacdo das ideias da Variacdo e da Taxa de Variagao por meio
do Coeficiente Angular e da Razao Direta (indicador IM4). Por exemplo, as

situagOes das figuras 84, acionam, respectivamente, a Taxa de Variagdo na sua
resolucao.
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Figura 84: Situacéo que aciona a Taxa de variacao

(UFF-RJ) Um grande poluente produzido pela
queima de combustiveis fosseis € o SO, (diéxido de
enxofre).

Uma pesquisa realizada na Noruega e publicada
na revista “Science” em 1972 concluiu que o nua-
mero (N) de mortes por semana, causadas pela
inalagdo de SO,, estava relacionado com a con-

% 3
centragiao média (C), em mg/m’, do SO, conforme
o gréafico abaixo: os pontos (C, N) dessa relagao
estao sobre o segmento de reta da figura.

N
1s /‘_,_,.—-——-——*‘
o7
i H =1
o l 100 700 C

Com base nos dados apresentados, a relagdo entre
N e C (100 = C = 700) pode ser dada por:

a) N = 100 — 700C d) N = 115 — 94C
b) N = 94 + 0,03C e) N = 97 + 600C
c) N = 97 + 0,03C alternativab

Fonte: Paiva (2013, pp.48-9)

Na entrada D15, temos o indicador o indicador IM5 que envolvem a Taxa
de variacéo relativa (Figura 85)

Figura 85: Exemplo de situacdo que envolve o uso dataxa de variagao relativa.

1 O grifico de linha ao lado descreve a evolugdo dos indices in- ™ §
flaciondrios, em porcentagem, de um pais, nos primeiros sete i Evolugio dos indices de inflagdo (%) E
ndice de &

meses de 2014, %)

a) Associem a essa figura um sistema cartesiano de eixos orto- 35

gonals, de modo que os indices de inflagio correspondam as 2830
ordenadas ¢ os meses de janeiro a julho correspondam is abs- ‘;g
cissas naturais de 1 a 7. Seguindo apenas a sua intuicdo, obte- 15

nham a equagio de uma reta préxima dos sete pontos desse
grifico (essa reta pode passar por um ou mais desses pontos
ou ndo passar por nenhum). Resposta possivet y = 025¢ 4 125\

jan. fev. mar. sbr.malo jun. ul. Meses

b) A partir da equacio obtida no item a, estimem os (ndices Dacdos ficticios.

inflaciondrios dos meses de agosto e setembro, Fesposta possivel pela reta antenor, o5 Indices
=30 3,25% e 3,5%, respactivamante.

Fonte: Paiva (2013, p.71)

Percebemos que as entradas do Quadro 28 sao distribuidas em apenas
algumas células, deixando de lado aspectos importantes da construcdo do
conceito de taxa de variagao.



189

Finalizamos esta secdo com duas observacbes do MEC sobre a

metodologia e a contextualizacéo do Livro D.

Acerca da metodologia o MEC escreve que:

Os conteldos sao apresentados por meio de explanacdes tebricas e
exemplos, seguidos de problemas resolvidos e de questdes
propostas. Essa opcao metodolégica, que é predominante na obra,
limita a participacdo do aluno no processo de sua aprendizagem. A
despeito disso, observam-se outras escolhas que atenuam essa
limitacdo. Nota-se, por exemplo, o cuidado em relacionar os
contetdos com situac8es significativas, seja nas paginas de abertura
dos capitulos, seja nas atividades, resolvidas ou propostas, que
envolvem aplicagdes da Matematica. (BRASIL, 2015, p.45).

Sobre a contextualizacéo:

Na colecao, sao frequentes as conexfes da matematica escolar com
outras areas do conhecimento, em particular na secdo Matematica
sem fronteiras, o0 que pode tornar o estudo mais interessante e
significativo. Também sdo apresentadas algumas situacbes em que
se busca relacionar o conteddo matemético com praticas sociais. No
entanto, nem sempre tais articulagdes sdo bem exploradas (BRASIL,
2015, p.46).
Na préoxima secao, faremos um estudo global (analise e comparacdes
conjuntas) dos quatro Livros Didaticos do Ensino Médio que estudamos em

separado.
3.2 Estudo global dos livros didaticos do ensino médio

Nesta secdo faremos um estudo (analises e comparacdes) global dos
Livros Didéaticos do Ensino Médio no que diz respeito a teoria dos Registros de
Representa¢cfes Semidticas e os indicadores da Analise de Conteudo.

Ressaltamos que esse estudo (andlises e comparacdes), foi realizado no
capitulo de Geometria Analitica de que trata o assunto: Estudo da Reta, pois
esse topico deve existir a relacdo do Coeficiente Angular com a Taxa de
Variacdo — mesmo que de forma implicita - que é o que realcamos como

fundamental para o entendimento da Derivada como Taxa de Variacao.

Nossa andlise permitiu perceber que ha uma distribuicdo quase uniforme
de exercicios (resolvidos ou ndo) que acionam a Taxa de Varia¢do no Livro D,

ja o Livro C reane o menor indice dessa classificacdo. Em relagéo ao Livro A
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e ao Livro B, hd uma disposicéo praticamente igual da Taxa de Variacdo nos

textos das outras atividades.

Em relacéo a distribuicdo da Taxa de Variacao nos textos dos exercicios
resolvidos o Livro D aparece com maior concentragéo, seguido do Livro A e
este por sua vez € aproximadamente igual ao Livro B. O Livro C tem a
distribuicdo praticamente empatada com os textos dos exercicios resolvidos e

propostos.

O Livro B tem maior quantidade de exercicios envolvendo a Taxa de
Variacao, seguido do Livro A e do Livro D que esta quase parelho ao Livro C.

O Livro A e o Livro B fazem mencao implicita do Coeficiente Angular
como uma Taxa de Variagao, ja o Livro C e o Livro D fazem mencéo explicita
a Taxa de Variacdo e o Livro D é o Unico que traz orientacdes aos professores
de como fazer a relacdo entre o Coeficiente Angular e a Taxa de Variagao.
Destacamos também que o Livro C e o Livro D sdo os Unicos a apresentarem

a semelhanca da equacéo reduzida da reta com a funcéao afim.

O Quadro 29 apresenta uma andlise da Idoneidade Epistémica dos
significados pretendidos nos Livros Didaticos do Ensino Médio. Esse quadro
mostra os indicadores encontrados nos livros, bem como as representacées que

sdo ativadas nos textos tedricos e exercicios resolvidos ou nao.

Colorimos as entradas mais “representativas” do Quadro 29 para
evidenciarmos os significados pretendidos nos livros, por exemplo, uma das
entradas em Amarelo (62 linha e 42 coluna): significa que os autores dos quatros
livros contemplam o indicador IM2 e possibilitam ao leitor a partir da
representacao prévia no registro Verbal uma representacéo no registro Grafico
da Taxa de Variagéo.

Notamos que indicacdo em Amarelo aparece em apenas trés células.
Percebemos que as entradas no Quadro 29 sdo distribuidas em apenas
algumas células. Embora seja verdade que os livros estudados propdem alguns
sistemas de representacao, também € certo que o vinculo entre os indicadores

e a Taxa de Variacdo nos parece fragil, em todos os livros.
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Quadro 29: Reparticdo dos indicadores

Representacdes para a Taxa de Variacdo
S
Emergentes G : -
Indicadores dos \ ) m a
Livros Didaticos ‘: a b b
do Ensino Médio b f 0 u
(IM) a ! ! !
Prévias ! N ! a
a c r
a
IM1: Contextualizagéo — ‘éef':_a' BnE Ki —
envolvendo Taxas de _ra "fa_
variacs Simbdlica A3 D4
ariagao Tabular
IM2: Relacdo entre Taxa Verbal A4 B1C1D5 A5 B2 C2 D6
' de Variacio e o Grafica B3C3 B4
Coefici ntQAn lar Simboélica C5 A6B7C7 D9
oeficiente Angular =
IM3: Utilizag&o de Taxas Vefb_a' D10 D11
de Variag&o para prever [Sréfica D12
resultados nas demais [imbolica
areas do conhecimento Tabular
IM4: Utilizagdo das  |ereal A7
razdes diretas na Grdfica A8
resolucao de problemas Simbdlica A7D13
& P Tabular D14
Verbal Cc8
IM5: Taxa de Variagdo |Grafica
Relativa (Porcentagem) |Simbélica D15
Tabular
IM6: Semelhanca entre [verbal Co D16 c10
a'representagaow Grafica C11 C12
algébrica da Funcéo
Afim e a Equag&o Simboélica C13 D17 A10 C14
Reduzida da Reta Tabular
IM7: Utl|lza(;6'10 de  |yerbal ALl A13
novas tecnologias para Grafica AL
resqlverproblemas Simbélica
relacionados a Taxas
de Variagéo Tabular

Fonte: O Pesquisador

Ressaltamos que no Quadro 29 que apresentamos a seguir sintetizamos
as representacfes prévias e emergentes dos registros (simbdlico, grafico e
tabular) para a Taxa de Variacao, segundo Indicadores dos Livros Didaticos do

Ensino Médio (IM). Sendo assim, os indicadores ficaram distribuidos:
e IM1: Contextualizagao - envolvendo Taxas de Variagao: Livro A e Livro D;

e IM2: Relagdo entre a Taxa de Variagéo e o Coeficiente Angular: Livro A, Livro
B, Livro C e Livro D;
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e IM3: Utilizac&o de Taxas de Variagdo para prever resultados nas demais areas

do conhecimento: Livro D;

e IM4: Utilizacdo das Razdes Diretas na resolucdo de problemas: Livro A e

Livro D;
e IM5: Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem): Livro C e Livro D;

e IM6: Semelhanca entre a Equacdo Reduzida da Reta e a Funcéo Afim: Livro
A, Livro C e Livro D;

e IM7: Utilizacdo de novas tecnologias para resolver problemas relacionados a

Taxas de Variacdo: Livro A.

Notamos que o IM2 é o Unico indicador utilizado por todos os livros, o IM3
e 0 IM7 séo utilizados apenas: no Livro D e no Livro A, respectivamente. E o

Livro B concentra atengdes ao IM2, quase que exclusivamente.

Observamos ainda que o registro Verbal € igualmente menos utilizado
nesses livros e o registro Tabular quase néo € utilizado, aparecendo apenas um

emprego no Livro C e no Livro D.

Lembramos que de acordo com a teoria dos Registos de Representacéo
Semidtica, a preferéncia por apenas um tipo de registro, neste caso o
Simbdlico, (em detrimento de outros) pode afetar a compreensdo e o

significado da Taxa de Variacao.

A conversédo Verbal/Gréfica é a segunda mais utilizada no Livro A; no
Livro B e no Livro D ocorre a utilizagdo da conversado Simbdlica/Gréfica.

O Livro C utiliza a conversao Simbdlica/Grafica com maior frequéncia e
a conversao Grafica/Tabular praticamente ndo € utilizada aparecendo apenas

uma vez no Livro C e no Livro D.

Nas préximas secfes apresentaremos os estudos dos Livros Didaticos
do Ensino Superior por meio dos procedimentos metodolégicos da Andlise de
Conteudo de Bardin, o Sentido Holistico da Derivada, critérios de Idoneidade
Epistémica e a luz da teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de
Duval. Comecaremos a analise pelo livro: Calculo — volume 1 intitulado por nés
de Livro X.
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3.3 A derivada nos livros didaticos do ensino superior
3.3.1 O conceito de derivada no livro: calculo

O autor James Stewart € Ph.D pela Universidade de Toronto e é
professor de Mateméatica na MacMaster University, no Canada. A universidade,
onde também leciona, mantém o Centro de Matematica James Stewart, desde

2003. Sobre a filosofia de seu livro escreve:

A énfase e aqui é a compreenséao de conceitos. Creio que quase todos
concordam que este deve ser o objetivo principal do ensino do calculo.
[...] Tentei atingir este objetivo por meio da chamada Regra dos Trés:
Os topicos devem ser apresentados geométrica, numérica e
algebricamente (STEWART, 2010, p.5).

De acordo com esta citacdo, observamos as intencdes claras do autor
em utilizar, explicitamente, alguns registros, como por exemplo, 0s registros de
representacdo: numerico, simbolico-algébrico e figura geométrica plana, no
intuito de propiciar a compreensdo dos conceitos do Célculo Diferencial e

Integral.

A obra é caracterizada por apresentar as seguintes secdes: Exercicios
Conceituais, Exercicios com Dificuldade Progressiva, Dados Reais, Projetos,

Resolucado de problemas e Tecnologia.

Com relacéo a secdo Tecnologia o autor afirma que:

A disponibilidade de tecnologia ndo diminui — pelo contrario, aumenta
— a importancia de se entender com clareza os conceitos por tras das
Figuras na tela. Quando utilizamos apropriadamente, computadores e
calculadoras graficas sao ferramentas (teis na descoberta e
compreensao de tais conceitos (STEWART, 2010, p.7).

O livro é organizado nos seguintes topicos: Teste de Verificacdo, Uma
Apresentacao do Célculo, Funcdes e Modelos, Limites e Derivadas, Regras de
Derivacdo. Aplicacbes de Derivacdo, Integrais, Aplicacbes de Integracéo,

Técnicas de Integracdo e Mais Aplicacdes de Integracao.

Com respeito ao tépico Testes de Verificacdo, o autor assevera

O sucesso no célculo depende em grande parte do conhecimento da
matemética que precede o calculo: algebra, geometria analitica,
funcbes e trigonometria. Os testes a seguir tém a intencdo de
diagnosticar falhas que vocé possa ter nessas areas [...] (STEWART,
2010, p.17).
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Neste ponto, observamos a intencdo do autor em resgatar alguns
conhecimentos que os alunos possivelmente adquiriram em anos escolares
anteriores para obterem éxito no Calculo Diferencial e Integral. Destacamos

que, dentre outros assuntos,

Para alcancar seu objetivo, o autor propde cinco exercicios em que
somente a primeira questao, com quatro itens, envolve a equacéo da reta e 0

coeficiente angular.

No final da se¢éo, h& respostas das atividades e uma adverténcia para o
leitor que, em caso de dificuldades, este deve revisar o assunto nos apéndices

apropriados.

No apéndice, o autor, entre outras coisas, resgata como escrever a
equacdo da reta na forma fundamental destacando que o coeficiente angular é
uma taxa de variacdo de y em relacdo a x, como na situacdo apresentada na

figura 86:

Figura 86: Equivaléncia entre taxa de variacdo e coeficiente angular

=m

caminhar

Fonte: Stewart (2010, p. A12)

E em relagao ao topico “Uma Apresentacdo do Calculo”, o autor escreve

que:

O célculo é fundamentalmente diferente da matematica que vocé ja
estudou. O célculo é menos estatico e mais dindmico. Ele trata de
variacdo e de movimento, bem como de quantidades que tendem a
outras quantidades (STEWART, 2010, p. 22).

Nessa citacao, percebemos a intencéo de introduzir as ideias do Calculo,
neste caso a derivada, por meio das configuracdes epistémicas CE2, CE4 e

CES5, ou seja, utilizar ideias basicas da Variagdo e da Taxa de Variacdo, além
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da nocdao intuitiva de Limite. Segue um exemplo de figura (Figura 87) em que o

autor ilustra as ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variacao:

Figura 87: Ideias fundamentais de Variacdo e Taxa de variacao

v A r

0

Fonte: Stewart (2010, p.195)

Sobre o problema da Reta Tangente, Stewart (2010, p.24) averigua que

O problema da tangente deu origem ao ramo do calculo chamado de
calculo diferencial, [...]. As principais ideias por trds do célculo
diferencial devem-se ao matematico francés Pierre de Fermat (1601 —
1665) e foram desenvolvidas pelos matematicos [...] Isaac Newton
(1627 — 1727) e Gottfried Leibniz (1646 — 1716) (p.24).

Neste ponto, observamos que a obra faz alusdo ao sentido holistico da

Derivada no seguinte caminho: CE1(ou CE3 ou CE5) — Tangentes —» CE8 ou

CE7- Tangentes.

No tocante ao Calculo Diferencial, o autor assevera que

Vimos que o conceito de limite surge de problemas tais como
encontrar a area de uma regiao, a tangente a uma curva, [...]. Em cada
um dos casos, 0 tema comum é o calculo de uma quantidade como
limite de outras quantidades mais facilmente calculaveis. [...] Na
realidade, poderiamos definir o célculo como aquele ramo da
matematica que trata de limites (STEWART, 2010, p. 28).

Nessa ultima passagem percebemos a ideia de associar a Derivada ao

Limite, ou seja, utilizar a configuracdo epistémica CE9.

No Livro X, analisamos, especificamente, por meio dos principios do

nosso referencial teérico-metodoldgico (teoria dos Registros de Representacao

Semiodtica, Analise de Conteldo, Idoneidade Epistémica e Sentido Holistico da

Derivada), o capitulo 2 - Limites e Derivadas. Nossa pesquisa esta focada na
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secdo 2.7 - Derivadas e Taxa de Variacéo (subdividido nos topicos: Tangentes,

Velocidades, Derivadas, Taxa de Variacao).

Esse capitulo inicia-se com o seguinte paragrafo:

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema
de encontrar a velocidade de um objeto envolvem determinar o
mesmo tipo de limite, como vimos na Sec¢do 2.1. Este tipo de limite é
chamado derivada e veremos que ele pode ser interpretado como uma
taxa de variacdo tanto nas ciéncias quanto na engenharia.
(STEWART, 2010, p.130).

O autor propde resolver situacdes de aprendizagem que percebemos
utilizar as configuracdes CE3 e CE4 e aplicar os seguintes sentidos: CE3 —
Tangentes - CE9 e CE4 — Taxa de Variacdo e Velocidade — CE9. Essa
escolha do autor pode provocar a perda de significado holistico da derivada
construido a partir de situacbes que favorecem as diferentes configuracfes
epistémicas evidenciadas por Godino et al., e visualizadas por nés na Figura 22

(p. 106, desta tese).

O autor inicia a segéo “Tangentes”, utilizando o coeficiente angular da
reta secante. Observamos nesse ponto que as concepcdes da Variacdo e da
Taxa de Variacdo sdo utilizadas de maneira implicita, reforcando assim a

configuragao epistémica CE9.

Figura 88: Ideia de reta tangente

' Q (x,f(x))
( f(x) = f(a)

m =.‘ lim M((_l)

X—da

Fonte: Stewart (2010, p.130)

Na sequéncia, apresenta um exemplo (Figura 89) em que se pede a
equacao da reta tangente a parabola em um ponto especifico utilizando ideia da

Derivada no sentido Tangentes — CE9 (Derivada como limite).
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Figura 89: Derivada como limite

EXEMPLO | Encontre uma equagio da reta tangente i pardbola y = x*no ponto P(1, 1).

S0UWGRD Temos aqui a = 1 ¢ f(x) = 27, logo a inclinagdio é
-l X+l
X1 L |

E=1) 1)

X}

= lim
]

=li_l}?(.r+ HD=1+1=2

Usando a forma ponto-inclinagiio da reta, encontramos que uma equacdo da reta tangente
em(l.1)é

y—1=2(x—1) ou y=2x—-1

Fonte: Stewart (2010, p.130)

Na parte final desse topico, o autor utiliza o registro Simbdlico quase que
exclusivamente para calcular o coeficiente angular da reta tangente a curva por

meio do Limite e ilustra tal reta por meio de um registro Grafico (Quadro 30).

Quadro 30: Célculo de coeficiente angular

Tipo de Registro Representagoes
S - f(a)
My, = —————
Simbélico X—a

Forte: STEWART, 20%0.p.130

» AP

Q Cx. f(x))

S x) J Cad
e, fCad)-

Grafico

-
~

i 74

Forte STEWART, 2010,p.120

Enliofaztnm()aproxinm-scchaolmgodamvaCaoobrigarxlenderaa.Scm,o
tender a um ndmero m, entdo definimos a fangente 1 como a reta que passa por Pe tem in-

Verbal .
clinacdo m.

Forte: STEWART, 2010,p.130

Fonte: O pesquisador
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Depois apresenta um exemplo do calculo do coeficiente angular da reta

tangente a curva por meio do Limite (Quadro 30).

A secao “Velocidades”, inicia com um problema contextualizado acerca
do calculo de velocidade em que o autor define a velocidade média e conclui
que tal ideia € semelhante a definicdo do coeficiente angular da reta secante.

Nesse ponto, ndo ha nenhuma relacdo explicita com as ideias da
Variacdo e da Taxa de Variacdo e autor caminha no sentido CE4 (Tracado de
reta tangente mediante consideracdes cinematicas) —» Taxa de Variacdo e

Velocidades — CE9 (A derivada como limite) (Figura 90).

Figura 90: Velocidade média

APSE eI
h

wa) = lim
el

Fonte: Stewart (2010, p.132)

Em seguida, o autor submete a velocidade média a intervalos cada vez
menores para conseguir a velocidade instantanea. A seguir um exemplo (Figura

91) no qual o autor tenta relacionar a velocidade média ao conceito de derivada.

Figura 91: Relagao entre velocidade média e derivada

Suponha agora que a velocidade média seja calculada

em intervalos cada vez menores [a, a+h]. Em outras f(a+h)- f(a)
palavras, fazemos h tender a 0. Como no exemplo da ,( )_ ]

queda da bola, definimos velocidade (ou velocidade V)= Iim
instantanea) v(a) no instante t = a como o limite dessas &l h

velocidade médias:

Fonte: Stewart (2010, p.132)

Esse autor inicia o tépico “Derivadas”, associando esse conceito ao
coeficiente angular da reta tangente ou velocidades. Essa concepgao surge

sempre que calculamos uma Taxa de Variacdo. Segundo Stewart (2010, 132),

flat+h)—f(a)

[...] os limites do tipo lim surgem sempre que calculamos
h—0

uma taxa de variacdo em uma das ciéncias ou engenharia, tais como
a taxa de uma reacao quimica ou o custo marginal em economia. Uma
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Vvez que esse tipq de limite ocorre amplamente, ele recebe nome e

notagoes especiais.
E a Ultima vez, nesse tépico, que o autor menciona a Taxa de Variacao,
pois em seguida é definido a derivada por meio do Limite. Observa-se que o
autor caminha no sentido CE4 — Taxa de Variacao e Velocidades (ou Tangente)
— CE9, principalmente. Dessa forma (Figura 22, p.106), perdemos algumas
interacdes do Sentido Holistico da Derivada. Os exemplos (Figura 92) a seguir
mostram a definicdo da reta tangente, por meio do limite, para posterior
resolucdo de uma situacdo de aprendizagem em que envolve reta tangente a

curva.

Figura 92: Relacdo entre reta tangente e deriva

A reta tangente a y = f (x) em (a, f (a)) € a reta que passa em (a, f (a)), cuja incli-
nagdo € igual a f "(a), a derivada de fem a.

4| DEFINICADO A derivada de uma funciio f em um ndmero a, denotada por
f'(a).é

fla+h) - f(a)
h

f'(a) = lim
se o limite existir,

Fonte: Stewart (2010, p.133)

A Ultima secdo que analisamos tem o titulo “Taxa de Variagdo”. O autor
inicia esse tépico explicando o termo variacdo que, segundo ele, também é

chamado de incremento.

A conceituagao da Taxa de Variacéo Instantanea como derivada caminha
sentido CE4 — Taxa de Variagao e Velocidades (ou Tangentes) - CE9. Nessa
perspectiva seguida pelo autor, percebemos que diversas situagdes de
aprendizagem que envolvem os conceitos da Derivada ndo sao exploradas bem

como a ideia de derivada com Limite.

Na sequéncia, o Livro X traz alguns exemplos contextualizados,
principalmente da area de Economia, em que se calcula (por meio do limite) a
derivada e se faz a interpretacdo da Taxa de Variagdo como um caso de
Derivada. Essa concepcédo de derivada favorece uma abordagem que vem ao

encontro com o Sentido Holistico da Derivada, e favorece o caminho CE9 —
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Taxa de Variacao e Velocidades. As observacdes a seguir de Stewart parecem
confirmar nossa argumentacao:

[...] vimos trés casos especificos de taxas de variacdo: a velocidade

de um objeto [...]; o custo marginal [...]; a taxa de variacdo do débito
em relacdo ao tempo [...].

Todas essas taxas de variacdo sdo derivadas e podem, portanto, ser

interpretadas com inclinagBes das tangentes [...]. (STEWART, 2010,
p. 136)

E também pela seguinte argumentacédo do referido autor (Figura 93)

Figura 93: Derivada como taxa de variacao

e IV100R] A derivada D(1998) indica a taxa de varia¢do da divida D em
e v D= DYI9R) e A
D(1998) = Jig ————~ relacdo a tquando t = 7998, isto &, a taxa de crescimento da
e B 103 divida nacional em 1998.

Fonte: Stewart (2010, p.135)

Apresentamos alguns registros e alguns de seus elementos que séo
mobilizados nesta se¢cdo, no Quadro 31. Notamos que esses registros sao
utilizados, na maior parte das vezes, para intensificar a ideia de que algumas
taxas sao derivadas e como ja dissemos anteriormente no caminho contrario do

nosso referencial teérico-metodoldgico e da nossa revisao bibliogréafica.
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Quadro 31: Registros e suas representacfes mobilizadas

Tipo de Registro

Representacoes

Simbdlico

: Lo Ay fl)-fh)
instantinea de =lm — = lim
E} faxa w“Ax =

Forte: STEWART, 2010, p.134

Grafico

Qlxa r(x3))
/

'/ //

Ay

1
|
1
~

o]

Forte: STEWART, 2010, p.124

Verbal

taxa média de variagfio = m,.

taxa instantiinea de variagiio =
inclinacfio da tangente em P

Forte: STEWART, 2010, p.134

Tabular

D(1)— D(1998)

t — 1998
1994 133
1996 =121
2000 =D
2002 -6.3

Fonte: STEWART, 2010, p.135

Apontamos nessa se¢ao que apenas IS1, IS3 e IS4 sdo utilizados de

maneira explicita. Ressaltamos, também, o critério IS1 aparece de forma inédita

(Figura 94):

(a) A derivada f'(x) € a taxa de variagdo instantdnea de C em relagio a x; isto &, f'(x) sig-
nifica a taxa de variag@io do custo de produgdo em relagiio ao niimero de metros produzidos.

Fonte: O pesquisador

Figura 94: Exemplo de Indicador IS1

Os economistas chamam essa taxa de variagao de custo marginal,

Fonte: Stewart (2010, p.134)
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Salientamos que o Livro X possui — nesta secao 2.7: Derivadas e Taxas
de Variacdo 7 exemplos (exercicios resolvidos), 52 problemas e exercicios

propostos e 1 outra atividade: nomeada — Projeto Escrito.

Observamos que o0s textos: tedricos e exercicios resolvidos ou ndo
envolvem a Derivada com énfase na Taxa de Variacdo - de maneira quase
uniforme - nas formas: Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades, Funcdes
Marginais da Economia (Receita Marginal, Custo Marginal, Lucro Marginal), ou
seja, sao contemplados os indicadores: IS1, 1S2, IS3 e 1S4. A segquir
exemplificamos os indicadores IS1, IS3 e 1S4 que acionam 0s aspectos que

citam na resolucao do problema.

Figura 95: Exemplo que aciona os 4 de Indicadores

EXEMPLO 6 Um fabricante produz pegas de fazenda com largura fixa e o custo da pro-

dug@o de x metros desse material é C = f(x).

(a) Qual o significado da derivada f '(x)? Quais suas unidades?

(b) Em termos préticos, o que significa dizer que f'(1 000) = 9?

(¢) O que vocé acha que € maior, f'(50) ou f'(500)? E £ (5 000)?

(a) A derivada f'(x) € a taxa de variagdo instantinea de C em relagio a x; isto &, f'(x) sig-
nifica a taxa de variagdo do custo de produgiio em relagiio ao niimero de metros produzidos.
Os economistas chamam essa taxa de variagio de custo marginal.,

Fonte: Stewart (2010, p. 134)

N&o ha problemas e exercicios que envolvem a Derivada com énfase na
Taxa de Variagdo como: Razdes Diretas e a Taxa de Variagdo Relativa
(Porcentagem).

Observa-se que a Derivada com énfase na Taxa de Variagao, tanto nos
textos da parte tedrica, das outras atividades e exercicios resolvidos e
propostos, sdo desenvolvidos, basicamente, em trés registros: Simbolico
(principalmente) e Verbal (em segundo plano), sendo a utilizagdo do registro

Tabular, quase nula.

Encontramos algumas situagbes contextualizadas, principalmente na
secao “Taxa de Variacado”, que relacionam a Derivada com a Taxa de Variagao

sempre privilegiando o calculo de Limites.
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O Quadro 32 apresenta os itens da ldoneidade Epistémica dos

significados pretendidos pelo autor do livro. Este quadro mostra os Indicadores

dos Livros Didaticos do Ensino Superior (IS) encontrados na obra, bem como

as representacdes que sdo ativadas nos textos tedricos, nos textos de outras

atividades e nos textos dos exercicios resolvidos e propostos.

Quadro 32: Matriz de indicador de analise

Indicadores dos
Livros Didaticos
do Ensino
Superior (IS)

Representacdes para a Derivada

Emergentes

Prévias

—pTo-0<

O — == Q)

»o0 —-—00T3 -0
- p —c oo -

IS1: Contextualizacéo
para enfatizar a Derivada
como Taxa de Variagao

Verbal

Grafica

Simbdlica

X4

Tabular

X5

IS2: Referéncia entre a
Derivada e o Coeficiente
Angular

Verbal

X6

Grafica

X7

Simbdlica

X8

Tabular

1IS3: Utilizacéo da
Derivada para prever
resultados nas demais
areas do conhecimento

Verbal

Grafica

Simbdlica

X9

X10

Tabular

IS4: Utilizac&do do Limite
para calcular a Derivada

Verbal

Grafica

Simbélica

X11

X12

Tabular

IS5: Utilizac&o de novas
tecnologias para
enfatizar a Derivada
como Taxa de Variagcao

Verbal

Grafica

Simbdlica

Tabular

Fonte: O pesquisador

A luz desse quadro, apresentamos exemplos de situacdes que acionam

esses indicadores nas suas resolucdes. Por exemplo:

X1, X2, X3, X4 e X5: Os exemplos (Figuras 96, 97 e 98) envolvem o

indicador 1S1 (Contextualizacdo para enfatizar a Derivada com Taxa de

Variacdo) nas suas resolucdes. A utilizacdo desse indicador valoriza,

também, diferentes conversdes de representacdes de registros (Verbal,

Simbalico, Grafico)
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Figura 96: Exemplo de entrada X1

(a) Uma particula comega se movendo para a direita ao longo
de uma reta horizontal; o grafico de sua fungio posigio estd
mostrado. Quando a particula estd se movendo para a dircita?
E para a esquerda? Quando estid parada?

(b) Trace um grafico da fung¢io velocidade.

§ (metros) £
)

2

0 2 R 6 1 (segundos)

Fonte: Stewart (2010, p. 137)

Figura 97: Exemplo de entrada X3

Estao dados os gréficos das fungdes posigaes de dois corredores,
A e B, que correm 100 metros rasos e terminam empatados.

5 (metros) 4 —
80 A7
40 AL
i
o
0 4 8 12 r (segundos)

(a) Descreva e compare como os corredores correram a prova.
(b) Em que instante a distincia entre 0s corredores ¢ maior?
(c) Em que instante cles tém a mesma velocidade?

Fonte: Stewart (2010, p. 137)

Figura 98: Exemplo de entrada X4

De acordo com a Equagdo 3,
2 1)— 998
D'(1998) = lim 20T DO
! r— 1998
Dessa forma, calculamos e tabulamos os valores do quociente de diferencus (as tuxas me-
dias diy variagio) como a seguir:

: D{)y— D(1998)
t — 1998
1994 133
1996 i1
2000 —55
2002 | 63

Fonte: Stewart (2010, p. 135)
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Segundo o autor:

Da tabela vemos que D'(1998) situa-se em algum lugar entre —1,1 e
—5,5 bilhdes de dolares por ano. [Aqui faremos a razoavel suposigéo
de que a divida flutuou muito entre 1998 e 2002]. Estimamos que a
taxa de crescimento da divida nacional do Canada em 1998 foi a
média desses dois nimeros, a saber:

D'(1998) ~ —3,3 bilhdes de dolares por ano.

O sinal de menos significa que o débito esta decrescendo naquele
instante.

Um outro método seria tracar a funcdo débito e estimar a inclinacéo
da reta tangente quando t = 1998. (STEWART, 2010, p. 136)

e X6, X7 e X8 envolvem o indicador 1S2 (Referéncia entre a Derivada e o
Coeficiente Angular) que favorecem a mobilizagao representacdes dos registros
Simbdlico, Grafico e Verbal, focando a relacdo entre derivada e coeficiente
angular. Apresentamos dois exemplos (Figuras 99 e 100) que ilustram essas

articulacdes.
Figura 99: Exemplo de entrada X6

Observe que quando x tende a a, 4 tende a 0 (pois h = x — a); assim, a expressdo para
a inclinagdo da reta tangente na Definigdo 1 fica

L m = lim f\(a +h) = f@)

h—0
h

Fonte: Stewart (2010, p. 131)

Figura 100: Exemplo de entrada X8

3 '
Se g(x) = 1 — x, encontre g'(0) e use-0 para encontrar uma
equacdo da reta tangente a curvay = 1 — x" no ponto (0, 1).

Fonte: Stewart (2010, p. 137)

e X9 e X10: As situacdes (Figuras 101 e 102) fazem apelo ao indicador 1S3
(Utilizacdo da derivada para prever resultados nas demais éareas do
conhecimento) que mobiliza a articulagdo dos registros de representacao
semidtica (Verbal, Simbolico, Grafico) na sua analise e resolucdo. Nesses
exemplos, foca-se a utilizagéo da derivada na resolucéo de problemas de outras

areas de conhecimentos.
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Figura 101: Exemplo de entrada X9

O gréfico mostra a influéncia da temperatura 7' sobre a veloci-

dade méxima de nado S do salmdo Coho.

(a) Qual o significado da derivada S'(T)? Quais sdo suas uni-
dades?

(b) Dé uma estimativa do valor §'(15) e de 5'(25) e interprete-os.

Sa _—
(cm/s) b

20 1

0 10 20 0

Fonte: Stewart (2010, p. 139)

Figura 102: Exemplo de entrada X10

O deslocamento (em metros) de uma particula movendo-se ao
longo de uma reta é dado pela equagio do movimento s = 1/7’,
onde r ¢ medido em segundos. Encontre a velocidade da parti-
culanos instantes t = a,t = 1,t =2et =3,

Fonte: Stewart (2010, p.137)

e X11, X12 envolvem os indicadores 1S4 (Utilizagdo do limite ;lméw

para calcular a Derivada) e IS5 (Utilizacdo de novas tecnologias para enfatizar
a Derivada como Taxa de Variacdo), respectivamente. As situacfes que
encontramos mobilizam, entre outras coisas, derivada como limite de taxa de
variacdo e uso de TIC para enfatizar derivada como taxa de variacdo. Além
disso, na resolucdo dessas situacbes, mobilizam-se representacdes dos

registros Verbal e Simbdlico.

Finalizamos esta se¢cdo em que apresentamos as analises do Livro X

ressaltando que o suporte ao professor é feito, por meio de uma senha que esta
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na contracapa do livro, pelo site e é limitado basicamente a resolucdo dos

exercicios propostos.
A seguir apresentamos o conceito de Derivada no Livro: Calculo com
Geometria Analitica - Volume 1 que intitulamos Livro Y.

3.3.2 O conceito de derivada no livro: calculo com geometria analitica

Earl William Swokowski publicou a obra Calculo com Geometria Analitica
(renomeado para Livro Y) na Marquette University, uma universidade privada
localizada em Milwaukee, Wisconsin, Estados Unidos. A versao brasileira foi
traduzida pelo Prof. Dr. Alfredo Alves de Farias da Universidade Federal de

Minas Gerais, em 1994.

Sobre a sua obra o autor escreve:

[...] O primeiro é tornar o livro mais voltado para o estudante,
ampliando discussdes e proporcionando maior nimero de exemplos e
ilustracdes para melhor esclarecer os conceitos. Para auxiliar ainda
mais o leitor, foram acrescentadas, em muitas se¢fes do texto,
sugestdes para a resolucdo de problemas [...] (SWOKOWSKI, 1994,
p.19).

O volume 1 que analisamos esta assim dividido:

e Capitulo 1: Revisao Pré-Calculo;

e Capitulo 2: Limites e Fungdes;

e Capitulo 3: A Derivada;

e Capitulo 4: Aplicagdes da Derivada;

e Capitulo 5: Integrais;

e Capitulo 6: Aplicagdes da Integral Definida;

e Capitulo 7: Fungdes logaritmica e exponencial;

e Capitulo 8: Fungdes Trigonométricas inversas e hiperbdlicas;

e Capitulo 9: Técnicas de Integracéo;

e Capitulo 10: Formas indeterminadas e integrais improprias;
O capitulo 3 é sobre a Derivada e esta assim dividido:

3.1 Retas tangentes e taxas de variacao;
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3.2 Defini¢ao de derivada,;

3.3 Técnicas de diferenciacao;

3.4 Derivadas de fungdes trigonométricas;
3.5 Incrementos e diferenciais;

3.6 A regra da cadeia,;

3.7 Diferenciacdo Implicita;

3.8 Taxas relacionadas;

3.9 Exercicios de reviséo;

Ressaltamos que analisamos, no capitulo 3, as se¢fes 3.1, 3.2 e 3.9, pois
€ nosso objetivo investigar a introducdo do conceito de Derivada com
abordagens nas ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variacao.
Notamos que a presenca de nosso parametro I1S2, quando o autor afirma que
“As interpretacOes da derivada como coeficiente angular da tangente e como a
taxa de variacdo de uma funcéo foram consideradas simultaneamente, e nao
em secodes separadas. [...]" (SWOKOWSKI, 1994, p. XX).

Em relagdo as caracteristicas do texto, constatamos que o autor faz
alusGes aos nossos indicadores IS1, IS3 e IS5 em alguns exercicios, e revela
que apresentara situacdes contextualizadas, como atestam o0s seguintes

comentarios:

Aplicagdes: a edicdo original continha exemplos de aplicagédo
abrangendo areas como engenharia, fisica, quimica, [...]. Esta lista,
[...], foi acrescida de exemplos e exercicios que incluem aplicacdes
modernas do calculo ao planejamento de computadores [...]
(SWOKOWSKI, p. XXI, 1994).

Exemplos: Exemplos bem estruturados apresentam solugBes de
problemas analogos aos que constituem as listas de exercicios.
Muitos exemplos contém gréficos, Figuras ou tabelas que auxiliam o
estudante a compreender os processos e as solucdes. Ha também
ilustracdes legendadas, que constituem breves demonstracdes do uso
de defini¢des, leis ou teoremas. [...]

Exercicios: As listas de exercicios comeg¢am com problemas de rotina
e progridem gradativamente até exercicios mais complexos. Muitos

exercicios contendo gréficos foram acrescentados a esta edi¢cdo. Os
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problemas aplicados geralmente vém no fim das listas, para permitir
ao estudante ganhar confianga em manipulag8es e ideias novas antes
de tentar questdes que exijam andlise de situacdes praticas.
Calculadoras: Como os estudantes podem ter acesso a diversos
tipos de calculadoras ou computadores, ndo procuramos categorizar
os exercicios [...]. O enunciado de um problema deve proporcionar
informacao suficiente para indicar ou manifestar o tipo de calculadora
ou computador disponivel para obter uma solucdo numérica. [...]
(SWOKOWSKI, 1994, p. XXII).

Na introducéo do capitulo 3, o autor aponta intencfes de relacionar as
ideias fundamentais da Variacéo e da Taxa de Variacdo ao Coeficiente Angular,

dessa forma observamos a referéncia ao nosso indicador 1S2:

[...] aplicar o conceito de derivada a qualquer quantidade, ou
grandeza, que possa ser representada por uma fungdo. Como
grandezas deste tipo ocorrem em quase todos 0s ramos do
conhecimento, as aplicacdes da derivada sdo numerosas e variadas
—mas, em cada caso, esta sempre em jogo uma taxa de variagdo. [...]
Assim [...] o coeficiente angular da reta tangente pode ser usado para
indicar a taxa a qual o grafico de uma curva sobe [...], e a velocidade
€ a taxa a qual a distancia varia em relacdo ao tempo. [...]
(SWOKOWSKI, 1994, p. 113).

E ainda vincular tais ideias a nocdo da velocidade, isto €, emprega CE4

com orientacdo CE4 — Taxa de Variagéo e Velocidades — CE9:

Iniciamos este capitulo considerando dois problemas aplicados. O
primeiro consiste em determinar o coeficiente angular (inclinacdo) da
reta tangente em um ponto do grafico de uma fungéo, e o segundo,
em definir a velocidade de um objeto retilineo. E digno de nota o fato
gue estas duas aplica¢fes, aparentemente tao diversas, conduzam ao
mesmo conceito de derivada. [...] (SWOKOWSKI, 1994, p. 113).

O autor inicia a secdo 3.1 — Retas Tangentes e Taxa de Variacao de
recordando o conceito, da Grécia antiga, de reta tangente a circunferéncia
(Figura 103), ou seja, utiliza a configuracdo epistémica CE1l (Tracado de

tangente) e segue o caminho CE1 —» Tangentes — CE9 (Derivada como limite).
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Figura 103: Exemplo 1 de Configuracdo Epistémica

/
P //
Fonte: Swokowski (1994, p.114)

A seguir amplia tal ideia por meio de representacdes nos registros Grafico

e Verbal (Quadro 33), para uma curva qualquer.

Quadro 33: Reta tangente a uma curva

Tipo de Registro Representagoes
- J(x) - f(a)
re X—-a
Simbaélico
Fonte: SWOKDWSKI, 2004, p. 114
A
e i
Grafico
Forte: SWOKOWSK], 2004, p. 114
a reta pode “tocar” (tangenciar) o grifico de
f em um determinado ponto P ¢ intercepté-lo novamente em
Verbal outro ponto
Forte: SWOKDWSKI, 2004, p, 114

Fonte: O pesquisador
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Na sequéncia, a partir das ideias do Coeficiente Angular da reta secante
(Quadro 33), o autor constroéi a reta tangente a uma curva qualquer e justifica a
introducéo das ideias intuitivas do Limite.

Notamos a presenca dos alguns indicadores: IS1 1S2 e IS3 e 1S4, como
por exemplo, situacdo apresentada na figura 104.

Figura 104: Exemplo envolvendo nossos indicadores

Avoltagem em certo circuito elétrico € de 100 volts. Se a corrente  J(R+h)=f(R)
(em ampéres) ¢ I ¢ a resisténcia (em ohms) € R, entéo, pela i s
de Ohm, I = 100/R. Se R estd aumentando, ache a taxa instanta- 100 “100
nea de variagio de / em relagio a R em: 4 Reh R

= |[im

: Y n p
(a) qualquer resisténcia R. A0

1008 = 100(R + h)

{(b) uma resisténcia de 20 ohms. =00 RR MR
- | L]
SOLUQAO -AI,T‘ MR+ DR
(a) Usando a Definigio (3.4) (ii) com y=/ x=K @ fi =100 100
f(R) = 100/R, obteremos a taxa instantinea de variagio d¢ s=olReMR R
[ em relagio a R para uma resisténcia de R ohms; | O sinal negativo indica que @ corrente estd decresce

Fonte: Swokowski (1994, p.122)

Swokowski (1994) define e exemplifica utilizando velocidade instantanea

de um ponto P no instante a por meio do Limite (Figura 105)
Figura 105: Célculo da Velocidade

Para achar a velocidade do saco de areia quando t=a,
aplicamos a Defini¢do (3.3) obtendo

sla + h) — s(a)
v =lm -

h—0 h

- [~4.9(a + k) + 150] — [~4.94° + 150]

= lir
=0 h
= lim 79.8al1’— 4,94
il (4

=lim [-98a—-49k]=-9.8a m/s

b=

Fonte: Swokowski (1994, p.120)

... € define a taxa média de variagdo de y em relagéo a x (Figura 196)
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Figura 106: Taxa de Variagdo Média

(i) A taxa média de variacio dc y = f(x) em relagdo a x
no intervalo [a.a + k] é

_ fla+h) - f(a)

ym , 1

Fonte: Swokowski (1994, p.121)

... € a taxa média instantanea de variacdo de y em relacdo a x em a (Quadro
34), tomando cuidado em alertar que essa taxa instantanea existe desde que o

limite exista. Ele relaciona a Taxa de Variagcdo Instantdnea ao Coeficiente
Angular.

Quadro 34: Relacionar Taxa de Variagdo Instantanea e Coeficiente Angular

Tipo de Registro Representagoes

> J(a + ) — f(a)
y_ = lim
, Y me=o0 /t

Sinmbolico
Fonte: SWOKOWSKI, 1994 p.121

Grafico \ i yo OO

‘ »

Fonte: SYOKOWSK], 1234 p.121

Suponhamos que um ponto P percorra uma reta coor-
denada / de modo que sua coordenada no instante r scja
s(1). A velocidade v, de P no instante a €

. sla + h) - s(a)
Verbal v = lim — "
% Ia=t h

desde que o limite exista.

Forte: SWOKOWSKI, 1994 p. 119

Fonte: O pesquisador

Figura Geomeétrica
Plana

Forte: SWOKOWSKI, 1894 p. 115
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Na secédo 3.2 o autor inicialmente define a Derivada por meio do limite e
assim caminha somente com a interacdao: A derivada como Limite —» CE9 e
dessa forma todas as interacGes dos indicadores que formam o “Significado
Holistico da Derivada” (GODINO et al, 2013) sdo enfraquecidos por esse tipo

de abordagem.

Observa-se que o autor do referido livro, utiliza quase exclusivamente a
configuracao epistémica CE9 e faz pouca relacdo com a secdo anterior em que
se discute, segundo o autor, as trés importantes interpretacoes da Derivada:
Tangente, Taxa de Variacdo e Velocidade. Notamos que esse relacionamento
foi prometido no inicio desta secéo.

Ressaltamos que este livro (Livro Y) possui — nestas secdes 3.1, 3.2 e
3.9 — 7 exemplos (exercicios resolvidos), 150 problemas e exercicios propostos
e 8 outras atividades nomeadas — Usando a Calculadora ou Computador. O
autor recomenda ao leitor a instalacdo de software grafico para resolver

determinados exercicios propostos.

A andlise dessas sec¢des da obra mostra que ha énfase na construcéo do
conceito de na Taxa de Variacdo - de maneira uniforme - nas formas:
Coeficiente Angular e Célculo de Velocidades. Nao ha problemas ou exercicios
que remetem a derivada com énfase na taxa de variacdo como: Funcdes
Marginais da Economia (Receita Marginal, Custo Marginal, Lucro Marginal),
Razdes Diretas e Taxa de Variacao Relativa (Porcentagem). No quadro 35, a

matriz contendo os indicadores de analise.
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Quadro 35: matriz contendo os indicadores de andlise

Representacdes para a Derivada

S
Emergentes -

. G i T
Indicadores dos \4 ) m a
Livros Didaticos f a b b

do Ensino b f 6 u

. i I |
Superior (I1S) . a c : a
Prévias [
a c r
a
. . o Verbal Y1 Y2
I1S1: Con.textuallza.(;ao Grafica
para enfatizar a Derivada [gimbslica Y3
como Taxa de Variagao
Tabular
. . Verbal Y4 Y5
ISZ_. Referéncia ept_re a [Grafica Y6 Y7
Derivada e o Coeficiente [gimpélica Y8 Yo
Angular
Tabular
. . _ Verbal Y10
IS.3. Utilizacao da Grafica
Derivada para prever
resultados nas demais |Simbolica Y11 Y12
areas do conhecimento
Tabular
Verbal Y13
IS4: Utilizagdo do Limite |Grafica Y14
para calcular a Derivada [Simbélica Y15
Tabular
IS5: Utilizagéo de novas |Verbal
tecnologias para Gidfical
enfatizar a Derivada  [Simbolica
como Taxa de Variacdo |rapular

Fonte: O pesquisador

O Quadro 35 apresenta os indicadores para a analise da Idoneidade

Epistémica dos significados pretendidos pelo autor do livro.

Os contetidos das células Y1, Y2 e Y3 acionam o indicador IS1 que
envolve as aplicacdes da derivada em varios contextos envolvendo diferentes
areas de conhecimentos, como € enfatizado pelo autor do livro nos seguintes

termos:

[...] as aplica¢des da derivada sdo numerosas e variadas — mas, em
cada caso, estd sempre em jogo uma taxa de variagdo. Assim, [...] o
coeficiente angular da reta tangente pode ser usado para indicar a
taxa a qual o gréafico de uma curva sobe (ou desce), e a velocidade é
a taxa a qual a distancia varia em relagdo ao tempo. (SWOKOWSKI,
1994, p.113)
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e Y4, Y5, Y7, Y8, e Y9 envolvem o indicador IS2, que aciona a derivada e o
coeficiente angular. As situacdes apresentadas, nas figuras 107, 108 e 109,

permitem observar essa tentativa de articulacéo.

Figura 107: Entrada Y4

Exercs. 11-12 (a) Esboce o grafico da equagio e das
tangentes nos pontos de coordenadas-x, -2, —1, 1 ¢
2. (b) Determine o ponto em que o coeficiente
angular da tangente € m.

11 y = x2; m o= 6

12 y = x7; m=9

Fonte: Swokowski (1994, p.123)

Figura 108: Entrada Y5
Seja flx) =%, ¢ s¢ja a um nimero real arbitrdrio.
(a) Dctermine o cocficiente angular da tangente a0 grifico de
f em Pla, a*).

(b) Declermine a equagdo da tangente em R(=2, 4).

Fonte: Swokowski (1994, p.116)

Figura 109: Entrada Y6

4y

S
.
-~

Fonte: Swokowski (1994, p.127)

e Y10, Y11 e Y12 envolvem o indicador IS3 (Utilizacdo da Derivada para prever
resultados nas demais areas do conhecimento), que aciona a derivada como
ferramenta na resolucdo de situacdes outras areas de conhecimentos. As
situacdes apresentadas, nas figuras 110 e 111, permitem observar essa

tentativa de articulagéo.
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Figura 110: Entrada Y10

De um baldo a 150 m acima do solo, deixa-se cair um saco de
areia. Desprezando-se a resisténcia do ar, a distancia s(t) do solo
ao saco de areia em queda, apds  segundos, ¢ dada por

s(t) = -4,9¢ + 150
Determinar a velocidade do saco de areia
(a) quando = a segundos
(b) quando ¢ =2 segundos

(¢) no instante em que ele toca o solo
Fonte: Swokowski (1994, p.119)

Figura 111: Entrada Y11

17.No videogame da figura, os avidoes voam da
esquerda para a dircita segundo a trajetdna
y=1+(1/x), e podem disparar suas balas na
diregiio da tangente contra pessoas ao longo do
cixo-xem x= 1, 2, 3.4 ¢ 5. Determine se alguém
sera atingido se o aviao disparar um projétil
quando estiver em

(a) P(1,2) M) O .7

Fonte: Swokowski (1994, p.123)
e Y13, Y14 e Y15 envolvem o indicador 1S4 (Utilizagc&o do limite ;lméw

para calcular a Derivada), que aciona a derivada como limite. A situacao

apresentada na figura 112 permite observar essa tentativa de articulacao
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Figura 112: Entrada Y15

X X flx » &)= [(x)
f(x) = lim * .
b0

[3(x « k) = 120k = &) + 8] -~ (3"~ 124 + 8)

= lim

ki
oAb 43 =12k - 120 e B) - (35" =120 4 8

= lim ~ 3

fuch + 3k - 124

h

« lim

A

- lim (6 + 3~ 12}

p. 13
- fx~ 12

Fonte: Swokowski (1994, p.128)

Percebe-se que as entradas do Quadro 35 séo distribuidas em apenas
alguns indicadores, situacdo, que segundo o significado Holistico da Derivada,

pode prejudicar o estudo de alguns aspectos do conceito da deriva.

Finalizamos esta secdo na qual fizemos a andlise do Livro Y notando
que a obra ndo possui manual ou qualquer outro meio de orientacdo ao

professor.

A seguir apresentamos o0 conceito de Derivada no Livro: Calculo com

Geometria Analitica - Volume 1 que intitulamos Livro W.
3.3.3 O conceito de derivada no livro: o calculo com geometria analitica

Louis Leithold foi professor de Matematica nos Estados Unidos e
Inglaterra, obtendo seu doutorado na Universidade da Califérnia em Berkeley.
Lecionou em diversas universidades inglesas e americanas, entre elas a
Universidade Estadual da Califérnia. Em 1968 publicou o livro The Calculus, um
"best-seller" que, segundo os educadores americanos, simplificou o ensino do

céalculo.

A obra O “Calculo com Geometria Analitica (volume 1)” — nomeado de
Livro W — foi escrita, em 2002, em 11 capitulos — NUumeros Reais, Func¢des e
Gréficos; Limites e Continuidade; A Derivada e a Derivagéo; Valores Extremos
das Funcdes, Técnicas de Construcdo de Graficos e a Diferencial; Integracéo e
a Integral Definida; Aplicacbes da Integral Definida; FungBes Inversas,

Logaritmicas e Exponenciais; Funcdes Trigonométricas Inversas e Funcdes
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Hiperbdlicas; Técnicas de Integracdo; Secc¢bBes Cobnicas e Coordenadas
Polares; Formas Indeterminadas, Integrais Impréprias e a Férmula de Taylor -.
A versado brasileira foi traduzida pelo Prof. Dr. Cyro de Carvalho Patarra do

Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo.

Destacamos, para nossa analise, o capitulo 3, intitulado “A Derivada e a
Derivagao”. Esse capitulo esta dividido em 10 secfes — A reta Tangente e a
Derivada; Derivabilidade e Continuidade; Teoremas sobre Derivacdo de
Funcdes Algébricas; Movimento Retilineo e a Derivada como Taxa de Variacao;
Derivadas das Fung¢des Trigonométricas; A Derivada de uma Funcdo Composta
e a Regra da Cadeia; A Derivada da Funcdo Poténcia para expoentes
Racionais; Derivacdo Implicita; Taxas Relacionadas; Derivadas de Ordem

Superior.

Analisamos as secgOes: 3.1 A Reta Tangente e a Derivada e 3.4

Movimento Retilineo e a Derivada como Taxa de Variacao.

Sobre a obra, Leithold (2002, p.9) escreve:

O Calculo com Geometria Analitica foi planejado para futuros
matematicos e para estudantes cujo interesse primario seja
Engenharia, Ciéncias Exatas e Humanas. [...] Uma vez que o livro-
texto deve ser escrito para o estudante empenhei-me em manter uma
apresentacdo de acordo com a experiéncia e a maturidade de um
principiante, sem deixar que qualquer passagem fosse omitida ou
ficasse sem explicacéo. [...]..

Com relacao ao capitulo 3, o autor escreve:

[...] defino reta tangente a uma curva para demonstrar,
antecipadamente, a interpretacdo geométrica da derivada [...]. A
aplicacéo fisica de velocidade instantdnea no movimento retilineo é
apresentada apos a demonstragdo de teoremas sobre diferenciagao
(LEITHOLD, 2002, p.10).

Relativamente as outras atividades do Livro W, Leithold (2002) escreve:

Secdes suplementares: dez secc¢bes, que aparecem no final de
alguns capitulos, sédo designadas como suplementares. Esses tépicos
independentes podem ser estudados ou omitidos sem afetar o
entendimento da matéria subsequente. Algumas apresentam material
adicional que nado faz necessariamente parte do contetdo tradicional
de um curso de Calculo [...]. Outras incluem discussfes tedricas,
inserindo provas de alguns teoremas. [...]. Ambos os tipos aumentam
a flexibilidade do texto (p. 13).

Exemplos e llustra¢cdes: [...] aparecem em todas as secc¢des. Os
exemplos, que foram cuidadosamente escolhidos para preparar os
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estudantes para os exercicios, deveriam ser usados como modelos
para suas solugfes (p. 13).

Gréaficos tridimensionais: para atender as necessidades dos
estudantes de ter uma apresentacédo de grafico tridimensional mais
moderno e facil de visualizar, mais de 200 figuras fazem parte desta
nova edicdo. Muitas delas foram geradas por computadores, para
assegurar a precisdo matematica. (p. 13).

Sobre a Histdria da Matematica, Leithold (2002, p.44) escreve:

Algumas ideias do Calculo podem ser encontradas nos trabalhos dos
matematicos gregos da Antiguidade, [...] em trabalhos do inicio do
século dezessete por René Descartes (1596 — 1650), Pierre de Fermat
(1601 - 1665), [..]. Entretanto, a invencdo do Céalculo ¢é
frequentemente atribuida a Sir Isaac Newton (1642 — 1727) e Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) pois eles comecaram a efetuar a
generalizacdo e unificacdo do assunto. [...]. No entanto, [...] os
processos do Célculo receberam fundamentacédo sélida por parte de
matematicos como [...] Augustin L. Cauchy (1789 — 1857), Karl
Weierstrass (1815 — 1897) [...].

E ainda afirma que

O simbolo f* para a derivada da funcado f foi introduzido pelo
matemaético francés Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), no século
dezoito. Essa notac¢do indica que a funcéo f” é a derivada da funcéo
f e seuvaloremx é f’(x) (LEITHOD, 2002, p. 144).

No que diz respeito a “Reta Tangente e Derivada”, autor afirma que

[...] introduzimos a derivada [...] considerando primeiro sua
interpretagdo geométrica como inclinagdo de uma reta tangente a uma
curva. Uma fungdo que tenha uma derivada serda denominada
derivavel [...] (LEITHOLD, 2002, p.138).

Dessa forma percebemos que a obra, neste tépico, segue o sentido CE1

(Taxa de variacdo) — Tangentes —» CE9 (Derivada como limite).

O autor afirma que a Taxa de Variacao é um tépico de interesse em areas

como, por exemplo: Fisica, Quimica e Economia:

A taxa de variacdo de uma reacdo quimica é um tépico de interesse
para um quimico. Os economistas estéo preocupados com conceitos
marginais tais como a receita marginal, o custo marginal e o lucro
marginal, que séo taxas de variacdo. (LEITHOLD, 2002, p.139).

Leithold revela, portanto, uma abordagem que vai ao encontro com o que
entendemos por manifestar as ideias da Derivada com énfase na Taxa de

Variacéo, cria situagdes de aprendizagem que envolvem nosso indicador 1S4

(Utilizagao do limite ;lméw para calcular a Derivada).



220

Em seguida Leithold (2002) aponta que muitos problemas importantes do
Calculo envolvem a determinacédo da reta tangente a uma curva dada, em um
determinado ponto dela e na sequéncia define a construcdo de tal reta, da
seguinte forma: “[...] a tangente é determinada por sua inclinacao e pelo ponto
de tangéncia” (LEITHOLD, 2002, p.139).

No Quadro 36, apresentamos o processo de construcao da reta tangente

a uma curva.
Quadro 36: Reta tangente a uma curva e coeficiente angular
Tipo de Registro Representagoes
S(x; + AXx) — f(x,)
""nu = A X
Simbdlico
Forte: LEITHOLD, 2002, p.139
Grafico
Fonte: LEITHOLD, 2002, p.139
Vamos denotar a diferenga entre as abscissas de Q'e de P por Ax (lemos “delta
X’)
Verbal
Forte: LEITHOLD, 2002, p.139

Fonte: O pesquisador

Na sequéncia, apresenta a definicdo do coeficiente angular da reta
tangente por meio do coeficiente angular da reta secante utilizando ideias

fundamentais da Variagao e da Taxa de Variagao.

Notamos que esse estudo é feito quase que unicamente por meio dos

Limites utilizando o registro Simbalico, ou seja, o livro segue o Sentido Holistico:
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Tangentes — CE9 (Derivada como limite). Na sequéncia, o autor define a reta

normal (Quadro 37).
Quadro 37: Reta normal

Tipo de Registro Representagdes
SaL N
Simbélico M(Xl) = 3X 1 3
Forte: LEITHOLD, 2002, p. 4!
Grafico
Forte: LEHOLD, 2002,p. 141
Ammﬂaumgtiﬁmannmdadoponméamapapmdiwlar&__
Verbal tangente naquele ponto.
Forte: LETHOLD, 2002, p. 142
—3
O
o
Tabular O
9
Forte: LETHOLD, 2002, p. 141

Fonte: O pesquisador

Leithold (2002) define a derivada de uma funcéo f - e a denota por f’ —

por meio do Limite: f'(x) = Alimof(x#;_fm (p.142). O autor observa ainda que
X—



222

se x; for um determinado nimero no dominio de f, entdo: f'(x;) =

tim LE2ZTED (5 147),

Ax—0 X

Esse autor termina a secdo apresentando uma outra notacdo de

derivada, como segue

. d ~ . . .
O simbolo ﬁ como notacdo para a derivada foi introduzido pelo [...]

alemao [...] Leibiniz. [...] E provavel que Leibniz considerasse dx e dy
como pequenas variagdes nas variaveis x e y e a derivada de y em
relacdo a x como razdo de dy e dxquando dy e dx tornam-se
pequenos [...] (p.145).

Sobre a se¢ao 3.4, “Movimento Retilineo e a Derivada como Taxa de
Variagao”, o autor assevera que

[...] interpretamos a derivada como taxa de variagdo. Essa

interpretagdo mostra a sua importancia em diversos campos. Por

exemplo, em Fisica a velocidade no movimento retilineo é definida em

termos de uma derivada, pois é a medida da taxa de variagdo da
disténcia em relacédo ao tempo [...]. (LEITHOLD, 2002, p.138)

Observamos, nesta citagdo, uma abordagem que utiliza a configuragao
epistémica CE4 no sentido CE4 — Taxa de Variacao e Velocidades.

Ele aborda a derivada de uma funcéo f como uma interpretacdo da Taxa
de Variacdo Instantadnea de f em x. E para isso, utiliza um exemplo da Fisica
em que afirma que [...] considerando uma particula movendo-se ao longo de
uma reta, [...]. Tal movimento € chamado de movimento retilineo [...]" (p. 163).
Sendo assim o autor define a fungcéo s = f(t) que segundo ele indica a distancia
orientada de O até a particula, num determinado instante e na sequéncia ilustra
essa situacdo de aprendizagem por meio do registro Grafico, principalmente
(Figura 113).

Figura 113: Representagao de movimento retilineo

t=0 =1 t=2 t=

| | | \

| | |
ST L) W M 7 SO b 0 0 S O O T I 0 ) PO
-5 O +5

+ 10 +15 -

Fonte: Leithold (2002, p.163)



223

A seguir, Leithold (2002) utiliza as ideias fundamentais da Variacdo e da
Taxa de Variacao para definir a velocidade média. Nesse sentido, afirma “[...] A
velocidade média da particula é a razéo entre a variagdo na distancia orientada
do ponto fixo e a variagao do tempo [...]” (LEITHOLD, 202, p. 164).

Na sequéncia, o autor define e aborda a diferenga entre a velocidade

meédia e a velocidade instantanea. Ele enfrenta essa situacao, afirmando que

[...] Por exemplo, se um carro percorre uma distancia de 100 km na
mesma direcdo em 2h, dizemos que a velocidade média com a qual
percorre aquela distancia é de 50 km/h. Entretanto, dessa informacéao
ndo podemos determinar quanto estd marcando o velocimetro do
carro, num dado instante, no periodo de 2h. A leitura do velocimetro é
chamada de velocidade instantanea [...]. (LEITHOLD, 2002, p.164)

E define a velocidade instantanea por meio da Derivada, como explicitado

na figura 114.

Figura 114: Definigdo da velocidade instantanea

Se f for uma fungdo dada pela equagéo
s =S

e uma particula se mover ao longo de uma reta de tal forma que s seja o nime-
ro de unidades da distdncia orientada da particula a um ponto fixo na reta em
t unidades de tempo, entdo a velocidade instantéinea da particula em 7 unidades
de tempo serd v unidades de velocidade, onde

v=f’(t)~v=-g-':—

se a derivada existir.

Fonte: Leithold (2002, p.165)

O autor utiliza as ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variagao
e faz tratamentos para definir segundo ele “o conceito mais geral de taxa de
variacao instantanea” (LEITHOLD, 2002, p. 167), (Figura 115).
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Figura 115: Definigdo de taxa de variagdo e de derivada

Sx, + Ax) - f(x)) TN Ay

- (2
Ax Ax
Se o limite desse quociente existir quando A x — 0, esse limite serd o que intuiti-

vamente consideramos como a taxa de varia¢do instantanea de y por unidade
de variagdo de x em x,.

)

Seja y = f(x); a taxa de variacido instantanea de » por unidade de variacio de
x em X, € f’(x,) ou, equivalentemente, a derivada de y com respeito a x em x,,
se ela existir no ponto x,.

Fonte: Leithold (2002, p.167)

E ilustra com um exemplo no registro Grafico:

Figura 116: llustracdo da Taxa de Variacéo

g
»

(Ix'yl)

¥y = f(x)

Fonte: Leithold (2002, p.167)

Apos a discusséao sobre o caso geral da Taxa de Variacdo Instantanea o
autor define e aborda exemplos de aplicacbes em diversas areas do
conhecimento como, por exemplo, na Economia que utiliza esse conceito por
meio de suas Funcdes Marginais. Percebemos que esse ponto vai ao encontro
com o0 que entendemos por manifestar as ideias da Derivada, pois aborda
situacdes de aprendizagem sobre o Custo Marginal, a Receita Marginal e o

Lucro Marginal. Nesse sentido, o autor afirma que

[...] Os economistas usam o termo custo marginal para o limite do
guociente quando Ax tende a zero, desde que o limite exista. Esse

limite, sendo a derivada de C em x,, estabelece que o custo marginal,
quando x = x;, € dado por C’'(x,), se existir. A fungdo ¢’ € chamada
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de funcao custo marginal, e C’(xl) pode ser interpretado como a taxa
de variagdo do custo total, quando x; unidades s&o produzidas [...]

(LEITHOLD, 2002, p.169).

Terminamos esta sec¢édo ressaltando que até o momento esse é o Unico
livro que possui um topico exclusivo, dentro da abordagem inicial da Derivada,
para relacionar de maneira explicita esse conceito com o0s principios
fundamentais da Variacéo e da Taxa de Variacao utilizando exemplos de acordo

com o que entendemos por manifestar as ideias da Derivada.

Enfatizamos que o Livro W possui — nestas secdes 3.1 e 3.4 que
analisamos — 12 exemplos (exercicios resolvidos), 4 outras atividades e 96

problemas e exercicios propostos.

Observamos que todos 0s textos tedricos e exercicios resolvidos ou nao
acionam, nas suas resolucdes, a Derivada com énfase na Taxa de Variagao nas
diferentes ideias: Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades, Funcdes

Marginais da Economia (Receita Marginal, Custo Marginal e Lucro Marginal).

N&o héa exercicios resolvidos ou propostos que envolvem Razdes Diretas

e a Taxa de Variagéo Relativa (Porcentagem).

Ressaltamos que o livro contempla alguns de nossos indicadores.
Apresentamos algumas situacdes (Figuras 117, 118 e 119) em que 0S

indicadores 1S1, IS2 e IS4, por exemplo, sdo acionados, respectivamente:

Figura 117: Exemplo 1 de Indicador I1S1

EXEMPLO 1 Uma partfcula move-se ao longo de uma reta horizontal, de acor-
do com a equacéo

s=203 — 412 + 2t — 1
Determine os intervalos de tempo nos quais a particula se move para a direita ¢
para a esquerda. Determine também o instante no qual ela inverte o seu sentido.

Solugdo
ds
r:d:
=6t — 8+ 2
=23t — 4t + 1)
=23t - 1)t —-1)

A velocidade instantdnea é zero quando 7 = + e = 1,

Fonte: Leithold (2002, p.165)
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Figura 118: Exemplo 2 de Indicador 1S2

EXEM.Pl.O 1 Dada a pardbola y = x?, ache a inclinagdo da reta secante, noy
quesitos de (a) até (c) pelos dois pontos: (@) (2,4), (3, 9); (b) (2, 4), (2,1, 4,41);
(c) (2, 4), (2,01, 4,0401). (d) Ache a inclina¢do da reta tangente & pardbola no

ponto (2, 4). (¢) Faga um esbogo do grafico e mostre um segmento da reta tan-
gente em (2, 4).

Fonte: Leithold (2002, p.140)

Figura 119: Exemplo 3 de Indicador 1S4

EXEMPLO 4 Ache a derivada de f se
fix)=3x* 412
Soluglo Se x for qualquer numero do dominio de f, eatido de (3),
SR et Sx ?AI]-‘[(X_)‘
Six)= ;l:mc. Ax
. [+ Axy +12] = (3% + 12)
= lm - —
Ax
1 4 b Ax 4+ HAX) + 12 =3¢ — 12

= lim —
=0 Ax

ax+0

_bx Ax = YAxY
Jim —
Ak =0 Ax

Hm (6x + 3 Ax)

Ax=0

]

= [y

Logo, a derivada de f ¢ a funcdo J*, definida por f*(x) = 6x. O dominio de
S’ & o conjunto de todos 05 niimeros reais, sendo igual ao dominio de f-

Fonte: Leithold (2002, p.143)

O Quadro 38 a seguir apresenta os indicadores para a analise da
Idoneidade Epistémica dos significados pretendidos pelo autor do livro. Este
quadro mostra os Indicadores dos Livros Didaticos do Ensino Superior (IS)
encontrados no livro didatico, bem como as representacfes que sao ativadas

nos textos tedricos e nos exercicios resolvidos ou ndo, propostos.
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Quadro 38: Matriz de Anélise do Livro W

Representacdes para a Derivada
S
Emergentes -

. G i T
Indicadores dos v ) m a
Livros Didaticos f a b b

do Ensino b f 0 u

. i I I
Superior (IS) . a c i a
Prévias [
a c r
a
) . N Verbal w11
I1S1: Con.textuallza.(;ao Grafica W12
para enfatizar a Derlvada Simbolica
como Taxa de Variagao
Tabular
] . Verbal w1 W2
IS2_. Referéncia e_nt.re a [Grafica W3 Wa
Derivada e o Coeficiente [gimpolica W5 W6 W7 ws
Angular
Tabular
R N Verbal w13
IS_3. Utilizacdo da Grafica
Derivada para prever
resultados nas demais |Simbdlica
areas do conhecimento
Tabular
Verbal W9
IS4: Utilizacédo do Limite |Grafica
para calcular a Derivada |Simbélica W10
Tabular
IS5: Utilizagdo de novas Ve"'b‘a'
tecnologias para Sisfical
enfatizar a Derivada ~ |2mbolica
como Taxade Variagdo |tapular

Fonte: O pesquisador

Por exemplo, W1, W2, W3, W4, W6 e W8, evidenciam o indicador IS2
que ativa a relacdo entre derivada e coeficiente angular. Nos exemplos

ilustrados nas figuras 120 a 123, h& indicios dessa ativacao:

Figura 120: Entrada W1

Entdo, quando f = 0,s = —3; logo, a particula estd 3 cm a esquerda do ponto
O, quando ¢ = 0. Quando ¢t = 1,5 = 0; assim, a particula estara no pontp 0,
decorrido 1 s do inicio do movimento. Quando f = 2,5 = 5; assim, a particula
estard a 5 cm a direita de O, 2 s apds o inicio do movimento. Quando = 3,
s = 12; assim, a particula estard a 12 cm a direita do ponto O, decorridos 3 s do

inicio do movimento. ’
A Figura 1 ilustra as vérias posi¢es da particula para valores especificos de /.

=0 1=1 t=2 t=3
| { | |

Spntp VNI g L] TR Y
-5 0 +3 s

¢ + 10 +15
FIGURA 1

Fonte: Leithold (2002, p.163)
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Figura 121: Entrada W5 (ou W7)

mix,) = 3x,2 — 3 (2)

Para fazer um esbogo do gréafico da fungdo do Exemplo 2, colocamos pontos
no grafico e um segmento da reta tangente em alguns deles. Os valores de x
sdo tomados arbitrariamente e o valor funcional correspondente € calculado pela
equacdo dada, o valor de m é calculado de (2).

Fonte: Leithold (2002, p.141)

Figura 122: Entrada W8

Dada: f(x) = x*. (a) Use uma calculadora para tabular va-
lores de L8 * ‘;": =JO) quando Axé1,0,5,0,1, 0,01,
0,001 e Ax é -1, -0,5, -0,1, —-0,01, —0,001. A que
JB + Ax) - f(3)
Ax
de 0?7 (b) Ache f’(3) aplicando a férmula (4). (¢) Use uma
calculadora para tabular valores de f(x);,;ﬂ) quando
x -

xé4,3,5 3,1,3,01,3,00l exé2 2,5, 29,299, 2,99. A
que _[(.;)-—_/;(3) parece estar tendendo quando x aproxima-se
de 3? (d) Ache f'(3) aplicando a férmula (7).

Fonte: Leithold (2002, p.147)

parece tender quando A x aproxima-se

Nas células W9 e W10, encontra-se 1S4 que mobiliza a derivada como
limite da taxa de variacdo. A figura 123 apresenta uma situacdo em que esta em

jogo a derivada como limite.

Figura 123: Entrada W9

EXEMPLO 4 Ache a derivada de f 52
Sfix) =3+ 12
Solugiio Se x for qualquer nimero do dominio de f, entio de (3),

f1x + Ax) = fix)
Sx= .\r:r!'o T A

e [30e + Axy® +12] - (3% + 12)
~axsn Ax
i llebex+3(Ax]’+12-3x’—l_Z_
= .\?—1-‘0 Ax
o i SAx s HAY?

Ay=0 Ax

= lim (6x + 3 Ax)
Ao

- fix

Logo, & derivada de f ¢ a fungio f°, definica por /_‘(x) = fx. 0 dominio de
f* & o conjunto de todos 0s nEmeres reals, sendo igual ao dominio de /.

Fonte: Leithold (2002, p.143)
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A seguir apresentamos o conceito da Derivada no Livro: Um curso de

Calculo - Volume 1 que intitulamos Livro K.
3.3.4 O conceito de derivada no livro: um curso de calculo

A obra Um curso de Calculo (volume 1) — 52 edicdo — foi escrita pelo
professor Hamilton Luiz Guidorizzi do Instituto de Matematica e Estatistica da
Universidade de S&o Paulo e publicado pela editora Livros Técnicos e
Cientificos Editora S. A, no Rio de Janeiro - RJ, no ano de 2001, reimpresso em

2008 e foi indicado neste trabalho por Livro K.

O livro possui 17 capitulos e 6 apéndices, além de um topico que contém
respostas ou solucbes dos exercicios ou problemas. Entre esses capitulos
focalizamos nossa atencdo ao capitulo 7, intitulado “Derivadas”, no qual
analisamos as duas primeiras secdes: 7.1 - Introducéo e 7.2 - Derivada de uma

funcao.
Acerca de seu livro Guidorizzi (2008) escreve:

O curso é desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas
apresentados venham, sempre que possivel, acompanhados de uma
motivacao ou interpretacdo geométrica ou fisica. As demonstracdes
de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da secdo ou
colocadas em apéndices, o que significa que o leitor podera, numa
primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar. (p. Vvii)

Sobre os exemplos (exercicios resolvidos) e propostos, o autor aponta

que

Quanto aos exemplos e exercicios, pensamos té-los colocado em
namero suficiente para a compreensao da matéria. Procuramos dispor
os exercicios em ordem crescente de dificuldades. Existem exercicios
que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas
resolu¢des um maior dominio do assunto (GUIDORIZZI, 2008, p. vii)

O autor inicia a secdo 7.1 — Introducdo, pelo seguinte: “[...] Limites do tipo
lim f(x):f(p)

e ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica”
xX-p

(GUIDORIZZI, 2008, p.136). Notamos a auséncia de qualquer apontamento
historico na introducdo da Derivada e sua intencdo em utilizar a configuracao

epistémica CE9 (Derivada como limite).
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Em seguida, apresenta um exemplo (Figura 124) em que foca a reta
tangente a uma curva, dando, assim, indicios de que sua abordagem caminha

no sentido Tangentes — CEO9.
Figura 124: Defini¢do de reta tangente

Consideremos, por exemplo, 0 problema de definir reta tangente ao grifico de f no ponto
(p, f (p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f (p)); assim a reta tangente fica
determinada se dissermos quem deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, entdo, a reta

$, que passa pelos pontos (p, £ (p)) e (x, £ (x)).

foy= tm [D-I@

X-=p X-p

Observe que f”(p) (leia: f linha de p) é apenas uma notagdo para indicar o valor do limite
acima.

Fonte: Guidorizzi (2008, p.136)

Nesta secao, o autor deixa implicito que f’'(p) é o coeficiente angular da

reta tangente a curva no ponto (p, f(p)) (Figura 125).

Figura 125: Ideias sobre o Coeficiente Angular

Assim, 4 medida que x vai s¢ aproximan'do de p,areta s'x va.i teridendo para a poslqao cia
reta T' de equagdo

® (‘ ) =f'®) (x - p)

Fonte: Guidorizzi (2008, p.137)
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Na sequéncia o livro supde que s = f(t) € a fungéo horaria do movimento
de uma particula e entédo define sua velocidade média, entre os instantes t, e t

assim (Figura 126):

Figura 126: Ideias sobre a Velocidade Média

f(@)—r(z)
t—t,

Fonte: Guidorizzi (2008, p.137)

E assim, por intermédio da velocidade média, o autor aborda a definicéo
de velocidade instantanea de uma particula em um determinado instante (Figura
127).

Figura 127: Ideias sobre a Velocidade Instantanea

v(t)= lim #o-l%
t=1, i=1

Fonte: Guidorizzi (2008, p.137)

Guidorizzi (2008), apGs esses exemplos: geométrico e fisico, finaliza a

secao afirmando que “Esses exemplos sao suficientes para levar-nos a estudar

de modo puramente abstrato as propriedades do limite lim%’;(p)” (p.137).

X—p

Evidenciamos que nesse topico, sé foram utilizados dois caminhos do
Sentido Holistico da Derivada: Taxa de Variacdo e Velocidades — CE9 e
Tangentes — CE9. Dessa forma, todas as interagcdes dos indicadores do
Significado Holistico da Derivada nédo sao trabalhadas, sendo refor¢ado a ideia

de Derivada como um Limite.

A secédo seguinte 7.2 “Derivada de uma fungao” é dedicada a definir a
Derivada por meio do Limite, ou seja, 0 autor emprega a configuracéo
epistémica CE9 (Figural28).
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Figura 128: Definigdo da Derivada como limite

Defini¢do. Sejam fuma fungdo e p um ponto de seu dominio. O limite

. fx) -
lim ————
x=+p X-p

quando existe ¢ é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f' (p) (leia:
flinha de p). Assim

i T 1)
xX—=+p X-p

f'(p)

Se fadmite derivada em p, entdo diremos que [ é derivdvel ou diferencidavel em p.

Fonte: Guidorizzi (2008, p.137)

Em seguida, Guidorizzi (2008) define a equacdo da reta tangente ao

grafico de f no ponto (p, f(p)),comoy — f(p) = £ (p)(x — p). Além disso, ele
afirma que “[...] Assim, a derivada de f, em p, € o coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p”. (GUIDORIZZI, 2008, p.138)

Salientamos que o Livro K possui — nestas secfes: 7.1 (Introducéo) e
7.2 (Derivada de uma func@o) que analisamos — 8 exemplos (exercicios
resolvidos) e 19 problemas e exercicios propostos. Nos exercicios propostos, o
foco esta na derivada como taxa de variacdo (mesmo de maneira implicita) na
forma: Coeficiente Angular. Ndo h& problemas ou exercicios que envolvem a
Derivada como velocidade, Fun¢des Marginais da Economia (Receita Marginal,
Custo Marginal e Lucro Marginal), as Razdes Diretas e a Taxa de Variacao

Relativa (Porcentagem).

Observamos, ainda, que ndo ha uma relacdo explicita do Coeficiente
Angular, a Taxa de Variagdo e a Derivada. E a tentativa de relacionar o
Coeficiente Angular e a Derivada ocorreu por meio do calculo de Limites.

No Quadro 39, apresentamos o0s indicadores de analise da Idoneidade

Epistémica dos significados pretendidos nessa obra.
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Quadro 39: Matriz de Andlise do Livro K

Representacfes para a Derivada
Emergentes G IS T
Indicadores dos \ . m a
Livros Didaticos 're a b b
do Ensino b f 0 u
Superior (IS) a ! ! !
Prévias | ¢ ! a
a c r
a
. _ Verbal
IS1: Contextualizagao Grafica
para enfatizar a Derivada [gimbolica
como Taxa de Variagao
Tabular
. Verbal K6
IS2: Referénciaentre a (g zfica
Derivada e o Coeficiente [gimbslica
Angular
Tabular
- ~ Verbal
IS3: Utilizacéo da Grafica
Derivada para prever
resultados nas demais [Simbdlica
areas do conhecimento
Tabular
Verbal K1
IS4: Utilizagédo do Limite |Grafica K2 K3
para calcular a Derivada |Simbélica K4 K5
Tabular
IS5: Utilizagdo de novas |Verbal
tecnologias para Ghdtical
enfatizar a Derivada  |Simbdlica
como Taxade Variagao |rzpular

Fonte: O Pesquisador

Nas células K1. K2, K3, K4 e K5, encontra-se 1S4 que mobiliza a derivada
como limite da taxa de variacéo. As figuras 129 e 130 apresentam situacdes em

que esta em jogo, a Derivada como Limite.

Figura 129: Entrada K1

Quando x tende a p, o coeficiente angular de s, tende af'(p), onde

" (x) - f(p)
j (p) = “’n u
X—>p X P

Fonte: Guidorizzi (2008, p.136)
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Figura 130: Entrada K2
s

i

T

_ﬂ\
w b=

Por outro lado, se, & medida que x tende a p pela direita, s, se aproximar da posicdo de
umareta T, e se 2 medida que x se aproximar de p pela esquerda, s, se aproximar da posicdo de
uma outra reta T, T # T, entdo o gréfico de f ndo admitird reta tangente em (p, f(p)), ou se-
ja, ' (p) ndo existird.

Fonte: Guidorizzi (2008, p.142)

Percebe-se que o Quadro 39 contém apenas alguns indicadores para a

analise do significado Holistico da Derivada.

Na préoxima secado apresentamos um estudo global (analise e

comparacao) dos Livros Didaticos do Ensino Superior.
3.4 Estudo global dos livros didaticos do ensino superior

Nesta secao faremos um estudo (analises e comparacdes) global dos
Livros Didaticos do Ensino Superior no que diz respeito a teoria dos Registros
de Representacdes Semiodticas, os indicadores da Andlise de Contetudo e os

critérios de Idoneidade Epistémica e o Sentido Holistico da Derivada.

Ressaltamos que esse estudo tem intuito de analisar como os autores
dessas obras articulam o conceito de Derivada e as ideias fundamentais da
Variagao e da Taxa de Variagéo.

Ao analisarmos esses livros didaticos, identificamos que todos abordam
da mesma forma o conceito de derivada sem a énfase na Taxa de Variacao, e

sim por meio da definicdo do Limite.

O Quadro 40 que apresentamos a seguir sintetiza as representacdes

prévias e emergentes dos registros (simbdlico, grafico e tabular) para a
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Derivada, segundo Indicadores dos Livros Didaticos do Ensino Superior (IS).

Sendo assim os indicadores ficaram distribuidos assim:

e |S1: Contextualizacdo para enfatizar a Derivada como Taxa de Variacao:

Livro X e Livro Y;

e |S2: Referéncia entre a Derivada e o Coeficiente Angular: Livro X, Livro Y e
Livro W,

e |S3: Utilizacdo da Derivada para prever resultados nas demais areas do

conhecimento: Livro X e Livro Y;

e |S4: Utilizagdo do Limite para calcular a Derivada: Livro X, Livro Y, Livro W

e Livro K;

e |S5: Utilizacdo de novas tecnologias para enfatizar a Derivada como Taxa de

Variacdo: nenhum livro utiliza esse indicador;

Notamos que o 1S4 é o unico utilizado por todos os livros e o indicador
IS5 néo é utilizado por nenhum livro. O indicador IS2 € utilizado, com excecao

do Livro K, por todos os outros.

Reforcamos que o Quadro 40 apresenta uma andlise da Idoneidade
Epistémica dos significados pretendidos nos Livros Didaticos do Ensino
Superior. Ele mostra os indicadores encontrados nos livros, bem como as
representacdes que sdo ativadas nos textos tedricos e nos exercicios resolvidos

ou nao.

Colorimos as entradas mais “representativas” do Quadro 40 para
indicarmos os significados pretendidos nos livros, por exemplo, Amarelo (1) (62
linha e 52 coluna): esta entrada significa que os autores contemplam o indicador
IS2 e possibilitam ao leitor a partir da representacao prévia no registro Verbal
uma representacao emergente no registro Simbélico da Derivada e assim por

diante. Utilizamos essa mesma nomenclatura com as cores vermelha e azul.

Notamos que indicagdo em vermelho, que representa a ldoneidade
Epistémica dos quatro livros que analisamos, aparece em apenas uma célula,
outras quatro células em trés livros e sete células com dois livros e um grande

namero de células vazias ou com apenas uma entrada. Sendo assim,
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destacamos que as entradas no Quadro 40 s&o distribuidas em apenas algumas

células tornando escasso o significado da Derivada.

Quadro 40: Matriz de Andlise conjunta dos Livros Didaticos do Ensino Superior

Representacdes para a Derivada

S
Emergentes -
. G i T
Indicadores dos \4 i m a
. C g za: e
Livros Didaticos . a b b
do Ensino b f 0 u
. i I I
Superior (IS) N a c : a
Prévias |
a c r
a
_ . ~ Verbal Y1 X1 X2 Y2 W11
IS1: ConFextuaInzagao Grafica X3 NYED)
para enfatizar a Derlvada Simbélica Y3 X4
como Taxa de Variacao
Tabular X5
_ . Verbal K6 Y4 W1 X6 Y5 W2
ISZ_. Referéncia e_nt_re a [Grafica w3 Y6 X7 Y7 Wa
Derivada e o Coeficiente [gimpglica W5 Y8 W6 |X8 YO W7 ws
Angular
Tabular
_ . 5 Verbal Y10 W13
IS_3. Utilizacdo da Grafica
Derivada para prever
resultados nas demais |Simbdlica X9 Y11 X10 Y12
areas do conhecimento
Tabular
Verbal Y13 W9 K1
IS4: Utilizacdo do Limite |Gréafica K2 Y14 K3
para calcular a Derivada [Simbélica X11 k4 |KIZNISOWIOKSH |
Tabular
IS5: Utilizacdo de novas Vefb_a'
tecnologias para Gidifical
enfatizar a Derivada  [>imbolica
como Taxade Variagado |tzpular

Fonte: O pesquisador

Como ja escrevemos em outras sec¢bes (por exemplo, na secao 3.2),

embora seja verdade que os livros estudados propdem alguns sistemas de

representacao, também é certo que o vinculo entre os indicadores e a Derivada

€ pouco utilizado, em todos os livros. Ressaltamos que, a énfase em alguns

indicadores em detrimento de outros, pode afetar o significado global da

Derivada. Desse modo, destacamos que reconhecer tal énfase que envolve

todos os indicadores é importante na medida em que:
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e a instituicho de ensino pode propor uma cobertura mais completa de

significados e formas de representacao;

e 0 professor pode tornar-se consciente da distribuicAo ndo homogénea de

significados e projetar atividades que destacam as entradas faltantes;

e 0s estudantes tém acesso a uma gama mais ampla de significados, modos de
representacdo e de ligacdes entre elas que podem ajudar a construir uma

aprendizagem significativa da Derivada.

O Quadro 41 a seguir representa o Sentido Holistico da Derivada nos

Livros Didaticos do Ensino Superior que fizemos os estudos.

A andlise do Quadro 41 mostra que os livros reforcam a construcédo do
conceito de derivada como Limite em cinco campos de problemas, de acordo
com Godino et al. (2013): Célculo de tangentes (CP1), Calculo das Taxas de
Variagdo (CP2), Célculo das Taxas de Variacdo Instantanea (por meio do
Limite) (CP3), Aplicacédo da Derivada para calcular maximos e minimos (CP4),
Céalculo da Derivada a partir de regras e teoremas de derivacdo (CP5). Na secéo
2.2 indicamos como as configura¢des priméarias deram lugar a configuracao CE9
(ativada para resolver problemas de Tangentes, Maximos e Minimos e Taxa de
Variacdo-Velocidades), que sao utilizadas em cursos de Calculo Diferencial e
qgue atribuem o significado da Derivada exclusivamente na configuracdo CE9,

ou seja, os livros baseiam-se na utilizagédo do Limite.

Ressaltamos que no Quadro 41, propomos cruzar significados parciais
da Derivada com os campos de problemas (CP), e de modo algum diz, por
exemplo, que a Matematica grega ou medieval estudou a Derivada a partir de

regras.


http://www.scielo.org.ve/scielo.php?pid=S1011-22512013000200008&script=sci_arttext#fig2
http://www.scielo.org.ve/scielo.php?pid=S1011-22512013000200008&script=sci_arttext#fig2
http://www.scielo.org.ve/scielo.php?pid=S1011-22512013000200008&script=sci_arttext#fig2
http://www.scielo.org.ve/scielo.php?pid=S1011-22512013000200008&script=sci_arttext#fig2
http://www.scielo.org.ve/scielo.php?pid=S1011-22512013000200008&script=sci_arttext#fig2
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Quadro 41: Sentido Holistico da Derivada nos Livros Didaticos do Ensino Superior

Campos de Problemas

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5

Significados Parciais

CEZ1: Tragcado de tangente
na Matematica grega

CE2: Problemas sobre a
Taxa de Variagcdo naldade
Média

CES3: Célculo de
subtangente e tangente
utilizando algebra

CE4: Tracados de tangentes
por meio de consideragdes
cineméticas

CE5: Calculo de Maximo e
Minimo por meio daideia
intuitiva de Limite

CES®6: Caélculo de Tangentes e
subtangentes através de
métodos infinitésimais

CE7: Calculo de fluxdes

CES8: Calculos de diferencas

CE9: Derivada como Limite xyzw | xyzw | xyzw | xyzw | xyzw

Fonte: O pesquisador

A respeito desse aspecto, Godino et al. (2013) afirmam que

[...] matematicos como [...] Cauchy [...], que sucederam a Newton e
Leibniz, se basearam em seus desenvolvimentos (CE7 e CE8) para
gerar um novo sistema de praticas de carater “formal” para a Derivada
como limite do quociente de incrementos [...] (p. 129).

Lembramos que, no intuito de legitimar as teorias acerca da derivada de
Newton e Leibniz, varios mateméaticos focaram seus estudos na Andlise, em
especial Cauchy. Cauchy (1789 — 1857) foi professor de Analise da Ecole
Polytechnique e tornou fundamental o conceito de limite para explicar a

Derivada e a Integral dispensando a geometria e os infinitésimos.
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Em 1817 Cauchy, no College de France, deu aulas sobre métodos de
integracdo desenvolvidos por ele, mas ainda néo publicados. Cauchy foi o
primeiro a fazer um estudo rigoroso das condi¢cdes de convergéncia de séries
infinitas, além de apresentar uma rigorosa defini¢cdo de integral. Seu texto Cours
d’analyse de 1821 foi escrito para estudantes da Ecole Polytechnique e tratava
do desenvolvimento dos teoremas basicos do Calculo Diferencial e Integral, tdo

rigorosamente quanto possivel.

Cauchy voltou sua atencao para funcdes reais, definidas em um intervalo
fechado [a, b] da reta. Para essas funcdes definiu as nogbes de Limite,
Continuidade e Derivada. Dessa forma, deu o carater do Calculo Diferencial e
Integral dos dias atuais por meio de €, e §, e, além disso, relacionou a Integral
com a Derivada, isto €, relacionou os conceitos de Leibniz e Newton para o caso

das func¢bes continuas.

Ao caracterizar seu método, escreve “Quanto aos métodos tentei
imprimir-lhes todo o rigor que se espera da geometria, de modo a nunca recorrer
a argumentos advindos da generalidade da algebra”. (CAUCHY apud ROQUE,
2012, p.413)

Segundo Roque (2012) a mencdo a geometria exprime seu modo
particular de tentar conciliar o método dos limites e o dos infinitamente

pequenos, praticados na Ecole Polytechnique.

Ainda de acordo com Roque (2012), quando Cauchy assumiu a cadeira
de Analise, a direcao néo ficou satisfeita de inicio, pois a abordagem escolhida
por ele ia além das demandas de um curso de engenharia e gerava resisténcia

por parte dos alunos por ser muito esmiucada e reflexiva:

Como forma de resisténcia, Cauchy decidiu escrever a série de aulas
introdutorias que constituem o seu Cours d’analyse algébrique. Essa
obra contém, portanto, os fundamentos do tipo de ensino defendido
por Cauchy, que, apesar da conciliagdo com a geometria anunciada
em sua introdugdo, nao segue o método dos antigos (ROQUE, 2012,
p.413).

Segundo Cauchy todas as propriedades tinham que ser explicitamente
definidas; nenhum conceito matematico poderia ser pressuposto implicitamente.

Sendo assim a fim de eliminar as incertezas ligadas a concepc¢ao da Derivada

devemos definir Funcao, Continuidade, Limite e Derivada.
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Boyer (1974) escreve que os trabalhos de Cauchy, Dedekind e
Weierstrass assentaram definitivamente o Célculo em bases matematicamente
sélidas, eliminando quaisquer tracos de duvidas ou imperfeicbes sobre seus
fundamentos. Apelos a intuicdo e argumentos de natureza geométrica ou fisica
foram abandonados e a aritmética dos nimeros reais se constituiu no alicerce

sobre o qual a Analise se ergueu.

Notamos a semelhanca da apresentacdo da definicdo da inclinacdo da
reta Tangente do Livro X e como tal livro resolveu o problema: “encontrar a reta
tangente por um ponto dado de uma curva dada” com as concepcgdes de
Cauchy, principalmente, e o distanciamento das ideias iniciais da Derivada - de
Newton e Leibniz, principalmente conforme relatamos na secéo 1.5 - que foram

feitas por meio da Taxa de Variagao.

Ressaltamos que os demais Livros Didaticos do Ensino Superior que
analisamos também seguem as ideias de Cauchy, por exemplo, segundo
Swokowski (1994, p. 125) a Derivada pode ser interpretada como Taxa de

Variagao da seguinte maneira:

Ocasionalmente sera conveniente utilizar a seguinte forma alternativa
[...] para achar f'(a).

vy g SO = f(@)
F@ =l =

[.]
(i) Taxa de Variacdo: Se y = f(x), a taxa instantanea de variacédo de
yemrelacdo a x em é f'(a). (p.125)
A seguir apresentamos nossas consideragbes finais acerca da
abordagem dada a Taxa de Variacdo no Livro Didatico do Ensino Médio e a sua

relacdo com o conceito da Derivada no Livro Didatico do ensino Superior.

Respondemos ainda as nossas questbes de pesquisa e indicamos
sugestdes para os proximos trabalhos que podem ser: artigos, dissertacdes ou

teses.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nestas considerag0des finais, refletimos sobre os aspectos da pesquisa,
que consideramos importantes, destacando o0s referenciais tedrico-
metodoldgicos, os resultados e contribuicbes para a Educacdo Matematica e

por fim, as perspectivas de trabalhos (dissertacdes ou teses) futuras.

Segundo Machado (2016), a construgdo do conhecimento, em especial
da Matematica, apresenta aspectos sedutores com narrativas maravilhosas de
se construir, “[...] Mas as histérias que nos contam na escola, especialmente
nas aulas de matematica, sdo frequentemente desprovidas de encantamento”
(p.4).

A motivagdo deste trabalho ocorreu devido a reflexbes e a
guestionamentos, principalmente, da nossa pratica em sala de aula em lecionar
a disciplina Calculo Diferencial e Integral e a ndo associacdo da Derivada como
Taxa Variagdo pelos estudantes (fato tratado em nossa reviséo de literatura e
também percebido por nés em diversas situacdes didaticas). Relatamos, no

capitulo I, que este cenério pode gerar inUmeros problemas.

De acordo com Machado (2016, p.16), “Em cada conteudo, existem
ideias fundamentais a serem exploradas; elas é que constituem a razdo do
estudo de cada uma das diversas disciplinas”. Neste sentido, a nossa revisao
de literatura indicou que explorar as ideias da Variacdo e da Taxa de Variagcao

para introduzir o conceito de Derivada pode ser eficaz no seu aprendizado.

Propomos analisar a abordagem da Derivada com énfase na Taxa de
Variagao, pois, como foi apresentado no decorrer deste trabalho, as ideias da
Variacdo e da Taxa de Variacdo sao consideradas fundamentais e
conjecturamos que o aluno ja possui esses conceitos enraizados, que talvez o
conquistaram na sua vida escolar, ou na sua experiéncia de vida e ao ingressar
no curso de Engenharia em que vai aprender a Derivada, tais ideias
fundamentais, da Taxa de Variacao e da Variacdo, ndo sao aproveitadas pelos

Livros Didaticos do Ensino Superior para introduzir o conceito.
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Lembramos que para desenvolver esta pesquisa, apoiamo-nos nas
seguintes questdes de pesquisa: Quais significados dos conceitos de Variacéo
e de Taxa de Variacao sdo dados em Livros Didaticos do Ensino Médio e Ensino
Superior? Como tais significados sao organizados em Livros Didéaticos do
Ensino Médio e Ensino Superior? Qual significado de Derivada pode ser

construido a partir de Livros Didaticos de Ensino Superior?

Para respondermos a estas indagacdes, tracamos 0 seguinte objetivo
geral “investigar os significados da Variagao, da Taxa de Variagao e da Derivada
que podem ser construidos a partir da abordagem de Livros Didaticos do Ensino

Médio e Ensino Superior”.

O desdobramento desse objetivo apoia-se no alcance dos seguintes
objetivos especificos: Estudar as abordagens dadas aos conceitos de Variacao
e da Taxa de Variagdo em Livros Didaticos de Ensino Médio, mais
especificadamente no capitulo de Geometria Analitica — Estudo da Reta;
Analisar as articulagbes entre registros 0s registros de Representacéo
Semidtica e os critérios de Idoneidade Epistémica para a compreensao da Taxa
de Variacdo como aplicagBes de Coeficiente Angular, Calculo de Velocidades,
Funcdes Médias da Economia (Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as
Razdes Diretas e a Taxa de Variacdo Relativa (Porcentagem); Analisar as
articulacdes entre os registros de Representacdo Semidtica e os critérios de
Idoneidade Epistémica para a compreenséo da Derivada e enfatizando-a como
Taxa de Variacdo, enquanto aplicacdes do Coeficiente Angular, Calculo de
Velocidades, Funcdes Marginais da Economia (Receita Marginal, Lucro
Marginal e Custo Marginal), as Razdes Diretas e a Taxa de Variagcdo Relativa
(Porcentagem).

A partir desses objetivos e dos resultados de nossa revisao da literatura,
tecemos a seguinte hipoétese: "a Derivada ndo € ensinada, nos Livros Didaticos
do Ensino Superior, com énfase na Taxa de Variacdo e sim por meio da
concepcao do Limite. A Taxa de Variagdo ndo é enfatizada no estudo da reta
em Geometria Analitica nos Livros Didaticos do Ensino Médio. A maior parte
das questdes contextualizadas de Matematica e suas tecnologias do ENEM,

utilizam a ideia da Taxa de Variacdo. Sendo assim, poderiamos aproveitar esse
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conhecimento j& construido e avaliado na Educacéo Bésica para introduzir o

conceito da Derivada no Ensino Superior”.

Para o enfrentamento de nossa pesquisa, apoiamo-nos nos seguintes
referenciais tedrico-metodoldgicos: Registros de Representacdo Semibtica,
Sentido Holistico da Derivada, Critérios de Idoneidade Epistémica e a Anélise
de Conteudo, contribuindo para esta pesquisa qualitativa (que consiste na
abordagem dada por livros didaticos ao conceito de Variacao, Taxa de Variacao
e da Derivada) pois por meio deles escolhemos os livros, criamos indicadores
de andlise, e estudamos a manifestacao das ideias da Variagdo e da Taxa de
Variacdo na Geometria Analitica — Estudo da Reta e no conceito inicial da
Derivada) e dessa maneira respondemos as nossas indagacfes que expomos
a seguir. Ressaltamos que estudamos também o sentido holistico da Derivada

nas obras do ensino superior.

As analises dos livros didaticos do Ensino Médio permitiram concluir que
0s autores desses livros ndo exploram as ideias fundamentais da Variacdo e
Taxa de Variagdo como aplicacao, principalmente, do Coeficiente Angular e as
demais aplicagbes (Calculo de Velocidades, Fun¢gbes Médias da Economia
(Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as Razdes Diretas e a Taxa de

Variacdo Relativa (Porcentagem)) sdo pouco explorados.

O significado da Taxa de Variagdo caminha no sentido do Coeficiente
Angular principalmente, e a organizacdo dos significados é feita no seguinte
sentido: IM2 (principalmente), IM1, IM3, IM6, IM4, IM5 e IM7.

No capitulo de introducdo da Derivada, nesses livros didaticos, a
abordagem desse conceito é feita, principalmente, como aplicagcdo do
Coeficiente Angular e as demais aplicacdes: Célculo de Velocidades, Fun¢des
Marginais da Economia (Receita Marginal, Lucro Marginal e Custo Marginal), as
Razdes Diretas e a Taxa de Variagao Relativa (Porcentagem), sdo praticamente

inexistentes.

7

O significado proposto da Derivada é o do Coeficiente Angular,
principalmente, e os significados sdo organizados da seguinte maneira: I1S2, 1S4,

IS1 e IS3. Notamos que o IS5 nao é utilizado.
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Em nossa analise, apoiada no Sentido Holistico da Derivada,
evidenciamos que, esses livros didaticos trabalham com o significado parcial da
Derivada como Limite e, portanto, pouco representativo para a construcédo do

significado global do conceito.

Dessa forma, confirmamos a primeira parte de nossa conjectura: “a
Derivada néo é ensinada, nos Livros Didaticos do Ensino Superior, com énfase
na Taxa de Variacao e sim por meio da concepcao dos Limites. A Variacéo e a
Taxa de Variacdo ndo séo enfatizadas no estudo da reta em Geometria Analitica

nos Livros Didaticos do Ensino Médio”.

Apresentamos agora algumas reflexdes e apontamos alguns resultados
gue permitem confirmar a segunda parte da conjectura: “A maior parte das
questdes, contextualizadas de Matemética e suas Tecnologias do ENEM,
utilizam a ideia da Variacao e da Taxa de Variacdo. Sendo assim, poderiamos
aproveitar esse conhecimento ja construido e avaliado na Educacdo Basica

para introduzir o conceito da Derivada no ensino Superior”.

Na secao 1.4: Justificativa educacional para a abordagem da Derivada
por meio da Taxa de Variacdo do capitulo I: Problemética, elencamos as
questdes do ENEM que envolvem o que entendemos no ensino médio, como
manifestacdo dos principios fundamentais da Variacédo e da Taxa de Variagao:
o Coeficiente Angular, Célculo de Velocidades, Fun¢des Médias da Economia
(Receita Média, Lucro Médio, Custo Médio), as RazBes Diretas e a Taxa de

Variacdo Relativa (Porcentagem).

De acordo com 0s nossos principios sobre os indicios e sobre a presenca
de ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variacdo, construimos o
Quadro 42, em que elencamos a frequéncia desses conceitos, de acordo com
0S nossos indicadores e os indices de acertos dos estudantes nas provas do
ENEM 2010, 2011 e 2012 em questbes e situagOes contextualizadas que
envolvem a manifestacdo das ideias fundamentais da Variacdo e a Taxa de

Variacao:
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Quadro 42: As ideias da Variagdo e da Taxa de Variagdo no ENEM (2010-2011-2012)

[ndice de Acerto em [ndice de Acerto em
questdes gue envolvem situagdes
Indicadores Frequéncia - as ideias fundamentais contextualizadas que
ENEM da Variagdo e da Taxa de envolvem as ideias
Variagdo fundamentais da
Variagdo e da Taxa de
Variagdo
IM1: Contextualizagdo — envolvendo Taxas de 84 59,23% 100%
Variagdo
IM2: Relagdo entre Taxa de Variagdo e o 30 30,71% 54,89%
Coeficiente Angular
IM3: Utilizagdo de Taxas de Variagdo para 37 33,14% 58,92%
prever resultados nas demais dreas do
conhecimento
IM4: Utilizagdo das razdes diretas na resolugdo 33 32,91% 57,75%
de problemas
IM5: Taxa de Variagdo Relativa (Porcentagem) 17 30,25% 52,98%

Fonte: O pesquisador

Percebe-se o alto indice de acerto nas em situacfes contextualizadas
gue envolvem as ideias fundamentais da Variacédo e da Taxa de Variacdo e o
indice de acerto 100% do indicador IM1: Contextualizacdo — envolvendo Taxas
de Variacdo em situacdes contextualizadas que envolvem as ideias da Variagao

e da Taxa de Variacéao.

Acerca da importancia da Taxa de Variagéo, Stewart (2010) escreve:

[...] trés casos especificos de taxas de variagdo: velocidade de um
objeto [...]; o custo marginal [...]; taxa de variagdo do custo de
producé@o em relagcdo ao tempo [...]. Os quimicos que estudam reacdes
guimicas estéo interessados na taxa de variacado da concentragcdo de
um reagente em relagdo ao tempo. [...] Na realidade, o célculo das
taxas de variagdo € importante em todas as ciéncias naturais, na
engenharia e mesmo nas ciéncias sociais [...]. (p.136)

Essa citacdo vai ao encontro com as nossas analises. Sendo assim,
notamos que o Livro X (e os outros também) ndo cumprem 0S NOSS0S Critérios
de ldoneidade Epistémica, pois ndo desempenham o que foi prometido (de
abordar a Derivada com as ideias da Variacdo e da Taxa de Variacdo) e
apresentam as concepc¢fes do Limite, para definir a Derivada, apresentando
raramente uma situacéo contextualizada, por exemplo, isso pode ocasionar uma

perda do significado global da Derivada, por parte dos estudantes.
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Notamos a preocupacdo dos autores em apresentar o algoritmo de
resolucdo, podendo perder as ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de
Variacdo. De modo geral, a Derivada € apresentada como um resultado pronto
e que serve para alguma situacéo, fato que pode ser observado ao retomarmos

a seguinte citacao:

O problema de encontrar a reta tangente a uma curva e o problema
de encontrar a velocidade de um objeto envolvem determinar o
mesmo tipo de limite, [...]. Este tipo especial de limite é chamado
derivada e veremos que ele pode ser interpretado como uma taxa de
variagdo tanto nas ciéncias quanto na engenharia. (STEWART, 2010,
p.130)

Ressaltamos que Newton e Leibniz estudaram a Derivada por meio das
ideias fundamentais da Variacdo e da Taxa de Variacdo para resolver um
problema: “encontrar a reta tangente por um ponto dado de uma curva dada” e
depois associaram a Derivada ao célculo de velocidades sem o conhecimento
dos Limites de Cauchy e notamos que o autor Swokowski (1994), no Livro Y,
escreve gue o calculo foi descoberto para resolver problemas de velocidade e
da reta tangente (p.21) e é o livro que mais faz associacfes da Derivada com

as ideias da Variacdo e da Taxa de Variagao.

Podemos, entéo, de acordo com o0 que apresentamos no decorrer deste
trabalho, aliado aos registros histéricos do estudo inicial da Derivada,
propormos a seguinte sequéncia de apresentacdo desse conceito: a ideia da
Derivada usando as concepc¢Oes fundamentais da Variagdo e da Taxa de
Variacdo, Numeros Reais, Limites, Continuidade e Técnicas de Derivacao, pois,
assim, atendemos os critérios de Idoneidade Epistémica e contribuimos para

ampliar o significado global da Derivada, de acordo com o seu Sentido Holistico.

Ressaltamos que os Livros Didaticos que analisamos seguem uma
ordem contraria daquela que apresentamos anteriormente, ou seja, seguem a
ordem que provavelmente foi proposta por Cauchy que € basicamente assim:

Limite e Derivada.

Isso vem ao encontro com as reflexdes de Barufi (1999), que afirma que,
em alguns livros, a abordagem esta mais adequada para 0 que seria um curso

de Analise Real, afastando-se do que seria o ideal para um curso introdutério
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de Célculo Diferencial e Integral. Sobre a distribuicdo dos conteudos do Livro
Didatico, Barufi (1999, p.52) afirma que

[...] se constitui na apresentacdo do Calculo sistematizado, formal e
logicamente organizado, como resultado do trabalho de pensadores,
filosofos e mateméaticos durante mais de vinte séculos. Esta é uma
abordagem realizada por alguns autores em suas propostas para um
primeiro curso de Calculo Diferencial e Integral. Neste caso, a
sequéncia tematica, basicamente é Numeros Reais, Funcoes, Limites,
Derivadas e Integrais, e o tratamento metodolégico obedece, em
muitos casos, ideias de fornecer uma revelacdo do Calculo. A
proposta parece basear-se no fato questionavel de que a logica
interna consistente deva garantir a aprendizagem significativa por
parte dos estudantes.

Segundo Machado (2016),

[...] E possivel estudar muitos contetidos sem uma atengéo adequada
as ideias fundamentais envolvidas, como também o é uma
explicitagdo e uma valorizagéo de tais ideias, mesmo tendo por base
a exploragdo de alguns poucos contetdos (p. 16-17).
Ressaltamos que a proposta dessa pesquisa nao é fazer um ranking dos
livros nem construir qualquer tipo de classificacdo. A ideia ndo é concluir qual &
o livro pior ou melhor, mas compreender o significado global da Derivada e

também néo pretendemos eliminar a definicdo da derivada como limite.

Destacamos a importancia de usar varios livros nas aulas de Matematica,
pois um complementa o outro, e eles possuem diversas abordagens do mesmo
tépico. Por exemplo: O Livro D interpreta o Coeficiente Angular como Taxa de
Variacdo e o Livro C faz a relacdo da equacdo reduzida e a funcéo afim. O
Livro B, possivelmente, € o que mais auxilia o professor em questdes

pedagdgicas.

Em relagdo ao nivel superior, o Livro X e o Livro K sdo mais formais na
introducdo do conceito de Derivada; enquanto o Livro Y e o Livro W até a
exemplificam com situacdes da Fisica, principalmente, mais na sequéncia

utilizam o Limite.

Notamos um diferencial de nossa pesquisa em relacéo as pesquisas que
revisitamos, pelo objeto investigado, os referenciais tedrico-metodoldgicos e 0s
resultados alcancados. Analisamos, especificamente, como se manifesta a
Taxa de Variagdo no estudo da Reta e sua relagdo como o conceito inicial da
Derivada.
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Todos esses relatos constituem alguma contribui¢do Gtil do nosso estudo
para uma reflexdo profunda sobre a relacdo entre variacdo, taxa de variacao e
0 conceito de derivada, seu ensino e sua aprendizagem nas diferentes

instituicdes analisadas.

As conclusdes a que chegamos neste estudo sao oriundas apenas da
analise de algumas sec¢fes dos livros didaticos de Ensino Médio e do Ensino
Superior. Portanto, o estudo ndo determina a generalidade dos resultados e a
influéncia desses livros na préatica docente e nos processos de aprendizagem
dos construtos provenientes do campo conceitual do conceito de derivada. No
entanto, esperamos que nosso trabalho, que esta inserido em reflexdes da
Educacdo Matemaética, venha contribuir para reflexdes sobre quais aspectos
devem ser levados em consideracdo nos processos de ensino e aprendizagem
do conceito de derivada por meio da Taxa de Variagdo para estimular a

aprendizagem do aluno dentro das ideias fundamentais desse conteudo.

Para as prOximas pesquisas, sugerimos se estudar uma concluséao
apontada por Carvalho (2016) sobre o método de Descartes que apresentamos

na secao 1.5

O método utilizado por Descartes ndo usa henhum conceito de limite,
corda se aproximando da tangente etc., que sédo considerados dificeis
e obscuros pelos alunos. [...] Sua ideia basica [...] é que [...] certa
equacéo algébrica ligada a curva tem o fator (x — a)®. [...] Considere
a fungéo polinomial y = P(x). Dividindo P(x) por (x — a)* obtemos
P(x) = (x — a)?Q(x) + R(x). Como o resto é do primeiro grau, temos
R(x) = mx + b. Entdo, uma correspondéncia pouco explorada é que
y=mx+b é exatamente a equagcdo da tangente ao grafico do
polinémio y = P(x), no ponto x = a, ou seja, m € o coeficiente angular
da tangente, é a derivada de y = P(x) naquele ponto. (p.11)

Além disso, também propomos investigar: as concepc¢cdes de alunos
concluintes da educacdo basica sobre a Variacdo e a Taxa de Variacao.
Lembramos que o conceito de Taxa de Variacdo ndo é enfatizado no Ensino
Médio, e, mesmo assim, os alunos obtém sucesso nas questdes voltadas para

Matematica e suas Tecnologias do ENEM, que envolvem esse conceito.

Deixamos, também, como sugestbes de pesquisas futuras, com
abordagem ecoldgica no Ensino Superior do conceito de derivada com énfase

nas ideias de Variagdo e na Taxa de Variagao.
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