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RESUMO

O presente estudo tem como objetivo investigar como um programa formativo
favorece a construcdo dos conhecimentos didaticos-matematicos sobre
probabilidade com professores de matematica dos anos finais do Ensino
Fundamental. Esta investigacdo foi desenvolvida no ambito do projeto de
pesquisa “Investigagbes sobre o processo de ensino e de aprendizagem de
conceitos concernentes a probabilidade e estatistica”, pertencente ao
Programa Observatério da Educacdo do Ministério da Educacdo (OBEDUC -
UNIAN). Descreve-se uma experiéncia formativa para o desenvolvimento do
conhecimento didatico-matematico sobre probabilidade e noc¢fes associadas
com professores de matematica em exercicio nos anos finais do Ensino
Fundamental no Brasil (estudantes de 11 a 14 anos).

Para esta investigagdo foi utilizado como marco teorico, a teoria do Enfoque
Ontossemidtico do Conhecimento e da Instrugcdo Matematica — (EOS), o
modelo do Conhecimento Didatico-Matematico do professor de matematica, a
teoria da ldoneidade Didatica e a Engenharia Didatica baseado no EOS.
Metodologicamente, sédo discutidas as fases dessa engenharia didatica (estudo
preliminar, desenho, implementacédo e avaliagdo) que se constituiu como o fio
condutor para o desenvolvimento desta experiéncia. Da mesma forma se
aplicaram as categorias do modelo do conhecimento didatico-matematico do
professor de matematica (conhecimento comum, avancado e especializado do
conteudo). O processo formativo foi vivenciado com 40 professores durante
sete encontros, envolvendo uma adaptacdo das sequéncias de atividades
propostas no programa de ensino de Bryant e Nunes (2012) sobre
Probabilidade e Risco e atividades da literatura que complementem as
reflexdes sobre Probabilidade e seu ensino.

Identificou-se que os conhecimentos iniciais que demonstraram ter o grupo de
professores participantes, sobre probabilidade e seu ensino, séo insuficientes
para um processo de ensino e aprendizagem idéneo com os alunos do Ensino
Fundamental. Constatou-se também, que os professores desenvolveram e
ampliaram conhecimentos concernentes a probabilidade e ao seu ensino.
Nessa ampliacdo, constatou-se ainda, um processo de ressignificacdo dos
professores sobre o significado da probabilidade e das no¢des que sustentam
este conceito como as nocdes de aleatoriedade, espaco amostral e
guantificacdo de probabilidades. Foi destacada a nocdo de risco por meio do
estudo da associacdo entre variaveis em tabelas de dupla entrada como um
conhecimento emergente para 0 ensino nos anos finais do Ensino
Fundamental. Avaliou-se que o programa de formacéo favorece a construcao
dos conhecimentos didaticos-matematicos uma vez que a idoneidade didatica
geral foi considerada alta. Observou-se que o modelo formativo experimentado,
€ um aporte que permite apoiar e formar adequadamente os professores de
matematica dos anos finais do Ensino Fundamental no tema especifico da
probabilidade e sua didatica.

Palavras-chaves: Probabilidade; Ensino de Probabilidade; Conhecimento
Didatico-Matematico; Formacéao de professores; Enfoque Ontossemidtico.



RESUMEN

El presente estudio tiene como objetivo investigar como un programa de
formacion favorece la construccion de conocimientos didacticos-matematicos
sobre probabilidad con los profesores de matematicas de los Ultimos cursos de
Educacion Primaria. Esta investigaciéon se ha desarrollado en el ambito del
proyecto de investigacion nombrado " Investigaciones sobre el proceso de
enseflanza y aprendizaje de conceptos concernientes la probabilidad y
estadistica" que pertenece al Programa Observatorio de la Educacion del
Ministerio de Educacion (OBEDUC - UNIAN). Se describen una experiencia
formativa para el desarrollo de conocimientos didactico-matematicos sobre la
probabilidad y nociones asociados con profesores de matematicas en ejercicio
de los ultimos cursos de Educacion Primaria en Brasil (estudiantes de 11 a 14
afnos).

Se utilizan como marco tedrico, la teoria del Enfoque Ontosemidtico del
conocimiento y la instruccion mateméaticos (EOS), el modelo del Conocimiento
didactico-matematicos del profesor de matematicas, la teoria de la Idoneidad
Didactica y la Ingenieria Didactica basados en EOS. Metodolégicamente, se
presentan las fases de la ingenieria didactica (estudio preliminar, disefio,
implementacion y evaluacién) que se constituyé como principio rector para el
desarrollo de esta experiencia. Del mismo modo se aplicé las categorias del
modelo del conocimiento didactico-matematico del profesor de matematicas
(conocimiento comun, avanzado y especializados del contenido). El proceso de
formacion se experimentd con 40 profesores durante siete encuentros, que
involucra una adaptacion de las secuencias de las actividades propuestas en el
programa de Bryant y Nunes (2012) sobre la probabilidad y el riesgo y las
actividades de la literatura que complementan las reflexiones de Probabilidad y
Su ensefianza.

Se identificé que los conocimientos iniciales que han demostrado el grupo de
profesores que participaron en la investigacion sobre la probabilidad y su
ensefianza, son insuficientes para un proceso de ensefianza y aprendizaje
adecuado para los alumnos de esta etapa educativa. También se constaté que
los maestros han desarrollado y ampliado el conocimiento sobre la probabilidad
y la enseflanza. En esta ampliacion, se identific6 también un proceso de re-
significacién sobre el significado de la probabilidad y las nociones que apoyan
este concepto como las nociones de aleatoriedad, el espacio muestral y
cuantificacion de probabilidades. Destacamos la nocion de riesgo por medio del
estudio de la asociacion entre las variables en la tabla de doble entrada como
un conocimiento emergente para la ensefianza en los Ultimos cursos de
Educacion Primaria. Se evalud que el programa de formacién contribuye con la
construccion de los conocimientos didacticos-matematicos una vez que la
idoneidad didactica general se considerd alta. Se observé que el modelo de
formacion experimentado, es un aporte que permite apoyar y capacitar
adecuadamente profesores de matematicas de los Ultimos cursos de
Educaciéon Primaria en el tema especifico de la probabilidad y su didactica.

Palabras clave: Probabilidad; Ensefianza de la probabilidad; Conocimiento
didactico-matematicos; Formacion de profesores; Enfoque Ontossemiotico.



ABSTRACT

The objective of this study is to investigate how a formative program favors the
construction of didactic-mathematical knowledge about probability with the math
teacher of the final years on Elementary School. This research was developed
on the scope of search project “Investigacdes sobre o processo de ensino e de
aprendizagem de conceitos concernentes a probabilidade e estatistica”
[Investigations about the teaching and learning process of concepts related to
probability and statistics], which belongs to “Programa Observatério da
Educagdo do Ministério da Educagédo” [Ministry of Education observatory of
education program] (OBEDUC - UNIAN). We describe a formative experience
for the development of didactic-mathematical knowledge about probability and
notions associated with active math teacher of the final years on Elementary
School in Brazil (11 to 14-year-old students).

We use as theoretical framework the Onto-semiotic Approach to Knowledge
and Mathematical Instruction (EOS) theory, the Knowledge Didactic-
Mathematical model of the math teacher, the theory of Didactic Adequacy and
the Didactic Engineering based on EOS. Methodologically, the phases of this
didactic engineering (preliminary study, design, implementation and evaluation)
are presented as the guiding thread for the development of this experiment. In
the same way, the categories of the didactic-mathematical knowledge model of
the math teacher (common knowledge, advanced and specialized knowledge of
the content) are applied. The training process was carried out with 40 teachers
during seven meetings, involving an adaptation of the sequences of activities
proposed in the Bryant and Nunes (2012) about Probability and Risk and
literature activities which complement the reflections about probability and its
teaching.

We identified that initial knowledge which the group of participating teachers
showed about probability and its teaching are insufficient for a suitable teaching
and learning process with students in the school phase. We also verified that
teachers developed and expanded knowledge concerning the probability and its
teaching. In this expansion, we verified a resignation process of the teachers
about the meaning of probability and notions which support this concept as the
notions of randomness, sample space and quantity quantification. We
highlighted the risk notion through association study among variables in double
entry tables as an emerging knowledge to the Elementary school final years
teaching. We evaluated that the formation program favors the construction of
didactic-mathematical knowledge since general didactic suitability was
considered high. We observed that he tried formative model is a contribution
that allows to support and properly train math teachers of the Elementary school
final years in the specific subject of probability and its didactics.

Key Words: Probability; Teaching of Probability; Knowledge didactic-
mathematical; Teacher education; Onto-semiotic approach.
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INTRODUCAO

A presente tese intitulada “Um Estudo sobre os Conhecimentos Didaticos-
Matematicos de Probabilidade com Professores de Matematica dos anos finais
do Ensino Fundamental’” insere-se na linha de pesquisa “Formacido de
Professores que Ensinam Matematica” do Programa de Pdés-Graduagédo em
Educacdo Matematica promovido pela Universidade Anhanguera de Sdo Paulo
(UNIAN) com a participacao de professores de matematica dos anos finais do

Ensino Fundamental.

Este estudo integra um conjunto de acfes desenvolvidas no ambito do
projeto de pesquisa “Investigacdes sobre o processo de ensino e de
aprendizagem de conceitos concernentes a probabilidade e estatistica’,
pertencente ao Programa Observatério da Educacdo - Capes' (OBEDUC -
UNIAN), coordenado pelo Prof. Dr. Ruy César Pietropaolo, com cooperacao da
Prof.2 Dr2 Terezinha Nunes e do Prof. Dr. Peter Bryant (ambos da
Universidade de Oxford — Inglaterra) e em parceria com a Secretaria Estadual

de Educacéao de Sao Paulo.

O projeto de pesquisa que originou esta tese foi devidamente submetido
para avaliagdo ao Comité de Etica e Pesquisa (CEP) em 31/03/2014 e

aprovado mediante Parecer Consubstanciado numero 645.337 em 12/05/2014.

De novembro de 2014 a fevereiro de 2015, como parte do
desenvolvimento da pesquisa, realizamos uma parceria com o Departamento
de Didatica da Matematica da Universidade de Granada — Espanha para
vivéncia de um estagio doutoral acompanhado pelo professor Dr. Juan Diaz
Godino e também financiado pela Capes'. No referido estagio aprofundamos
os estudos sobre a teoria do Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da

Instrucdo Matematica — EOS.

Nossa opcao pelo tema justifica-se por ser, cada vez mais urgente, o
letramento estatistico da sociedade. E perceptivel nos dias de hoje uma

diversidade de situacdes que exige de nds habilidades no tratamento de dados

! Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior.
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gue demandam conhecimentos de estatistica e probabilidade. As
caracteristicas da nossa vida contemporéanea exigem constantemente a
mobilizacdo de conhecimentos estatisticos, combinatorios e probabilisticos.
Tomar decisBes coerentes na vida diaria e interpretar informacdes com mais

fidedignidade levam em conta, por exemplo, um raciocinio probabilistico.

Algumas das situacdes relacionadas as ideias que dao suporte ao
conceito de probabilidade podem ocasionar dificuldades de compreensao por
apresentar caracteristicas contra-intuitivas, ou seja, que ferem a nossa intui¢ao.
E comum, algumas pessoas interpretarem “maior chance’ quase como uma
certeza; por exemplo, ao argumentar que se tem maior chance de sair amarelo
em determinada situacao, cria-se a expectativa de que caso ndo saia amarelo
a resposta estaria errada. Desta forma, as nocdes de chance e de
probabilidade podem ser dificeis de serem compreendidas. Trabalhar com
situagdes que tratem da matematica da incerteza, particularmente da
probabilidade, € um mote para 0 nosso estudo que objetiva discutir os
conhecimentos cruciais para o professor poder ensinar com eficacia este

contelido matematico.

Salientamos que esses conhecimentos se tornam fundamentais para
gue o professor desempenhe de forma eficiente sua atividade docente no que
concerne ao conceito de probabilidade, pois a questdo ndo é apenas sobre o
gue os docentes devem ensinar, mas sobre 0 que necessitam saber e serem

capazes de realizar essa atividade de forma inovadora.

Diversos pesquisadores (KATAOKA et al., 2008; CAMPOS E
PIETROPAOLO, 2013) investigando o cenario do ensino de probabilidade no
Brasil constataram que os professores normalmente tém formacdo em
Probabilidade e Estatistica na graduacdo, mas 0S mesmos nao tém
conhecimento sobre como ensinar tais conteddos. Inclusive, professores em
exercicio podem até duvidar da legitimidade sobre o ensino da probabilidade,

como pontuam Campos e Pietropaolo,

muitos docentes ndo estdo sequer convencidos de que a
probabilidade seja importante para ser desenvolvida no Ensino
Médio; quanto ao Fundamental, tém uma posicdo ainda mais
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restritiva: consideram a inclusdo desse tema totalmente inadequada e
desnecesséria. (2013, p.58).

Temos como pressuposto que o viés determinista da matematica se
torna um entrave para o trabalho do professor com a probabilidade. Existe nos
professores uma ideia sobre a Matematica alicercada numa concepg¢ao
platbnica, com uma visdo na qual a matematica é estatica, a-historica e
portadora de dogmas previamente estabelecidos. No ensino da matemética, o
professor, em geral, ndo considera a probabilidade como um conteudo “nobre”,
digno do ensino tal como o status que é dado, por exemplo, aos contetdos que

envolvem a &lgebra e a geometria.

Neste sentido, parece-nos importante um estudo focado nos
significados que sao atribuidos aos conceitos probabilisticos por professores de
matematica, visando o estabelecimento de um programa de formacéao que dé
suporte a constru¢do do conhecimento probabilistico, incluindo uma discussao
sobre a importancia desses conhecimentos para os alunos da Educacéo

Basica.

Serradd, Cardefioso e Azcéarete (2005) concluem em suas pesquisas
gue professores apresentaram obstaculos associados ao carater determinista
de suas concepcdes sobre o conhecimento probabilistico, que néo lhes
permitiram uma construcdo adequada das nocbes de aleatoriedade e
probabilidade. A percepcdo do acaso, experimentos aleatérios e o conceito de
probabilidade sdo elementos que devem ser trabalhados visando o letramento
probabilistico dos estudantes (COUTINHO, 2001; GAL, 2005) e os professores
devem estar preparados para lidar com esses elementos. Corroboramos ainda
com a afirmacao de Santana (2011) ao salientar que os professores se sentem
despreparados para 0 ensino de nocdes probabilisticas devido as dificuldades
encontradas na elaboracdo de conceitos que exigem construcéo reflexiva sobre

a ideia de acaso e aleatoriedade (2011, p.88).

Percebemos o quanto € complexo, e a0 mesmo tempo necessario,
desenvolver propostas de formacdo que possibilitem ao professor construir
conhecimentos mais favoraveis sobre probabilidade e refletir sobre como se da

0 ensino desse conhecimento no chao da sala de aula. Os professores devem
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estar suficientemente preparados para o ensino de probabilidade e aproveitar
os diferentes recursos didaticos existentes para discutir e aprofundar os
conhecimentos referentes a esse tema com os estudantes. Tal exploracédo de
recursos didaticos pode ser objeto de novas investiga¢des inclusive utilizando o
ambiente computacional e outros tipos de materiais manipulativos para o

ensino e a aprendizagem da probabilidade.

Para uma boa compreensdo dos fendbmenos aleatoérios, os estudantes
devem entrar em contato desde cedo com estas noc¢Oes. Felisberto de
Carvalho e Rocha (2014) advogam que desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental é necessario que o aluno reconheca que grande parte dos
acontecimentos do cotidiano séo de natureza aleatéria. Além disso, o trabalho
com as noc¢Oes de acaso e incerteza deve ocorrer em situacées nas quais 0

aluno realiza experimentos e observa eventos aleatorios.

No Brasil, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)
destinados ao Ensino Fundamental, destaca-se que, ao final desta etapa de
escolaridade, os estudantes devem ter desenvolvido uma boa compreenséo
das nocdes probabilisticas, tais como questdes que envolvam a contagem de
casos no mapeamento do espaco amostral e seu significado e a utilizacao de
diagramas de arvore (BRASIL, 1998). Além dos PCNs, alguns estados
brasileiros, como S&o Paulo e Pernambuco, em seus curriculos prescritos,
recomendam também a insercdo dos contetudos probabilisticos nesse grau de

ensino.

Com relacdo aos anos finais do Ensino Fundamental no curriculo do
estado de Séo Paulo, esta previsto o trabalho com este tépico para o 7° e 9°
anos. Esse documento recomenda que o professor trabalhe problemas de
contagem e a introducdo ao conceito de probabilidade (SAO PAULO, 2010).
Também no curriculo do estado de Pernambuco ha recomendacdes para o

ensino deste topico do 6° ao 9° ano de escolaridade.

Assim, torna-se evidente a necessidade de uma discussdo sobre o
ensino e aprendizagem de probabilidade nos processos de formacao inicial e

continuada de professores. Nesse sentindo, Batanero, Diaz e Cafiadas (2013)
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sugerem melhorar a formagao de professores para o ensino de probabilidade
para prepara-los mais adequadamente para a sua atividade docente.

Considerando a necessidade de melhores formagbes com os docentes
de matemética, existem diversos modelos teoricos que tecem reflexdes sobre
0s conhecimentos que os professores devem pdor em cena para favorecer a
aprendizagem dos estudantes. Estes modelos dao suporte ao trabalho com a
formacéo inicial e continuada de professores. Mais ainda, Godino (2009)
pontua que ha um consenso geral que os professores devem dominar 0s
conteudos da disciplina de matemética, mas ndo ha acordo semelhante sobre a
forma de ser alcancado esse dominio e nem a projecdo sobre o ensino desse
contetddo. Como em nosso experimento trabalhamos com os professores em
exercicio, assumimos as ideias de Godino ao dizer que

Do nosso ponto de vista, os modelos de “conhecimento matematico
para o0 ensino” elaborado desde as investigagbes em educagao
matematica, incluem categorias muito gerais. Consideramos que
seria Util dispor de modelos que permitam uma analise mais
detalhada de cada um dos tipos de conhecimentos que se pode pbr
em jogo em um efetivo ensino (proficiente, eficaz, idéneo) de
matematica. Isso permitiria orientar um desenho de acdes formativas

e da elaboracéo de instrumentos de avaliacdo dos conhecimentos do
professor de matematica (GODINO, 2009, p. 19, traduco nossa®)

O modelo do Conhecimento Didatico-Matematico do professor - CDM,
gue estd embasado na Teoria do Enfoque Ontossemiotico do Conhecimento e
da Instrucdo Matematica — no qual as categorias podem ser usadas como
ferramentas para identificar e classificar os conhecimentos requeridos para o
ensino de matematica — € util, para analisar os conhecimentos postos em jogo
pelo professor em um processo formativo. Temos como pressuposto que
revisitando este conhecimento dentro de uma proposta integrativa das nocfes
gue sustentam e se articulam com o conceito de probabilidade, o professor

avance em seu conhecimento didatico-matematico de probabilidade.

2 Desde nuestro punto de vista, los modelos de “conocimiento matematico para la enseianza”
elaborados desde las investigaciones en educacion matematica, incluyen categorias muy
generales. Consideramos que seria Util disponer de modelos que permitan un andlisis mas
detallado de cada uno de los tipos de conocimientos que se ponen en juego en una ensefianza
efectiva (proficiente, eficaz, idénea) de las matematicas. Ello permitiria orientar el disefio de
acciones formativas y la elaboracion de instrumentos de evaluacion de los conocimientos del
profesor de matemaéticas.
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Em face disto, apresentamos o objetivo geral desta pesquisa: Investigar
como um programa formativo favorece a construcdo dos conhecimentos
didaticos-matematicos sobre probabilidade com os professores dos anos finais

do Ensino Fundamental.

Para tanto, propomos 0s seguintes objetivos especificos:

e Elaborar um programa de formacgéo para professores dos anos finais
do Ensino Fundamental sobre probabilidade e seu ensino;

e Investigar 0s conhecimentos  didaticos-mateméticos  sobre
probabilidade com professores de matematica dos anos finais do

Ensino Fundamental.

E estabelecemos as seguintes questdes de pesquisa deste estudo:

v' Quais os conhecimentos iniciais que os professores demonstraram
sobre probabilidade e seu ensino?

v" Quais sao os conhecimentos desenvolvidos e ampliados por professores
de matematica participantes do programa de formacédo, sobre
probabilidade, destinado aos anos finais do Ensino Fundamental?

v' Quais sdo os conhecimentos didaticos-matematicos necessarios ao
ensino de probabilidade nos anos finais do Ensino Fundamental?

v" Como este programa de formacdo favorece a construcdo dos
conhecimentos didaticos-matematicos com professores dos anos finais

do Ensino Fundamental?

O desenvolvimento de nossa investigacdo em busca de respostas que
satisfizessem essas questdes culminou na elaboracdo da presente tese que,

em resumo, configura-se com a estrutura apresentada a seguir.

No primeiro capitulo apresentamos o marco teérico da pesquisa e a
metodologia desenvolvida com base nesse marco. Discorremos sobre os
construtos teéricos do Enfoque Ontossemidtico do Conhecimento e da
Instrucdo Mateméatica (GODINO, 2002; 2012; GODINO, FONT, CONTRERAS
E WILHELMI, 2006) tais como: a teoria do Conhecimento Didatico-Matematico
do professor (GODINO, 2009; GODINO E PINO-FAN, 2015), a Engenharia
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Didatica do EOS (GODINO, 2012; 2013) e a teoria da ldoneidade Didética
(GODINO, 2011).

O segundo capitulo consta de um estudo preliminar sobre o objeto
epistémico foco desta pesquisa — probabilidade, sobre os conhecimentos e
dificuldades de alunos e professores envolvendo a probabilidade, e também
sobre os recursos didaticos para a abordagem da probabilidade em sala de

aula.

Para construir o desenho do programa formativo destinado aos
professores dos anos finais do Ensino Fundamental procedemos a aplicagéo
de um questionario inicial para o diagnéstico dos conhecimentos dos
professores participantes do estudo sobre probabilidade e ensino de
probabilidade. Esse questionario e o respectivo diagnostico estdo apresentados

e discutidos no capitulo trés.

O capitulo quatro inclui o desenho da formacédo destinado para
desenvolvimento dos conhecimentos didaticos-matematicos dos professores de
matematica em exercicio nos anos finais do Ensino Fundamental. Esse
desenho foi elaborado mediante as etapas anteriores e apresentamos por meio
de diferentes configuracdes, a saber: configuracdes epistémicas, instrucionais

e cognitivo-afetivas.

No quinto capitulo discorremos sobre as trajetorias didaticas mediante a
implementacdo do desenho com o grupo de professores por meio de quatro
unidades de estudos: aleatoriedade; espaco amostral e quantificacdo de
probabilidades; quantificacdo e risco probabilistico; explorando probabilidades.
Analisamos o0s conhecimentos comum e avancado (conhecimento de
probabilidade) e o conhecimento especializado do professor (conhecimento
sobre o ensino de probabilidade) mobilizado pelos professores. Apresentamos

ainda avaliacao dos professores sobre a formacédo com eles desenvolvida.

No capitulo seguinte analisamos os limites e avancos deste programa
formativo sobre probabilidade e seu ensino por meio da teoria da Idoneidade

Didatica subjacente ao Enfoque Ontossemioético. Valoramos em que medida a
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formacé&o contribuiu para as ampliacdes dos conhecimentos dos professores e
se este processo foi adequado.

Por fim, no sétimo capitulo, apresentamos as considerac¢des finais sobre
0 estudo e apontamos questbes pertinentes aos processos de formacéo
continuada de professores de mateméatica. Discorremos sobre possiveis

estudos futuros que esta investigacao pode suscitar.
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1. MARCO TEORICO E METODOLOGIA

1.1 ENFOQUE ONTOSSEMIOTICO DO CONHECIMENTO E DA INSTRUGAO
MATEMATICA (EOS)

O Enfoque Ontossemiético (EOS) do conhecimento e da instru¢cdo matematica
€ um marco teorico integrativo para a investigacdo em Educacdo Matemética,
com o propésito de articular diferentes pontos de vista e nogdes tedricas sobre
0 conhecimento matematico, seu ensino e sua aprendizagem. Foi elaborado
desde o inicio dos anos 90 (século XX) por Juan Diaz Godino. Em 2003 o
referido autor apresenta sob o titulo de Teoria das FungBes Semidticas o
desenvolvimento do EOS para obtencdo da Céatedra na Universidade de
Granada — Espanha. Esse desenvolvimento pode ser compreendido por meio
de trés fases. A primeira trata do sistema de praticas pessoais e institucionais
associadas a um campo de problemas. Nessa fase ha uma tentativa de
responder a questionamentos de cunho epistemoldgico e cognitivo:
Problema Epistemoldgico: O que é um objeto matematico? Ou, de
outra forma, qual € o significado de um objeto matemético (nUmero,
derivada, média, etc.) em um contexto ou marco institucional
determinado? Este problema epistemoldgico, isto é, referente ao
objeto matemético como entidade cultural ou institucional,
complementa-se dialeticamente com 0 problema cognitivo associado,
ou seja, 0 objeto como entidade pessoal ou psicoldgica. Problema
Cognitivo: o que significa o objeto O para um sujeito em um

determinado momento e numa determinada circunstancia dada?
(GODINO, 2012, p.52, tradugéo nossa®).

As nogdes de “significado institucional e pessoal de um objeto
matematico” entendidas em termos de sistemas de praticas foram

desenvolvidas para dar resposta a esses questionamentos.

Em uma segunda fase apresenta a nocdo de funcdo semidtica e a
elaboracdo de uma ontologia matematica explicita (tipos de objetos e

processos matematicos) em que € possivel descrever, de maneira operacional,

3 PE (problema epistemoldgico): ¢Qué es un objeto matemético?; o de manera equivalente,
¢, Cudl es el significado de un objeto mateméatico (nimero, derivada, media, ...) en un contexto o
marco institucional determinado? Este problema epistemoldgico, esto es, referido al objeto
matemético como entidad cultural o institucional, se complementa dialécticamente con el
problema cognitivo asociado, o sea, el objeto como entidad personal o psicologica: PC
(problema cognitivo): ¢ Qué significa el objeto O para un sujeto en un momento y circunstancias
dadas?
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o significado do objeto matemético tanto na perspectiva institucional, como
pessoal.

Por fim, com a terceira fase de desenvolvimento do EOS se tem uma
constituicdo de ferramentas tedricas para analisar processos de instrucdo
matematica envolvendo a dimensao epistemoldgica e cognitiva. Dessa forma,
esse marco € considerado um modelo ontolégico e semidtico para
compreensao e possiveis melhoras dos processos de ensino e aprendizagem
em matematica. O EOS discute questbes decisivas para o planejamento de um
processo de instrucdo matematica, tais como: “Que tipos de interacbes
didaticas deveriam ser implementados nos processos de ensino que permitam

aperfeicoar as aprendizagens em matematica?” (GODINO, 2012, p.53).

Para encontrar respostas a indagacdes como essas as teorias da
Didatica da Matematica disponiveis até entdo foram revisitadas. No EOS séo
elaboradas ferramentas mais flexiveis de analise dos processos de ensino e
aprendizagem. Neste sentido, para uma boa compreenséo desse marco teorico

apresentaremos as nocgdes teoricas basicas que o constituem.

Uma primeira nocdo a discorrer € o que entendemos por pratica
matematica. Godino e Batanero (1994) consideram pratica matematica toda
acao, performance, manifestacdo ou expressao (verbal, grafica, gestual, etc.)
realizada para resolver problemas matematicos, comunicar a outros as
solucdes obtidas, e ainda, validar ou generalizar para outros contextos e

problemas.

Outra nocdo importante envolve a problematica entre significacdo e
representacdo na matematica. O EOS enfrenta essa questdo mediante a
elaboracdo de uma ontologia matematica que explicita 0s pressupostos iniciais
do tipo antropolégico em que se considera a origem humana da atividade
matematica e uma relatividade socio-epistémica dos significados. Dessa forma,
€ possivel considerar acontecimentos, atividades ou ideias como se fossem
entidades (objetos, coisas, etc.), de tal modo que tudo que se possa
“‘individualizar” na matematica possa ser considerado como objeto (um

conceito, uma propriedade, uma representacdo, um procedimento, etc.).
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Portanto, objeto matematico é qualquer entidade ou coisa referida no discurso
matematico. (GODINO, FONT, CONTRERAS E WILHELMI, 2006)

Partindo da nocao de situacdo-problema*, esse modelo teérico concebe
gue o objeto matematico emerge progressivamente do sistema de praticas
socialmente compartilhadas, ligadas a resolugdo de certo campo ou tipo de
problemas matematicos. Para Assis, Godino e Frade (2012) o Enfoque
Ontossemidtico pode ser categorizado como uma perspectiva semiotico-
cultural, pois assume uma concep¢do pragmatica, em que o significado é
dependente do contexto. Assim, o significado do objeto seria uma entidade
composta, formada pelo conjunto de praticas operatorias e discursivas
relacionadas com este campo de problemas.

No caso da probabilidade, diferenciamos entre o conjunto de praticas
ligadas a resolucéo do campo de problemas correspondente (estudos, analises
e predicOes de fenbmenos aleatorios) e 0 objeto matematico probabilidade.
Esse objeto emergiu historicamente do sistema de praticas (engloba tudo o que
socialmente é feito e decidido com respeito a probabilidade) e segue evoluindo

como consequéncia de tais praticas (BATANERO, 2005).

Em sintese, o conjunto de nocdes tedricas que vai compor o EOS se
classifica em quatro grandes grupos (Figura 1) nos quais cada um permite um
nivel de analise dos processos de ensino e aprendizagem de conteudos da
matematica (GODINO, 2012):

* Os autores informam que utilizam o termo “situagdo-problema” com o mesmo sentido utilizado
por Brosseau na Teoria das Situa¢Bes Didéaticas, ou como problema-matematico utilizado por
Douady com a Teoria Dialética (Instrumento-Objeto) e Jogo de Quadros, ou ainda, analogo a
noc¢ao de tarefa/problematica definida por Chevallard na Teoria Antropolédgica do Didatico.
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Figura 1: Conjunto de nogdes tedricas do EOS
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Fonte: Adaptado de Godino (2014).

(1) Sistema de préticas (operativas, discursivas e normativas) que
assume uma concepc¢ao pragmatista — antropolégica da matematica, desde o
ponto de vista institucional (sociocultural) como pessoal (psicologico). A
atividade de resolucdo de problemas se adota como elemento central na
construcdo do conhecimento matematico. Por exemplo, as acbes matematicas
ou estatisticas que os alunos realizam na resolucdo dos problemas colocados

se configuram como um sistema de praticas.
(2) Configuracdes de objetos e processos

Matematicos: objetos de Matematica (problemas, procedimentos,
conceitos, propriedades, linguagem e argumentos) e processos (por exemplo, a
generalizacdo, a representacdo) que intervém e emergem das praticas
supramencionadas. Assume-se uma nocdo interacionista do objeto e
pragmatista do significado (contetdo das funcBes semidticas) articulando de
maneira coerente a concepc¢ao antropolégica com posicOes realistas (ndo

platbnicas) da matematica.

Didaticos: como sistema articulado de acdes docentes (a fim de
promover a aprendizagem e contextualizar o contetdo) e discentes, a propdsito

de uma configuracdo de objetos e processos matematicos ligados a uma
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situacao—problema, constitui a principal ferramenta para a analise do ensino da
matematica. As configuracbes didaticas e sua sequéncia em trajetérias
didaticas consideram as facetas epistémica (conhecimentos institucionais),
cognitiva  (conhecimentos pessoais), afetiva, mediacional (recursos
tecnologicos e temporais), interacional e ecolégica que caracterizam 0s

processos de ensino e aprendizagem em matematica.

(3) Dimensdo normativa: sistema de regras, habitos e convenc¢des que
condicionam e tornam possivel o processo de ensino e aprendizagem e afetam
cada faceta e suas interacdes. Generaliza a nocdo de contrato didatico e
normas socio-matematicas. O reconhecimento do efeito das normas que
intervém nas diversas facetas € o principal fator explicativo dos fenémenos

didaticos.

(4) Idoneidade (adequacdao) didatica: critérios objetivos que servem para
melhorar o ensino e a aprendizagem da matematica, além de orientar a
avaliacao desse referido processo. Avalia a adequacéao e pertinéncia das acdes
dos agentes educativos, dos conhecimentos postos em jogo e dos recursos

usados em um processo de instrucao de um tema especifico da matematica.

Na secdo ulterior discutiremos os principais modelos de conhecimento
do professor, especificamente, o0 modelo do Conhecimento Didatico-
Matematico do professor (CDM) que foi desenvolvido ancorado nas nocdes
tedricas do EOS. Esse modelo propfe ferramentas para discutir, identificar e
classificar os conhecimentos requeridos para o ensino de Matematica,
tornando-se (til ndo s6 em um processo de estudo em sala de aula, como
também em programas de formacdo de professores, além de ser uma
ampliacdo das nocdes ja discutidas no modelo do Conhecimento Matematico
para o Ensino (MKT)? (HILL, BALL E SCHILLING, 2008).

O conhecimento que ora ressaltamos que o professor devera ter para
um ensino adequado da Matemética, como afirmam Godino, Batanero, Rivas e
Arteaga (2013), “implica em uma articulagdo entre o matematico e o didatico”

(p.71). Esse conhecimento é necessario para que o professor desempenhe de

® Sigla em inglés que faz referéncia ao termo “Mathematical Knowledge for Teaching”.
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forma eficiente sua atividade em um determinado campo do conhecimento, em
Nnosso caso o0 da probabilidade, pois a questdo ndo é apenas sobre o que os
docentes devem ensinar, mas sobre o que necessitam saber, e se sdo capazes
de realizar essa atividade de forma inovadora (BALL, HILL e BASS, 2005).

1.2 Modelos de Conhecimentos dos Professores

Existem diversos modelos tedricos que tecem reflexdes sobre os
conhecimentos que os professores devem pdor em cena para favorecer a
aprendizagem dos estudantes. Um dos pioneiros nessa area foi Shulman
(1986) que identificou um dominio especial do conhecimento do professor, ao
qual ele se referiu como conhecimento pedagégico do contetdo (PCK®). O
autor propds trés categorias para o conhecimento do professor: conhecimento
do conteudo, conhecimento pedagodgico do conteudo e conhecimento do

curriculo.

O conhecimento do conteudo, segundo Shulman (1986), € o
conhecimento do universo de conceitos e procedimentos especificos da
disciplina que o professor leciona. No caso da categoria do conhecimento
pedagodgico do contetudo envolve o conhecimento do conteudo da disciplina em
guestdo, poréem com o foco voltado para o ensino dessa disciplina e das
estratégias para desenvolver satisfatoriamente um determinado conceito em
sala de aula. O conhecimento do curriculo para Shulman (1986) inclui, por
exemplo, conhecer sobre diferentes abordagens curriculares para o ensino de
determinados conceitos e a relagdo com os niveis de escolaridade ao qual o
ensino esta orientado, bem como compreender a articulagdo entre os temas

dentro (intradisciplinar) e fora (extradisciplinar) da disciplina em questéo.

Shulman (1987) recomenda diversas categorias para analisar o
conhecimento profissional do professor em um contexto mais amplo para o
ensino, além das trés descritas anteriormente. S&o elas: conhecimento
pedagdgico em geral; conhecimento dos estudantes; conhecimento do contexto
educacional; conhecimento das finalidades e

propdsitos educacionais. Nos estudos de Pietropaolo, Campos, Silva e

® Sigla em inglés que faz referéncia ao termo “Pedagogical Content Knowledge”.
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Felisberto de Carvalho (2015) sdo possiveis encontrar discussfes dessas
categorias associadas ao conhecimento probabilistico.

Estudos posteriores como os de Grossman (1990) propdem um modelo
de conhecimento do professor em que considera as categorias base
desenvolvidas por Shulman. Nesse modelo apresenta quatro componentes
principais, que apresentamos no quadro 1:

1. Conhecimento pedagdgico geral Inclui um corpo de conhecimentos gerais,
crengas e habilidades relacionadas com o
ensino: conhecimento e crengas
concernentes a aprendizagem e aos
estudantes; conhecimento de principios
gerais de instru¢do tais como o tempo de
aprendizagem académica, tempo de espera
ou instrugdo em pequenos  grupos;
conhecimento e habilidades relacionadas
com a gestdo da sala de aula; e conhecimento
e crengas sobre a finalidade e objetivos da
educacao.

2. Conhecimento do conteudo Refere-se aos conceitos e fatos principais
dentro de um campo e as rela¢des entre
€sses campos.

3. Conhecimento Pedagdgico do Conteudo Estd composto de quatro componentes
centrais: concepgdes das propostas de ensino
de um conteddo, conhecimento da
compreensdo dos estudantes, conhecimento
curricular e conhecimento das estratégias de
ensino.

4. Conhecimento do contexto Os professores deveriam se basear em sua
compreensdo do contexto particular em que
ensinam para adaptar seu conhecimento
geral as necessidades especificas da escola e
de cada um dos estudantes.

Quadro 1: Modelo de Grossman (1990)
Fonte: Grossman, 1990, p. 6.

No caso do modelo desenvolvido por Hill, Ball e Schilling (2008), esses
autores propdem um refinamento das categorias propostas por Shulman (1987)
visando, entre outras questfes: 0 que os professores necessitam saber e do
gue sao capazes de fazer, efetivamente, para desenvolver o trabalho de
ensinar Matematica? Hill et al. (2008) desenvolvem a nocdo de conhecimento

matematico para o ensino (MKT) distinguindo seis categorias principais que
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envolvem essa noc¢éo, organizadas em conhecimento do conteddo matematico

e conhecimento pedagdégico do conteudo.

O conhecimento do contetdo matematico, segundo Hill et al. (2008),
dividi-se em trés subcategorias. O conhecimento do conteddo comum € o
conhecimento colocado em jogo por qualquer pessoa para resolver
determinados problemas mateméticos. O conhecimento do contetdo
especializado inclui, por exemplo, aspectos como identificar ideias matematicas
gque dao base a resolucdo de um problema. E por fim o conhecimento
horizontal do conteudo, que é o conhecimento da relacdo com outras
disciplinas e as conexdes intradisciplinares, a titulo de exemplo, com a histéria
da matematica e da prépria probabilidade.

Da mesma forma, para o conhecimento pedagogico do conteddo, os
autores apresentam trés subcategorias que compde esse conhecimento. O
conhecimento do conteudo e do curriculo esta relacionado com a compreenséo
dos programas curriculares para um determinado contetudo. O professor, por
exemplo, deve ter um conhecimento sobre a pertinéncia ou ndo da inclusao de
um conteudo em um determinado nivel escolar e as implicagGes didaticas que
advém desta escolha. O conhecimento do contetdo e dos estudantes, ou seja,
0 conhecimento de como os estudantes aprendem, raciocinam e desenvolvem
estratégias de compreensao sobre determinados conteudos; por exemplo, 0
professor, ao saber que seus alunos tém dificuldades no mapeamento do
espaco amostral, deve incentivar que eles busquem estratégias para a
superacdo dessa dificuldade. O conhecimento do conteddo e do ensino é
resultante da integracdo do conhecimento do conteudo matematico e do ensino
desse conteudo; por exemplo, o professor podera discutir com seus alunos
diferentes registros para a determinacdo do espag¢o amostral, como tabelas de
dupla entrada e diagramas de arvore. Nesse ambito, o professor devera
também ter conhecimento de estudos e pesquisas indicando questdes relativas

ao ensino e aprendizagem do tema da matematica em estudo.

Carrillo, Climent, Contreras e Munoz-Catalan (2013) destacam algumas
dificuldades de aplicacdo do MKT e sugerem uma reformulacdo do modelo de

Hill et al. (2008). Dentre as dificuldades, Carrillo et al. (2013) mencionam que o
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MKT omitem outras dimensdes igualmente importantes, tais como as crencgas e
0S conhecimentos dos professores que nao estdo especificamente
relacionadas a questdes matematicas como, por exemplo, o gerenciamento de
uma sala de aula. Os autores apontam também uma problematica com respeito

aos dominios do MKT questionando o inicio e o término de cada dominio.

Carrillo et al. (2013) apresentam o modelo Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK) concebido para refletir as crencas dos
professores incluindo o ensino e aprendizagem. No MTSK o foco é a
matematica, mas assumindo as distintas maneiras em que o professor percebe
essa disciplina e o que revela conhecer e utilizar em um processo de ensino.
Desta forma, inclui as reflexbes que o professor estabelece na interacdo com a
propria matematica em sua pratica como professor nos quais aspectos da

didatica surgem naturalmente.

Outro modelo existente na literatura sobre o conhecimento do professor
de matematica € a proposta intitulada como “Quarteto do Conhecimento”.
(ROWLAND, HUCKSTEP E THWAITES, 2005; ROWLAND, 2014). Esse grupo
de pesquisadores estabeleceu 0 modelo para estudar o conhecimento
profissional do professor, por meio da observacdo de aulas direcionando um
olhar para quais as contribuicbes que podem emergir do conhecimento do
contetdo matematico do professor. O objetivo com esse modelo é
compreender o que o professor sabe e 0 que o mesmo acredita (crencas)
sobre um topico matematico a ser ensinado e como identificar oportunidades
para melhorar o ensino. Tal conhecimento e crencas evidenciados no ensino
de matematica podem ser observados por meio de quatro dimensdes:
fundacdo, transformacdo, conexdo e contingéncia’. Esse quadro baseia-se no
modelo tedrico de Shulman, mas enquanto Shulman apresenta as categorias
dos diferentes tipos de conhecimento do professor, o Quarteto do
Conhecimento visa as situacfes em que esse conhecimento é evidenciado.
(ROWLAND, HUCKSTEP E THWAITES, 2005).

Percebemos que mesmo com as reelaboracbes e refinamentos os

modelos que versam sobre o conhecimento do professor, para o ensino da

" Possibilidade de que alguma coisa aconteca ou n&o.
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matematica ou outra disciplina, apontam que apenas o dominio do conteudo
ndo é suficiente em um processo de ensino e aprendizagem. Isso nos leva a
refletir sobre quais elementos sao significativos para se desenvolver como um

bom professor de matematica.

Neste interim outra investigacdo que contribui para a especificacdo dos
conhecimentos que o professor deve ter para que 0 seu ensino em matematica
seja adequado sdo os estudos sobre a proficiéncia no ensino de matematica de
Schoenfeld e Kilpatrick (2008). Os autores propdem as seguintes dimensoes:

1) Conhecer as matematicas escolares com profundidade e
amplitude;

2) conhecer os estudantes como pessoas que pensam;

3) conhecer os estudantes como pessoas que aprendem;

4) desenhar e gerir entornos de aprendizagem;

5) desenvolver as normas da sala de aula e apoiar o discurso dos
alunos como parte do “ensino para a compreensao”;

6) construir relacdes que apdiem a aprendizagem;

e 7) refletir sobre a prépria pratica. (SCHOENFELD E KILPATRICK,
2008, p. 322).

Tais dimensdes guardam grande relagdo com o modelo tedrico que
aplicamos em nossa formacdo e que, doravante vamos discorrer sobre o

mesmo.

Indicamos que diversos modelos poderiam ser aqui mencionados, no
entanto, ndo constitui Nosso objetivo nesse apartado discutir um grande
numero de teorias do conhecimento do professor, e sim, apenas apresentar
sucintamente as que podem situar o leitor na discussdo. Esses modelos déo
suporte a inumeros trabalhos com a formacado inicial e continuada de

professores.

Os diversos modelos que discutem o conhecimento do professor de
matematica apresentados pelas pesquisas em Educacdo Matematica incluem
categorias muito amplas e disjuntas. S&o necessarios modelos que permitam a
realizacdo de uma analise mais precisa de cada componente do conhecimento
gue € posta em pratica em um ensino eficaz de matematica. Neste sentido,
consideramos e apresentamos 0 modelo do Conhecimento Didatico-
Matematico (CDM) baseado no EOS.
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Esse modelo inclui as seis facetas que intervém nos processos de
ensino e a aprendizagem de contelddos matematicos especificos segundo o
EOS. Apresentamos na figura 2 as seis facetas e as categorias de
conhecimento do professor segundo o CDM:

Figura 2: Facetas e componentes do Conhecimento Didatico-Matematico (Modelo CDM)

CONHECIMENTO DIDATICO - MATEMATICO
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Fonte: o autor, 2017

Embora na figura 2 os componentes estejam separados, a fim de salientar
as suas diferencas, na verdade todos eles interagem entre si. Discorreremos

brevemente sobre cada categoria e suas respectivas facetas.

— O conhecimento comum do conteado (CCC) é o conhecimento do
contetdo matematico em questdo. Pode ser entendido como o
conhecimento compartilhado com os alunos da etapa educacional em
gue o professor vai desenvolver um processo de ensino e aprendizagem
referente a um determinado contetdo mateméatico. Em nosso desenho
formativo, as atividades foram selecionadas e adaptadas para dar conta
dos conteudos probabilisticos necessarios aos professores nos anos

finais do Ensino Fundamental.
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— O conhecimento avancado do conteudo (CAC) é o conhecimento
compartilhado com os alunos da etapa educativa posterior. O professor
deve ter um bom dominio dos conceitos probabilisticos e uma
compreensao profunda deles para levar a cabo a organizacéo do ensino
e colocad-lo em pratica. Incluimos atividades que discutissem
probabilidade condicional, diferentes distribuicbes de probabilidades e a
curva normal, que no curriculo brasileiro € destinado a etapa do Ensino
Médio.

— O conhecimento especializado do conteiddo (CEC) € um tipo de
conhecimento especifico do professor e que leva em consideracao as
facetas apresentadas na figura 2, tais como a diversidade de
significados do conceito e as correspondentes configuracdes de objetos
e processos ligados a eles. As atividades em nosso desenho formativo
gue abordam essa categoria foram selecionadas de forma a permitir ao
professor tecer reflexdes profundas e/ou elaborar justificativas e
argumentacdes acerca da probabilidade. Por exemplo, compreender a
importancia de “abordar primeiro a nogdo de chance e aleatoriedade
antes de trabalhar com quantificacdo de probabilidades”. Ademais,
ajuda-los a propor atividades matematicas significativas e saber lidar

com os erros dos alunos.

Apresentamos as facetas do conhecimento especializado do conteudo, e
gue em nosso caso sdo orientadas para o estudo da probabilidade e das

nogées que sustentam esse conceito:

— Faceta epistémica: conhecimento matematico de acordo com o0s
significados institucionais em um contexto particular e seus diferentes
componentes, tanto objetos matematicos (problemas, linguagens,
conceitos, propriedades, argumentos e procedimentos) como 0S
processos correspondentes, tal como a representacdo. Acreditamos
gue, para alguns professores adquirirem esse componente de seu

conhecimento probabilistico, se torna mais complexo que para outros
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conteudos matematicos, em virtude das diferencas inerentes a
aleatoriedade relativa ao determinismo e a falta de unicidade
epistemologica interna em que se apresentam cinco significados
institucionais validos da probabilidade, como apontados por Batanero,
Henry e Parzysz (2005), a saber: intuitivo, classico, frequentista,

subjetivo e axiomatico.

Faceta cognitiva: conhecimento do progresso dos significados pessoais
alcancados pelos alunos, o grau de dificuldade na aproximagao destes
aos significados pretendidos, a acessibilidade dos significados
pretendidos ou implementados de acordo com as caracteristicas
cognitivas ou de outro tipo dos alunos. Por exemplo, compreender as
formas de raciocinio, as dificuldades e os significados pessoais que 0s

alunos podem apresentar em face do trabalho com probabilidade.

Faceta afetiva: conhecimento do grau de implicacdo (interesse ou
motivacao) dos alunos no processo de estudo, de seus sentimentos e de

todos os componentes emocionais (atitudes, emocdes, crencas).

Faceta mediacional: conhecimento do uso dos recursos didaticos de
todo tipo (livros, textos, recursos tecnolégicos ou manipulativos)
apropriados para cada tematica e da distribuicdo temporal adequada
para o desenvolvimento do processo de ensino e aprendizagem,

segundo o nivel ao qual se destina o ensino.

Faceta interacional: conhecimento de modelos de comunicagao entre 0s
atores do processo de instrucdo (em particular, reconhecimento de
conflitos semidticos potenciais e sua resolucédo entre professor-aluno ou
os alunos entre si) com o fim de promover o alcance de acordo com a

construcdo de significados compartilhados e a fixacdo destes.

Faceta ecoldgica: conhecimento do alcance em que o processo de
estudo se ajusta ao curriculo, ao projeto educativo da instituicdo (ou

comunidade), relacdes com a vida cotidiana e profissional, assim como
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os condicionamentos do entorno e/ou da comunidade em que se

desenvolve.

1.3 Engenharia Didatica baseada no Enfoque Ontossemiético

Recentemente o desenho e andlise de atividades em Educacédo
Matemética tém despertado interesse a nivel internacional. Na literatura anglo-
saxonica as investigacdes baseadas em desenho e seu reflexo na Educacao
Matematica se somam ao ja tradicional estudo sobre engenharia didatica
(ARTIGUE, 1989; 2011), que por sua vez se apdia na Teoria das Situacdes
Didaticas®. (GODINO, BATANERO, CONTRERAS, ESTEPA, LACASTA E
WILHELMI, 2013).

Um grupo de pesquisadores (The Design Based Research Collective)
desse campo defende que os estudos baseados em desenho propiciam
resultados enquanto teoria e enquanto propostas de melhoria efetiva dos
processos de ensino e aprendizagem da matematica. Esses pesquisadores
argumentam que “a investigacdo baseada em desenho pode ajudar a criar e
ampliar o conhecimento sobre o desenvolvimento, implementacdo e
manutencdo de ambientes de aprendizagem inovadores.” (DBRC, 2003, p.5,
traducdo nossa’®). Esse grupo atribui cinco caracteristicas para “métodos de

investigacdo baseado em desenho” (design-based research methods):

(1) A finalidade central do desenho dos ambientes de aprendizagem e
o desenvolvimento de teorias ou proto-teorias de aprendizagem estéo
entrelagados.

(2) O desenvolvimento e a investigacdo tém lugar mediante ciclos
continuos de desenho, implementacéo e analises.

(3) A investigacdo baseada em desenho deve utilizar teorias que
possam ser compartilhadas com os professores e designers
educativos para comunicé-los implicacdes relevantes.

(4) A investigacdo deve explicar como funcionam os desenhos em
contextos reais. Ndo s6 deve documentar o éxito ou fracasso sendo
também informar sobre as interagbes que refinam nossa
compreensao das questdes de aprendizagem implicadas.

(5) O desenvolvimento de tais implementacbes se baseia em
métodos que se podem documentar e que permitem conectar oS
processos de intervengdo com os resultados de interesse. (DBRC,
2003, p.5).

® Brousseau (1998).

9 Argumentamos que la investigacion basada en el disefio puede ayudar a crear y ampliar el
conocimiento sobre el desarrollo, implementacién y sostenimiento de entornos de aprendizaje
innovadores.
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Em Godino et al. (2013) encontramos uma discussdo e comparagao
sobre a Investigacdo Baseada em Desenho (IBD) e a Engenharia Didatica. Ao
fazer a comparacdo entre esses enfoques metodoldgicos os autores apontam
gue a Engenharia Didatica com sua estreita relacdo com a TSD proporciona
critérios explicitos em todas as suas fases (desenho, implementacao e analise
retrospectiva) articulados com o desenvolvimento da propria TSD. De forma
contraria, embora com objetivos semelhantes, a Investigacdo Baseada em
Desenho, ndo toma partido por marcos tedricos especificos, nem tem em
principio vinculacao direta com um marco tedrico explicito. Discorre que

a investigacdo baseada em desenho, como paradigma metodolégico,
especifica como conduzir estudos de desenho, quer dizer,
investigacbes de certa duracdo sobre interacBes educativas
provocadas por um conjunto desenhado de tarefas curriculares

usualmente inovadores e/ou de tecnologias educativas. (GODINO et
al., 2013, p. 3)

Cobb e Gravemeijer (2008) distinguem as fases constitutivas das
investigacbes baseadas em desenho: 1) planificacdo do experimento, 2)

experimentacéo e 3) andlise retrospectiva dos dados gerados no experimento.

Em nosso experimento a Investigacdo Baseada em Desenho (IBD) €
utilizada em um contexto de aprendizagem com professores de matematica
com objetivos de melhoras dos processos de ensino e aprendizagem de
nocdes probabilisticas elementares. Uma vez que as investigacbes de
intervencdes educativas dependem da maneira em que um marco tedrico €
utilizado para fundamentar as fases que constituem essa intervencao, Godino
et al (2013) afirmam que devemos entender a IBD como uma familia de
metodologias ou enfoques de investigacdo educativa que podem ou nao
estarem entrelacados com alguma teoria-base; levando em consideracdo que
dessa investigacdo deve-se ter como resultado um produto tais como uma
proposta curricular, uma sequéncia didatica ou um software educativo, por

exemplo.

A metodologia aplicada em nossa investigacdo é a engenharia didatica
entendida em um sentido generalizado proposto em Godino et al. (2013; 2014).

Essa engenharia didatica baseada no EOS coaduna com o0s principios da
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Investigagdo Baseada em Desenho (IBD) e se constitui em quatro fases:
estudo preliminar, desenho, implementacdo e avaliagdo/analise retrospectiva.
Todas essas fases consideram as seis facetas da teoria do EOS. Inclusive o
qgue vai caracterizar a Engenharia Didatica baseada no EOS € o uso das
referidas facetas.

Distinguimos agora as quatro fases de investigacdo pertencentes a
Engenharia Didatica-EOS:

— Estudo preliminar: estudo de textos, levantamento bibliogréafico,
constituicdo dos significados de referéncias dos objetos mateméaticos
em estudo.

— Desenho: selecdo das situagOes-problemas e analise a priori dos
mesmos, organizacdo de apresentacdo das atividades, indicacdo dos
comportamentos esperados dos alunos e da planificacdo das
intervengdes controladas do professor.

— Implementacdo da trajetéria didatica: observacdo das interacdes entre
os alunos-professores e 0s recursos e, descricdo das aprendizagens
alcancadas.

— Avaliacdo ou Analise Retrospectiva, que se realiza mediante um
contraste entre o previsto no desenho e o observado na implementacéao.
Também é possivel a reflexdo sobre as normas que condicionam o
processo instrucional. A analise sobre a respectiva idoneidade didatica

se da também nesta fase.

Um processo de instrucdo matematica, inclusive de formacédo de
professores, pode ser descrito por meio da nocdo de configuracdes didaticas e
trajetérias didaticas. De fato, um processo de instru¢cdo sobre um contetudo ou
tema matematico se desenvolve em um tempo dado mediante uma sequéncia

de configuracdes didaticas.

Uma configuracdo didatica € qualquer segmento de atividade didatica
(ensino e aprendizagem) compreendida entre o inicio e a finalizacdo de uma
atividade ou situacéo-problema. (GODINO, BATANERO, CANADAS E
CONTRERAS, 2015, p.9). Conforme esses autores, em toda configuracao
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didatica ha uma configuracdo epistémica (sistema de préaticas, objetos e
processos matematicos institucionais), uma configuracao instrucional (sistema
de funcdes docentes, discentes e meios instrucionais) e uma configuracéo
cognitiva (sistema de praticas, objetos e processos matematicos pessoais)
mediante o qual se descreve a aprendizagem. Na figura 3 explicitamos os
componentes dessa configuracdo que inclui as acdes dos estudantes e do
professor e os meios requeridos para abordar o conjunto da atividade ou
situacao-problema em estudo.

Os estados e/ou momentos didaticos que compde as configuracdes
didaticas (epistémicas, instrucional e cognitiva-afetiva) sdo apresentadas na
figura 3.

Figura 3: Dindmica das configuragfes didaticas

Configuragao
epistémica

Configuracéo
cognitiva
afetiva

ENSINO

JANIOVZIANIYdV

Configuragéo
Instrucional

.............

BACKGRAUND DAS PRATICAS MATEMATICAS E DIDATICAS
Fonte: O autor, 2017 (Adaptacéo de Godino, 2014, p. 31).

Entre uma configuracdo didatica inicial e final a estrutura permanece;
entre uma e outra havera uma trajetoria didatica envolvendo uma configuracéo

epistémica, uma configuracao instrucional e outra cognitiva-afetiva (Figura 4).
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Figura 4: Esquema de configuracOes didaticas e trajetoria didatica

CONE & =
IGURACZ o DIDATICA CONFIGURACAQ DIDATICA
AL FINAL

PREVIA EMERGENTE PREVIA EMERGENTE

CONFIGURAGAO EPISTEMICA CONFIGURAGAO EPISTEMICA

TRAJETORIA DIDATICA

Subtrajetorias:
Epistémica,
Cognitiva- Afetiva e
Instrucional

STRUCIONAL

STRUCIONAL

CONFIGURAGAOIN CONFIGURAGAOIN

BACKGRAUN
ECOLOGICO

BACKGRAUN
ECOLOGICO

Fonte: O autor, 2017 (adaptado de Godino, 2014, p.30).

Esta imbricacdo entre a matematica e a didatica da matematica é o que
leva a introduzir o construto “Conhecimento Didatico-Matematico — CDM”, ja
apresentado na secéo anterior, e, a propor o estudo integrado da matematica e
da didatica da matematica na formacdo de professores de matematica

(GODINO et al., 2013, p.71) e que empregamos neste estudo.

No EOS encontramos ainda uma discussdo sobre a nocdo de
idoneidade (adequacdo) didatica de um processo de estudo. A idoneidade
didatica tem como obijetivo identificar melhoras potenciais de um processo de
instrucdo matematica quer seja em sala de aula, quer seja nos processos de

formacédo de professores, como em nosso caso.

A idoneidade didatica com seus respectivos critérios possibilita avaliar o
grau de adequacdo para cada uma das seis facetas do EOS descritas
anteriormente, pois um processo de estudo pode ser adequado do ponto de

vista estatistico e ndo adequado, por exemplo, do ponto de vista afetivo.
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Consequentemente, seis tipos diferentes de adequagdo podem ser
considerados e articulados de forma coerente e sistémica (GODINO, 2009), a
saber: idoneidade epistémica, cognitiva, afetiva, mediacional, interacional e
ecologica. Todavia, essas facetas ndo devem ser consideradas de forma

independentes — h& conexdes entre elas.

Mesmo tendo claro o que preconiza as facetas é dificil avaliar a
idoneidade didatica global em um processo de instrucdo matematica. Muitas
vezes as dimensdes e componentes nao podem ser observaveis diretamente,
desse modo, apresentamos uma descricdo de indicadores empiricos que,
inclusive, nos guiou na fase avaliativa do nosso experimento. Descrevemos de
forma breve esses indicadores (GODINO, BATANERO, RIVAS E ARTEAGA,
2013):

v Idoneidade Epistémica — Conteudo didatico-matematico, entendido
desde o ponto de vista institucional. Um processo formativo dos professores
devera incluir como objetivo central o estudo e a discussdo de uma
epistemologia educativa da matematica. Essa idoneidade nos processos de
formacéo de professor se alcanca quando se prevé, organiza e deseja que 0
professor conheca, compreenda e domine o conhecimento especializado do
contetdo no que se refere a variedade de situagbes problemas, linguagens,
estruturas, argumentacdes e conexdes, para o0 nivel educativo em que o
professor exerce sua atividade profissional (conhecimento comum) e tratando
do conhecimento avancado, isto é, da articulacdo com o nivel educativo
posterior. O critério global de idoneidade epistémica de um processo de
formacdo de professores sera a inclusdo no programa de estudo de uma
selecdo representativa do sistema de conhecimentos didaticos-matematicos
(incluindo compreensdo e dominio pratico) que a “comunidade de educadores
matematicos” considera como pertinentes para um ensino idéneo da
matematica naquele nivel correspondente. Por exemplo, é sugerido como uma
caracteristica da idoneidade epistémica do processo formativo de professores
que se contemple uma selecéo de “casos representativos”, isto €, de situagbes
de contextualizacdo dos conhecimentos didaticos-matematicos. Estes casos
representativos podem consistir em atividades centradas em topicos ou

incidentes didaticos especificos (analises de texto, sessdes de videos de
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professores experientes ensinando topicos particulares, analise de material de

alunos, etc.).

v Idoneidade Cognitiva — O critério geral de idoneidade cognitiva deveria
incluir os conhecimentos considerando a orientagdo profissional dos estudos.
Parece razoavel exigir um nivel de conhecimentos prévios dos candidatos a
professor. As adaptacdes curriculares as capacidades individuais dos
professores em formacao também constituem um componente que se requer
contemplar. O principal indicador da idoneidade cognitiva do processo
formativo serd o resultado efetivo das expectativas de aprendizagem sobre a
didatica da matematica. Deve-se levar em consideragcdo o sistema de
conhecimentos, compreensdes e competéncias previamente explicitados como

expectativas de aprendizagem do contetdo didatico-matematico.

v ldoneidade Afetiva — Dado o carater profissionalizante do programa
formativo supomos atitudes e motivacdes positivas por parte dos professores
frente ao ensino da matematica, e por tanto, em relacdo aos conteudos e
atividades correspondentes. Esta motivacdo inicial devera ser potencializada
mediante a selecédo de casos para sua analise e implementacédo em atividades
relacionadas com sua futura ou atual pratica profissional. A adequada conexao
teoria-pratica sera um indicador da idoneidade afetiva, que indiretamente
induzira interesse, motivacdo e compromisso dos professores. Uma
consideracdo especial serd& o componente das crencas e valores dos
professores em formacdo sobre a matematica e seu ensino. O programa
formativo devera contemplar a avaliagdo dessas crencas e valores dos

professores, a reflexdo sobre os mesmos e as possiveis evolucdes.

v ldoneidade Interacional — O desenvolvimento de competéncias
comunicativas dos professores em formacéao, e do trabalho autbnomo, deveréo

ser levadas em conta no desenho e na implementacéo do plano formativo.

v ldoneidade Mediacional — O wuso de recursos manipulativos e
tecnolégicos de maneira pertinente e oportuna para a aprendizagem de temas

matematicos especificos € um componente do conhecimento especializado do
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conteudo e forma parte, por tanto, das expectativas de aprendizagem. Por
exemplo, o uso de recursos informaticos e audiovisuais para a abordagem de
casos relacionados com a prética de ensino e analise retrospectiva dos
mesmos. Do mesmo modo deverdo utilizar recursos disponiveis para a
comunicacdo virtual (féruns e plataformas virtuais). Dada a amplitude dos
contetdos didatico-matematicos, relativos aos distintos blocos de contetdo e
temas especificos, é provavel que ndo se disponha de tempo suficiente para
um estudo sistemético dos mesmos durante o tempo de ensino disponibilizado.
Isto levara a selecionar algumas unidades tematicas cuja planificacdo e andlise
didatica se realizard& em tempo disponivel; tais unidades deverao ter

caracteristicas prototipicas.

Idoneidade Ecoldgica — E razoavel requerer que, a) os contetdos, sua
implementacdo e avaliacdo se correspondam com o curriculo previamente
estabelecido. b) O desenho e implementacédo das ac¢des formativas tenham em
conta os resultados das investigacdes prévias sobre formacéo de professores,
em particular o uso das novas tecnologias. ¢) Os contetudos e atividades
formativas giram sobre a formacdo e o desenvolvimento profissional do
professor de matematica, tendo em conta e integrando os aportes de outras
matérias do curriculo e areas disciplinares. d) Se contempla a formacdo em

valores democraticos e 0 pensamento critico.

Nos ultimos anos ja € possivel encontrar diversas investigacdes que se
interessaram em analisar o uso dos critérios de idoneidade na formacédo de
professores de Matematica. Em nosso caso, utilizamos os critérios para nortear
a etapa de avaliacdo; porém os critérios apresentam estreita relacdo com as
facetas que foram levadas em consideracdo na fase de estudo preliminar e
desenho. Em Breda, Font e Lima (2015) encontramos diversas investigacoes
realizadas no ambito da formacdo de professores em distintos niveis
educativos e em paises como Espanha, Argentina, México, Chile e Brasil.
Esses autores acreditam que,

Os critérios de idoneidade podem servir, em primeiro lugar, para guiar
0s processos de ensino e aprendizagem de Matemética e, em
segundo lugar, para avaliar a sua implementacdo. Os principios e

critérios de idoneidade sdo regras de correcdo Uteis em dois
momentos do processo de estudo matematico. A priori, 0s critérios
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sdo principios que orientam “como as coisas devem ser feitas”. A
posteriori, 0s critérios servem para avaliar o processo de estudo
efetivamente implementado. (BREDA, FONT E LIMA, 2015, p. 36).

Em Giménez, Vanegas, Font e Ferreres (2012) encontramos algumas
figuras de estudos recentes e que servem para clarificar a utilizagcdo dos
critérios de idoneidade didatica. Segue exemplo de uma dessas figuras (figura
5):

Figura 5: Exemplo de aplicagdo de um hexagono de idoneidades

I epistémica

|. cognitiva I. emocional

I. mediacional \ I ecologica

I interaccional

Fonte: Giménez, Vanegas, Font e Ferreres (2012).

Na proxima se¢do apresentamos 0 nosso metodo investigativo — no qual
0 marco tedrico nessa sec¢ao ja nos da indicios de alguns aspectos da referida

metodologia — incluindo uma descricdo do contexto da pesquisa.

1.4 METODO E CONTEXTO DA PESQUISA

A investigacdo desenvolveu-se no ambito do projeto Observatorio da
Educacao da Universidade Anhanguera de Sdo Paulo em cooperacdo com a
Secretaria de Educacéo do estado de Sédo Paulo. O propdsito do Observatorio

da Educacéo conforme Pietropaolo, Campos e Silva (2012) discorrem,

€ a constituicdo de um grupo colaborativo de formacao e pesquisas,
cuja finalidade é promover e analisar o desenvolvimento profissional
de professores de Matematica quando inseridos em processos de
implementacdo de inovacdes curriculares e de reflexdo sobre as
praticas docentes. Além disso, o grupo de pesquisadores que
participa deste projeto pretende contribuir com propostas de apoio
efetivo ao trabalho do professor nas aulas de Matemética da
educacdo basica, com vistas & melhoria do desempenho dos alunos.
(PIETROPAOLO, CAMPOS E SILVA, 2012, p. 379).
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O processo formativo foi vivenciado com 40 professores durante sete
encontros, envolvendo uma adaptacdo das sequéncias propostas no programa
de ensino de Nunes et al. (2012) sobre Probabilidade e Risco e atividades da

literatura que complementem as reflexdes sobre Probabilidade e seu ensino.

O método desenvolvido para esta pesquisa consta de quatro etapas. A
figura 6 ilustra as etapas desenvolvidas na pesquisa.

Figura 6: Etapas metodoldgicas

1. Estudo
Preliminar e
diagndstico

2. Desenho

3. Implementagao

Fonte: O autor, 2017.

Na etapa 1 realizamos o estudo preliminar e o diagnostico dos

conhecimentos dos professores.

No estudo preliminar incluimos uma discussdo da literatura e de
investigacBes antecedentes ao nosso estudo; organizamos a apresentacdo
desse estudo por meio de trés dimensdes, a saber: dimensdo epistémica-

ecolégica, dimenséo cognitiva-afetiva e dimenséao instrucional.

O diagnéstico dos conhecimentos dos professores foi realizado por meio
da aplicacdo de um questionario de entrada ao grupo de 40 professores em um

encontro inicial do Observatorio da Educagdo realizado antes do inicio dos
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encontros formativos em que também apresentamos aos professores 0s
objetivos da formacgédo e a metodologia a ser vivenciada. Explicitamos sobre a
proposta de pesquisa e extensdo que envolve o Observatorio da Educacao
com a formagcdo de professores, e ainda, quais seriam 0s papeis do
formador/pesquisador e dos professores participantes. Consideramos
importante que os professores compreendessem a proposta formativa que eles
estariam prestes a vivenciar. Com isto 0os professores poderiam ter um maior
compromisso na participacdo das atividades e assiduidade nos encontros.
Houve espaco para apresentacdo do formador e dos professores.

No que diz respeito aos oito itens do questionario, distinguimos entre
seis itens orientados para diagnosticar o conhecimento especializado do
conteudo (itens do 1° ao 6° e dois itens orientados apenas para o

conhecimento comum e avanc¢ado do conteudo (itens 7° e 8°).

Solicitamos que todos respondessem e que se sentissem a vontade para
escrever tudo que pensavam e compreendiam sobre o tema; chamamos a
atencao para o fato de que os acertos e erros seriam discutidos posteriormente
e que eles ndo seriam identificados. Explicamos que os itens e conceitos
envolvidos no diagndstico seriam amplamente discutidos ao longo da
formacédo. Estes itens serdo apresentados concomitantemente a discusséo dos

resultados no capitulo 3.

Na etapa do desenho realizamos a selecdo, adaptacdo e organizacao
das atividades construindo uma configuracdo para aplicacdo durante os
encontros formativos. Essa configuragcdo do desenho também considera uma
dimensdo epistémica-ecoldgica, uma dimensdo cognitiva-afetiva e uma

dimensao instrucional.

Baseamo-nos na sequéncia de atividades concebidas por Bryant e
Nunes (2012) que propde um estudo gradual que perpasse desde as ideias
mais simples sobre aleatoriedade até a quantificacdo de probabilidades e o
entendimento sobre risco. Pontuamos, de forma geral, as ideias que sustentam
0 entendimento sobre probabilidade, a saber: Aleatoriedade, Espaco Amostral,

Quantificacdo de Probabilidades (chance e medida da chance) e Risco
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(correlagBes entre variaveis em tabelas de contingéncias). Adotamos outras
atividades da literatura sobre probabilidade tais como jogos e falécias.

Este conjunto de atividades foi articulado para desenvolver as categorias
de conhecimento didatico-matematico do professor (conhecimento comum do
conteudo (CCC), conhecimento avancado do contetudo (CAC) e conhecimento
especializado do contetudo (CEC)) sobre probabilidade.

A implementacéo (etapa 3) deste estudo constou de sete encontros com
os professores participantes. Estes encontros, de aproximadamente 4 horas
cada um, aconteceram aos sabados com intervalos de 15 dias. Participaram 40
professores, destes 23 (57,5%) do sexo feminino e 17 (42,5%) do sexo
masculino. Nessa formacdo mobilizamos as categorias do conhecimento
didatico-matematico dos professores sobre probabilidade em suas diversas

facetas conforme previsto no desenho planificado.

Os formadores deste grupo foram o pesquisador e autor desta tese, e 0
professor que ora coordenava o Observatorio da Educacdo sendo este também
o orientador da referida pesquisa. No entanto, como todo o processo formativo
foi parte constitutiva do Observatdrio da Educacdo durante a realizacdo de
alguns encontros outros pesquisadores (professores, doutorandos e

mestrandos) também participaram destes encontros.

Descrevemos no capitulo 5 a implementacdo desse processo formativo
por meio da nocdo de configuracdes e trajetorias didaticas segundo Godino
(2014) apresentadas na secao anterior. Uma vez que a pesquisa se debruca
sobre um processo de instrucdo voltado para a formacdo continuada de
professores de matematica em exercicio apontaremos as acdes dos

professores e formadores.

Decompusermos a trajetoria didatica que reflete este processo formativo

em duas subtrajetérias:

— 1. Formacao em probabilidade: que envolve o conhecimento comum e

avancado do conteudo.
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— 2. Formacdo dos aspectos didaticos: que envolve o conhecimento

especializado do conteido em suas diversas facetas e componentes.

Na primeira subtrajetéria elaboramos as atividades aplicadas ao
professor para o desenvolvimento do conhecimento do conteudo de
probabilidade (comum e avancado). Algumas dessas atividades, inclusive,
podem ser trabalhadas com o professor da mesma forma como pode ser
aplicada aos estudantes.

Na segunda, as atividades foram direcionadas a desenvolver o
conhecimento especializado de probabilidade guardando estreita relacdo com
as seis facetas do EOS. Desta forma, possibilitamos uma imersao concernente

ao ensino da probabilidade.

Esta divisdo é apenas didatica, por que, no trabalho com a formacéo de
professores, uma atividade pode em uma primeira parte estar orientada para o
desenvolvimento do conhecimento probabilistico do ponto de vista matematica
e em uma segunda parte estar relacionada com o desenvolvimento das

competéncias para o ensino desse conhecimento em sala de aula.

Nesse sentido, na descricdo das trajetorias didaticas discorremos sobre
fatos didaticos significativos que segundo Godino et al. (2014) sdo as acdes ou
praticas didaticas que os compdem e desempenham uma funcédo, ou admitem
uma interpretacdo em términos do objetivo instrucional pretendido. Esta
“significatividade” pode ser entendida desde o ponto de vista do professor, do
estudante, do formador; ou ainda, do ponto de vista instrucional externo ao
sistema didatico, isto €, da pessoa que realizou o estudo preliminar e o

desenho instrucional.

Na andlise dessas trajetorias — entendida do ponto de vista de ndés,
formadores e pesquisadores — investigamos os conhecimentos dos professores
identificando dificuldades e conflitos semioticos apresentados no decorrer dos
encontros. Apontamos ndo unicamente dificuldades e conflitos, mas também as

aprendizagens alcancadas pelos professores.
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Os dados desta pesquisa se constituem nos registros audiovisuais dos
encontros formativos e em atividades impressas respondidas pelos professores
guando necessério. Ressaltamos que nos encontros o dialogo e a reflexao se

constituiram também como os dados do nosso estudo.

Utilizaremos a letra mailscula F para o formador e a letra P
acompanhada de um sub-indice numérico para identificar os professores, do
P1 ao P40, a sigla Pfs indicara as situag6es em que néao foi possivel identificar
os professores em uma discusséo, e por fim, a sigla P? indicara as situacfes
em que um professor fala mas que ndo se conseguiu identificd-lo no registro

audiovisual.

A reflexdo dos professores no grupo nos ajudou a compreender o0s
conhecimentos que circulavam durante os encontros formativos. A luz das
ideias defendidas por Zeichner (1992; 1998), as falas, os pensamentos, 0s
posicionamentos individuais, pode ser interpretados como manifestacdo do
crescimento de cada professor no grupo formativo. Corbo (2012), pautada nos
estudos de Zeichner, em uma pesquisa também com professores de
matematica em um processo de formacéo continuada, diz que nao ha perda de
individualidade quando da apresentacdo de opinides por um participante do
grupo, passando ao longo do experimento, a ser aceitas (ap0s as devidas
discussdes) como representacdes das ideias do grupo inteiro, e ainda,
eliminado assim qualquer sentimento de exposi¢do diante do grupo, ou de
julgamento por parte do mesmo. Nesse mesmo sentido, a andlise da
experiéncia por nos aplicada, considera as opinidées dos professores no grupo,

como seres individuais e ao mesmo tempo, como representacao do coletivo.

Para a etapa quatro — avaliacdo — do processo formativo investigamos a
idoneidade didatica deste processo de estudo com os professores de

matematica.

Ainda nessa etapa avaliativa foi possivel revelar a adequacéo global do
conjunto das configuracdes didaticas que compfde o programa de formacao
visando responder a nossa quarta questdo de pesquisa, a saber. Como este

programa de formacdo favorece a construcdo dos conhecimentos didaticos-
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mateméticos com professores dos anos finais do Ensino Fundamental?

Utilizamos o exemplo do hexagono (figura 7) proposto por Godino (2011) para

apresentarmos a idoneidade do processo formativo por nés implementado.

Figura 7: Hexagono das ldoneidades Didaticas

Dialogo

Sociedade
Interagao Curriculo
Comunicagao Escola

ECOLOGICA
INTERACIONAL
(Negociagao) (Adaptagéo)

EMOCIONAL

MEDIADORA
(Implicacao) (Disponibilidade)
:;:::)d:s Recursos técnicos
Motivagoes Tempo
COGNITIVA EPISTEMICA
(Proximidade) (Representatividade)

Acoplamento
Participagao

Apropiagido

Os resultados que envolvem a referida avaliacdo estdo apresentados no

capitulo 6.

Fonte: Godino (2011)
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2. ESTUDO PRELIMINAR

A Engenharia Didatica baseada no Enfoque Ontossemidtico é constituida por
qguatro fases, conforme o0 contexto da pesquisa apresentado no capitulo
anterior, a saber: estudo preliminar, desenho, implementacéo e avaliacdo ou
analise retrospectiva. Apresentamos neste capitulo o estudo preliminar por nés
desenvolvido sobre o conceito de probabilidade e seu ensino e aprendizagem.
Esse estudo preliminar considera as facetas desenvolvidas no EOS e assim,
para apresentar tais estudos e investigagdes agrupamos nas seguintes

dimensdes: epistémico-ecoldgico; cognitivo-afetivo e instrucional.

Convém deixar claro que a fase de estudo preliminar da engenharia
didatica por nés aplicada nio significa a mesma coisa que “analise a priori” das
atividades. A referida andlise a priori das atividades selecionadas para o
programa de intervencdo com o0s professores estara presente na etapa do
desenho. Discutiremos aqui pontos de vista tedricos e investigacdes de

diversos niveis que subsidia a etapa subsequente: desenho.

Salientamos ainda, que a divisdo que aqui faremos, tem um caréater
didatico e de organizacdo conforme 0s pressupostos do nosso marco teorico.
Por exemplo, uma determinada investigacdo pode estar vinculada a uma
dimensdo cognitiva, mas que envolve uma dimensao instrucional. Deixamos
clara a opcdo que faremos no momento de inclusdo dos estudos nessas trés

grandes categorias: epistémico-ecologico; cognitivo-afetivo e instrucional.

2.1 ESTUDO PRELIMINAR — DIMENSAO EPISTEMICA-ECOLOGICA

Nesta dimensdo do estudo preliminar — epistémica-ecolégica —
discutiremos estudos e pesquisas que consideram 0 conhecimento
matematico, em nosso caso, o conhecimento probabilistico, de acordo com os
significados institucionais e o0 ajustamento desse conhecimento ao curriculo de
matematica nos anos finais da Educacdo Basica e, consequentemente, na
formacédo continuada de professores nesta etapa de escolaridade. Destacamos
pesquisas que ajude na compreensdao dos conhecimentos didaticos-
matematicos que sao pertinentes para um ensino de probabilidade idéneo nos

anos finais do Ensino Fundamental.
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As quatro sec¢fes que se seguem abarcam uma introducao teorica sobre
0 acaso e aleatoriedade, seguido de uma discussao sobre os significados do
conceito de probabilidade, uma discussdo sobre o conceito de risco e a
associacao de varidveis em tabelas de dupla entrada, e por fim, a probabilidade

no curriculo escolar de matematica.

2.1.1 O ACASO E A ALEATORIEDADE — UMA BREVE DISCUSSAO

O significado de acaso e aleatoriedade sao tratados por muitas pessoas
como sinbénimos. Porém, a nocdo de acaso e a nocao de aleatoriedade
apresentam algumas particularidades. O acaso origina-se do latim a casu, sem
causa. E algo que surge ou acontece a esmo, sem motivo ou explicacéo
aparente. Ja a palavra aleatoriedade € utilizada para exprimir quebra de ordem,
propdésito, causa, ou imprevisibilidade em uma terminologia néo cientifica.
Podemos dizer que um fendémeno aleatdrio acontece quando o0s seus
resultados ndo descrevem um padrdo deterministico, mas que podem seguir
uma distribuicéo de probabilidade. Acaso e aleatoriedade conceitualmente s&o
diferentes. O acaso tem a ver com causa e aleatoriedade tem a ver com
padrdo, propésito, finalismo. Aqui, 0o acaso diz respeito a um lapso do
conhecimento e ndo da natureza, como diz o matematico Emille Borel, “o acaso
€ apenas 0 nome dado a nossa ignorancia”. Assim, o acaso pode ser entendido
como a ignorancia do conhecimento de uma causa. E ndo conhecer o padrao
de algo recebe tem 0 nome de aleatoriedade. Chaui pontua que,

O acaso sempre foi colocado sob duas espécies de fatos: ou fatos
Cuja causa ainda permanece desconhecida, mas vira a ser conhecida
(portanto, o acaso €é apenas uma forma de ignoréncia); ou
acontecimentos individuais, como, por exemplo, um vaso que cai
sobre a cabeca de um passante (portanto, o acaso € apenas uma

ocorréncia singular que nao afeta as leis universais da Natureza).
(CHAUI, 2000, p.335)

Um exemplo que mencionamos para trazer luz a discusséo € o utilizado

por Chaui:

Caminhando por uma rua, para ir ao mercado, posso passar sob uma
janela, da qual despenca um vaso, que cai sobre minha cabeca e, em
vez de ir ao mercado, vou parar num hospital. Foi um acaso. No
entanto, para esse cientista, minha ida pela rua é necesséria do ponto
de vista da anatomia e da fisiologia de meu corpo; passar por uma
rua determinada € necesséario se, por exemplo, ficar estabelecido
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geométrica e geograficamente que é o trajeto mais simples e mais
rapido para chegar ao mercado; pela posi¢do do vaso na janela, pelo
vento ou pelo toque de alguma coisa nele, € necessario, segundo a
lei universal da gravitagdo, que ele caia. (CHAUI, 2000, p.336).

Poderiamos nos perguntar entdo “O que é o acaso?” Os cientistas
defendiam que o acaso seria 0 encontro fortuito de séries de acontecimentos
independentes, cada uma delas perfeitamente necessaria e causal em si
mesma, como no exemplo da ida ao supermercado destacado acima. No
interim desta discussao filosoéfica, segundo Abbagnano, existem trés definicdes
sobre acaso: a) 0 conceito subjetivista em que a imprevisibilidade e a
indeterminacdo do evento casual séo atribuidas a ignorancia ou a confusdo do
homem; b) o conceito objetivista que atribui 0 evento casual a mistura e a
intersecdo das causas e; C) a interpretacdo moderna que considera o0 acaso

como a insuficiéncia de probabilidade na previsdo (ABBAGNANO, 2000).

Desde o0s séculos de 1600 e 1700, nos primordios do seu
desenvolvimento, a Teoria das Probabilidades se ocupava de problemas do
cotidiano da época como os seguros de vida e mercadorias. A partir dos
trabalhos do matematico e fisico Johann Carl Friedrich Gauss, por volta do ano
1800, a Teoria das Probabilidades foi aplicada pela primeira vez no campo
cientifico como, por exemplo, na Teoria dos Erros Experimentais e na
guantificacdo da fisica dos gases. Isso vai culminar com a descricao
probabilista do comportamento microscopico da matéria, por meio da Fisica

Quantica.

Com os estudos provenientes da Fisica Quantica houve uma retomada
sobre a ideia do acaso. Por volta do inicio do século XX, no meio cientifico
difunde-se a ideia de que ha apenas a alternativa de se conhecer parcelas da
realidade, descartando-se a possibilidade de um conhecimento absoluto e
ainda, que a realidade € dinamica e instavel. Isso se da, sobretudo, pela
formulacdo do “principio da incerteza ou da indeterminagdo” de Werner
Heisenberg que € baseado no fato de ndo se saber de forma exata o
deslocamento realizado por particulas atdmicas e assim, ndo se consegue
definir a localizacdo dessas particulas no espaco, o trajeto percorrido, o tempo

determinado, e ainda, ndo se consegue determinar a dire¢cdo e o sentido; tal
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dificuldade é decorrente da movimentagéo tridimensional das particulas; bem
como a teoria da relatividade elaborada por Einstein, que vem a contribuir para
o fortalecimento da ideia de existéncia do acaso. Dessa forma, no século XX
deixa-se de falar em certezas absolutas para se falar de incertezas e
probabilidades e, tem inicio uma maior sistematizacdo da Teoria das
Probabilidades.

Nos dias de hoje, a linguagem, as técnicas, os métodos, enfim, todo um
arcabougco da Probabilidade e Estatistica pode ser encontrado em nosso
cotidiano em um grande nimero de situacdes e utilizacbes, como por exemplo,

nos meios de comunicacgao.

Mlodinow (2011) apresenta que 0s mecanismos pelas quais as pessoas
analisam situacfes que envolvem o acaso sdo um produto complexo de fatores
evolutivos, da estrutura cerebral, das experiéncias pessoais, do conhecimento
e das emocgdes. Em nosso cotidiano é possivel percebermos que empregamos
inimeras vezes nossa intuicdo ao fazermos avaliacbes e escolhas em
situacOes de incerteza. Tversky e Kahneman (1983) sugerem que mesmo 0S
individuos com uma formacao superior, quando lidam com processos aleatérios
numa diversidade de situacdes, tais como questdes de negoécios ou medicas,

as crencas e a intuicdo muitas vezes os deixam em maus lencais.

Na proxima secdo avancamos para uma discussao sobre o conceito de
probabilidade do ponto de vista das diferentes situacdes que conferem

significado a este conhecimento matematico.

2.1.2 Probabilidade: um conceito multifacetado

Por conta da natureza multifacetada do significado de probabilidade
torna-se crucial levantarmos estudos que discutam as relacdes, limitacdes e
avancos que constituem a epistemologia do conhecimento probabilistico.
Batanero (2005) sistematiza cinco significados da probabilidade, a saber:

intuitivo, classico, frequentista, subjetivo e axiomatico.

Ainda que algumas pessoas, criancas ou até adultos, nunca tenham
estudado a probabilidade, as suas experiéncias nas situacfes com jogos de

sorte-azar permite que elas utilizem suas ideias intuitivas e expressoes
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coloquiais para acreditar e justificar a crengca em tais situagbes. Para essas
situacbes Batanero (2005) classifica como Significado Intuitivo da
Probabilidade.

Ao utilizar as nocdes ligadas a jogos de aposta, a esperanca e a
ganancia, se comeca a apontar a necessidade da atribuicdo de um ndamero a
essas ocorréncias e com isso, essas teorias foram, ao longo do tempo,
recebendo varias interpretacdes sobre a natureza objetiva ou subjetiva da
probabilidade. (BATANERO, 2005).

O Significado Classico de Probabilidade, também conhecido por “regra
de Laplace” é denominado, entre outras, como probabilidade classica, formal
ou até laplaciana. Esta abordagem centra-se na ideia da atribuicdo de um
valor, representado por uma fracdo, que indica a probabilidade de um evento
ocorrer de modo que 0 seu numerador representa os casos considerados
sucessos em um experimento aleatério e o denominador representa todos os

casos possiveis deste mesmo experimento.

A citacdo a seguir mostra a definicdo dada por Laplace, largamente
utilizada no ensino até nossos dias: “a razao deste numero aquele de todos os
casos possiveis é a medida desta probabilidade, que € assim ndo mais que
uma fracdo cujo numerador € o numero de casos favoraveis e cujo
denominador € o numero de todos os casos possiveis.” (LAPLACE, 1814, p. 35
apud COUTINHO, 2007). Ao tratarmos a probabilidade de um evento A: P(A),
de acordo com o significado classico da probabilidade temos a seguinte
expressao:

n(A
P(A) = %

Onde n(A) representa os casos favoraveis e n(Q) € o numero de

elementos do conjunto de todos os resultados possiveis. Comumente a letra Q

€ utilizada em probabilidade por espaco amostral.

Reiteramos que o conjunto de todos os possiveis resultados de um
experimento aleatério € denominado de espaco amostral e que cada um

desses resultados recebe o0 nome de evento.
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A seguir, destacamos um exemplo de um problema matematico

envolvendo o significado classico:

Exemplo 1: Um cartdo seré retirado, ao acaso, de uma sacola contendo
6 cartdes brancos, 8 verdes e 9 azuis. Qual a probabilidade do cartédo retirado

ser da cor verde?

Para resolucao desse problema é necessério apenas identificar o evento
ao qual desejamos calcular a probabilidade, que nesse caso € sortear um
cartdo da cor verde e dividir pelo total de cartdes contidos nessa urna; dessa
forma utilizamos a regra de Laplace.

Esta é uma abordagem para encontrar a probabilidade a priori, uma vez
gue nado é necessario realizar o experimento para que encontremos o valor da
probabilidade de um evento desejado. “A definicdo classica de probabilidade
esteve historicamente relacionada aos jogos de azar’, (GUIMARAES e
CABRAL, 1997, p. 75). Tal significado apresenta uma limitagdo por ndo dar
conta de diversas situacdes de carater probabilistico, tais como experimentos
em que os resultados ndo sdo equiprovaveis. Ou ainda experimentos em que a

variavel aleatdria é de natureza continua e nao discreta.

Esse significado de probabilidade apresenta fragilidades, pois para
eventos ndo equiprovaveis ou com um espaco amostral infinito ndo € possivel
a aplicacdo desse significado para o calculo de uma probabilidade. Se
considerarmos o Significado Geométrico de Probabilidade é possivel o trabalho
com um espaco amostral infinito. Dessa forma, € necessario estender o calculo
de probabilidade de experimentos aleatérios para as situa¢cdes nos quais 0s
resultados possiveis constituem conjuntos continuos. Amancio (2012)
compreende o significado geométrico como uma aplicacdo da definicdo
classica de probabilidade, uma vez que € possivel atribuir uma probabilidade
as grandezas geométricas. Em nossa pesquisa também assumimos esta nocao
do significado geométrico como uma ampliacdo do significado classico para
grandezas geométricas que possuem por sua natureza um espacgo amostral
infinito. Alguns pesquisadores defendem que a probabilidade geométrica pode

ser constituir em mais um significado para a probabilidade, no entanto, em
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Nosso estudo a geometria entra como um contexto, ou seja, a probabilidade no

contexto geomeétrico.

Problemas de probabilidade geométrica e as respectivas resolucdes
foram primeiramente estudados no século XVIIl, sendo a resolugdo do
problema da “agulha de Buffon”, em 1777, considerada o marco inicial dos
estudos sobre probabilidade geométrica. Segue o problema: Qual é a chance
de que uma agulha largada aleatoriamente em um chao marcado com linhas
retas paralelas igualmente espacadas cruze com uma das retas? Assim,
algumas situacBes-problemas que envolvem a probabilidade geométrica
equivalem a uma selecdo aleatéria de pontos em espagos amostrais

representados por figuras geomeétricas.

Nos modelos em questéo, a probabilidade de um determinado evento se
reduz a relacdo — ou ao seu limite, caso exista — entre medidas geometricas
homogéneas, tais como: comprimento, area ou volume (TUNALA, 1995). Na
probabilidade geométrica o célculo é realizado por meio da razéo entre duas
grandezas geomeétricas. Tunala (1995) e Wagner (1997) em seus trabalhos
apresentaram as situacdes que descrevemos a seguir para caracterizar uma

pratica matematica de Probabilidade Geométrica.

Situacgao 1: Escolher um ponto de uma determinada “linha”: se X e Y séo
pontos de uma linha de extremos A e B (figura 8), admitimos que a
probabilidade de que um ponto da linha AB pertenca a linha XY (contida em
AB) é proporcional ao comprimento de XY e ndo depende da posicdo dos
pontos X e Y sobre AB. Portanto, selecionando um ponto ao acaso de AB, a

probabilidade de que ele pertenca a XY sera:

Figura 8: linha de extremos Ae B

A X Y B
Fonte: O autor, 2017

_ comprimento de XY
comprimento de AB

P
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Situagcdo 2: Escolher um ponto de uma determinada “figura plana”
analogamente, suponhamos que uma figura plana B (figura 9) seja parte de
uma outra figura plana A e que se tenha escolhido ao acaso um ponto de A. Se
admitirmos que a probabilidade de esse ponto pertencer a B € proporcional a
area de B e ndo depende do lugar que B ocupa em A, entéo a probabilidade de
gue o ponto selecionado esteja em B sera:

Figura 9: circulo Ae B

’\\’B
Mo
Fonte: O autor, 2017

b_ Area de B
Area de A

Agora, consideremos que, no decurso de N realizacbes de uma
experiéncia aleatoria, um acontecimento A ocorre Ny vezes (0 < Na £ N). A
probabilidade do acontecimento é definida como o limite, quando N tende ao
infinito, da frequéncia relativa de ocorréncia do acontecimento A. Esta é a
definicdo do Significado Frequentista de Probabilidade.

. Ny
P(4) = lim m

N-oo

Como podemos observar a probabilidade frequentista € calculada com
base na realizacdo de um namero suficiente grande de ensaios. Podemos dizer
gue é uma probabilidade calculada a posteriori. Assim, a abordagem
frequentista vai relacionar a probabilidade da experiéncia aleatoria com a
frequéncia relativa do acontecimento, que tende a estabilizar quando se repete
esta experiéncia um numero grande de vezes sob as mesmas condicdes.
Segue exemplo de uma pratica matematica com uma série de langcamentos de
tachinha para verificacdo da probabilidade aplicada por Coutinho (1994) em
uma sequéncia de ensino com alunos franceses: no lancamento de uma
tachinha, qual a chance de obtermos a posi¢cédo “ponta”, ou seja, qual a chance

gue ela caia com a ponta tocando o solo?
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De acordo com Batanero (2005), “Bernoulli sugeriu que podemos atribuir
a probabilidade aos sucessos aleatérios que aparecem em diversos campos a
partir da frequéncia relativa observada em uma série grande de ensaios do
experimento”. A forma de se obter a probabilidade de um evento apresentada
por Bernoulli € conhecida no estudo da probabilidade como a Lei dos Grandes
Numeros. Trata-se da realizagdo de um experimento diversas vezes nas
mesmas condi¢des. Ao realizar um experimento, um grande nimero de vezes,
a frequéncia dos resultados observados tende a estabilizar em um valor

proximo da probabilidade de que o evento ocorra.

Coutinho (1994) nos aponta que, alguns estudantes com base em suas
experiéncias de vida, utilizam a noc¢ao de frequéncia relativa de um evento para
estimar sua probabilidade, mesmo de forma bastante intuitiva, independente da
realizacdo de experimentos para verificar sua estabilizacdo. A autora nos
coloca a importancia de uma abordagem com o conceito de probabilidade por
meio da concepcao frequentista. Por outro lado, Batanero e Diaz (2012)
colocam como uma limitacdo da abordagem frequentista o fato da mesma nao
fornecer o valor exato da probabilidade de um evento e ndo podermos
encontrar uma estimativa quando o experimento néao for possivel de repeticao
um grande numero de vezes. E ainda é dificil decidir quantos testes sao

necessarios para obter uma boa estimativa para a probabilidade de um evento.

Vejamos esta situacao-problema: Na proxima segunda-feira vocé
participard de um curso de nivelamento profissional para compor o quadro de
funcionarios de uma empresa. Sabe-se que a pessoa responsavel por esse
Curso tera critérios pessoais para avaliar. Além disso, 0 curso é unico. Qual é a

probabilidade de que vocé tenha sucesso neste curso?

Em situacbes desse tipo empregamos o Significado Subjetivo de
Probabilidade definido como o grau de crenca com base em um conhecimento
pessoal e nas experiéncias que é atribuido por uma pessoa em um

determinado evento.

O significado subjetivo de probabilidade normalmente é empregado
naquelas situacbes em que o experimento ndo pode ser repetido ou que nao

pode ser realizado em idénticas condi¢gdes. Nestes casos nem a abordagem
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classica e nem a frequentista ddo conta para soluciona-los. Entretanto, sao
abrangidos pela interpretacdo Subjetiva de probabilidade e constituem parte
legitima da Teoria da Probabilidade. (AMANCIO, 2012, p.136).

No que concerne ainda a este significado, sabemos que a teoria
bayesiana permitiu a descoberta das probabilidades de varias causas quando
uma de suas consequéncias € observada. A probabilidade fica sujeita a novas
informacgdes e perde seu carater objetivo postulado pelos outros significados ja
discutidos. No entanto, a controvérsia sobre o status cientifico de resultados
gue dependem de julgamentos pessoais ainda permanece. (BATANERO E
DIAZ, 2012, p.5).

Nessa direcdo, Cordani e Wechsler (2006) reiteram que o
desenvolvimento da estatistica classica se da na mesma época do predominio
da filosofia positivista, e logo se pode pensar em uma influéncia das ideias
positivistas sobre a mesma com criticas a subjetividade defendida pela escola

bayesiana.

Nas situacbes de inferéncia estatistica, em que a estatistica e a
probabilidade estdo imbricadas fortemente, Cordani e Wechsler (2006)
discorrem sobre um predominio da abordagem classica no ambiente escolar e
gue pelo fato de deficiéncias na formacdo dos professores os conceitos da
teoria bayesiana ndo tem a devida atencdo: como os professores ndo tém nada
diferente para apresentar aos seus alunos, eles quase sempre oferecem a
versdo classica. (CORDANI E WECHSLER, 2006, p.1, traducdo nossa™®).

Ao longo do século XX diferentes matematicos contribuiram para uma
organizacdo e estruturacdo da teoria matematica das probabilidades.
(BATANERO, 2005). Temos em Kolmogorov o matematico que sistematiza a
teoria matematica da probabilidade que temos hoje conhecida como a
axiomatizacdo de Kolmogorov, tomando por base as ideias apresentadas por
Borel, outro matematico da época, na qual a probabilidade é estudada como

um tipo especial de medida.

1% As the teachers have nothing different to present to their students, they almost always offer
the classical version.
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Kolmogorov uniu a ideia de Borel a Teoria dos Conjuntos e a Teoria das
Medidas para estabelecer um conjunto de axiomas da probabilidade que foi
aceito por escolas de diferentes correntes filoséficas acerca da natureza da
probabilidade. (BATANERO, 2005).

Batanero (2005) apresenta um estudo em que se debruca sobre os
significados histéricos da probabilidade O estudo apresenta os diferentes
significados de probabilidade, a saber: intuitivo, classico, frequentista, subjetivo
e axiomatico. A autora levanta um questionamento que dialoga com nosso
estudo no sentido de identificar quais sdo os componentes fundamentais do
significado de probabilidade, assim como os niveis de abstracdo adequados
em que cada componente deve ser ensinado, para ajudar os estudantes a

superar as possiveis dificuldades.

Batanero (2005) advoga que o significado polifacético da probabilidade
ndo pode ser negligenciado e que o ensino ndo se pode limitar a uma destas
diferentes perspectivas, pela razdo de estarem ligadas dialeticamente. Os
estudos de Fernandes (1999), que discutiremos na proxima secdo, sobre
intuicdo probabilistica com estudantes do ensino secundario em Portugal estdo
nesta mesma diretiva, nos apresentando a probabilidade como um conceito
multifacetado (conceito classico, frequentista ou empirico, subjetivista e

axiomatico).

Diversos pesquisadores brasileiros também apontam tal problematica
com o ensino e aprendizagem da probabilidade e seus diferentes significados.
Na década de 90, Coutinho (1994) ja sugeria um trabalho com o enfoque
frequentista “como sendo mais adequado e vantajoso para o ensino dos
primeiros conceitos de probabilidade, uma vez que se podem utilizar
experimentos ligados a realidade dos alunos, ndo precisando necessariamente
estar limitado a hipotese de equiprobabilidade” (COUTINHO, 1994, p. 9).
Carvalho e Oliveira (2002) apontam como relevante que os professores
propiciem aos alunos a mobilizacdo de diferentes concepcbes de

probabilidade.
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Diante do exposto defendemos um processo de ensino e aprendizagem
de probabilidade caracterizado pela existéncia de um trabalho envolvendo as
distintas concepc¢des de probabilidade.

2.1.3 ESTUDOS SOBRE RISCO PROBABILISTICO

Inicialmente, apontamos que o tema sobre risco probabilistico ndo ser&
tratado com profundidade e consta neste trabalho para que o leitor perceba a
extensdo do uso da probabilidade. Advertimos que o tema sobre risco
probabilistico € bem complexo e dever somente ser introduzidos depois de
abordagem profunda de probabilidade condicional em tabelas de dupla
entrada. A nossa abordagem se da por meio da compreensao dos significados
das probabilidades condicionadas obtidas em uma tabela de dupla entrada.

Em investigacdes sobre o campo de problemas probabilisticos diversos
autores (GIGERENZER, 2002, 2011; GIGERENZER E HOFFRAGE,1999)
trazem a tona a importancia de compreender a no¢ao de risco probabilistico.
Compreender o risco — que € outro aspecto do pensamento probabilistico — tem
estreita relacdo com o raciocinio correlacional. Esse raciocinio exige o
reconhecimento que as relacdes entre variaveis ndo sdo absolutas, mas
existem em graus (ROSS E COUSINS, 1993) e, assim, envolvem raciocinio
probabilistico. Assim, o grau de relacionamento entre duas variaveis pode ser

determinado pelas frequéncias relativas nas tabelas de dupla entrada.

Na vida cotidiana normalmente nos questionamos sobre relacdes que
envolvem variaveis relevantes em nossas vidas pessoais, como por exemplo,
na area financeira: se existe uma relacdo entre obter o nivel superior de
escolaridade e o quantitativo de dinheiro que se ganha no futuro; no campo da
saude: existe relacdo entre diferentes comportamentos sexuais e a infeccao
por HIV? A andlise dessas relacbes permeia o entendimento sobre risco
probabilistico. Tal entendimento se torna significativo tanto para a matematica
como para outras disciplinas do curriculo escolar como ciéncias, geografia,
biologia. Nunes et al. (2012) apontam também que precisamos saber
correlacdes para nos ajudar a comparar os riscos em diferentes acdes: qual
dos projetos propostos por dois politicos diferentes € melhor? Quais 0s riscos

gue decorrem utilizando uma forma de tratamento médico e ndo outro?
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Boa parte das decisbes tomadas pelas pessoas em seu cotidiano
poderia ser diferente se elas compreendessem melhor sobre probabilidades e
riscos. Gigerenzer (2002) discorre que todos os dias as pessoas comuns S&o
confrontadas com informagfes baseadas em estatisticas que podem significar
a diferenca entre a vida e morte, liberdade e prisdo, ou dificuldades

econOmicas e segurancga financeira.

Neste estudo de Gigerenzer (2002) sobre risco encontramos uma
grande quantidade de situacbes envolvendo as tabelas de dupla entrada e
como as pessoas entendem o risco por meio das informacfes apresentadas
por frequéncias e estabelecendo relagbes comparando com as apresentadas
por probabilidades (usando porcentagens ou fragdes). O autor conclui que as
pessoas compreendem melhor a nocao de risco quando Ihes sdo apresentadas
as informacdes por meio de relacdes, inclusive afirma que até mesmo
profissionais como meédicos interpretam melhor informagdes sobre riscos se a
ele sédo informados como relacdes ao invés de porcentagens ou fragbes. Bryant
e Nunes (2012) também destacam que problemas apresentados sob a forma
de relacéo (por exemplo, 1 : 3) muitas vezes sao mais faceis para as criancas
gue os mesmos problemas apresentados como propor¢cdes de 1 (por exemplo,
0,25) ou fracdes (por exemplo, %). Ensinar as criangcas usando a linguagem da
relacdo parece ter mais sucesso do que ensinar usando a linguagem das

fracOes.

Em um estudo anterior ao de 2002, Gigerenzer e Hoffrage (1999)
desenvolveram e testaram uma representacdo chamada de frequéncias
naturais (estabelecendo relacbes entre as frequéncias apresentadas em
tabelas de dupla entrada) a qual ajuda as pessoas de inteligéncia normal (sem
precisar ter curso de estatistica) a fazer inferéncias bayesianas corretamente.
Inclusive esses pesquisadores aplicaram tal método com estudantes do 4°
periodo de medicina nos EUA e constataram que eles sdo capazes de fazer

inferéncias corretas.

Neste mesmo sentido, Bryant e Nunes (2012) apontam que as tabelas
revelam mais claramente a ligacdo entre o raciocinio correlacional e
probabilistico. Vejamos um exemplo (CANADAS, BATANERO, CONTRERAS E
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ARTEAGA, 2011): para verificar se sofrer de insbnia tem relacdo com o0s
transtornos de estresses as informacdes devem ser organizadas de maneira
gue as frequéncias de todas as quatro combinacdes — ter insonia (sim ou nao)
e padecer de estresses (sim ou ndo) — sao exibidas em uma tabela. Na tabela

1 na péagina 65 apresentaremos um exemplo.

Para uma tomada de deciséo correta € necessario utilizar um raciocinio
do tipo correlacional envolvendo uma coordenacdo entre as nocglOes de
probabilidade e propor¢gdes. E comum as pessoas, mesmo quando as
informacgdes sdo apresentadas nas tabelas, olharem apenas para uma célula, o
gue eles podem julgar como relevante para confirmar a relagéo entre as duas
variaveis, sem ter em conta a frequéncia desta célula em relacdo ao total.
Nesse exemplo, olhar-se-ia apenas para a célula que se refere a sofrer de
insénia e padecer de estresses. Esta tendéncia € parecida com a incapacidade
de pensar nos casos que refutem a hipétese e € conhecido como viés de
confirmacdo (NICKERSON, 1998).

Em Brant (2004) temos que para um evento com um dado valor de
probabilidade p, as chances correspondentes desse evento resultam num valor

numérico dado por:

Chance {evento} = %

Como exemplo, Brant (2004) apresenta um problema oriundo dos jogos
de sorte-azar, a saber: se vocé apostar na ocorréncia de um evento (por
exemplo, Cavalo A ganhar uma corrida) e este evento tem uma probabilidade
conhecida p(A) = probabilidade do cavalo “A” vencer. Entdo, apostando-se um
dolar nesse cavalo, deve-se ter um retorno justo para igualar as chances.

Desta forma, se o cavalo “A” possui 50% de chance de ganhar (p(A) = 0,5),

logo, a chance de {A} = 13’55 = 1, ou seja, 0 retorno equitativo para uma aposta

de um dodlar € de um délar. No entanto, se o cavalo possuir 25% de chance de

0,25 1 .
= -, OU Seja, caso O cavalo
1-0,25 3

ganhar (p(A) = 0,25), dai a chance de {A} =

venca a corrida, o retorno equitativo sera de trés doélares para cada délar

apostado.
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Para Brant (2004) os valores das chances sdo uma simples conversao
de um-para-um das probabilidades. Se os valores das chances sé&o
apresentados com uma probabilidade, eles podem ser convertidos em chances
como acima. Agora, se apresentados como chances, eles podem ser

. g . L, h
convertidos em probabilidades de acordo com a seguinte formula: p = ———

1+chance

Assim, se sabe que as chances de um evento sdo de 1 em 10, ou seja,

0,10, a probabilidade do evento serd de p = 13’31 = ﬁ ~ 0,091. Observamos

o

gue neste exemplo, a probabilidade de 0,091 é bem préxima da chance 0,1.
Logo, a partir deste exemplo, consideramos que quando as chances possuem
um valor pequeno se constituem em uma aproximagdo razoavel para a

probabilidade, e vice-versa.

Outro conceito importante € o de razdo de chances ou razdo de
possibilidades definido como a razéo entre a chance de um evento ocorrer em
um grupo e a chance de ocorrer em outro grupo (BRANT, 2004; WAGNER E
CALLEGARI-JACQUES, 1998). Esses grupos podem ser constituidos por
amostras como, por exemplo, de pessoas com ou sem uma enfermidade ou
grupos para analises estatisticas como homens e mulheres, tratados e nao

tratados, etc.

Para Brant (2004) a razédo de chances é considerada como uma medida
comparativa entre duas chances relativas de eventos diferentes, assim, para
duas probabilidades, p, = Pr {ocorrer o evento "A"} e
pg = Pr {ocorrer o evento "B"} as chances de ocorréncia correspondentes de
‘A”em relacéo a “B” sgo:

chance {A} _ Pa/(1—pa)
chance {B}  pp/(1-pB)

Razéo de chances {A versus B} =

Estatisticamente, uma razdo de chances 1 indica que a condi¢cdo ou
evento que se esta analisando é igualmente provavel de ocorrer nos dois
grupos. Uma razdo maior do que 1 indica que a condicdo ou evento tem maior
probabilidade de ocorrer no primeiro grupo. Finalmente, uma razéo de chances
menor do que 1 indica que a probabilidade € menor no primeiro grupo do que

no segundo.
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Por meio do exemplo citado no inicio desta secdo, explicitamos o0s
calculos da razdo de chances: supondo a realizacdo de um estudo sobre a
relacéo entre ter insbnia e padecer de estresses, a tabulagéo padréo dos dados
resultantes dos eventos e as respectivas frequéncias observadas resultam na

seguinte tabela de dupla entrada:

Tabela 1: Exemplo de comparacgao de risco por meio da razdo de chances

Padecer de N3o padecer de Total

estresses estresses
Ter insbnia w X W+ X
Ndo ter insonia y z y+z
Total W+y X+2 n

Fonte: O autor, 2017.

De acordo com os dados da tabela 1, observa-se que a variavel insénia
(ter ou n&o) relacionada com a variavel estresses (padecer ou nao) propicia as

seguintes comparagoes:

Razdo de chance = 22

xy

Brant (2004) considera que, num sentido matematico, a razdo de
chances mostra-se como a medida comparativa mais natural, pois

algebricamente é mais simples (e esteticamente agradavel).

Com base nas investigacbes de Gigerenzer e Hoffrage (1999) uma boa
representacdo pode ser crucial para encontrar a solugdo de um problema.
Estes pesquisadores mostraram que as representagcfes em termos de
frequéncias naturais, em vez de probabilidades condicionais, facilitam o célculo
da probabilidade de uma causa dado um efeito — problema geralmente referido

como raciocinio bayesiano.

Chamamos atencéo para o fato de que os conceitos de risco discutidos
— diferenca de risco e risco relativo possa ser utilizada em comparacdes
probabilisticas. Esse tipo de abordagem n&o esta incluso no programa de
ensino sobre probabilidade e risco de Nunes et al. (2012) e, também néo esta

em nosso desenho formativo. Citamos para compreensao de que as referidas
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atividades que trabalhamos foram baseadas nas ideias defendidas por
Gigerenzer (2002, 2011) e Gigerenzer e Hoffrage (1999), sobretudo,
concernente a utilizagdo de frequéncias naturais para representar dados

probabilisticos.

Ressaltamos que a abordagem sobre risco em nosso estudo se da de
forma bem mais simples, na qual partimos do conhecimento dos dados em
tabelas de dupla entrada em determinadas situagdes em que ha a necessidade
de tomada de decisdo com respeito aos dados e variaveis envolvidos. O leitor
podera encontrar no capitulo da trajetoria didatica (capitulo 5) as atividades
sobre risco com as tabelas de dupla entrada vivenciadas com os professores
onde se estuda as correlacfes das variaveis e a tomada de decisdes baseadas

no estudo das frequéncias naturais.

Na literatura encontramos diversos estudos envolvendo as tabelas de
dupla entrada e as estratégias que sédo colocadas em praticas ao resolver
atividades desta natureza. Perez Echevarria (1990) apresenta uma
classificacdo por meio de cinco niveis com respeito as estratégias de analise
para decidir sobre a associacao de duas variaveis em tabelas de dupla entrada,

a saber:

e Nivel 1: usa somente uma célula, usualmente (a)

e Nivel 2: Compara (a) com (b) ou (a) com (c)

e Nivel 3: Compara (a) com (b) e (a) com (c)

e Nivel 4: Usa as quatro células, fazendo comparacdes aditivas
e Nivel 5: Usa as quatro células, fazendo comparacdes

multiplicativas

Nos estudos de Cafnadas, Batanero, Contreras e Arteaga (2011)
encontramos reconstrucfes de estratégias com base nos niveis de Perez
Echevarria (1990) e outros estudos desenvolvidos com esta tematica. Os
referidos autores destacam que no campo da Educacao Mateméatica este tema
nao tem recebido a devida atencdo. Apresentamos as estratégias conforme

classificacao a seqguir:
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» Estratégias corretas. (E1) comparar todas as distribuicdes das
frequéncias relativas condicionadas de uma variavel para os distintos valores
da outra variavel; (E2) comparar todas as frequéncias relativas condicionadas
de uma variavel para um Unico valor da outra variavel com a frequéncia
marginal da primeira variavel, e (E3) comparacdo de possibilidades a favor e

contra B em cada valor da variavel A.

 Estrategias parcialmente corretas. (E4) comparar a distribuicdo das
duas frequéncias absolutas de uma variavel para um anico valor da outra
variavel com a frequéncia marginal da primeira variavel; (E5) comparar
somente uma das duas de uma variavel para um valor da segunda com a
frequéncia marginal da primeira variavel, (E6) comparar as frequéncias
bsolutas duplas entre si; las frecuencias absolutas dobles entre si; (E7)

comparar a soma das frequéncias nas diagonais.

* Estrategias incorretas. (E8) usar somente a célula de maior frequéncia,
(E9) usar somente uma distribuicdo condicional; (E10) comparar frequéncias
conjuntas com o numero total de observactes, e (E11) comparar frequéncias

marginais entre si.

2.1.4 A probabilidade e o curriculo escolar

Nesta secdo discorremos sobre a probabilidade no curriculo escolar de
matematica. Em uma cultura escolar na qual o estudo da probabilidade €&
abordado unicamente no Ensino Médio e envolvendo apenas o contexto de
jogos de sorte-azar, as pessoas sao conduzidas a acreditarem que a Teoria
das Probabilidades serviria unicamente para a compreensao desse tipo de
jogo. Desconstruir tal deturpacdo torna-se urgente nos dias de hoje; e a
inclusdo da probabilidade nas orientacdes curriculares, dentre outro motivos

gue ja discutimos neste texto, pode contribuir nesta perspectiva.

No Brasil, de acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNSs)
destinados ao Ensino Fundamental, destaca-se que, ao final desta etapa de
escolaridade, os estudantes devem ter desenvolvido uma boa compreensao

das nocdes probabilisticas, tais como questdes que envolvam a contagem de
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casos no mapeamento do espaco amostral e seu significado e a utilizacao de
diagramas de arvore (BRASIL, 1998).

Para o ensino de Matematica, nos terceiro ciclo (atuais 6° e 7° anos) dos

anos finais, os PCN com relacdo ao conceito de probabilidade apontam que,

Com relacéo a probabilidade, a principal finalidade é a de que o aluno
compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano s&do de
natureza aleatéria e que se podem identificar possiveis resultados
desses acontecimentos e até estimar o grau da possibilidade acerca
do resultado de um deles. As no¢cBes de acaso e incerteza, que se
manifestam intuitivamente, podem ser exploradas na escola, em
situagBes em que o aluno realiza experimentos e observa eventos
(em espacos equiprovaveis). (BRASIL, 1998, p.52).

Os PCN nos coloca a importancia de um trabalho que possibilite aos
estudantes o contato com o0s acontecimentos de natureza aleatoria e a
exploragéo por meio de realizagdo de experimentos e observagédo de eventos;
contudo Coutinho (2004) nos chama a atencao para a limitagcdo de um trabalho

gue envolva apenas espacos equiprovaveis.

Além dos PCN, alguns estados brasileiros, em seus curriculos

prescritos, recomendam também a insercdo dos contetdos probabilisticos.

Com relacdo aos anos finais do Ensino Fundamental no curriculo do
estado de Séo Paulo, esta previsto o trabalho com este topico para o 7° e 9°
anos. Recomenda que o professor trabalhe problemas de contagem e a
introduc&do ao conceito de probabilidade (SAO PAULO, 2010).

O curriculo do estado de Pernambuco recomenda que o estudo da
probabilidade perpasse por todos os anos finais do Ensino Fundamental (6° ao
9° ano) apoiando-se em situacdes elaboradas de tal forma que o estudante
possa experimentar e realizar simula¢gdes, e em anos posteriores, tal conteudo
seja ampliado com mais profundidade (PERNAMBUCO, 2013).

Ainda, no Brasil, o Guia de Livros Didaticos para os anos finais do
Ensino Fundamental — PNLD 2014 — do Ministério da Educacédo, apresenta
diretrizes inequivocas para a inclusdo da probabilidade nesse segmento de

ensino destacando as competéncias que os estudantes devem desenvolver:
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Fazer inferéncias com base em informacdes qualitativas ou dados
numéricos, e saber lidar com os conceitos de chance e de incerteza
também sao competéncias de grande utilidade. Em muitas aplicacées
do conceito de probabilidade faz-se necessario recorrer a contagem
de um conjunto discreto de elementos. Para resolver tais problemas,
além de outros, de modelagem discreta, os conteldos de
combinatéria ganham crescente importancia na formagédo
matematica. (GUIA PNLD, 2013, p.17).

O Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudos — PISA em suas
diretrizes justifica a importancia de incluir o tema Incerteza e do estudo das
probabilidades pela presenca nas ciéncias, nas tecnologias e na vida cotidiana.

A incerteza é, portanto, um fendmeno central na analise matematica
de muitas situagBes-problema, e a teoria de probabilidade e
estatistica bem como as técnicas de representacdo e descricdo de
dados foram criadas para lidar com elas. A categoria de contetido de
Incerteza e Dados inclui reconhecer o lugar da variacdo nos
processos, tendo em conta a quantificacdo dessa variacdo, o
reconhecimento da incerteza e do erro na medida, e conhecimento
das probabilidades. Isso também inclui formar, interpretar e avaliar

conclusdes tiradas em situacdes onde a Incerteza é aspecto central.
(OECD, 2013, p.35).

Neste excerto podemos perceber a importancia de um trabalho que
perpasse pela incerteza e abordagens que valorizem a estatistica e a
probabilidade. Este € um movimento vislumbrado no cenario internacional — o
estudo que envolva uma matematica da incerteza — e ndo se pode mais fazer

vista grossa a esse respeito.

Curriculos de outros paises, como os Estados Unidos (NCTM, 2000) e o
da Espanha (REAL DECRETO 1513, 2006) defendem que desde os primeiros
anos escolares as criangas entrem em contato com as no¢des concernentes ao
conceito de probabilidade. Particularmente, o Principles and Standards for
School Mathematics (NCTM , 2000) para os graus 6-8, recomenda que todos

os alunos deveriam:

e compreender e usar a terminologia apropriada para descrever eventos
complementares e mutuamente exclusivos;

e usar proporcionalidade e uma compreensdo basica de probabilidade
para fazer e testar conjecturas sobre os resultados de experimentos e

simulacdes;
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e calcular probabilidades para eventos compostos simples, utilizando
métodos tais como listas organizadas, diagramas de arvore e modelos

da area.

No curriculo espanhol de mateméatica no bloco de estatistica e
probabilidade sdo apresentados os conteudos, os critérios de avaliacdo e os
padrbées de aprendizagem destinados para a Educa¢éo Primaria (alunos dos 6
aos 12 anos de idade), como podemos conferir no quadro 2.

BLOCO 5: ESTATISTICA E PROBABILIDADE
CRITERIOS DE AVALIACAO PADROES DE APRENDIZAGEM

1. Coletar e registrar uma 1.1 Identificar dados qualitativos e
informacgé&o quantificavel, guantitativos em situag8es familiares.
utilizando alguns recursos simples

Coleta e classificacdo de | de representacéo gréafica: tabelas

dados qualitativos e de dados, blocos de barras,

guantitativos. diagrama de linhas, comunicando

a informacéo.

CONTEUDOS

Graéficos e parametros
estatisticos.

Construcgéo de tabelas

de frequéncias absolutas | 2. Construir, ler e interpretar 2.1 Coletar e classificar dados qualitativos e

e relativas. representacdes graficas de um guantitativos, em situagfes do seu entorno,
Iniciagdo intuitiva as conjunto de dados relativos ao utilizando-os para construir tabelas de
medidas de ambiente ao qual se esta inserido. | frequéncias absolutas e relativas.

centralizagdo: média,

moda e intervalos.

Construcéo e
interpretacdo de gréficos
simples: diagramas de
barras, poligonos e
setoriais.

2.2 Aplicar de forma intuitiva as situagdes
familiares, as medidas de centralizagao:
média, moda e

2.3 Construir e interpretar gréficos simples:
diagramas de barras, de poligonos e de
setores, com dados obtidos de situagfes bem

proximas.
Andlise critica das
informagbes que se
apresentam mediante
gréaficos estatisticos.

3. Fazer estimativas com base em | 3.1 Realizar analises criticas argumentando
experiéncias que envolvam sobre as informagdes que se apresentam
resultados (possiveis, impossiveis, mediante gréaficos estatisticos.

certos, mais provaveis ou menos

provaveis) de situacdo simples em

gue hé intervencao aleatéria e

comprovar o referido resultado.

Carater aleatorio de
algumas experiéncias.
Iniciac&o intuitiva ao
calculo de probabilidade
de um sucesso. 4. Observar e verificar que h&a
eventos impossiveis, eventos que
com quase toda certeza ocorrem
ou que se repetem, sendo mais
provaveis ou menos provaveis
esté repetigédo.

4.1 Identificar situaces de carater aleatorio.

4.2 Criar conjecturas e estimativas sobre
alguns jogos (com moedas, dados, cartas,
loterias, ...).

5.1 Resolver problemas que implique no
dominio dos contetidos proprios da estatistica
e da probabilidade, utilizando estratégias
heuristicas, raciocinios (classificacéo,
reconhecimento das relag6es, uso de
contraexemplos), fazendo conjecturas,

5. Identificar, resolver problemas
da vida cotidiana, adequados ao
seu nivel, estabelecendo
conexdes entre a realidade e a
matematica, valorar a utilidade
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dos conhecimentos matematicos e | construindo, argumentando e tomando

refletir sobre o processo aplica decisdes, avaliando as consequéncias das

para a resolucéo de problemas. mesmas e a conveniéncia de sua utilizacéo.
5.2 Refletir sobre o processo de resolucado de
problemas: revisando as operacdes utilizadas,
as unidades dos resultados, comprovando e

interpretando as solu¢des no contexto,
propondo outras formas de resolugéo.

Quadro 2: Elementos do bloco 5 do curriculo espanhol
Fonte: Boletin Oficial del Estado, n.52, de 2014, por el que se establece el curriculo basico de la Educacién Primaria da
Espanha. Real Decreto 126/2014. Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte, 2014.

7

Outro curriculo que destacamos em nosso texto € o da Australia
(ACARA, 2015). Segundo esse curriculo as conexdes entre a estatistica e a
probabilidade sédo constituidas progressivamente ao longo dos anos escolares
compreendo a Educacdo Priméria e Secundaria. Segundo as prescricdes para
a Educacdo Primaria, por exemplo, os estudantes reconhecem e analisam
dados e fazem inferéncias. Os alunos devem trabalhar com representacao,
resumo e interpretacdo de dados, além de realizarem experimentacfes

envolvendo a coleta e a interpretacao dos dados.

Segundo o curriculo australiano (ACARA, 2015) devem-se realizar
abordagens experimentais e tedricas para o calculo de probabilidades. Nesse
sentido, os estudantes desenvolvem uma habilidade sempre crescente de
avaliar criticamente os conceitos de chance e de dados, fazer julgamentos e
tomar decis6es fundamentas, além do que constroem habilidades para avaliar

criticamente informacdes estatisticas e desenvolver intuicdo sobre dados.

Atualmente, no Brasil, esta em discussdao a Base Nacional Comum
Curricular (BRASIL, 2016). A verséo preliminar deste documento, na area de
matematica (unidade de conhecimento Estatistica e Probabilidade nos anos
finais do Ensino Fundamental) aponta para uma abordagem da probabilidade,
gue ja seria iniciada nos anos iniciais do Ensino Fundamental, acompanhando
outros curriculos internacionais e resultados de pesquisas que advogam sobre

a necessidade de inclusdo dessa tematica.

O curriculo australiano, o NCTM e o PISA, citados anteriormente,

exercem influéncias sobre a construcdo deste documento.
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A seguir apresentamos 0s objetivos de aprendizagem (OA) que constam
no documento BNCC nos quatro anos que compdem o0s anos finais do Ensino

Fundamental:

e Indicar a probabilidade de um evento por um namero racional (na forma
fracionéria, decimal e percentual) e analisar o significado dessa medida
por meio de experimentos. (EFO6MTQ9).

e Compreender o significado de termos como aleatoriedade, espaco
amostral, resultados favoraveis, probabilidade, tentativas, experimentos
equiprovaveis, dentre outros, aplicando-os no planejamento de
experimentos aleatérios ou simulacdes e na resolucédo de problemas que
envolvam estimar ou calcular probabilidades obtidas por meio de
frequéncias. (EFO7MT10).

e Calcular a probabilidade de eventos, a partir da construgcdo do espaco
amostral do experimento utilizando o principio multiplicativo, e
reconhecer que a soma das probabilidades de cada elemento do espaco
amostral é igual a 1. (EFO8MTQ7).

e Reconhecer, em experimentos aleatorios, eventos independentes e
dependentes e calcular a probabilidade de ocorréncia nos dois casos.
(EFOOMTO8).

Acreditamos que os referidos objetivos de aprendizagem descritos
anteriormente néo limitam o que deve ser abordado em sala de aula e que, os
professores podem ir além do previsto aqui, inclusive articulados com os
objetivos propostos para a Estatistica e a Combinatéria; porém o debate entre

pesquisadores sobre a referida BNCC ainda € atual.

Outro estudo com documentos curriculares que gostariamos de ressaltar
foi o realizado por Papaieronymou (2010) a qual investigou o conceito de
probabilidade nos documentos curriculares de dez estados dos Estados Unidos
da América e nas diretrizes do National Council of Teachers of Mathematics —
NCTM, além do Mathematics Association of American - MMA e American
Statistical Association - AMS. O seu obijetivo foi descrever os topicos ou temas
de probabilidade que professor de matematica no nivel secundario daquele

pais precisa ser preparado para ensinar. Esses topicos na verdade tem relacédo
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com o campo conceitual da probabilidade, como por exemplo, caracteristicas
dos eventos aleatorios e representacdes do espago amostral; porém incluem
ainda que os professores compreendam equivocos de probabilidade na
resolucdo de problemas.

Papaieronymou explicita que,

refinamentos dos principais temas identificados estdo atualmente em
curso, a fim de identificar os conceitos de probabilidade e
conhecimento dos professores associados a esses temas que
professores de matematica de nivel secundario devem adquirir e usar
em suas salas de aula de matematica. (PAPAIERONYMOU, 2010,

p.8)

Os resultados deste estudo indicam temas importantes, de acordo com a
literatura e o curriculo prescrito de diversos paises sobre o ensino e
aprendizagem de probabilidade, os quais professores devem saber e serem
capazes de ensinar. Citamos alguns desses topicos: historia da probabilidade;
terminologia; equivocos de probabilidade; probabilidade tedrica versus

experimental, incluindo simulagdes; dentre outros.

Nos estudos apresentados por Fernandes (1999) o autor chama atencéao
para temas importantes no ensino e aprendizagem das probabilidades na
Educacdo Basica. Enfatiza que o trabalho nesta etapa de escolaridade néo
assuma um carater excessivamente trivial e assim, ndo seria merecedor de
fazer parte do ensino. O autor apresenta uma proposta de contetdos a abordar
no tema de probabilidades ao nivel do 9° ano de escolaridade (0 9° ano é o
ultimo ano do 3° ciclo que vai do 7° ao 9° ano com alunos na idade de 12 aos
15 anos; tem a mesma correspondéncia com o 9° ano dos anos finais do
Ensino Fundamental no sistema educativo brasileiro) partindo,
fundamentalmente, dos resultados do estudo efetuado e pressupondo mais
tempo disponivel para a sua realizacdo, em relacdo ao que esta estabelecido

nos programas oficiais atuais do Ministério da Educacdo em Portugal.

Proposta de conteudos a abordar ao nivel do 9° ano de escolaridade
(FERNANDES, 1999):

1. Termos e conceitos probabilisticos (conceitos classico e subjetivista)
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1.1. Objeto das probabilidades: experiéncias aleatdrias, casuais

ou fortuitas e experiéncias deterministas ou causais.

1.2. Acontecimentos certos, muito provaveis, provaveis, poucos
provaveis e impossiveis. Distingdo entre acontecimentos quase
certos e certos e entre acontecimentos quase impossiveis e

impossiveis.

1.3. Atribuicdo de um valor de probabilidade a um acontecimento.
Carater objetivo e subjetivo do valor da probabilidade.

1.4. Acontecimentos envolvendo os conectivos e, ou e nao.

2. Probabilidade em experiéncias simples (conceitos classico,
frequentista e subjetivista)

2.1. Avaliagéo intuitiva de probabilidades.

2.2. Conceito classico de probabilidade ou probabilidade a priori:

exploracéo de objetos aleatérios comuns.
2.3. Estruturas estocasticas equivalentes.

2.4. Conceito frequentista de probabilidade ou probabilidade a
posteriori: exploracdo de objetos aleatérios comuns, para
relacionar os conceitos frequentista e classico de probabilidade, e

de situacdes do dia-a-dia, para aplicacao do conceito frequentista.

2.5. Probabilidades de acontecimentos envolvendo os conectivos

e, ou e nao.
2.6. Dependéncia estocastica por restricdo do espag¢o amostral.

3. Probabilidade em experiéncias compostas (conceitos classico,

frequentista e subijetivista)
3.1. Avaliacéo intuitiva de probabilidades.

3.2. O conceito frequentista de probabilidade como meio de

validar ou refutar intuicbes e como primeira etapa na explicitacdo
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dos casos possiveis, dos casos favoraveis e do célculo de
probabilidades pela lei de Laplace.

3.3. Cédlculo de probabilidades a priori, recorrendo a
representacdo do espaco amostral através de diagramas de
arvore e de tabelas de dupla entrada e ao uso de esquemas que
relacionem a probabilidade numa experiéncia composta com as

probabilidades nas experiéncias simples envolvidas.

3.4. Dependéncia e independéncia estocastica: extracdo com e
sem reposicdo e langamento simultaneo e consecutivo de objetos

aleatorios.

Tal proposta de contetdos apresentada por Fernandes (1999) no final
da década dos anos 90 guarda estreita relacdo com os curriculos prescritos e
nao menos importante com os conteddos que ora vamos abordar neste

programa formativo.

Sobre a questéo curricular da probabilidade, bem como da estatistica,
Lopes (2009) ao discutir, por meio da andlise dos curriculos do Brasil e dos
EUA, aponta que mesmo com a indicacdo para o trabalho com esses
conhecimentos (PCN no Brasil que data de 1997/1998 e o documento
curricular dos EUA de 1980) se constitui um desafio para a efetiva
implementacdo de um estudo significativo da estatistica e probabilidade nas

aulas de matematica da escola basica.

Sem duvida, acreditamos na importancia das indicacdes nos curriculos
prescritos, todavia temos um grande desafio para que as propostas curriculares
se constituam em significativos processos de ensino e aprendizagem com a

probabilidade na Educacao Basica.

Concernente ao ensino e aprendizagem da probabilidade na Educacéo
Basica as prescricbes curriculares anteriormente destacadas orienta para a
aprendizagem seja de conteudos, de procedimentos, de habilidades — partindo
desde as nocbes de acaso e aleatoriedade perpassando pela quantificacdo de

probabilidades, e ainda orienta para um estudo articulado da probabilidade com
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a estatistica, fato este, que se alinha com o nosso desenho de intervencgao

junto aos professores de matematica.

2.2 Estudo Preliminar — dimenséo cognitivo-afetivo

A faceta cognitiva do EOS trata de compreender como se desenvolvem
os significados pessoais alcancados pelos estudantes (ou professores em
formacé&o) e o grau de dificuldade na aproximacao dos significados pretendidos
— significados institucionais. Por exemplo, quais as formas de raciocinio, as
dificuldades e os significados pessoais que podem ser revelados em face do
trabalho com a probabilidade?

Uma vez que, nos formadores, estamos trabalhando com professores
também acreditamos ser importante analisar investigacdes que envolvam
essas caracteristicas com os professores. As adaptacbes curriculares as
capacidade individuais dos professores em formacao também constituem um
componente que se requer contemplar em nosso processo formativo. Uma
consideracdo especial serd& o componente das crencas e valores dos
professores em formagcao sobre a matematica e seu ensino. Assim, propomos
duas secfes: uma sobre os conhecimentos apresentados por estudantes e

outra sobre os conhecimentos dos professores.

2.2.1 Investigacdes sobre conhecimentos de estudantes
com probabilidade

Nesta secdo discutiremos estudos que nos apontam resultados sobre o
conhecimento dos estudantes sobre o conceito de probabilidade, uma vez que,
na dimensdo cognitivo-afetiva descrevem-se o0s significados pessoais dos
estudantes e ainda podemos compreender o grau de interesse ou motivacao
dos estudantes nos processos de ensino e aprendizagem de probabilidade,
envolvendo estados afetivos (atitudes, emocdes, crencas, valores, etc.) com
relacédo aos referidos objetos matematicos — a probabilidade — e aos processos

de ensino e aprendizagem desenvolvidos.

Iniciamos esta secdo com o artigo Towards "Probability Literacy" for all
Citizens: Building Blocks and Instructional Dilemmas de Gal (2005). Com este

artigo Gal (2005) tem como objetivo primordial destacar a nogéo de Letramento
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Probabilistico e sua importancia em nosso mundo contemporaneo. Para isto,
apresenta primeiro uma discussdo sobre a Literacia (Literacy), a Numeracia
(Adult Numeracy) e a Literacia Estatistica (Statistical Literacy). Advogo que tal
discussao é importante por que situa e fundamenta o leitor com os termos aqui
destacados. Podemos entender Literacia como analogo a letramento tal qual
proposto por Paulo Freire.

Numeracia estaria no mesmo sentido de Letramento Matemético donde
chegamos a noc¢éo de Literacia Estatistica ou Letramento Estatistico. No que
tange ao entendimento do que € o Letramento Estatistico, temos que é a
capacidade de uma pessoa interpretar e avaliar criticamente informacdes
estatisticas, levando em consideracdo os argumentos relacionados aos dados
ou aos fenbmenos apresentados em qualquer contexto. O autor ainda pontua
gque o letramento probabilistico esta intimamente ligado ao letramento
estatistico, tendo em conta o pressuposto de que a maioria dos adultos serdo

0s consumidores, em vez de produtores, de informacao estatistica.

O autor discorre sobre a importancia da construcdo do conhecimento
probabilistico por estudantes do Ensino Basico. Levanta questdes cruciais
sobre o ensino e aprendizagem da probabilidade em que destaca elementos
constituintes para o desenvolvimento do letramento probabilistico dos
estudantes. Acreditamos que os professores de matematica devem conhecer a
referida discussdo para um melhor desempenho em sua prética profissional

concernente ao conceito de probabilidade.

Concordamos com o autor ao esclarecer que a probabilidade é um tema
atil na vida de todas as pessoas, além de constituir um saber instrumental em
outras disciplinas. A probabilidade constitui-se também como um conhecimento
necessario em diversas profissdes e tem interferéncia na tomada de decisdes.
Em uma de nossas unidades de estudo do programa formativo por nés
desenvolvidos levamos em consideracdo tal premissa e garantimos uma
abordagem de atividades que estudam a nocdo do risco que tem a ver com

tomada de deciséao.

Na escola, inclusive desde os anos iniciais de escolaridade, convém

propor situagdes que propiciem o raciocinio probabilistico dos estudantes. Por
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exemplo, como apontado pelo autor, no campo da probabilidade, tarefas com
situacOes de incerteza que conseguem captar o interesse dos alunos, que
enfrentem algumas "grandes ideias" de probabilidade e que exigem que se

desenvolva um raciocinio probabilistico.

Para Gal (2005) um individuo “letrado” em probabilidade deve ser capaz
de ler e interpretar informacdes probabilisticas em seu dia-a-dia,
desenvolvendo um conjunto de habilidades basicas que o torne capaz de lidar
com uma série de situagcbes reais que envolvam uma interpretacdo

probabilistica, bem como tomar boas decis6es em situacées de incerteza.

Para contribuir com este desenvolvimento € apresentado um modelo
com elementos do conhecimento (cognitivos) e elementos disposicionais que

dao base ha um processo de letramento probabilistico.

S&o cinco os elementos do conhecimento™. O primeiro foca na
abordagem de grandes topicos/grandes ideias, a saber: variacao,
aleatoriedade, independéncia, previsdol/incerteza. Estes topicos sdo de
natureza abstrata e perpassam por uma compreensao intuitiva. Aos estudantes
devem ser propiciadas situacdes que levem a uma discussao e compreensao

desses topicos.

O segundo aborda as diversas formas de encontrar ou estimar a
probabilidade de eventos. As diversas formas do calculo de probabilidade e os
diferentes contextos - como 0 geométrico - devem ser estudados e

desenvolvidos.

A linguagem — o terceiro elemento - diz respeito ao entendimento dos
termos e a familiaridade com varios conceitos como chance e risco. Esses
termos podem apresentar diferentes significados no que diz respeito ao que o
professor trabalha (significado institucional) e o que o aluno ja possui do

cotidiano (significado pessoal), ou seja, um conflito do tipo semidtico.

1 Knowledge elements 1. Big ideas: Variation, Randomness, Independence, Predictability/Uncertainty. 2. Figuring
probabilities: Ways to find or estimate the probability of events. 3. Language: The terms and methods used to
communicate about chance. 4. Context: Understanding the role and implications of probabilistic issues and messages in
various contexts and in personal and public discourse. 5. Critical questions: Issues to reflect upon when dealing with
probabilities.
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O quarto elemento € o contexto das situacdes probabilisticas e sua
relacdo com o0 nosso cotidiano. Este € um elemento relevante que explica e
justifica a necessidade de ser letrado em probabilidade para lidar com diversas
situacdes da vida que sao de natureza aleatéria.

Por fim, o Ultimo elemento é a importancia de refletir sobre as questdes
guando se lida com probabilidade - questdes criticas dos estudantes. Uma vez
que visamos o letramento probabilistico dos estudantes € preciso que 0s
docentes estejam familiarizados com as questbes aqui postas. Tem como
propésito possibilitar ao aluno refletir e questionar criticamente uma estimativa

ou uma declaracédo probabilistica.

Gal apresenta também trés elementos disposicionais'?, a saber: 1.
Postura critica. 2. Crencas e atitudes. 3. Sentimentos pessoais sobre a
incerteza e risco (por exemplo, a aversdo ao risco). E necessario também
compreender estes elementos disposicionais e mobiliza-los em sala de aula,
pois estdo articulados com os elementos cognitivos. Um estudante pode ter
uma determinada dificuldade devido a uma forte crenca relacionada com

alguma situacéo probabilistica.

As ideias discutidas por Iddo Gal neste texto sao pertinentes. O autor por
meio de suas pesquisas, além de outras existentes na literatura, consegue
defender, justificar e orientar a insercdo da probabilidade como um
conhecimento matematico carente de um olhar mais atento por todos que lidam
com o0s processos de ensino e aprendizagem da matematica, desde

professores até os sistemas educacionais.

Amir e Williams (1994) nos alertam que as crencas parecem ser 0S
elementos da cultura com a maior influéncia sobre o pensamento probabilistico.
Esses autores entrevistaram criancas com idades entre 11 e 12 anos sobre
seus conceitos e crencas referentes ao azar e a sorte, além das experiéncias
relevantes para as criancas sobre o pensamento probabilistico. Os autores
apontam que alguns alunos pensavam que Deus controla tudo o que acontece

no mundo, enquanto outras pensavam que Deus escolhe o que quer controlar

12 Dispositional elements: 1. Critical stance. 2. Beliefs and attitudes. 3. Personal sentiments regarding uncertainty and
risk (e.g., risk aversion).



80

ou ndo algo no mundo. Diversos alunos dessa pesquisa acreditavam em
supersticdes, como andar debaixo de uma escada, quebrar um espelho e
nameros que dao sorte ou azar. Havia também crencas diretamente
relacionadas ao langamento de moedas e dados; por exemplo, ao langarmos
uma moeda e sair coroa € sinal de mais sorte. Os autores concluiram ainda
gue a maioria das criangas acreditam que é mais dificil obter 6 do que outros
nameros (17 dos 21 entrevistados).

Como vemos as crengas por nds construidas ao longo da vida, podem
interferir em nossas tomadas de decisbes em meio a situacdes de natureza
aleatéria. Tais crencas podem ser também compreendidas como
conhecimentos e/ou experiéncias anteriores e que afetam o nosso raciocinio
probabilistico. Um exemplo comum apontado por diversos tedricos
(FISCHBEIN, 1987; BOROVCNIK E PEARD, 1996) sao os casos de sorteios
das loterias; mesmo que probabilisticamente seja praticamente impossivel
ganhar em uma loteria nacional ha ganhadores a cada semana, ou seja, as
regras da probabilidade sao dificeis de inferir em nossas experiéncias

cotidianas, nos deixando muitas vezes confusos.

Chiesi, Primi e Morsany (2011) realizaram uma pesquisa com trés
grupos de estudantes (dois grupos do ensino secundario e um grupo de
estudantes universitarios) para compreender como 0s conhecimentos e
experiéncias podem afetar de forma positiva ou negativa o raciocinio
probabilistico das pessoas. Utilizaram o termo supersticioso quando as
pessoas revelam algum tipo de crencas, conhecimento ou experiéncia anterior
gue afetasse em suas decisbes. Nesta pesquisa foram realizados trés
experimentos. O experimento 1 envolveu 302 alunos no 6°, 7° e 8° grau e um
guestionario com 6 tarefas de raciocinio probabilistico. O experimento 2 somou
400 alunos dos 6°, 7° e 8° graus, 0s quais nao tomaram parte no experimento 1
e responderam a um questionario com 10 tarefas de raciocinio probabilistico
(quatro tarefas foram adicionadas as seis tarefas do experimento 1). O ultimo
experimento contou com 97 alunos dos 7° e 8° graus e 60 estudantes
universitarios de diferentes cursos e neste utilizou-se o mesmo questionario

usado no experimento 2.
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As autoras constataram que criangas mais supersticiosas tiveram
desempenho pior do que as menos supersticiosas, independente do nivel de
escolaridade ou da capacidade cognitiva. Constataram também que o
pensamento supersticioso pode impedir o uso de regras normativas, mesmo
nos estudantes que possuiam um conhecimento relevante. Os resultados
suportam a afirmacdo de que a capacidade do raciocinio probabilistico
depende crucialmente da aquisicdo de conhecimentos relevantes. Houve um
efeito maior de instrucbes, no caso dos estudantes universitarios que
presumivelmente possuem conhecimento mais relevante sobre o raciocinio
probabilistico, e também tém a capacidade cognitiva maior do que os alunos do
ensino médio. Esses resultados confirmaram mais uma vez o papel da
capacidade cognitiva e nivel de escolaridade no raciocinio probabilistico. Além
disso, verificou-se que os estudantes universitarios foram menos influenciados
pelas supersticbes do que os alunos do ensino medio. Neste grupo, todos o0s
alunos possuiam conhecimento suficiente, e tinha a capacidade cognitiva
necessaria para seguir as instrucdes, e ao mesmo, tempo eles foram

minimamente afetados pelo pensamento supersticioso.

Um estudo bem pertinente para nossa reflexdo foi o desenvolvido por
Fernandes (1999) em sua tese de doutorado intitulada “Intuicbes e
aprendizagem de probabilidades: uma proposta de ensino de probabilidade no
9° ano de escolaridade” na Universidade do Minho em Portugal. A investigacao
realizada compde-se de dois estudos: (1) um primeiro ‘Estudo sobre intuigdes
probabilisticas’, em que se identificaram e caracterizaram intuicdes
probabilisticas de alunos do 8° ano e do 11° ano, e (2) um segundo ‘Estudo
sobre o ensino de probabilidades’, em que se concebeu, implementou e avaliou
uma experiéncia de ensino contemplando as intuicbes probabilisticas em
alunos do 9° ano, por comparacdo com um ensino tradicional. Esses anos de

escolaridade sdo 0s mesmos anos escolares no sistema de ensino brasileiro.

Fernandes (1999) verificou que os alunos de ambos os anos escolares
(8° e 11°) revelaram intuicBes mais limitadas e primitivas nas probabilidades em
experiéncias compostas (exemplo, lancar dois dados, trés moedas ou extrair
duas bolas) do que nas probabilidades em experiéncias simples (exemplo,

lancar um dado, uma moeda ou extrair uma bola). Além disso, as elevadas



82

porcentagens de respostas corretas obtidas na classificacdo de
acontecimentos em certos, possiveis e impossiveis, sugerem que 0s alunos
possuem intuicdes corretas sobre esta classificacdo de acontecimentos. Neste
ultimo caso, os alunos revelaram mais dificuldades nos acontecimentos certos

e/ou que envolviam 0s conectivos e, ou e néo.

No segundo estudo, formulou-se a seguinte questado de investigagdo: No
9° ano de escolaridade, um tipo de ensino que considere as ideias intuitivas
dos alunos tem um maior impacto na aprendizagem de probabilidades,
comparativamente com um ensino tradicional? Como conclusbes deste
segundo estudo, o autor discorre que ao nivel das intuicbes probabilisticas,
comparativamente com a estratégia de ensino tradicional, a estratégia que
contemplou as intuicbes teve um maior impacto na adogédo de raciocinios
gerais (segundo o autor, sao tipos de raciocinios que levam a resposta correta)
e na diminuicdo da adesdo a comparacdes baseadas em contagens e na
referéncia ao fato de os acontecimentos serem possiveis. Entre as duas
estratégias de ensino, a estratégia experimental favoreceu a selecdo das
respostas corretas e o desempenho dos alunos em calculo de probabilidades,
neste Udltimo caso, essencialmente nas probabilidades em experiéncias
compostas. Em ambas as estratégias de ensino, tanto nas respostas corretas
como no calculo de probabilidades, o desempenho dos alunos aumentou com o
desempenho em matematica. Na condicdo de ensino experimental os alunos
de desempenho médio e elevado progrediram de forma semelhante e mais do
gue os alunos de baixo desempenho. Na condicdo de ensino tradicional,
observou-se um progresso crescente com o0 melhor desempenho em

matematica.

Tal como a estratégia de ensino baseada nas intui¢cdes, implementada
no presente estudo, Fernandes (1999) salienta também que uma estratégia de
ensino destacando os conceitos classico e frequentista de probabilidade e
promovendo a atividade dos alunos em pequenos grupos aliada a uma
estratégia de ensino baseada na mudanca conceitual revelaram-se estratégias
mais eficazes para lidar com as intuicdes dos alunos, quando comparadas com

um ensino tradicional.
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Na Franca, Coutinho (2002) realizou uma pesquisa com alunos do
Ensino Fundamental deste pais com objetivo de discutir a introducdo do
conceito de probabilidade por meio de um enfoque experimental permitindo um
processo de modelizagdo. Modelizacdo para Coutinho (2002) é um processo
desencadeado pelo aluno quando lhe € solicitado o reconhecimento do modelo
probabilistico, no caso a urna de Bernoulli, que melhor representa e interpreta a
situacdo da realidade que ele quer estudar. O contexto utilizado foi o da
probabilidade geométrica que propde aos alunos a identificacdo do modelo que
melhor representa o jogo de Franc-carreau.

O jogo de Franc-carreau consiste em lancar uma moeda em um piso de
azulejos de forma quadrada. Os jogadores entdo apostavam na posicao final
de tal moeda: imobilizar-se-ia completamente sobre um unico azulejo (posi¢ao
chamada franc-carreau), sobre uma junta entre dois azulejos ou sobre uma

junta entre quatro azulejos?

A atividade realizada pelos alunos nesta pesquisa foi dividida em duas
fases. Na primeira, que corresponde aos primeiros passos da modelizacao, o
aluno deve reconhecer o carater aleatorio do experimento assim como se inicia
no processo de abstracdo visando o modelo de Urna de Bernoulli em que
temos dois resultados possiveis — fracasso e sucesso. A segunda fase da
atividade se passa em ambiente computacional: o aluno vai utilizar a simulacao
do jogo de Franc-Carreau para estimar a Urna de Bernoulli que melhor Ihe

representa.

Coutinho (2002) constatou que os alunos aceitaram a utilizacdo do
modelo de Urna de Bernoulli para representar o jogo de Franc-Carreau. Eles
foram capazes de formular uma composicdo para esta urna a partir da
associacao entre o jogo e 0 sorteio no pote com contas coloridas e com o
sorteio de um pixel ao acaso em uma figura-Cabri. A pesquisadora observou
também que tais atividades favorecem a construcdo pelos alunos da relacdo
entre uma ideia intuitiva de probabilidade e a frequéncia estabilizada como

medida aproximativa desta probabilidade.

A estratégia utilizada pela autora com os alunos permitiu a confrontacéo

dos dois principais pontos de vista quando definimos uma probabilidade: o
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ponto de vista classico ou laplaciano e o ponto de vista frequentista. Nestas
condicdes, a construcdo do conceito pelo aluno é feita de forma a que ele
tenha menos possibilidades de mobiliza-lo fora do seu dominio de validade, ou
seja, com menos possibilidades de que este conceito torne-se um obstaculo
para aprendizados futuros no dominio do célculo de probabilidades.

As atividades que propomos em nosso programa interventivo permitem
também um trabalho sobre conhecimentos ja adquiridos pelos alunos em séries
anteriores do Ensino Fundamental tais como proporcionalidade e frequéncias.
Destacamos a importancia do trabalho sobre todas as formas de representacao
destes objetos matematicos: fracdes, porcentagens, etc.

Apresentamos a seguir um estudo que também aponta para uma
abordagem articulada entre a probabilidade classica e a frequentista com
alunos dos anos finais do Ensino Fundamental. Neste caso, Abe (2011) utiliza
a palavra visdo no lugar de significado e/ou enfoque e inclui a probabilidade
geomeétrica como o ensino de probabilidade no contexto geométrico. Este
estudo teve como objetivo investigar a aprendizagem de probabilidade por
alunos do 9° ano do Ensino Fundamental a partir de situagcdes que
envolvessem duas visdes de probabilidade, a classica e frequentista. Além
disso, pretendeu-se evidenciar as vantagens de se trabalhar com a dualidade
dessas duas abordagens na introducdo desse conceito. Para isto, a autora
construiu uma sequéncia de atividades compostas por seis sessdes
envolvendo diversos experimentos inclusive com o uso da tecnologia. Os
sujeitos pesquisados foram seis estudantes do 9° ano que ainda nao haviam

estudado o conteudo de probabilidade.

Abe (2011) constatou que o recurso tecnologico — simulador da roleta,
propiciou uma observagdo concreta do que acontece ao realizamos um
experimento aleatorio uma quantidade pequena de vezes diferente de um
namero significativamente grande de vezes, algo que se tornaria mais dificil
sem este recurso. A autora pode observar que os estudantes assimilaram a
proporcao com probabilidade inicialmente em duas situacdes especificas e, em
seguida, conseguiram calcular a probabilidade dos outros experimentos

aleatoérios, mesmo que em diferentes contextos. Considerou que a articulagédo
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das duas visdes de probabilidade (cladssica e frequentista) favoreceu a
aprendizagem de alguns conceitos de probabilidade por alunos do 9° ano do

Ensino Fundamental.

Na secdo em que discutimos sobre os diferentes significados
probabilisticos ja apontavamos para este fato, de um trabalho articulado entre
0s tais significados.

Hernandez (2015) desenvolveu um estudo para avaliar o conhecimento
dos términos verbais associados com sucessos aleatdrios e com probabilidade
em alunos do 1° e 2° curso de Educacdo Secundéaria Obrigatéria (ESO) na
cidade de Cadiz — Espanha. Foram selecionados 89 alunos, 56 alunos de 1°
curso e 33 alunos do 2° curso da ESO.

Aplicou-se um questionario com oito itens tomados de investigagdes
prévias ou de livros didaticos. O questionario se compde de dois grandes
blocos: o primeiro trata de compreender se os alunos discriminam sucessos
aleatorios e néo aleatorios e se sdo capazes de reconhecer situacdes
aleatorias em diferentes contextos; o segundo bloco analisa o vocabulario que
os alunos possuem com relacdo aos fenbmenos aleatérios e a valoragao

gualitativa de probabilidades.

Em geral, os itens que resultaram mais dificeis para os alunos foi o item
gue solicitava exemplos de aleatoriedade na vida diaria (distinto de jogos) em
gue intervém o azar (com 26,8% do 1° ESO e 30,3% do 2° ESO de alunos sem
responder) e o item em que se pedia uma lista de palavras utilizadas para
aludir ao azar, além do item onde se pedia sindbnimos de certas palavras

relacionadas com aleatoriedade.

As principais caréncias/dificuldades dos alunos apontadas por
Hernandez (2015) por meio da analise do questionario foram: erros na
diferenciacao entre fendbmenos aleatorios e deterministas e certas dificuldades
para oferecer exemplos fora dos jogos de azar; caréncia de vocabulério relativo
ao azar e dificuldade na busca de sinbnimos de probabilidade relacionados
com os distintos niveis; dificuldade para proceder a uma valoracdo da

probabilidade em diversas situa¢des cotidianas com uma especial confusao
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entre os términos “impossivel” e “improvavel” que os referidos alunos tratam

como sindbnimos.

Ja nos estudos da dissertacdo de MANEZ (2015) desenvolvido em
Utrillas — Espanha analisou-se os significados que os estudantes de secundaria
(ESO) atribuem as sequéncias de resultados que se obtém com experimentos
aleatérios. Para isto, foi construido um questionario com atividades que na
literatura atual denomina-se de reconhecimento da aleatoriedade. A amostra foi
formada por 159 alunos, matriculados nos seguintes cursos de ESO: 2° de
ESO (n =51), 3°de ESO (n = 64) e 4° de ESO (n = 44).

O questionario utilizado consta de trés problemas, que ha sido adaptado

de outras investigacdes prévias.

O primeiro problema (com 4 itens) solicitou uma andlise e
posicionamento/justificativa dos alunos com respeito a identificar no problema
guais as “os alunos teriam trapaceado ou ndo no langamento de uma moeda
20 vezes”. Foram observadas poucas respostas em branco, que segundo o
autor, indica o interesse dos alunos em completar o questionario. Quando
encontramos um problema que os alunos demonstram interesse e motivacao,

podemos dizer que a faceta afetiva esta contemplada de uma forma alta.

Observou-se ainda uma alta porcentagem de ndo apresentar
argumentacdo em todos os itens, o que pode significar que alguns alunos néao
percebem bem as caracteristicas das sequéncias aleatérias ou ainda que nao
tenham capacidade argumentativa. Foi também muito frequente em todos os
itens o argumento da imprevisibilidade; estes alunos compreendem que, por
ser um experimento aleatorio imprevisivel, ndo se pode dar um motivo para
considerar uma sequéncia aleatoria ou ndo. Entre os alunos do 4° ESO h& uma
maior proporcdo de criancas que associam o fato de que as frequéncias
observadas estdo préximas das frequéncias esperadas com a aleatoriedade;
isto implicaria uma melhor compreensdo do significado frequentista de

probabilidade.

O segundo problema solicita que os alunos reconhecam qual a

sequéncia mais provavel de acontecer. O problema utiliza o contexto de uma
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fila de alunos (feminino (F) e masculino (M)) saindo de uma sala de aula ao
azar. Todas as sequéncias tém a mesma longitude e 0 mesmo numero de
mulheres e homens. Variam em numero de alterndncia de sucessos (um
sucesso ha sequéncia da letra a; dois na letra b e c; trés na letra d e 4 na letra
e). Por exemplo, a letra e: FMFMF. A letra f apresenta a alternativa “todas
iguais”. Com este problema foi encontrado uma alta porcentagem de alunos de
todos os niveis que consideram todas as sequéncias igualmente provaveis, 0
gue seria a resposta mais correta. Em 38,8% dos alunos de 14 anos e em
53,8% dos alunos de 17 anos que responderam que todas as sequéncias tém
igual probabilidade. Curiosamente, os alunos do 2° e 3° ESO apresentam
melhores respostas do que os do 4° ESO.

O terceiro problema (itens de 6 a 10) também solicita dos alunos uma

analise sobre sequéncias aleatorias. O problema enuncia o seguinte:

Um exame tem 10 perguntas; cada uma com quatro possiveis respostas: A, B,
C e D. Apenas uma resposta é correta em cada pergunta. A seguir mostramos
as respostas que elegeram alguns alunos:
ltem6. Ana: ACCBDCAAD B;
Item 7. Borja: CCCBBBBBBB;
Item 8. Carlos: CBC BB CBBBB;
Item 9. Danilo: AAACCCBBDDe
Item 10. Emilia: ABCBACDACD.
Circule os nomes dos alunos que poderiam estar respondendo ao azar.

O autor, MANEZ (2015), aponta que as maioria dos alunos consideram
gue se esta respondendo ao azar os itens 9 e 10, donde, por um lado, se
apresenta todos os tipos de resultados. Nesses casos, 0s estudantes utilizam
seu conhecimento do contexto, pois € dificil que um professor prepare um
exame de opc¢des multiplas com respostas que sigam um padrdo dado.
Ademais, essas sequéncias sao tipicamente aleatérias: aparecem todas as
opc¢des; had uma sequéncia larga e ndo ha uma ordem evidente. Foi encontrada
uma alta porcentagem de alunos que consideram aleatoério o item 7, pois sO
aparecem dois resultados (o C e 0 B) e ainda uma sequéncia de resultados
iguais. O item 6 donde por um lado aparecem todos os resultados, e por outro,
nao se percebe uma ordem na sequéncia, é aceito por uma alta porcentagem

de alunos nos trés cursos da amostra investigada.
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Acreditamos ser pertinentes ainda, descrevermos as recomendagodes
apontadas por Fernandes (1999) a partir dos resultados encontrados em sua
pesquisa. Essas recomendacdes devem ser apresentadas nesta secao, uma
vez que estamos debrucados sobre as facetas cognitiva e afetiva para um

melhor trabalho em sala de aula com os alunos.

A primeira recomendacéo nos alerta que ndo devemos assumir que 0s
alunos possuem uma definicdo clara dos termos “certo”, “possivel”,
“impossivel”’, “provavel”, “muito provavel” e “pouco provavel”’. As dificuldades
dos alunos foram mais notdrias na distincdo entre acontecimentos certos e
guase certos e entre acontecimentos impossiveis e quase impossiveis. Neste
ultimo caso, a verificacdo de que ndo se trata de um acontecimento certo ou
impossivel, respectivamente, pode constituir uma estratégia para ajudar o0s

alunos a vencer tais dificuldades.

A recomendacdo numero 2 diz que a promocao do raciocinio
proporcional para avaliar probabilidades pode beneficiar com a demonstracéo
da inefichcia de raciocinios baseados em comparacdes resultantes de
contagens e com a exploracdo subsequente de esquemas de comparacdes
multiplicativas. Como terceira recomendacdo traz a tona que o estudo de
acontecimentos envolvendo os conectivos e, ou e ndo deve ser efetuado ao
longo de todo o tema, procurando-se que os alunos verbalizem e discutam os
seus significados. Para além do tema de probabilidades, a correta
compreensao e utilizacdo destes conectivos sdo da maior importancia na

matematica em geral, e mesmo em outras disciplinas.

A recomendacdo numero 4 versa sobre as dificuldades sentidas pelos
alunos nas probabilidades em experiéncias compostas no contexto de urnas.
Essas dificuldades podem ser explicadas pela multiplicidade de condicionantes
envolvidos: a possibilidade de realizagdo de um acontecimento de varias
maneiras diferentes em cada experiéncia simples, a extracdo simultaneas
versus extragdo consecutiva, ordem versus nao ordem e reposicao versus nao
reposicdo. O autor aconselha que se preste uma atencdo especial a todos
estes aspectos no ensino, implicando um maior tempo para explorar situacdes

diversificadas e enfatizando representacfes através de diagramas de arvore,
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de tabelas de dupla entrada e de esquemas simples de contagem e de
probabilidade.

Sobre os temas que deve ser trabalhado ao nivel do 9° ano de
escolaridade, que discorremos na sec¢do sobre curriculo, se constitui a quinta
recomendacao pontuada por Fernandes (1999). No geral, os subtemas sao
1.Termos e conceitos probabilisticos (conceitos classico e subjetivista),
2.Probabilidades em experiéncias simples (conceitos classico, frequentista e
subjetivista) e 3.Avaliacdo intuitiva de probabilidades. A sexta recomendacéo
tem haver com a formacédo de professores na qual cita que os professores
devem apresentar um conhecimento e compreensao das intuicdes dos alunos,
conhecer as limitagdes de um ensino tradicional para lidar com essas intuicdes
e ser capaz de estabelecer estratégias de ensino capazes de vencer e

substituir intuicdes inadequadas.

Diante desse cenario de pesquisas ndo ha duavidas, de como
professores de matematica, torna-se necessario compreender e se apropriar
das dificuldades que criancas e adolescentes apresentam ao lidar com o
aleatorio e a probabilidade na escola. Este conhecimento € de suma
importancia aos professores de matematica para que possamos desenvolver e
experimentar estratégias de ensino e aprendizagem com o conhecimento
probabilistico que possibilitem uma construcdo progressiva por parte dos
alunos; e que essas estratégias respeitem os niveis de escolaridade, sejam
criativas e motivadoras, além de serem fundamentadas na epistemologia do

conhecimento probabilistico.

2.2.2 InvestigacOes sobre Conhecimentos e Formacao de
professores com probabilidade

Neste apartado iremos discutir investigacdes sobre conhecimentos de
professores e a formacao de professores em Probabilidade. Batanero (2015)
apresenta alguns pontos referentes as investigacdes sobre o conhecimento do
professor, a respeito da probabilidade e de seu ensino: poucas pesquisas
comparadas as de outros temas; muitas pesquisas envolvendo futuros

professores de educacéo basica; énfase nos conhecimentos matematicos;
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Como ja apontado, as investigacbes que envolvem a compreensao de
probabilidade por professores sdao muito escassas e a maioria com foco nos
professores de educacdo primaria. No quadro 3 apresentamos o0s estudos e
publicacdes selecionados para compreendermos as nuances que envolvem o

conhecimento dos professores em diversos niveis escolares sobre

probabilidade.
. NIVEL . QTD. DE TIPO DO
AUTORES ANO TEMATICA ESCOLAR PAIS PROFESSORES TEXTO
O conhecimento profissional -
EDUCACAO
LOPES 2003 dos professores e suas relagdes & BRASIL 6 TESE
s i INFANTIL
com Estatistica e Probabilidade
Conhecimento do contetdo e
conhecimento pedagdgico do EDUCACAO ESTADOS
IVE 2 ; TESE
S 009 conteudo de professores de SECUNDARIA UNIDOS > S
matematica sobre probabilidade
CABRAL
; Abordagem das nogdes iniciais ENSINO -
2 . B L DISSE
JUNIOR 009 de probabilidade MEDIO RASI 3 ISSERTACAO
CONTRERAS, Conhecimentos de professores
BATANERO, . ) EDUCACAO
DIAZ E 2011 sobre prokt)abllldaf(:lf (5|m||:>)les, SECUNDARIA ESPANHA 183 ARTIGO
FERNANDES conjunta e condiciona
Concepgdes e conhecimentos de EDUCACAO
SANTANA 2011 rofes’:ires e | PRIMARIA E BRASIL 8 DISSERTACAO
P P SECUNDARIA
Concepgdes de futuros EDUCACAO ESTADOS
DOLLARD 2011 f 24 ARTIGO
professores sobre probabilidade SECUNDARIA UNIDOS
ORTE, Corotessoressommeiogo. | eoucacho
BATANEROE | 2012 prote 108 5 ESPANHA 167 ARTIGO
equitativo e comparagdo de PRIMARIA
CONTRERAS -
probabilidades
BATANERO, Conhecimentos de futuros
CONTRERAS, . EDUCACAO
DIAZ E 2013 profezis:qrelsesszbcrsnzri:ik;ankg:ldade SECUNDARIA ESPANHA 196 ARTIGO
CANADAS P
Formagdo continuada de -
JUNQUEIRA 2013 professores de matematica EDUCAC,AO BRASIL 15 TESE
. SECUNDARIA
sobre probabilidade
PIETROPAOLO, Conhecimentos necessarios ao
CAMPOS, : EDUCAGAO
CARVALHO E 2013 professt:;g:t:z;\nzae;esmo da PRIMARIA BRASIL 27 ARTIGO
TEIXEIRA P
Conhecimento didatico — ~
VASQUEZ 2014 matematico sobre probabilidade EPDRLIJI\SI/;\_\%/;\/_(\) CHILE 93 DISSERTACAO
com professores em exercicio

Quadro 3: Resumo das investigacdes selecionadas considerando teméticas, nivel, pais,
guantidades de professores e tipo do texto.
Fonte: O autor, 2017.

A primeira pesquisa (LOPES, 2003) que apresentamos nesta secao
articula dois grandes temas — Formacao de professores da Educacao Infantil e
o Conhecimento sobre estatistica e probabilidade. Os resultados dessa
pesquisa estdo baseados na reflexdo epistemoldgica do professor sobre as
ideias estocasticas. Dessa forma reflete-se sobre a necessidade de repensar o

ensino probabilistico na formacdo de professores. Para a pesquisadora o
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espaco pedagoégico da Educacédo Infantil € uma 6tima possibilidade para este
estudo.

Lopes (2003) concorda com o pensamento e as ideias de Godino,
Batanero e Flores (1998) considerando que

Um ponto importante no plano de formacdo de professores sobre um
conteddo matematico especifico é a reflexdo epistemoldgica sobre o
mesmo, ainda que possa ajudar os professores a compreender seu
papel dentro da Matematica e outras matérias, sua importancia na
formag&o dos alunos, assim como as dificuldades dos mesmos no
uso dos conceitos para a resolucdo de problemas. (GODINO,
BATANERO E FLORES, 1998, p.2-3).

Refletir  epistemologicamente é essencial na construgcdo do
conhecimento matematico e, principalmente no caso da Educacéo Estocastica,
uma vez que este campo de conhecimento pode ser dificil de ser ensinado,
pois apresenta caracteristicas especiais envolvendo juizos de valor e ideias

controvertidas para todos nés, como a do azar e da causalidade.

A investigacdo foi realizada em uma instituicdo da rede privada de
ensino do estado de S&do Paulo com um grupo de professores e coordenadores
pedagogicos, todos profissionais desta escola. O estudo tem como objetivos
responder as questbes de pesquisa: “Que alteracdes podem provocar na
formacdo e pratica do professor um processo de reflexdo sobre o ensino de
Estatistica e Probabilidade?” e “Que contribuicbes o estudo, a vivéncia e a
reflexdo sobre conceitos de Estatistica e Probabilidade podem trazer para o
desenvolvimento profissional e a pratica pedagogica de um grupo de

professoras da Educacéo infantil?”

Para a realizacdo da pesquisa, Lopes (2003) articulou e instituiu o
GEPEPEI - Grupo de Estudos e Pesquisa sobre a Estatistica e a Probabilidade
na Educacao Infantil — no qual todo o percurso metodoldgico foi vivenciado. O
grupo foi constituido por cinco professores, duas coordenadoras escolares e a
pesquisadora. Desta forma, a intencéo era de realizar uma pesquisa com e nao
sobre as professoras. Esse fato guarda uma analogia com a nossa
investigacdo, uma vez que realizamos a pesquisa com professores
(vivenciando e avaliando as atividades), mas também sobre eles (quais

dificuldades e conflitos, quais as aprendizagens, etc.).
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As informagBes foram construidas no decorrer do trabalho com as
entrevistas e os questiondrios iniciais, cruzando as analises, com o intuito de
definir regularidades acerca das elaboracdes das professoras. Em outro
momento, compararam-se com as informacfes fornecidas pelos relatorios

escritos, videos e/ou audios dos encontros, questionario e entrevista finais.

Um primeiro resultado € que o curriculo em ac¢do de cada professora
teve éxito de acordo com seu envolvimento, tendo em vista a temética, a
reelaboracdo de sua pratica e seu comprometimento com o proprio
desenvolvimento profissional. As professoras também desenvolveram um
processo de raciocinio didatico/pedagdgico e desenvolveram novas
compreensdes, aprimoraram intuicbes e elaboraram novos conhecimentos
concernentes ao conhecimento probabilistico. Ao elaborar as atividades
orientadas de ensino conseguiram expressar o dominio do conceito formal de
Combinatéria, Probabilidade e Estatistica Basica, que lhes permitiu estabelecer
relagcbes entre conhecimentos de outras areas, promovendo a aquisicdo de
ideias conceituais ndo formalizadas, através de situacdes contextualizadas e

inseridas nos projetos integrados de areas disciplinares da Educacéao Infantil.

No que concerne aos conhecimentos estatisticos, abordaram as ideias
estocasticas, conectadas a outras relacbes de conhecimentos diversos, a
medida que formalizaram os conceitos estudados. A abordagem curricular
realizada centrou-se em torno dos interesses das criancas e relagcdes com a
tematica dos projetos. Lopes (2003) ainda pontua como resultados dessa
pesquisa que o conhecimento didatico da Matematica e da Estatistica
manifestou-se fortemente, na elaboracdo de problematicas e na diversidade de
estratégias de solucbes implicando em um desenvolvimento profissional das
professoras com constantes reflexdes sobre suas préaticas, promovendo o

aprofundamento do conhecimento matematico, estatistico e didatico.

Também, em nivel internacional ha diversos pesquisadores preocupados
em compreender os conhecimentos dos professores sobre probabilidade. O
proximo estudo destaca uma pesquisa realizada nos Estados Unidos da

América.
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Ives (2009) utiliza as categorias desenvolvidas por Ball et al. (2008) para
0 desenho de uma pesquisa realizada com professores sobre probabilidade
intitulada 13Learning to Teach Probability: Relationships among Preservice
Teachers’ Beliefs and Orientations, Content Knowledge, and Pedagogical
Content Knowledge of Probability. Os objetivos desse estudo de doutoramento
se constituiram em investigar as orientagfes, o conhecimento do contetdo e o
conhecimento pedagoégico do contetdo de probabilidade de cinco futuros
professores de mateméatica (no Brasil denominamos como licenciando) bem
como a utilidade das atividades vivenciadas com relagdo a examinar estes
aspectos do conhecimento. A figura 10 mostra estes trés aspectos
investigados e as construgdes de interesse dentro de cada um.

Neste estudo a pesquisadora descobriu que os cinco futuros professores
apresentam orientacdes que tendem a ser quase objetivas (matematica e
estatistica), com pouca evidéncia de orientacdes subjetivas. Para um futuro
professor com uma orientacdo matematica mais forte, eles podem ter
dificuldades em probabilidade ao lidar com situacées que sdo mais de natureza

estatistica.

3 Aprender e ensinar probabilidade: relacdes entre orientacdes, conhecimento do contetido e
conhecimento pedagdégico do contetdo de probabilidade com futuros professores. (traducao
nossa)
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Figura 10: Elementos da Investigacao de Ives (2009)
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Fonte: Ives, 2009, traducéo nossa™.

A autora afirma ainda, que os dados revelaram que existem relacdes
entre as orientacdes dos professores e seu conhecimento do contetdo, bem
como com o seu conhecimento pedagdgico do conteudo. Estas relagbes foram
mais encontradas em tarefas nas quais eles eram obrigados a fazer uma
afirmacéo acerca de algum tipo de probabilidade dentro do contexto do mundo
real. Ives (2009) advoga a partir dos resultados da sua pesquisa que as tarefas
gue envolvem situacfes pedagogicas tendem a ser mais eficazes em induzir

conhecimento do que tarefas que envolvem apenas questdes objetivas.

Deste estudo percebemos a defesa de um trabalho didatico orientado
para o desenvolvimento e aplicacdo em sala de aula de situacfes/atividades
enriquecedoras tanto do ponto de vista didatico como do conteddo de

probabilidade. Ressaltamos mais uma vez que ndo basta saber probabilidade,

K

- Basic concepts (how to calculate probability,
empirical & theoretical, sample size, sample

14
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€ urgentemente necessario desenvolver estratégias para abordagem desse

conteudo na escola.

Na pesquisa realizada por Cabral Junior (2009) com trés professores do
Ensino Médio em uma escola publica do Brasil o autor, por meio das analises
de oito aulas dos professores e do estudo de uma sequéncia didatica para
investigagdo junto aos professores, levanta questdes importantes sobre o
ensino de probabilidade.

Uma primeira concluséo diz respeito aos resultados da analise de uma
entrevista com os professores que citaram que a maior parte de suas aulas, ao
abordarem a probabilidade, era conduzida por meio das propostas dos livros
didaticos e que, tais livros ndo salientavam a diferenciacdo entre situacoes

deterministicas e aleatorias.

Cabral Junior (2009) observou que os professores que participaram do
estudo tém conhecimento da abordagem laplaciana na introdug¢do do conceito
de probabilidade, no entanto carecem de embasamento teorico sobre a
possibilidade de apreensdo da nocdo de probabilidade utlizando-se da
confrontacdo dos enfoques frequentista e laplaciano. Outra constatacdo de
Cabral Janior (2009) foi que os professores ignoram a lei dos grandes numeros
e que nao trabalhavam com espacos amostrais ndo equiprovaveis, privando
assim os alunos de um contraponto importante na compreensdo de espacos

amostrais que estao presentes no cotidiano.

Neste interim, as pesquisas sdo articuladas com campos teéricos que
discutem os conhecimentos dos professores para 0 ensino da matematica. A
préxima pesquisa, de Contreras, Batanero, Diaz e Fernandes (2011), considera
os estudos de Ball et al. (2008) e as categorias desenvolvidas pela teoria do
Enfoque Ontossemiotico (Godino, 2002; 2011) e nos apresenta resultados
sobre o conhecimento de professores sobre probabilidade simples, conjunta e

condicional.

A investigacdo supracitada foi realizada com uma amostra de 183 futuros

professores na Faculdade de Educacdo da Universidade de Granada, na
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Espanha. Contreras, Batanero, Diaz e Fernandes (2011) replicaram com estes
estudantes uma atividade realizada por Estrada e Diaz (2006).

A atividade foi construida em duas partes, na primeira parte as trés
alternativas envolviam probabilidade simples, composta e condicional — P(A);
P(ANB); P(A|B) — com o objetivo de identificar o conhecimento comum dos
professores. Na segunda parte com objetivo de identificar o conhecimento
especializado dos professores com a utilizacdo dos elementos de uma
configuracdo epistémica baseada no Enfoque Ontossemidtico, ou seja,
identificacdo de objetos matematicos tais como: problemas, conceitos,
linguagens, propriedades, procedimentos e argumentos.

Os resultados sugerem que a identificacdo de objetos matematicos
implicitos na tarefa n&o foi facil para os participantes da amostra. Em geral, os
autores concluiram que futuros professores do ensino primario, mesmo apés
terem frequentado uma unidade curricular sobre matematica e a sua didatica,
gue incluia contetudos de probabilidades, demonstraram muitas dificuldades e

cometeram muitos erros.

E perceptivel como é delicado e a0 mesmo tempo complexo o que as
pesquisas nos apontam concernentes aos conhecimentos docentes e, que, a
compreensao da probabilidade por professores, de quaisquer niveis escolares,

€ bastante deficitaria.

Santana (2011) realizou uma pesquisa sobre as concepcdes e
conhecimentos apresentados por professores dos anos iniciais e finais do
Ensino Fundamental concernente a probabilidade. A autora evidencia que
esses professores apresentaram dificuldades relacionadas a compreensao do
conceito de probabilidade. Os professores exploram pouco 0 conceito
probabilistico em sala de aula e justificam apontando a auséncia de

orientacdes dos livros didaticos.

Santana (2011) ressalta ainda que os professores dos anos iniciais
inseridos na pesquisa utilizavam técnicas de contagem, mas se limitavam a
contextos com jogos de azar ou escolhas de uma entre varias possibilidades de

resultados de uma contagem. A autora destaca ser fundamental, na escola e
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desde os anos iniciais, um trabalho mais aprofundado que envolva as no¢oes
de probabilidade como percepcdo do acaso e experiéncia aleatéria. Aponta
também a necessidade da formacao inicial permitir condicdes para que 0s
futuros professores desenvolvam competéncias e habilidades sobre esse

conteudo.

Também corroboramos com a adverténcia de Santana (2011) e de
tantos outros pesquisadores sobre a necessidade de um melhor trabalho na
formacao inicial dos professores com o conhecimento probabilistico.

Em um estudo desenvolvido por Dollard (2011) sobre o pensamento
probabilistico de professores de matemética em formacado inicial, o autor
constatou que muitos participantes demonstraram diversos equivocos sobre
probabilidade particularmente em relacéo aos significados subjetivo, classico e
frequentista. Os participantes da pesquisa eram professores de matematica em
formagdo que ainda ndo haviam estudado probabilidade como parte de sua
formacéo inicial na referida instituicdo de ensino superior nos Estados Unidos.
Os resultados que autor discute concentram-se nos significados de

probabilidade e na lei dos grandes nuameros.

Em uma das atividades aplicadas, Dollard trabalha com a definicdo de
probabilidade. Em um primeiro momento solicita aos participantes responder
diretamente: O que queremos dizer quando falamos sobre a probabilidade de
um evento? A maioria dos participantes respondeu a esta pergunta envolvendo
os termos “acaso” ou “chances” e foram classificadas como respostas
adequadas. Quatro participantes restantes deram respostas que foram
consideradas “insuficientes” por que eram claramente diferentes do significado
matematicamente aceito da palavra “probabilidade”. Trés destes participantes
disseram que a probabilidade era o que poderia acontecer. Por exemplo, um
deles disse: “Eu acho que isso significa que os diferentes resultados que
podem acontecer, a partir de um evento ou um acontecimento especifico.
Todas as diferentes respostas que vocé pode obter’. Outro disse que a
probabilidade era “se ou nao vai acontecer’. Assim, as respostas a esta
guestdo indicam que, embora a maioria dos futuros professores tenha um

sentido intuitivo adequado do significado da palavra “probabilidade” alguns
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deles apresentam equivocos significativos. Nenhum desses professores
mencionou algo que envolvesse a no¢ao da probabilidade frequentista ou a lei

dos grandes numeros.

Outra parte do referido estudo focou em duas atividades que envolvem
manipulagdo, uma com um dado de seis lados comum e a outra com uma casa
de brinquedo. Na segunda atividade os participantes receberam um material
manipulavel — uma pequena casa de madeira com sete faces em vez de seis e
com as faces de tamanhos e formas diferentes. Perguntou-se: o que quero que
VvOCé pense sobre isto €, se eu lancar esta casa, qual é a probabilidade de que
ela vai pousar em seu telhado? Se os participantes nao responderem, pelo
menos, que a forma irregular da casa afeta a probabilidade de pousar no
telhado, ele foi convidado a responder: “Sera que faz diferenca o fato dos lados
serem de tamanhos e formas diferentes?” e em seguida: “Existe alguma
maneira de responder a essa questdo lancando a casa?”. Deve-se notar que
no desenho da entrevista, esta questdo se destinava a ser uma questdo de
acompanhamento para aqueles que nao sugerissem o lancamento da casa
como resposta a pergunta anterior. No entanto, devido ao fato de nenhum dos
participantes sugerir o lancamento da casa, esta questdo tornou-se uma
guestdo padréo na entrevista. Foi analisado se as explicacbes dos professores
indicavam também a necessidade do lancamento da casa um grande numero
de vezes, caso ndo, os mesmos foram convidados a responder: Quantas vezes
lancariam a casa? Porque os lados da casa ndao eram uniformes e nao havia
nenhuma razao para esperar que a casa pousasse sobre um dos lados fosse
igualmente provavel, esta questdo apresenta uma situacdo que néo preenche
as condicfes necessarias para aplicacdo da probabilidade classica. A Unica
maneira razoavel para determinar a probabilidade de pouso da casa em seu
telhado era usar a interpretacdo frequentista de probabilidade e realizar uma

séria de testes.

Um dos pontos de interesse na analise desta questéo por Dollard (2011)
era justamente verificar o reconhecimento que devido a forma irregular da
casa, ndo se pode aplicar a interpretacéo classica de probabilidade e contar o
namero de lados. Outro ponto de interesse era saber se 0 participante

reconheceu a interpretacdo frequentista de probabilidade como uma possivel
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maneira de abordagem e, se o fizessem se foi reconhecida a necessidade de
realizar um grande numero de ensaios. Os resultados sugerem que muitos
professores que estdo prestes a atuar no ensino elementar nédo estao
familiarizados com a interpretacao frequentista de probabilidade ou com a ideia
de que se pode estimar a probabilidade de um evento através da

experimentagao.

Outra pesquisa que discute os conhecimentos dos professores é a de
Ortiz, Batanero e Contreras (2012). Esses investigadores estudaram os
conhecimentos de 167 futuros professores de educacgéo primaria na Espanha
sobre probabilidade por meio de um jogo equitativo.

Neste estudo utilizam o marco tedrico de Ball e colaboradores (2008).
Para avaliar o conhecimento comum do conteudo, foram analisadas as
solucdes dadas pelos docentes para dois problemas abertos. Também foram
estudados dois componentes do conhecimento didatico, considerando o
trabalho dos mestres em pequenos grupos: para avaliar o conhecimento
especializado do conteudo, foi pedido aos participantes que identificassem os
conteudos matematicos na tarefa, enquanto que para determinar
o conhecimento do contetdo e dos estudantes, foi solicitado que distinguissem
entre um grupo de respostas na tarefa feita por alunos de educacéo primaria,

guais eram corretas e incorretas.

Um primeiro aporte do trabalho desenvolvido pelos autores mostra que a
maior parte dos professores participantes revela um conhecimento comum
suficiente do conteddo em relacéo ao jogo equitativo. Nesse estudo 78,4% dos
participantes classificam corretamente o jogo descrito no item 1 e 77,2% é
capaz de encontrar o valor do prémio necessario para transformar em
equitativo o0 jogo descrito no item 2, aplicando corretamente a ideia de
esperanca matematica da quantidade a ganhar. Segundo os autores, a
dificuldade na atividade em que muitos professores falharam se deve ndo a
falta de compreensdo da ideia de jogo equitativo, sendo a falta de raciocinio
combinatério (ao considerar, por exemplo, idénticas as combinacdes 56 e 65).
Também as estratégias utilizadas para comparar probabilidades, com o

objetivo de decidir se 0 jogo € ou nao equitativo, foram em sua maioria
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corretas, pois predominam as estratégias de correspondéncia ou
multiplicativas. H&, no entanto, erros, respostas incorretas ou em brancos, em
ambos os itens. No item 1, aproximadamente 20% dos futuros professores
chegam a conclusdo que o0 jogo ndo é equitativo ao aplicar estratégias
incorretas na comparacao de probabilidades, proprias de criangcas nas etapas
pré-operacional e concreta segundo Piaget e Inhelder (1951) e que seriam
improcedentes nesses problemas. Em outros casos se obtém a concluséo de

gue o jogo € equitativo baseando-se em aspectos irrelevantes da atividade.

No item dois, alguns futuros professores, mesmo calculando
corretamente as probabilidades, ndo aplicam a ideia de esperanca matematica,
j& que calculam o valor do prémio em fungcédo do nimero de casos possiveis, e
nao da probabilidade de ganhar (7,2%); comparam as probabilidades de
ganhar dos jogadores sem chegar a estabelecer o prémio (4,8%); ou conferem
0 mesmo prémio, ou um valor ndo relacionado com a probabilidade dos

jogadores (6%).

Para os autores, Ortiz, Batanero e Contreras (2012), um aporte original
desse estudo € mostrar que o conhecimento especializado do conteido com
respeito a ideia de jogo equitativo dos participantes € claramente insuficiente.
Embora, ao pedir que os futuros professores identifiguem os conteudos
matematicos nas atividades propostas, muitos grupos foram capazes de
reconhecer nas atividades as ideias de probabilidade e o uso da regra de
Laplace, somente uma terceira parte dos participantes identificou a
comparacdo de fracbes. Menos professores, ainda, identificaram a
proporcionalidade, aleatoriedade, espaco amostral, comparacdo de
probabilidades, jogo equitativo, esperanca matematica ou proporcionalidade

inversa implicita nas atividades.

Para analisar o conhecimento do conteudo e dos estudantes, se pediu
aos futuros professores, trabalhando em grupos, que avaliassem as respostas
dadas por alguns alunos de educacdo primaria aos itens propostos. Ortiz,
Batanero e Contreras (2012) discorrem que os futuros professores desse

estudo apresentam alguns conhecimentos do conteddo e estudantes, ao
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reconhecer as respostas errbneas, porém a habilidade para explicar os erros
dos estudantes é insuficiente.

No geral, estes pesquisadores concluem e corroboram o que ja viemos
discutindo ao longo desse texto, de que € fundamental desenvolver os
conhecimentos didaticos desses futuros docentes, além dos conhecimentos
matematicos de probabilidade.

Contreras, Batanero, Diaz e Cafiadas (2013) apresentaram um estudo
com a finalidade de avaliar a competéncia de futuros professores do ensino
secundario (alunos de 12 a 15 anos) e do bacharelado (alunos de 16 e 17
anos) na Espanha para definir, de forma adequada, a probabilidade simples e
condicional. Foram investigados 196 professores nos quais 95 eram estudantes
do ultimo semestre do curso de licenciatura em matematica de diversas
universidades da Espanha e 101 estudantes do Master de Secundaria; na
Espanha ha dois tipos de professores de matematica segundo sua formacéo
prévia, ou sao licenciados em matematica ou egressos do “Master de
Secundaria” (CONTRERAS, BATANERO, DIAZ E CANADAS, 2013, p.2).

Os resultados que os pesquisadores obtiveram sugerem que apresentar
uma definicdo correta ndo foi uma tarefa facil para os participantes da
pesquisa, 0Ss quais mostraram um baixo conhecimento comum de
probabilidade. Apenas 15,9% dos futuros professores deram uma definicdo
correta formal e precisa sobre as probabilidades em estudo; este indice é

menor do que as definicbes errbneas que foram de 18,3%.

Nos estudos de doutoramento de Junqueira (2013) com o propdsito de
compreender as concepcdes dos professores sobre os conceitos basicos de
probabilidade por meio de um processo formativo baseado no design
experiment envolveu professores dos anos finais do Ensino Fundamental e
professores do Ensino Médio da rede publica do Estado de S&do Paulo. Como
em nossa pesquisa, os professores da pesquisa de Junqueira (2013) também
participavam de outra turma do Programa Observatério da Educacdo da

Uniban/Capes.
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Ao longo do processo de formacdo vivenciado com os professores, a
pesquisa detectou crencas e concepcdes dos professores-cursistas sobre
probabilidade. Um aspecto observado foi que alguns professores
demonstraram trabalhar as no¢cfes de probabilidade em suas aulas vinculadas
quase que exclusivamente a andlise combinatoéria, demonstrando dificuldades
em pensar outras formas de trabalhar com as nog¢bes probabilisticas, por
exemplo, com o significado frequentista de probabilidade. A pesquisadora
aponta a dificuldade dos professores no desenvolvimento do raciocinio
probabilistico. Outro achado foi o de que os professores ndo conhecem bem as
orientaces curriculares sobre esse tema. Também, durante o processo de
formacdo, algumas resisténcias foram detectadas em relagdo ao uso da

tecnologia em sala de aula.

Em relacdo a essa ultima referéncia, os estudos de Theis e Savard
(2010) corroboram essa posicao: os professores refletem a nédo familiaridade
com o0 uso da tecnologia, ndo percebendo o potencial desse recurso para

aprendizagem.

Ainda no ambito das pesquisas desenvolvidas no Observatério da
Educacao, apresentamos outra investigacdo que tem estreita relacdo com a
nossa . Vale ressaltar que nessa pesquisa foi realizada com outro grupo de
professores, porém ambas fazem parte do mesmo projeto em que
desenvolvemos este estudo de doutoramento. Pietropaolo, Campos, Carvalho
e Teixeira (2013) apresentam uma analise dos resultados de instrumento
diagnostico com o objetivo de identificar as concepcdes e praticas de um dos
grupos de professores participantes a respeito do processo de ensino e
aprendizagem de nocdes relativas a probabilidade nos 4° e 5° anos do Ensino

Fundamental.

Os autores tomaram como base as categorias de conhecimentos
necessarios ao professor de Matematica estabelecidas por Ball et al. (2008)
também utilizados em outros estudos aqui discutidos, a saber: conhecimento
do conteudo (comum/especializado); conhecimento do conteddo e dos
estudantes e finalmente, conhecimento do conteddo e do ensino. Para a

analise das respostas dos professores aos questionarios, além de categorias
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de Conhecimento do Contetdo Especifico e do Conhecimento Pedagdgico do
Conteudo Pedagdgico de Ball et al. (2008), foi considerada também a nocao de

imagem conceitual, definida por Tall e Vinner (1981).

Os pesquisadores aplicaram os questionarios de entrada a um grupo de
27 professores que ensinam Matematica nos anos iniciais, sendo 24 mulheres
e 3 homens. A média de idade desses professores era de 31,2 anos, variando
de 23 a 52 anos. A coleta dos dados analisados teve o propdsito de delinear a
imagem conceitual constituida pelos professores em relacdo a probabilidade —
conhecimento do conteudo especifico (comum e especializado) — e em relacao
aos conhecimentos pedagdgicos concernentes a esse mesmo tema. Desta
forma, foi aplicado um questionario com 13 questdes, considerando que a
imagem conceitual seria constituida, por exemplo, por: identificacdo de
fendmenos aleatorios; compreenséao das diferentes definicbes de probabilidade
e respectivas limitaces; significado e quantificacdo de espacos amostrais;
guantificacdo de probabilidades; relagcdes entre variaveis em tabelas de dupla
entrada; conexfes com outros conteudos; estratégias diferenciadas de
abordagem; dificuldades inerentes ao processo de construcdo desse

conhecimento.

Pietropaolo, Campos, Carvalho e Teixeira (2013) analisando os
resultados dessa coleta de dados sob a perspectiva de Tall e Vinner (1981),
interpretaram que a imagem conceitual construida pela maioria dos
participantes de nosso estudo, relativa ao ensino de probabilidade nos anos
iniciais, era prevalentemente constituida por um campo de problemas para
aplicacdo de razdo como um dos significados da fragdo. Ou seja, a
probabilidade de um evento seria sempre traduzida por uma razéo entre dois
nameros inteiros positivos. Também nao faziam parte da imagem conceitual
desses professores outros pontos de vista sobre a probabilidade, decorrentes
das definicbes algébrica e frequentista, fato que restringiu o leque de
problemas propostos. Assim, 0 estudo da probabilidade ofereceria para esses
professores poucas conexdes com outros contelldos matematicos e seria um

contexto pouco rico para desenvolver habilidades cognitivas importantes.
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A nocao de espacgo amostral, conceito cuja discussédo pode favorecer a
compreensao do calculo de probabilidades, ndo constava do repertério de
conhecimentos do conteudo especifico acumulados pelos professores,
indicando lacunas também nos conhecimentos pedagdgicos necessarios a
apresentacao desse contetdo aos alunos. Alguns dos docentes sequer tinham
dominio do principio multiplicativo. Outro ponto que merece destaque foi a ndo
utiizagdo pela grande maioria dos professores de procedimentos
sistematizados, como o diagrama de arvore, para a nomeacao e contagem dos

agrupamentos de um espaco amostral.

Em sintese, os autores afirmam, levando-se em conta as categorias de
Ball et al. (2008), que os sujeitos participantes da pesquisa ainda nao tinham os
conhecimentos necessarios para ensinar nogées concernentes a probabilidade
nos anos iniciais. Destacam ainda que tais resultados colocam em destaque a
necessidade de promover, nos cursos de formacéo inicial e/ou continuada,
discussfes sobre a relevancia de nogcdes concernentes ao tema probabilidade,
sobre as dificuldades vivenciadas pelos estudantes quando iniciam a
construcdo desse conhecimento e sobre a importancia de seu estudo nas

diversas etapas escolares.

Entre os resultados do estudo que ora acabamos de apresentar, 0s
autores mencionam sobre as dificuldades de professores com alguns
contetudos como, por exemplo, com o dominio do principio multiplicativo e as

dificuldades com o diagrama de arvore.

Em uma pesquisa realizada por Rocha, Lima e Borba (2015) também
sobre conhecimentos de professores, neste caso para 0 ensino de
combinatéria, esses pesquisadores também apontam dificuldades dos

professores com esses conteudos, particularmente com o diagrama da arvore.

A investigacdo de Vasquez (2014) em sua tese de doutorado utiliza a
teoria do Conhecimento Didatico-Matematico para o ensino de probabilidade
com professores atuantes na educacdo primaria. Destacamos essa
investigacdo por se aproximar do estudo por nds desenvolvido aqui no Brasil,
no entanto, com professores de matematica dos anos finais do Ensino

Fundamental.
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O proposito dessa investigacdo de Vasquez foi avaliar o conhecimento
didatico-matematico para o ensino de probabilidade que professores de
educacdo primaria em atividade possuem. No referido estudo foi construido um
instrumento de analise denominado Questionario CDM-Probabilidade. Para
isto, a pesquisadora realizou um estudo histérico-epistemoldgico sobre o objeto
matematica probabilidade e seus significados.

Este questionario foi aplicado a uma amostra de 93 professores chilenos
de educacdo primaria em exercicio. Os resultados obtidos mostram um
conhecimento didatico-matematico para ensinar probabilidade muito
insuficiente em todos seus componentes (conhecimento comum, avancado e
especializado), pois 0s participantes ndo conseguiram superar 23% de
respostas corretas em nenhum dos distintos aspectos avaliados. Com base
nesses resultados, foi possivel afirmar que este grupo de professores néo
conta com um nivel de conhecimentos adequados que o0s permitam
desempenhar de maneira exitosa o ensino de probabilidade na educacao

primaria.

Esclarecemos que nesta secao € nosso propoésito apresentar estudos e
pesquisas que tivemos acesso e que de alguma forma trazem fundamentos
para a nossa intervencdo formativa com os professores. Os resultados de
pesquisa aqui apresentados fortalecem a importancia de novos estudos e
pesquisas com o professor, particularmente os professores que ensinam

matematica nos anos finais do Ensino Fundamental.

2.3 Estudo Preliminar — dimensao instrucional

A dimensédo instrucional tem a ver com as facetas interacional e
mediacional. Dessa forma, esta orientada para analisar os padrbes de
interacdo entre professor e estudantes e sua sequéncia de ensino, destinada a
construcdo e negociacao de significados. Descrevem-se ainda 0S recursos
técnicos previstos e/ou utilizados e se valida o uso do tempo destinado a

distintas acdes e processos, assim como 0s agentes participantes e seu papel.
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Incluimos algumas investigacdes que nos possibilitem uma discussao
acerca das media¢gBes docentes, dos recursos manipulativos e tecnoldgicos
para contribuir com a aprendizagem em probabilidade; tanto de pesquisas com

alunos como com professores.

Sobre questbes relacionadas a com comunicagdo dos professores
Marocci (2011) em sua dissertagdo — O movimento das significacbes
probabilisticas proporcionado pela resolucdo de problemas e pela pratica
colaborativa numa turma de 1° ano do Ensino Médio — investigou as
contribuicdbes que um ambiente de cooperacdo investigativa traz para a
elaboracédo conceitual probabilistica dos alunos.

A pesquisadora em sua metodologia desenvolveu uma sequéncia de
tarefas sobre probabilidade, baseada na resolucédo de problemas, para os quais
os alunos deveriam apresentar solucdes e, em seguida, discuti-las com seus
pares e com a professora. Essas discussdes foram o foco da observacédo no
processo de pesquisa. Na primeira parte, o ponto central foi 0 movimento das
significacdes apresentadas pelos alunos; e, na segunda, as mediacOes
docentes tomaram lugar como foco na discussédo. Embora esses dois aspectos
estejam totalmente intrincados, a autora decidiu apresenta-los dessa maneira

para facilitar a compreenséo pelo leitor.

Marocci (2011) observou que o estudo da probabilidade por meio da
resolucdo de problemas ajudou os alunos a avangarem em seu processo de
elaboracado conceitual, mesmo que em diferentes niveis. Também se constatou
gue, quando é dada aos alunos a oportunidade de se expressar por meio de
diversos instrumentos, eles sao capazes de fazer importantes inferéncias
sobre o ambiente de aprendizagem no qual estéo inseridos e sobre seu proprio
aprendizado. A rotatividade de interlocutores proporcionada pelo uso de varias
formas de comunicacdo pdde ajudar os alunos a avancarem, tanto no que diz
respeito a formacdo do pensamento matematico, quanto ao desenvolvimento
humano. Este estudo (MAROCCI, 2011) nos mostra a importancia de
estratégias instrucionais para a construcdo do conhecimento probabilistico com

os alunos.
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Consideremos que 0S recursos e estratégias que possibilitem préticas
docentes eficazes sao diversos, dentre esses, citamos 0S recursos

tecnoldgicos.

Theis e Savard (2010) investigaram 0s conceitos probabilisticos e a
preparacdo de aulas de probabilidade por professores do Ensino Secundério
utilizando um software que simulava jogos de sorte-azar. Vale salientar que o
software ndo exigia habilidades para jogar. Este software interativo que faz
simulacbes de jogos de sorte-azar foi desenvolvido por um grupo de
professores-pesquisadores de matematica e especialistas em tecnologia
educativa no Canada. Estas ferramentas foram apresentadas para um grupo
de professores do ensino basico por meio de oficinas. Apds a experimentacao
com o software foram realizadas entrevistas semi-estruturadas com esse grupo

participante.

Tal estudo tanto tem haver com os conhecimentos dos professores
sobre probabilidade numa perspectiva da dimenséo cognitiva-afetiva bem como
tem haver com a dimenséao instrucional, uma vez que investiga os professores

face a um meio mediacional que € o software.

Os resultados apontaram uma valorizacdo do rico potencial educativo
das ferramentas interativas do software e o0s cenarios pedagogicos que
acompanham essa proposta. No entanto, os pesquisadores consideram que 0S
professores ndo estavam suficientemente preparados para ensinar conceitos
de probabilidade e ndo aproveitaram o uso do software para discutir os
diferentes conceitos. Afirmam que o0s professores careciam de
desenvolvimento profissional sobre como ensinar probabilidade e a
necessidade de sequéncias tecno-pedagodgicas e didaticas. Theis e Savard
(2010) ainda julgam necessario aprofundar as discussbes, em cursos de
formacdo de professores, sobre o ensino desses conceitos, inclusive

debatendo os erros cometidos pelos seus alunos.

Uma investigacao que acreditamos ser conveniente destacar por utilizar
uma proposta que se articula com esta faceta instrucional foram os estudos de
Ferreira (2011) com sua dissertacdo de mestrado. Apesar de envolver

estudantes do 3° ano do Ensino Médio este estudo esta fortemente marcado
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por uma discussao acerca dos recursos mediacionais utilizados na proposta

didéatica para o ensino de probabilidade, particularmente o uso de um software.

Ferreira (2011) teve como objetivo investigar a aprendizagem de
conceitos probabilisticos de alunos do 3° ano do Ensino Médio por meio da
aplicacdo do experimento de ensino “Passeios Aleatérios da Carlinha” nos
ambientes: Papel & lapis e Computacional. Os resultados dessa investigacao
apontam avancos tanto no que se refere ao conceito de probabilidade como no

nivel de autonomia dos alunos na construgcédo do conhecimento.

O recurso computacional utilizado proporcionou reflexdes diferentes das
usualmente desenvolvidas no ambiente Papel & Lapis, uma vez que
possibilitou o trabalho com um ndmero maior de simulagdes, bem como a

discusséao do conceito de ndo-equiprobabilidade.

O autor discorre que apesar das dificuldades pontuais apresentadas
durante o experimento, a possibilidade de confronto entre a probabilidade
frequentista e a tedrica, potencializada pelo experimento, bem como pelo uso
do software R, proporcionou aos alunos novas reflexbes em torno dos
conceitos probabilisticos. Aponta ainda que esses resultados parecem indicar
gue a utilizacao desse tipo de experimento pode se constituir em um importante
recurso pedagogico para os professores trabalharem conceitos probabilisticos
na educacéo basica, e, por conseguinte, possam contribuir para o letramento

probabilistico dos alunos.

O autor trabalhou com o experimento de ensino denominado “Passeios
Aleatérios da Carlinha”, experimento esse ja explorado por outros
pesquisadores no Brasil (SILVA, CAZORLA E KATOKA, 2015), em
perspectivas diferentes e com publicos diferentes. Um ponto importante a ser
destacado pelo autor, € que o trabalho, com um experimento que ja foi
explorado em perspectivas diferentes, oferece novas contribuicdes para que o
professor, independente do nivel em que atua, tenha a percepcédo que este
experimento pode ser adaptado e aplicado a realidade na qual se encontra, o
gue representa uma das preocupacfes nesse estudo desde o inicio do

trabalho.
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Ferreira (2011) ressalta outros dois pontos fundamentais propiciados
pelo recurso tecnolégico (software R), primeiramente, no ato da simulagdo dos
12.000 experimentos, potencializando assim a visualizagdo do fendmeno de
convergéncia. E, posteriormente, quando ofereceu a possibilidade dos alunos
trabalharem com uma probabilidade diferente de 0,5 da ocorréncia da face cara
de uma moeda, proporcionaram, assim, a oportunidade de reflexdes que foram
além da ideia de equiprobabilidade que, logo no inicio, jA se mostrou bastante

comum aos alunos.

7z

Outro tipo de recurso instrucional ndo menos importante é o livro
didatico. Existem diversos estudos sobre como o conceito de probabilidade tem
sido abordado pelos livros didaticos.

Diaz-Levicoy e Roa (2014) analisaram trés colegcbes didaticas de 8°
primaria no Chile (estudantes de 13 a 14 anos) e encontraram diferengas na
estrutura dos livros, entretanto predominou 0s exercicios rotineiros, de carater
puramente matematico. Ortiz (2002) realizou um estudo sobre os exemplos e
exercicios de probabilidade propostos em uma amostra de livros didaticos
espanhois para alunos de 14 e 15 anos publicados no periodo de 1975 a 1991
revelando uma baixa frequéncia de atividades envolvendo as nocdes de
experimento  aleatério, espaco amostral, probabilidade condicional,
dependéncia e independéncia de eventos. E ainda, uma limitacdo ao atribuir
uma probabilidade a sucessos simples e compostos a regra de Laplace.
Carranza e Kuzniak (2009) realizaram um estudo sobre os enfoques
frequentista e classico em exercicios de probabilidade em dois livros didaticos
franceses voltados a estudantes de 16 e 17 anos. Destacam como resultados
gue os livros apresentam exercicios que focam mais no aspecto do calculo do

gue em interpretacdes de probabilidade.

Destacamos o trabalho de Silva (2015) no qual buscou compreender a
abordagem dos significados de probabilidade em livros didaticos destinados
aos anos finais do Ensino Fundamental no Brasil. A pesquisa se deu em trés
colecdes (12 livros) didaticas de matematica destinada aos anos finais do
Ensino Fundamental selecionadas entre as 10 cole¢bes aprovadas no

Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD — 2014) no Brasil.Os significados
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de probabilidade utilizados pelo autor para a pesquisa foram: intuitivo, classico,
geomeétrico, frequentista, subjetivo, formal; significados estes j& discutidos por

nds em sec¢des anteriores.

Os dados desta investigacéo revelaram que as colec¢des analisadas nao
seguem uma tendéncia no que diz respeito a distribuicdo das atividades por
volumes; apenas uma colecdo, por exemplo, apresenta atividades de
probabilidade nos quatro volumes (6° ao 9° ano). Em Coutinho (2004) a autora
jA apresenta um resultado similar com livros didaticos destinados ao Ensino
Fundamental, em que pode constatar que nem todas as cole¢des apresentam
o conteudo “Probabilidades” em todos os volumes. Apds, uma década do
referido estudo pouca coisa se modificou. A nao aparicdo deste conceito em
alguns anos do Ensino Fundamental pode reverberar na ndo abordagem na
sala de aula em todos os anos ou deixar a responsabilidade apenas com o

professor.

Concernente aos significados, Silva (2015) conclui que as colecbes
analisadas apresentam unicamente o significado classico em 82,1% do total
das 179 atividades mapeadas. Os demais significados séo pouco explorados.
O significado frequentista, por exemplo, é pouco abordado — apenas 11 do total
de 179 atividades mapeadas; acreditamos que este significado deveria ser
mais bem enfatizado uma vez que as colecbes estdo destinadas a etapa de
escolarizacdo do Ensino Fundamental. Em suma, Silva (2015) considera que
as colecbes analisadas nao contemplam satisfatoriamente o trabalho com o
conceito de probabilidade por meio dos diversos significados, e ainda, ndo
instigam um trabalho com a probabilidade experimental preconizado pelas

orientacdes curriculares e pela literatura atual.

Ainda, nos estudo de Coutinho (2004), ndo se encontram nos livros
destinados ao Ensino Fundamental, na época 52 a 82 série, sugestbes para o
trabalho com enfoque experimental, que pode contribuir para o
desenvolvimento do ponto de vista frequentista do conceito de probabilidade. A
autora também ndo encontra referéncias a probabilidade geométrica

compreendida como razao entre areas.
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Para concluir esta reflexdo sobre os estudos da probabilidade em livros
didéticos, temos a pesquisa realizada por Viali e Oliveira (2009) com uma
analise de contetdos sobre probabilidade em livros didaticos do Ensino Médio.
Os autores procederam a uma comparacdo entre cinco livros didaticos
selecionados com relacdo aos seguintes conceitos probabilisticos: Experimento
ou experiéncia aleatoria; Espaco amostral e eventos; Conceitos de
probabilidade: classico, frequencial e axiomatico; Probabilidade condicionada
com nocdes de dependéncia e independéncia; Exemplos e Exercicios.

A constatacdo dos autores foi de que o contetdo € normalmente inserido
nos livros no ultimo capitulo deixando perceber que foi agregado a textos ja
prontos, pois ndo existe relacdo com os conteldos anteriores, nem mesmo 0S
de estatistica que geralmente acompanham os de probabilidade. Os livros
analisados apresentam énfase apenas na definicdo classica da probabilidade,

sem comentar sobre os conceitos frequentista e axiomatico.

Os autores de livro sdo poucos criativos nos exemplos e exercicios onde
adotam uma abordagem com énfase apenas aos jogos de azar, moedas e
dados, desconsiderando diversas situacdes que fazem relacdo com as areas,
inclusive a estatistica. Talvez a constatacdo mais preocupante, segundo Viali e
Oliveira (2009) foi a de que nenhum dos textos faz uso ou encoraja o professor
a usar recursos tecnolégicos, estando assim em desacordo com a

modernidade e o preconizado pela legislacéo.

Rodrigues e Martins (2016) preocupam-se com o fato de livros didaticos
recentemente aprovados (triénio 2015-2017) ndo trazerem em seu conteudo
uma abordagem significativa e coerente para o tema Probabilidade, uma vez
gue 0S mesmos apresentam quase que exclusivamente o tema simplesmente
por sua abordagem Classica. Pelo observado nas colecfes analisadas a
abordagem se deu quase que exclusivamente pelo viés classico o que,
segundo as pesquisas, ndo propicia ao aluno a construcdo de forma

significativa do conceito de Probabilidade.

Ainda sobre livro didatico, Martins e Rodrigues (2016) desenvolveram
um estudo com objetivo principal de analisar e discutir como o tema

Probabilidade é tratado nas seis cole¢cdes aprovadas para o Ensino Médio no
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PNLD do triénio 2015-2017. Os autores apontaram que o0 contetdo
Probabilidade nédo é abordado em nenhuma das cole¢des analisadas na 12
série do Ensino Médio e que, com excec¢do de duas dessas colegcbes que
fazem a abordagem nos volumes 2 e 3, todas as demais somente o
apresentam no segundo volume, ou seja, o contetdo de Probabilidade para o
Ensino Médio fica restrito a um Unico ano de todo o ciclo. Este fato caminha em
direcdo oposta ao que as pesquisas apontam no que diz respeito a
continuidade dos conceitos durante o Ensino Basico.

Martins e Rodrigues observaram também que, em média, as colecdes
dedicam apenas um pouco mais do que 3% de suas paginas para a
abordagem do contetdo Probabilidade, durante todo o Ensino Médio. A falta de
exploragdo do tema nas colecdes analisadas reflete o quanto este é deixado
em segundo plano, o que corrobora com as pesquisas realizadas nos indicando
gue o tema Probabilidade néo é trabalhado em sua plenitude no Ensino Basico
e que o tratamento dado fica aguém daquilo que se espera e se julga ideal.

Entendemos que, uma vez que os professores que atuam no Ensino
Basico tém no livro didatico a fonte dos conteudos programaticos a serem
trabalhados no decorrer do ano letivo e também que para uma parte
consideravel desses professores o livro didatico funciona como material para a
formacdo continuada, parece-nos um tanto quanto preocupante o fato desses
livros didaticos néo trazerem em seu conteudo uma abordagem significativa e
coerente para o tema Probabilidade, uma vez que os mesmos apresentam
guase que exclusivamente o tema simplesmente por sua abordagem Classica.
Pelo observado nas colecdes analisadas a abordagem se deu quase que
exclusivamente pelo viés classico o que, segundo as pesquisas, ndo propicia

ao aluno a construcédo de forma significativa do conceito de Probabilidade.

No que remete a discussdo instrucional, destacamos anteriormente
estudos que nos revelam por um lado processos de mediacdo que possibilitam
um melhor trabalho docente, e por outro lado, uma reflexdo sobre recursos que
devem ser levados em consideracdo nos processos de ensino e aprendizagem

com a probabilidade.
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3. UM OLHAR PARA OS DADOS DA FASE DIAGNOSTICA NA PERSPECTIVA
DO CONHECIMENTO DIDATICO-MATEMATICO (CDM)

Neste capitulo apresentamos e discutimos o0 instrumento diagnostico
(questionario) orientado para analisar conhecimentos iniciais sobre nog¢bes
probabilisticas elementares de professores de mateméatica dos anos finais do
Ensino Fundamental (estudantes de 11 a 14 anos). O referido questionario foi
aplicado aos professores participantes de uma turma do programa de formacao
Observatério da Educacdo no Brasil que integra esta pesquisa de
doutoramento com objetivos de compreender o conhecimento probabilistico de
professores e desenvolver o conhecimento didatico-matematico dos
professores sobre nocgdes probabilisticas elementares de matematica por meio

do referido programa de formacao.

Como nosso marco tedrico é o Enfoque Ontossemiotico do
Conhecimento e da Instrucdo Matematica (EOS) tomamos para o desenho
deste diagnéstico a teoria do Conhecimento Didatico-Matematico do professor
de matematica (CDM) subjacente ao referido marco teérico. Dessa forma, o
guestionario esta orientado para diagnosticar as ideias iniciais dos professores
envolvendo o conhecimento comum, avancando e especializado sobre

probabilidade.

O referido diagnostico foi aplicado em um encontro que antecedeu a
fase de desenho e de implementacdo da formacao constituindo-se como parte
do nosso estudo preliminar. O olhar para os dados do diagnostico constituiram
0 ponta pé inicial para o desenho que apresentaremos no capitulo seguinte. Os
professores responderam ao questionario individualmente com um tempo
concedido de duas horas. Compreendemos que essa fase possibilita ao

professor uma reflexdo a respeito da sua propria pratica docente.

Para este instrumento diagndstico inicial construimos um questionario
com oito itens. Optamos por itens que envolvem elementos essenciais do
conhecimento probabilistico e que estariam articulados com as atividades
formativas a serem propostas aos professores. Incluimos também itens que
envolvem ideias sobre o curriculo, sobre as no¢cdes que sustentam o conceito

de probabilidade como aleatoriedade e espaco amostral e sobre a
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quantificacdo de probabilidades, além de um item envolvendo a noc¢éo de risco
probabilistico.

No que diz respeito aos oito itens do questionario, destinamos seis itens
para diagnosticar o conhecimento especializado do conteudo — CEC (itens do
1° ao 6°) e, dois itens orientados para o conhecimento comum — CCC e
avancado do contetdo — CAC (itens 7° e 8°). Esses itens serdo apresentados a

seguir concomitantemente a discussao dos resultados.

Para analise das respostas dos professores referentes aos itens do
conhecimento especializado do conteddo ndo ha uma intencdo de quantificar
ou classificar exatamente as referidas respostas. Nossa finalidade era indicar
as ideias que os professores apresentavam e 0s conhecimentos mobilizados
(ou n&@o) que, com nosso olhar e interpretacdo, consideramos como
necessarios, naquele momento de analise e para futura formacdo. Com os
itens do conhecimento comum e avancado € possivel identificar acertos ou
erros, entretanto o nosso olhar foi aléem dessa quantificacdo numa perspectiva

gualitativa de andlise dos dados.

3.1 Analise dos Itens do Conhecimento Especializado do
Conteudo

Nesta secdo vamos apresentar e discutir os itens que o envolvem o
conhecimento especializado do conteudo; esse € um tipo de conhecimento
especifico do professor e que levam em consideracdo as facetas discutidas
pelo EOS.

O objetivo do primeiro item — Em sua opinido, quais seriam 0s motivos
da incluséo da probabilidade nos curriculos do Ensino Fundamental e Médio? —
foi diagnosticar as concepc¢des iniciais dos professores sobre a inclusdo da
probabilidade no curriculo da Educacéo Basica. Entendemos por concepcao a
posicdo dos professores perante o questionamento posto sobre curriculo e

como compreendem a inclusdo do contetdo de probabilidade.

Percebemos que alguns professores apontam a importancia da incluséao
como aplicacdo no cotidiano e/ou presenca no cotidiano. Para Gal (2004) um

individuo “letrado” em probabilidade deve ser capaz de ler e interpretar
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informacdes probabilisticas em seu dia-a-dia, desenvolvendo um conjunto de
habilidades bésicas que o torne capaz de lidar com uma série de situacbes
reais que envolva uma interpretacdo probabilistica, bem como tomar boas
decisdes em situagOes de incerteza. Na fala a seguir o professor P3 discorre
claramente como uma ampliacdo para discussdo de problemas
contextualizados e sobre varios temas do cotidiano.

P3: Os motivos da inclusao da probabilidade nos curriculos do

ensino fundamental e médio seria uma ampliacdo no

desenvolvimento dos problemas contextualizado, as
discussbes sobre varios temas do cotidiano, etc.

O professor P27 apresenta o motivo da inclusédo da probabilidade no
curriculo para que seja utilizada no Ensino Médio como uma ferramenta de
trabalho. Gal (2004) esclarece que a probabilidade € um tema util na vida de
todas as pessoas, além de constituir um saber instrumental em outras
disciplinas.

P27: O aluno tem que ter o contato com a probabilidade no

Ens. Fundamental para que no Ensino médio isso se torne uma
ferramenta de trabalho.

Um dos professores — P13 — discorre que:

P13: Acredito que a probabilidade é bem vista, pois estimula o
desenvolvimento de certas habilidades, como investigagao,
Senso critico, autonomia, entre outros.

A concepcdo deste professor € ancorada por diversos pesquisadores
(GAL, 2005; GODINO, BATANERO E CANIZARES, 1996) ao falar sobre
habilidades que podem ser potencializadas ao se ter o conhecimento de
probabilidade; porém poucos professores deste grupo fazem essa relacao.
Outros professores, em consenso, justificam por fazer parte de uma
preparacao para o mundo profissional do estudante. A discusséo que o referido
item propicia esta imersa no conhecimento do conteudo e do curriculo que o
professor deve também dominar. Um professor — P12 — chama a atencao para

um fato comum relacionado ao conceito de probabilidade que é deixar a
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abordagem para o final do ano letivo e que acarreta em néo se ter tempo de
ensina-lo.

P12: Infelizmente os assuntos que envolvem probabilidade
estdo no final de cada ano, isso é sempre deixado de lado.

No entanto, como sugerido por Batanero e Diaz (2007) as mudancas
necessarias ao ensino e aprendizagem de probabilidade ndo estdo restritas
somente em que momento deve ser iniciado o estudo desse conceito no
Ensino Basico, mas também e, sobretudo, envolve a reflexdo sobre

abordagens e estratégias na sala de aula.

Os professores precisam ser preparados para um trabalho significativo
nas salas de aula com a probabilidade. Campos e Pietropaolo (2013) discorrem
que,

Em relag&o ao Brasil, muitos docentes nédo estdo sequer convencidos
de que a probabilidade seja importante para ser desenvolvida no
Ensino Médio; quanto ao Fundamental, ttm uma posicdo ainda mais
restritiva: consideram a inclusdo desse tema totalmente inadequada e
desnecesséria. (CAMPOS E PIETROPALO, 2013, p.58).

No item 2 indagamos: A probabilidade tem aplicagdes praticas? Quais?
A ideia é que pudéssemos diagnosticar as ideias que professores apresentam
sobre as aplicacbes praticas do conhecimento probabilistico. Encontramos
respostas que envolvem jogos de sorte-azar e/ou situacdes de ganhar-perder;
areas profissionais tais como na saude, financas, administracdo ou
particularmente citando as areas de seguro, meteorologia, etc. Citam também
aplicacdes em situacdes de tomada de decisdo ou onde necessitamos fazer

escolhas; em menor nimero sdo citados ocorréncias de fatos do cotidiano.

O contexto mais apontado como aplicacdo da probabilidade pelos
professores foram as situacdes de jogos de sorte-azar ou de ganhar-perder e
situacBes em que é preciso fazer escolhas no cotidiano. Um professor falou na
distribuicdo de elementos e outro cita o contexto matematico das fracdes.

Destacamos as seguintes falas:

P8: Sim, chances de ganhar ou perder em um jogo.
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P1: Sim, sempre temos opc¢des e escolhas desde o momento
gue levantamos e escolhemos uma roupa, até quando em sala
de aula os caminhos da aula.

P14: Sim. Sempre que pensamos em fazer distribuicdo de
algum elemento e de quantas maneiras queremos distribuir.

Para investigar os conhecimentos dos professores sobre o conceito de
probabilidade propusemos os itens — 3, 4 e 5 - a sequir:

3. Explique o que é um fenbmeno aleatério?

4. Como vocé definiria probabilidade?

5. O que é espaco amostral? Dé exemplo, Ndo é necessaria uma
definicao formal.

Em relacdo a estes itens Zazkis e Leikin (2008) assinalam que a
capacidade de dar uma definicho em suas proprias palavras mostra a
compreensao de um conceito por parte dos professores e pode indicar suas

preferéncias pedagaogicas.

Com relacdo ao item 3, os dados do questionario revelaram um bom
posicionamento dos professores em explicar essa nocdo utilizando-se de
exemplos envolvendo a aleatoriedade por meio de jogos, dados e/ou urnas. A

seguir a explicacéo de alguns professores:

P27: Por exemplo, uma caixa com 3 bolinhas brancas e 2
azuis, qual a probabilidade de sair uma bolinha azul?

P38: E aquele que ndo podemos interferir, por exemplo, se um
time esta invicto a cinco jogos, isto ndo me garante que vai
ganhar sempre ou se jogar um dado (honesto) ndo tenho a
certeza que vai sair sempre o numero 5.

P29: Quando é langado um dado sem destino certo.

P17: Por exemplo, jogar um dado ou uma moeda K ou C para
se obter o resultado possivel de um dado evento.

P15: E quando em fendmeno ird acontecer sem uma
intervencdo direta, ou melhor, quando vocé joga uma moeda a
possibilidade de cair em pé e ndo dar cara e coroa seria
aleatoriamente.

P26: Aleatdrio seria o fato de pegar uma moeda, exemplo cara-
coroa.

No entanto, ndo ha um consenso quanto a definicdo de aleatoriedade.

Temos respostas relacionando com a ideia de acaso, outros explicando com
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base nas ideias de regularidade, regra, ordem e até sequéncias; porém essas

respostas néo se contradizem.

P7: E um fendmeno ao acaso, tanto para sim, quanto para nao.
P35: E a possibilidade de algo ocorrer sem previsdo, ao acaso.
P22: Pode acontecer sem seguir uma ordem, ou regra.

P20: Algo que ocorre de uma maneira sem regularidade ou
sequéncia.

P33: E um fendmeno que ndo tem uma razio uma sequéncia
gque podemos calcular o prever.

Destacamos que, as falas de um numero pequeno de professores,
apresentaram distanciamento da nocdo de aleatoriedade na sua explicacdo e

gue sao dificeis de categorizar. S&o pensamentos do tipo:

P37: Nao eliminar nenhuma hipétese dentro de um conjunto.
P13: E aquele que possui alguma forma de conclus&o.

P2: Algo acontece sem planejamento.

P11: E aquilo que n&o é comprovado.

O que percebemos € uma grande mistura na utilizacdo dos termos;
existe certa confusdo na compreensdao do que é um experimento, um

fendbmeno, um evento e as possibilidades envolvidas.

Entretanto, encontramos respostas que nos levam a uma melhor

compreensao do fenbmeno aleatério, tais como:

P39: E aquele que possui algumas formas de concluséo, onde
podemos prevé-las, porém sem saber qual sera a exata.

P24: E um evento em que o resultado ndo se sabe, mas
podemos determinar quais sdo as possibilidades de resultado.

J4 no item 4 com as respostas a pergunta “Como vocé definiria
probabilidade?” boa parte dos professores explicaram relacionando a

probabilidade com chance de ocorréncia de um evento.

P33: Chance de algo acontecer.
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P23: Estudo das chances possiveis ou impossiveis de um
evento aleatdrio.

P38: “Estudo das chances.”

P25: A chance de um evento aleatério ocorrer ou nao.

Encontramos ainda respostas de uma forma mais generalista situando a

probabilidade como parte da matematica ou como uma ciéncia, a saber:

P4: parte da matematica que estuda fendémenos
aleatorios.

P21: E o topico da matematica que desmitifica sorte ou
azar.

P32: E uma parte da ciéncia que estuda os eventos e
suas consequéncias diante das variaveis estudadas.

P37: E o ramo da matematica que estuda a chance de um
determinado evento ocorrer.

Ha também os professores que definiram por meio da explicacdo da
abordagem classica da probabilidade (regra de Laplace) como podemos

observar nas falas a seguir:

P6: E a razdo entre nimero de casos favoraveis — o que eu
guero que ocorra — pelo total de possibilidades.

P11: E dado um conjunto universo que € o espagco amostral, ou
seja, todas as possibilidades de ocorrer tal evento. Logo é dado
um subconjunto e a partir a probabilidade. [Cita a formula].

N&o estavamos exigindo uma explicacdo formal do conceito, de qualquer
modo, algumas respostas revelaram dificuldades em definir probabilidade.
Convém ressaltar que esses resultados sdo similares aos apresentados nos
estudos de Pietropaolo, Silva, Campos e Carvalho (2015) também com
professores dos anos finais e Campos e Pietropaolo (2013) com professores

dos anos iniciais. Um professor apresenta erroneamente a definicdo ao colocar
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que probabilidade seria “a razdo do espaco amostral com o nuamero total de

dados”.

Concernente ao item 5 sobre espaco amostral os professores
apresentaram dificuldades em responder este item, dois professores inclusive
deixaram esta pergunta sem resposta. O Professor P12 e o Professor P15
confunde espac¢o amostral com amostra.

P12: Espaco amostral é a parte de uma populagdo estatistica

em estudo. Populacéo: eleitores. Grupo de eleitores da Regiédo
Norte.

P15: O nome ja diz amostral “amostra” é onde se trabalha com
amostras de algo para uma andlise, mais exata ou
possibilidades de acontecer.

E ainda, os exemplos que os professores limitam os exemplos a dados,
moedas e baralhos. Ha uma dificuldade em perceber a probabilidade em outros
contextos. Existe uma concordancia no sentido de explicar espaco amostral
envolvendo a no¢ao de conjuntos, porém com erros conceituais:

P2: E um subconjunto de um conjunto universo, ou seja, €
parte de um todo.

P14: E um subconjunto da populacdo com as mesmas
caracteristicas.

E também encontramos respostas muito vagas, como:

P6: E o conjunto de situa¢Bes que podem ocorrer.

P4: Tabela de jogos; provas avaliativas; ganhos e perdas;
bolsa de valores. Espaco amostral é onde a visualizacdo é
possivel.

P17: Pode ser um grupo de pessoas como homens e mulheres
a fim de atingir algum objetivo e estudo em determinada
situacao.

Entendem espaco amostral como algo relacionado a espaco fisico:

P31: Onde vou analisar os fenbmenos que podem acontecer:
um baralho, bolas coloridas, uma classe de alunos.

P39: Qual a chance de “mudanga do tempo”™? E s6 num
determinado local?

Propusemos um item que nos permitisse uma analise do conhecimento

dos professores sobre outros conceitos que poderiam ser articulados para o
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ensino do conceito de probabilidade, a saber: 6. Dedique alguns minutos para
escrever sobre quais topicos ou conceitos relacionados com a probabilidade
gue vocé acha que sdo importantes para ensinar no Ensino Fundamental e
Médio.

O objetivo com este item € inferir quais os conceitos mais frequentes
apontados pelos professores e perceber como os mesmos compreendem a
conexdao da probabilidade com outros tépicos ou conceitos matematicos.

Daqueles que responderem ao item, encontramos 0S conceitos de
razdo, proporgado, porcentagem, combinagdo, conjuntos e subconjuntos,
probabilidade condicional. Segue o texto de um dos professores:

P16: Para o fundamental: principio fundamental da contagem,

combinagbes simples. Para o Ensino Médio: arranjo, analise
combinatéria, estatistica.

No entanto, poucos professores utilizaram este item para relacionar com
outros conceitos matematicos ou com 0s proprios conceitos elementares de
probabilidade. Ora citaram como outros topicos a relacdo necessaria com o
cotidiano e a preparacdo para a vida profissional, ora relacionaram com a

abordagem por meio de jogos, brincadeiras, atividades ludicas.

3.2 Analise dos Itens do Conhecimento Comum e Avancado
do Conteudo

O conhecimento comum do conteudo € o conhecimento do conteudo
matematico em questdo. Pode ser entendido como o conhecimento
compartilhado com os alunos da etapa educacional em que o professor vai
desenvolver um processo de ensino e aprendizagem referente a um

determinado contetido matematico.

JA o0 conhecimento avancado do conteudo €é o0 conhecimento
compartilhado com os alunos da etapa educativa posterior. O professor deve
ter um bom dominio dos conceitos probabilisticos e uma compreenséo
profunda deles para levar a cabo a organizacdo do ensino e coloca-lo em

prética.
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Para estudar o conhecimento comum e avancado do conteudo deste
grupo de professores analisamos as praticas matematicas presentes nas
respostas obtidas no item 7 e 8 do questionario. Apresentamos o item 7 (figura
11) envolvendo a quantificacdo de probabilidades.

Figura 11: Questéo de quantificacdo de probabilidades (conhecimento comum do contetdo)

7. Observe a tabela com as quantidades de pecas de formatos e cores diferentes que foram
colocadas em um caixa. O total de pecas é 80.

12 10 6

Brancas
Pretas 15 11 A
Amarelas 8 9 2

Sorteando uma das pecas dessa caixa, qual € a probabilidade de que a pega seja:
a) Amarela e Retangular

b) Apenas amarela

c) Apenas retangular

d) Se a peca é circular, qual a probabilidade de que seja branca?

Fonte: O autor, 2017.

Na tabela 2 apresentamos o quantitativo de professores que erraram e
dos que acertaram todo o item, e também dos que deixaram todo o item em

branco.

Tabela 2: quantitativo de professores (respostas erradas, corretas e em branco)

TODAS TODAS EM TODAS
ERRADAS BRANCO CERTAS
4 3 11

Temos que 4 do total de 40 professores erraram todo o item devido a
dificuldade de encontrar o espaco amostral correto. Interpretamos que o
conhecimento comum dos professores desta amostra € insuficiente, uma vez
gue a média das respostas corretas no item (com 4 subitens) € de 2,375
acertos. Nossos resultados seguem os mesmos encontrados por Contreras
(2011) em que futuros professores de educacdo primaria possuem um
conhecimento insuficiente em relagéo ao calculo de probabilidade por meio de

dados apresentados em tabelas de dupla entrada.
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Com o subitem “a” nosso objetivo foi que o professor estivesse atento
para a unido de dois eventos (amarelas e retangulares) e proceder ao calculo
da quantificacdo, nesse caso, 2/80 = 2,5%. O subitem “b” e “c” € necessario
realizar as somas dos valores da terceira linha (pecas amarelas) para a “b” e a
soma dos valores da terceira coluna (pegas retangulares) para a “c”, ou seja,
19/80 = 23,75% e 15/80 = 18,75%, respectivamente. No caso do subitem “d”
envolvemos a quantificacdo de uma probabilidade condicionada em que ha
uma reducdo do espaco amostral e com resposta 10/30 = 33,33%; € possivel

também utilizar a formula da probabilidade condicional e encontrar a resposta.

A tabela 3 apresenta a quantidade de professores por acerto, erro e em

branco em cada subitem.

Tabela 3: quantidade de respostas por subitem

a) b) c) d)
ACERTOS 20 30 32 13
ERROS 16 7 5 11
EMBRANCO | 4 3 3 16
40 40 40 40

Fonte: O autor, 2017.

Dos 40 professores que responderam ao diagnoéstico, o maior indice de
erro neste item apareceu no subitem “a” com 16 professores. Nesse subitem é
solicitada a probabilidade de que uma peca seja amarela e retangular, ou seja,
a unido de dois eventos (amarela e retangular). O fato de solicitar a
probabilidade com a unido de dois eventos ja causa grandes confusdes na
mente do professor. Tal procedimento para resolucdo envolve o conhecimento
comum sobre a quantificacdo de probabilidades. Ora, os professores erraram
no momento de identificar o espaco amostral — colocavam o conjunto dos
resultados possiveis como a soma da coluna ou soma da linha; ora erraram em
achar que a resposta era a probabilidade condicional; em alguns casos

colocaram a probabilidade como apenas o valor da intersec¢éao.

Os subitens “b” e “c” s&o analogos; no “b” é necessario realizar a soma
dos valores correspondentes a linha da cor amarela (19 pecgas) € no “c” a soma
dos valores correspondentes a coluna do formato retangular (15 pecas). Esses

dois subitens ndo se mostraram dificeis para os professores. Os professores
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que deixaram os referidos “b” e “c” em branco foram os mesmos que deixaram

o item inteiro em branco.

No subitem “d” é necessario compreender a ideia de eventos
dependentes e a condicionalidade dos eventos (conhecimento avancado do
conteldo). Retomando uma das possiveis definicdes de probabilidade
condicional podemos dizer que a probabilidade condicional P(A/B) de um
sucesso A dado outro sucesso B € a probabilidade de que ocorra A sabendo-se
que B ocorreu. De um ponto de vista mais formal, define-se mediante a

expressao:
P(A|B) = P(ANB) / P(B), sempre que P(B) > 0.
Assim, a probabilidade de que seja branca dado que é circular € igual a:
P(A|B) =10/30 = 1/3.

Do total de professores, 13 realizaram o calculo da probabilidade

condicional corretamente e 11 erraram o referido calculo.

Dos 11 que erraram esse subitem apresentaram erros do tipo em que
nao se levou em consideracdo um espaco amostral reduzido, ou seja, em vez
de realizar o calculo 10/30 utilizaram 10/80, onde 80 é o total de pecas

anunciado no item.

Um dos erros que encontramos (professor P12) dentre as respostas foi
trocar as dire¢cbes da condicionalidade, ou seja, neste caso o professor
calculou a probabilidade da peca ser circular dado que seja branco. Calculou
10/28 = 35,71%. Essa troca é conhecida como a Falacia da Condicional
Transposta (Falk, 1986; Batanero, Contreras e Diaz, 2012) onde ndo se
discrimina entre uma probabilidade condicionada e sua transposta, isto €, entre
as duas probabilidades P(A | B) e P(B | A).

Destacamos a resposta do professor, a seguir, que nos deixa intrigados:

P13: A principio parece gque as chances sdo iguais, mas o que
ird definir sdo os numeros de vezes que essas pecas serdo
sorteadas.
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O professor P13 ndo responde nenhum dos subitens e apresenta essa
justificativa. Parece-nos que o professor indica que s6 seria possivel o célculo

das referidas probabilidades mediante a realizagéo dos sorteios.

Separamos as respostas dos quatro professores que erraram todo o
item 7 e observamos como os mesmos definem probabilidade (item 4) para

averiguarmos se existem dificuldades relacionadas com os referidos itens.

Dois destes quatro professores apresentam respostas que se
aproximam de uma defini¢cao informal da probabilidade, a saber:

P11: E um evento provavel de acontecer.

P15: E a parte da matematica (por ser exata) que estuda um
fendbmeno aleatorio.

Os outros dois professores se distanciam das definicdes, formais ou
informais, da probabilidade explicando da seguinte forma:
P17: E o estudo de formatos diferentes através do qual

diagnosticamos a quantidade de repeticbes que sera
evidenciado.

P9: Chance de pelo menos certeza positiva ou negativa.

Com isto, ndo podemos afirmar que todos os quatro que erram

apresentam dificuldades com a definicdo de probabilidade.

Passaremos a seguir para a analise do item 8 em que se constitui em
uma atividade adaptada de Batanero, Godino e Estepa (1998) envolvendo a
associacdo de variaveis em tabelas de dupla entrada (também conhecidas
como tabelas de contingéncia). Tal atividade também foi utilizada nos estudos
de Fernandes, Mugabe e Correia (2012) com 57 professores de matematica
em formacdo inicial. Cafladas, Contreras, Arteaga e Gea (2013) concordam
gue atividades de associacdo das variaveis em tabelas poderiam ser incluidas
no 8° e/ou 9° do Ensino Fundamental ou no Ensino Médio. Bryant e Nunes
(2012) denominam este tipo de atividade como situacdes probabilisticas que
envolvem a nocao de risco. O esquema de uma tabela de contingéncia €

demonstrado no quadro 4.
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B N&o B Total
A a b a+b
Nao A c d c+d
Total a+c b+d a+b+c+d

Quadro 4: Formato tipico de umatabela de contingéncia 2x2
Fonte: O autor, 2017.

Como ja discutido no capitulo do estudo preliminar, diferentes
estratégias podem ser colocadas em jogo na pratica matematica dos

professores ao resolver este item.

Figura 12: item 8 do diagndstico inicial

8. Observe a seguinte tabela de dupla entrada:

Pessoas com
Pessoas
nenhuma
comdoenga
N doenca
brénquica A
brénquica
Pessoas que
temo
habito de % 60
fumar
Pcissoas que 60 40
néo fumam

Usando apenas as informagdes contidas nesta tabela, vocé acha que existe uma relagao entre ter
doenca bronquica e o habito de fumar? oSIM ~ NAOo

Explique, usando as informagdes da tabela, por que vocé pensa assim.

Fonte: O autor, 2017.

Para analisar este item vamos considerar a duas variaveis: a variavel X
gue representa o habito de fumar, com dois valores (X1, X2), € a variavel Y (yi,
y2) que se refere as doengas bronquicas. Vamos considerar que fj indica a
frequéncia absoluta de cada célula — par (x;, y;) — e h; a frequéncia relativa do

par de valores (x; y;) onde verificamos a seguinte relagédo:

hij: fij I'n
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Uma possivel representacao gréfica desta tabela € o grafico de barras
(Figura 13), que pode ser apresentado ora com os valores absolutos ora com

os valores relativos.

Figura 13: gréfico de barras - item 8

160

140 -

120 -

100

# NAO FUMAM
H FUMAM

40

20 -

COMDOENCA SEM DOENCA

Fonte: O autor, 2017

A partir da tabela de contingéncia (bidimensional) podemos obter as
diferentes distribuicbes de uma variavel (unidimensional). Se na tabela se
somam as frequéncias por colunas, obtemos em cada coluna j, 0 niumero de
individuos f.j com um valor da variavel Y =y; independentemente do valor de X.
A distribuicdo assim obtida se conhece como distribuicdo marginal da variavel
Y. No referido item ha 150 pessoas com doenca brénquica e 100 pessoas sem
doenca brbénquica, 150 que fumam e 100 que nao fumam, totalizando 300

pessoas.

Podemos fixar uma das variaveis e calcular as distribuicbes

condicionais.
H (x| y;) =fij fi=hij/ h

Podemos, por exemplo, comparar a propor¢cdo de pessoas com habito
de fumar entre os que possuem doenca brénquica ou ndo. Obteriamos a tabela
de frequéncias relativas condicionais por coluna (tabela 4), onde observamos
gue a proporcéao de pessoas com habito de fumar ou ndo € a mesma entre 0s
gue possuem doenca bronquica ou nao, ou seja, as frequéncias relativas

condicionais por coluna sao iguais.
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Tabela 4: frequéncias relativas condicionadas por coluna

HABITO DE POSSUIR DOENGA BRONQUICA
FUMAR SIM NAO total
SIM 90/150 = 0,6 60/100 = 0,6 150/250 = 0,6
NAO 60/150 = 0,4 40/100 = 0,4 100/250 = 0,4

Fonte: O autor, 2017.

Da mesma forma, as frequéncias relativas condicionais por colunas séo
também iguais as frequéncias relativas marginais por filas, a proporcdo de
pessoas com habito ou ndo de fumar (varidvel X) ndo muda quando se

condiciona por um valor da variavel Y.

Observamos que as duplas frequéncias absolutas dos valores de yl1 e y2
S&80 proporcionais a X3 e Xz, ou seja, as frequéncias relativas condicionais dos
valores de Y1 e Y2 sdo iguais em X; e Xz. Logo, podemos afirmar que as
variaveis sdo independentes, pois as frequéncias relativas condicionais de uma

delas ndo dependem do valor da outra.

Ao resolver este item, muitos dos professores poderiam pensar que as
variaveis estariam relacionadas, pois a célula de maior frequéncia é a das
pessoas que tem o habito de fumar e que tem doencas brénquicas. Entretanto,
seria um erro decidir sobre a associacdo baseando-se apenas nos dados de

uma Unica célula.

Com base nos dados apresentados no item ndo existe uma relacao
entre ter doenca brénquica e o habito de fumar. Sobre a associacdo de
variaveis existem trés casos possiveis: dependéncia direta, dependéncia
inversa e independéncia; em nosso item optamos pelas variaveis
independentes. Como utilizamos um exemplo com variaveis independentes o
valor do coeficiente de correlacdo € zero. A associacdo empirica dos dados
nao coincide com as teorias prévias sugeridas pelo contexto. E ainda o tipo de
covariacdo (dependéncia causal unilateral, dependéncia direta e

independéncia) neste item é de independéncia.
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Neste item temos que apenas 16 professores acertaram a resposta
(indicando a ndo associacdo das variaveis) e 22 erraram, 2 professores
deixaram em branco. Nao consideramos ainda neste momento a analise das

estratégias e justificativas.

Elencamos as estratégias de Cafiadas, Batanero, Contreras e Arteaga
(2011) para utilizarmos para em nossa analise. Os referidos autores adaptaram
estratégias e incluiram outras novas com base em estudos anteriores como 0S
de Pérez Echeverria (1990) sobre os niveis de dificuldade, discriminadas entre

estratégias corretas, parcialmente corretas e incorretas.

Identificamos seis professores que desenvolveram uma estratégia
correta para analisar a associacdo das variaveis e decidir sobre o risco
probabilistico. A estratégia empregada por esses professores foi a de comparar
todas as distribuicbes de frequéncias relativas condicionais de uma variavel
para os diferentes valores da outra variavel. Por exemplo, compararam as
porcentagens de pessoas com doenca brénquica no grupo de pessoas com

habito ou ndo de fumar.

Dois professores desenvolveram estratégias parcialmente corretas que
sdo estratégias que usam todos os dados da tabela, no entanto se compara
frequéncias absolutas em vez de se comparar as probabilidades. Por um lado,
em vez de comparar probabilidades, comparam-se somente 0s casos
favoraveis. Por outro lado, ndo se é consciente de que amostras de diferentes

tamanhos ndo se podem comparar mediante frequéncias absolutas.

Uma estratégia incorreta ja prevista na literatura e em nosso estudo
preliminar € a de se utilizar apenas a célula que tem maior frequéncia para a
tomada de decisdo. Oito professores incorreram nesta estratégia. Neste caso
os professores ndo utilizaram todas os dados presentes no item. Os
professores realizaram 0 seu julgamento sobre a associacéo a partir da célula
com maior valor. No item em questéo o professor considerou apenas o valor da
primeira célula com o valor maior 90. Fernandes, Mugabe e Correia (2012)
encontraram que 24,6% dos participantes de sua pesquisa afirmaram a

dependéncia entre as variaveis pelo fato de ser maior a frequéncia da célula
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relativa a fumar e ter bronquite (célula a), conduzindo assim a resposta errada.
Observemos duas justificativas dentre esses oito professores:
P6: Conforme o maior caso de doenca € 90 e a intersecdo de

sua respectiva linha com a coluna indica que pessoas com o
hébito de fumar desenvolvem doencas bronquicas.

P3: De acordo com a tabela podemos concluir que o namero
de pessoas com doengas bronquicas sédo as que tém o habito
de fumar.

Outros professores, neste caso, doze, utilizaram a estratégia, também
incorreta de usar somente uma distribuicAo condicional para deduzir a
associacgao (ou seja, uso de uma coluna ou uma fileira) sem fazer comparacgdes
com a outra. Aqui o professor ndo compreende este item como um problema
de comparacdo de probabilidades e apresenta uma concepc¢édo local de
associacdo. Um professor (P25) que incorreu nesta estratégia justifica
afirmando que no total de 150 pessoas com doenca bronquica 90 tém o habito
de fumar (90 em 150).

Considerar as teorias prévias e “nao utilizar os dados” foi uma estratégia
incorreta realizada por trés professores. Por exemplo, um professor (P33) ao
explicar o seu pensamento coloca que relacéo existe, porém a probabilidade de
pessoas com doenca brénquica é a mesma (3/5) e pessoas com nenhuma

doenca é de (2/5) nos dois casos.

Por fim, dentre nove professores, cinco elencaram justificativas
incorretas e quatro deixaram todo o item em branco (ndo sendo possivel a
identificacdo de uma estratégia). Um exemplo de uma justificativa incorreta foi
a justificativa apresentada pelo professor P39 onde argumenta que os dados

nao apresentam a quantidade de pessoas pesquisadas.

Como podemos verificar, temos 28 professores que desenvolvem
estratégias incorretas e 4 que deixaram o item em branco, fato este que nos
chama atencdo. Com este item esperdvamos que o0s professores analisassem
atentamente os dados descrevendo estratégias corretas ou parcialmente
corretas, e que nao utilizassem apenas uma unica célula para a tomada de

deciséo. Fernandes, Mugabe e Correia (2012) concluem que nem sempre 0S
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professores de matematica em formacéo inicial, participantes da pesquisa,
utilizaram todos os dados relevantes do problema para decidirem sobre a
existéncia ou nédo de associacdo. Os resultados obtidos no estudo levam a
concluir que o conceito de associagcdo nao se revelou muito intuitivo para os
estudantes, resistindo, em grande medida, ao ensino formal. Cafadas,
Batanero, Contreras e Arteaga (2011) concluem que as estratégias erradas
correspondem a 54,8% contra 19,4% de estratégias corretas, mostrando que
os resultados ndo séo satisfatérios na realizacao de juizos de associacdo nos

estudantes de sua pesquisa.

Analisamos as respostas dos professores sobre os conceitos e topicos
citados para identificar se os mesmos fariam uma relagdo com as nog¢des sobre
risco probabilistico. De forma direta nenhum professou citou a palavra risco,
porém se pensarmos em proporcionalidade alguns professores mencionam 0s
conceitos de razdo e proporcdo. Encontramos apenas um professor citando
tipos de tabela: entrada dupla. Este fato nos faz acreditar que os professores
do grupo nao relacionam ou desconhecem as ideias sobre risco e tabelas de
contingéncias como parte do estudo de probabilidade, ou ainda, desconhecem
da possibilidade do trabalho com estes conceitos no nivel de escolaridade da

Educacao Basica.

3.1. CONCLUSOES DO DIAGNOSTICO INICIAL

O diagndstico inicial nos aponta que com este grupo de professores,
muitos dos quais em exercicio ha mais de uma década, apresentam lacunas
nos conhecimentos comum, avancado e especializado do contetudo
distinguidos pela teoria do Conhecimento Didatico-Matematico do professor de

matematica.

Pensar na probabilidade apenas como uma ferramenta para outros
contetdos do Ensino Médio torna-se uma viséo limitada e que pode limitar o
desenvolvimento de um trabalho significativo nos anos finais do Ensino
Fundamental. Convém destacar que a probabilidade contribui para um
raciocinio matematico mais estruturado e que leva em consideracédo situacées

contra intuitivas.
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Acreditar na probabilidade como um conjunto de conhecimentos que vai
estimular o desenvolvimento de certas habilidades nos estudantes tais como
investigacdo, senso critico e autonomia, € desejado quando nos espelhamos
nos principios do letramento probabilistico dos estudantes, porém poucos
professores deste grupo fazem essa relacao.

O diagnéstico nos aponta ainda dificuldades dos professores com o
conhecimento probabilistico, seja no momento de explicar o que é aleato6rio ou
em definir probabilidade — por exemplo, ou ainda nos calculos que envolvem a
guantificacdo de probabilidades, como pudemos observar nos dois Ultimos

itens.

A fase diagnostica que aqui apresentamos se constituiu em um
momento crucial para podermos compreender 0os conhecimentos iniciais deste
grupo de professores. ApOs responder 0 questionario os professores
assumiram as suas proprias dificuldades com alguns itens e, isto os deixou
mais motivados e abertos para a etapa posterior, que denominamos como
subfase formativa. O objetivo no desenho do questionario foi ndo sobrecarregar
os professores com apenas questdes do conhecimento de probabilidade do
ponto de vista matematico. Incluimos itens que envolvessem ideias sobre o
curriculo, sobre as nogcbes que sustentam o conceito de probabilidade tais
como aleatoriedade e espaco amostral. E o modelo de conhecimento de
professores de matematica (CDM) proposto pelo Enfoque Ontossemidtico do
conhecimento e da instrugcdo matematica nos serviu de referéncia para a

selecdo dos itens e a referida discussdo que ora aqui apresentamos.

Em resumo, diagnosticamos que com base nos resultados obtidos a
maioria dos professores que participaram desta fase possui um nivel muito
elementar e insuficiente do conhecimento comum do conteudo sobre
probabilidade, ou seja, ndo dominam adequadamente 0s conceitos basicos
sobre probabilidade orientados para o ensino ao nivel dos anos finais do

Ensino Fundamental em que os mesmos atuam.

Estudos como estes nos revelam a necessidade de um olhar mais

atencioso para a formacéo inicial de professores e, ndo menos importante a
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formacdo continuada, para que o0s professores possam desenvolver os
conhecimentos sobre probabilidade e sobre o ensino de probabilidade.

As reflexdes sobre os dados deste diagndstico complementando 0 nosso
estudo preliminar nos serviram como esclarecimento sobre as nuances que
permeiam o0 ensino e aprendizagem da probabilidade e a formagéo de
professores relacionados com esta tematica.
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4. DESENHO DO PROGRAMA DE FORMACAO

Neste capitulo descreveremos o desenho do programa de formacao
explicitando as atividades por nds selecionadas e como essas atividades estdo
organizadas neste programa formativo com os professores dos anos finais do
Ensino Fundamental da rede estadual de Sao Paulo. Explicitaremos a
configuracdo didatica de uma forma geral, para que se possa compreender o
fio condutor em todas as unidades de estudo planejadas e a forma de
abordagem das referidas atividades. Descreveremos, ainda, as opc¢des
tomadas por nés, formadores e pesquisadores, para o desenvolvimento deste
desenho.

Relembramos que uma configuracdo didatica € qualquer segmento de
um processo didatico (ensino e aprendizagem) compreendido entre o inicio e a
finalizacdo de uma atividade ou situacdo-problema. Conforme Godino (2014)
em toda configuracdo didatica ha uma configuracdo epistémica (sistema de
praticas, objetos e processos matematicos institucionais), uma configuracao
instrucional (sistema de funcdes docentes, discentes e meios instrucionais) e
uma configuracdo cognitiva (sistema de praticas, objetos e processos

matematicos pessoais) mediante ao qual se descreve a aprendizagem.

Retomamos que o desenho deste programa segue por um lado uma
trajetéria para o professor desenvolver o conhecimento sobre probabilidade, e
por outro lado uma trajetoria para o desenvolvimento de habilidades didaticas

para o trabalho com este conceito em sala de aula.

Schoenfeld e Kilpatrick (2008) ao discutirem uma Teoria da Proficiéncia
na educacao afirmam algo importante: que as pessoas precisam desenvolver
habilidades para se tornar proficientes (2008, p.350). No EOS essa teoria é
interpretada como uma referéncia aos conhecimentos (e competéncias) que
deveriam ter os professores para que seu ensino se possa considerar de
gualidade (Godino, 2002, p.18).

Poderiamos nos perguntar como desenvolver as competéncias dos
professores de matematica para o trabalho com a probabilidade nos anos finais

do Ensino Fundamental. Este desenho formativo foi construido e implementado
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para possibilitar ao professor ter conhecimento e competéncia para identificar a
diversidade de objetos e significados que intervém na resolugédo de atividades
matematicas escolares para alcancar um ensino idéneo da probabilidade.

Clarificamos que propomos atividades que mobilizam o Conhecimento
Comum do Contetdo (CCC) e algumas que mobilizam o Conhecimento
Avancado do Conteudo (CAC) sobre probabilidade. Como j& abordado em
nosso marco teérico, o Conhecimento Comum do Contetdo é conhecimento
gue o professor deve possuir para ensinar 0os conceitos destinados ao nivel
escolar ao qual se propde, neste caso, os anos finais do Ensino Fundamental;
jA& o Conhecimento Avancado do Conteddo € o conhecimento dos conceitos
previstos para as etapas posteriores ao nivel escolar em foco.

Com respeito ao Conhecimento Especializado do Contetudo (CEC)
apontamos que é aquele especifico do trabalho pedagdgico do professor e que
no marco teorico do EOS pode ser compreendido por meio das facetas

epistémica, ecoldgica, cognitiva, afetiva, mediacional e interacional.

Para a mobilizacdo dos conhecimentos especializados dos conteudos
probabilisticos, diversas estratégias foram adotadas, tais como responder a
atividades em que é necessario justificar e argumentar sobre as resolucoes;
tecer reflexdes sobre atividades que apresentem respostas construidas por
alunos, mesmo que ficticias, tal decisdo € similar aos estudos de Ives (2009);
envolvimento com atividades de diferentes tipos, tais como jogos e situacdes-
problemas; e atividades que articulam diferentes recursos instrucionais, como

por exemplo, o uso do computador e/ou materiais manipulaveis.

Temos a intencdo de provocar no professor a percepcdo de que o
formato das atividades que estamos vivenciando o processo didatico com eles

pode ser adaptado e aplicado com os seus estudantes na sala de aula.

4.1 CONFIGURACAO EPISTEMICA-ECOLOGICA

Em toda configuracéo didatica ha uma configuracdo epistémica, ou seja,
um sistema de praticas, objetos e processos matematicos institucionais. Neste
apartado escreveremos em linhas gerais a configuracdo epistémica planejada

para ser realizada na fase de implementacgéo. Tal configuragédo epistémica esta
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entrelagada com as diretrizes curriculares nacionais e internacionais para o
ensino e aprendizagem da probabilidade no Ensino Basico, mais
especificamente, nos anos finais do Ensino Fundamental, uma vez
considerando o que preconizam as orientacdes curriculares essa configuracéo
epistémica € também ecoldgica. E possivel pensar que as atividades
planejadas podem ter uma conexao intradisciplinar e interdisciplinar, além de
conectarem-se também com outros fatores condicionantes tais como o

contexto social e cultural dos professores e alunos.

Apresentaremos a configuracdo epistémica-ecoldgica por unidade de
estudo apontadas no quadro 5.

Observando o resumo dos contetudos desenvolvidos desde o primeiro
encontro até o ultimo é possivel perceber a evolugéo progressiva que tem inicio
com o estudo da aleatoriedade culminando com a exploracdo de situacbes

probabilisticas envolvendo a quantificagcao.

As atividades serdo detalhadas no capitulo 5 para que o leitor
compreenda de forma mais clara, as trajetorias didaticas e a analise dos

conhecimentos dos professores.
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® Categorias
= Unidades d conhecimento
s n a; gz € Atividades Resumo de contelidos desenvolvidos matematico
£ estu CCC | CAC
1. Jogo do caga niqueis PadrGes previsiveis e aleatorios. X
1° 2. Impossiveis x improvaveis Eventos impossiveis e improvaveis. X
3. Aleatoriedade do Percepgédo da aleatoriedade; X
frequéncias.
Aleatoriedade - —
4. Bolsa com contadores Eventos mais provaveis ou menos X
provaveis.
20
5. Jogo com dados Frequéncias; graficos; lei dos grandes X
nimeros.
6. Caso das moedas Lei dos grandes numeros. X
7. Matrix games e mascaras das | Noc&o de espaco amostral. Arvore de X
matrizes. possibilidades.
30
8. Jogo com dados e dominos. Arvore de possibilidades. X
9. Saco de doces e variagdes Eventos dependentes e independentes; X X
espago amostral restrito; probabilidade
condicional.
Espago amostral
e gquantificagcao —
de probabilidades 10. Blocos no saco Indices para comparar espagos X
amostrais.
11. Fabrica de bolos Probabilidades simples. Reducéo do X
espaco amostral.
40
12. Jogo igba-ita Composicéo do espago amostral. X
13. Jogo das 3 fichas Probabilidade condicional. X
Quantificacdo de 14. O jantar na escola Razao; Tabela cartesiana. X
probabilidades e
50 risco 15. Biscoitos do bem Quantificacdo de probabilidades. X
16. Show de dangas Quantificacdo de probabilidades, X
diagramas.
17. Decisbes cotidianas Nocéo de Risco. Associagao de X
variaveis.
18. Probabilidades 1 Significados de probabilidade. X X
6° 19. Que carro comprar? Probabilidade e tomada de deciséo. X
20. Que grupo trapaceou? Padrdes aleatérios; representacdes X
Explorando gréficas.
probabilidades
21. Probabilidades 2 Modelos de distribuicao de X
probabilidades.
70
22. A tigela de doces Quantificacdo de probabilidades. X
Amostragem.

Quadro 5: Configuracédo epistémica por unidade de estudo
Fonte: O autor, 2017.




138

4.1.1 SUBCONFIGURACAO EPISTEMICA-ECOLOGICA
ALEATORIEDADE

Esta unidade compreende o 1° e 2° encontros formativos. No primeiro,
esta previsto o inicio com as atividades selecionadas para a mobilizacdo do
objeto epistémico aleatoriedade, a saber: Jogo dos caca-niqueis; Impossiveis
versus Improvaveis e Aleatoriedade das casas decimais do numero 1. As duas
primeiras atividades séo integrantes do programa de ensino de Nunes, Bryant,
Evans, Gottardis e Terlektsi (2012) e a terceira se encontra no Caderno do
Professor de Matematica de Sao Paulo (Sdo Paulo, 2009). Discutimos o0s
significados de termos importantes para a compreensao da aleatoriedade, tais
como: deterministicos, aleatérios, sequéncias aleatérias, possiveis,

impossiveis, provaveis, improvaveis.

Para o segundo encontro o foco continua no objeto epistémico
aleatoriedade, porém ampliamos o estudo para 0s eventos mais provaveis ou
menos provaveis e uma exploracdo com a probabilidade frequentista para
desencadear em uma discussdo sobre a Lei dos Grandes Numeros. As trés
atividades vivenciadas neste encontro sdo todas integrantes do programa de
ensino de Nunes et al. (2012) e adaptadas para este desenho formativo com os
professores. S&o as seguintes atividades: Bolsa com contadores; Jogo com
Dados e o Caso das Moedas. A sequéncia com essas trés atividades tem como
objetivos possibilitar aos participantes, particularmente o0s professores,
desenvolver o raciocinio sobre 0s eventos mais provaveis ou menos provaveis
de acontecer. Os professores devem perceber que € possivel fazer algumas
previsdes globais embora ndo se possa dizer o que vai acontecer para cada
evento. Outra importante observacao € compreender que quando as coisas sao
aleatorias, ndo significa necessariamente que todos o0s resultados sé&o
igualmente provaveis, alguns resultados podem ser mais provaveis do que
outros. Mais importante ainda, no final, os professores devem perceber que é
possivel pensar logicamente sobre eventos aleatorios e que podem instigar tal

compreenséo com os seus alunos.

A seguir vamos destacar os principais objetos e processos envolucrados
nesta unidade de estudo; optamos em descrever tais elementos de forma

coletiva e ndo separada por atividade; relembramos que as atividades estéo
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incluidas no proximo capitulo. Dentre esses objetos e processos
descreveremos de forma sucinta elementos indicados pela teoria do EOS
(GODINO, 2002; 2011) tais como: elementos linguisticos, elementos
conceituais, propriedades, proposi¢cdes, procedimentos e argumentos. Tal
procedimento se dara também na apresentagdo das proximas
subconfiguracdes epistémica-ecoldgicas.

Os elementos linguisticos que esta unidade de estudo evoca, implica no
significado institucional pretendido, como expressar (escrita, oral): i) diferencas
entre aleatério e deterministico; ii) 0 que é mais provavel acontecer? iii) qual a
melhor chance? iv) aproximacdo do valor da frequéncia relativa de um
acontecimento para o valor da verdadeira probabilidade quando uma
experiéncia é repetida um grande numero de vezes. Estdo presentes ainda
notacbes e representacdes envolvendo tabelas, graficos e o diagrama da
arvore de possibilidades.

Na representacdo da atividade do lancamento de dois dados a
linguagem grafica foi utilizada para possibilitar a visualizacdo do
comportamento de uma distribuicdo normal, de forma que com as frequéncias
acumuladas é possivel ver o grafico se aproximando de uma distribuicdo

normal de probabilidades.

Supomos que os professores participantes, que ja estdo no exercicio
docente, estejam familiarizados com estes elementos linguisticos proprios do
estudo da probabilidade tais como experimentos, eventos, possibilidades,

chance, frequéncias absolutas e relativas.

Descrevemos 0s objetos conceituais essenciais nesta unidade de

estudo, a saber:

e Padrbes previsiveis e aleatorios;

e Fendmenos deterministicos e fendbmenos aleatorios;
e [Eventos impossiveis, improvaveis e possiveis;

e Independéncia de eventos;

e [Eventos mais provaveis ou menos provaveis;

¢ Iguais chances de um evento ocorrer;
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e Frequéncias
e Gréfico das frequéncias de langcamentos aleatérios;
e Lei dos grandes numeros (probabilidade frequentista);

e Selecao aleatoria com reposicao e nao-reposicao.

Mesmo que os professores possam estar familiarizados com alguns
desses conceitos, convem lembrar que o estudo em sua formacao inicial, por
muitas vezes, nao possibilita uma compreensao significativa do mesmo; 0s
professores aprendem por vezes partindo diretamente para aplicacdo das
férmulas e dos célculos da combinatéria (arranjo, permutacdes, etc.) para a
guantificacdo das probabilidades. A nocdo da Lei dos grandes numeros pode
ser um objeto emergente da pratica matematica nesta unidade de estudo.

Para o desenvolvimento do conjunto das atividades é necessario ter
conhecimento de significados de expressdes, propriedades ou proposicoes

(algumas de maneira implicita), tais como:

o Fendmenos deterministicos (ndo-aleatérios) sdo fendbmenos em que o
resultado € conhecido antes mesmo da ocorréncia do referido
experimento; podem ser totalmente caracterizados a priori.

o Experimentos aleatorios sdo fendbmenos em que nao se pode prever
com certeza qual o resultado; ndo € possivel saber o resultado a priori.

o Todo e qualquer resultado de um experimento aleatorio € denominado
de evento. Desse modo, perguntas ou conjecturas formuladas a respeito
do experimento sdo denominadas de eventos.

o Na matematica um evento pode ser definido como um subconjunto do
espaco amostral, e o proprio espaco amostral € um evento.

o Evento certo apresenta 100% de chance de acontecer, ou seja, 0 proprio
espaco amostral.

o Evento impossivel apresenta 0% de chance de acontecer, isto €, ndo
pode ocorrer.

o Existem experimentos em que 0s eventos possuem as mesmas chances
de ocorrer.

o Existem experimentos em que os eventos possuem diferentes chances

de ocorrer (mais provaveis ou menos provaveis).
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o Dois eventos sdo independentes quando ndo ha nenhuma conexao
entre eles e aquilo que ocorre em um deles ndo ocorre no outro. Dois
eventos sdo dependentes quando eles estao ligados de tal maneira que
a probabilidade de que um ocorra € alterada pela ocorréncia do outro.

o Com a lei dos grandes numeros se um evento é observado
repetidamente durante independentes realizacbes, a razdo entre a
frequéncia observada deste evento e o numero total de repeticdes
converge para p conforme o numero de repeticbes se torna
arbitrariamente grande; p é a probabilidade classica calculada mediante
aregra de Laplace.

o O grafico de frequéncias de um experimento aleatério quando o nimero
de repetices tende ao infinito faz com que o grafico tender a um tipo de

distribuicdo de probabilidade.

Podemos destacar um conjunto de procedimentos na realizacdo das
atividades, como a necessidade de escrever sobre os diferentes significados
dos objetos em discusséo nesta unidade. Estes procedimentos séo de natureza
mais descritiva, ndo envolvem calculos complexos e férmulas. Na atividade do
Jogo com Contadores e do Jogo com Dados pode ser que os professores
realizem pequenos célculos com fracdes e/ou porcentagens para justificar os
argumentos concernentes as atividades. Esperamos que o0s professores
possam escrever, por exemplo, em que consiste a aleatoriedade das casas
decimais do numero 11, ou ainda, realizar as simulagbes com as atividades que
envolvem os dados e tomar nota para poder discorrer sobre resultados mais
provaveis ou menos provaveis. Mesmo que na definicdo de evento tivéssemos
gue partir da nocdo de espaco amostral, os procedimentos esperados giram

em torno da distincdo dos eventos aleatorios.

Almejamos que os professores construam argumentos como, por
exemplo, que levem em consideracdo as diferencas entre determinismo e
aleatoriedade na matematica e/ou o fato de um evento ser pouco provavel de
acontecer ndo significa que ele é impossivel. E também desejavel que os
docentes identifiquem e argumentem sobre situacbes nos quais os resultados

dos eventos sdo independentes. Um argumento que poderia vir a tona seria a
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utilizacdo da lei dos grandes numeros para justificar os procedimentos da
resolucdo de um problema. Outros argumentos sao as justificativas para
diferentes procedimentos de célculo em situacdes em que ha reposicao de
elementos em experimentos (similares a urna de Bernoulli) daquelas em que

ndo h& essa reposicao.

4.1.2 SUBCONFIGURACAO EPISTEMICA-ECOLOGICA ESPACO
AMOSTRAL E QUANTIFICACAO DE PROBABILIDADES

Para esta unidade de estudo selecionamos atividades que envolvem o
conhecimento sobre estratégias de mapeamento do espaco amostral e em
seguida o inicio de um trabalho envolvendo a comparacdo e quantificacdo de
probabilidades. Esta unidade compreende o 3° e 4° encontro formativo.

No 3° encontro aplicamos as atividades denominadas Matrix Game,
Jogo com Dados e Dominds, Saco de doces e Blocos no saco. Todas essas
atividades sdo também integrantes do programa de ensino de Nunes et al.
(2012) e adaptadas para este desenho formativo com os professores.
Juntamente com a atividade Saco de doces incluimos duas outras atividades
como variacdo desta para discutir de uma forma ainda mais contundente o
conceito de espaco amostral e as modificacbes quando o0s eventos sdo
dependentes ou independentes articulados com o estudo da probabilidade
condicional sem focar nas formulas e sim, no significado de uma probabilidade

condicionada.

O objeto epistémico condutor de todas as atividades neste encontro € o
conceito de espaco amostral. Por meio dele pretendemos discutir as diferentes
possibilidades de mapeamento e registro dos referidos espacos amostrais, a
distincdo entre eventos dependentes e independentes e a modificacdo do
espaco amostral quando dessa distincdo, expanséo e restricdo de casos do
espaco amostral, a nocdo de probabilidade condicional e os indices para

comparar diferentes espacos amostrais.
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Com excecdo da probabilidade condicional, todos esses conceitos e
noc¢des que circundam o objeto epistémico espago amostral sao previstos para
os anos finais do Ensino Fundamental constituindo-se desse modo como
Conhecimento Comum do Conteudo; a probabilidade condicional € um
Conhecimento Avancado do Conteudo.

Os conhecimentos estudados por meio da subconfiguragdo anterior —
como 0s de eventos mais provaveis ou menos provaveis em um espaco
amostral — estdo permeando a construgcdo processual desses outros
conhecimentos que ora estdo sendo mobilizados nessa subconfiguragao.

Nesta perspectiva de construgcédo processual e articulada, as atividades
do Saco de Doces, ao qual incluimos propositalmente duas variacbes da
mesma, e a dos Blocos no Saco, orientam para um estudo com comparacao e
guantificacdo de probabilidades; ha uma ampliacdo processual do objeto
episttmico, ou seja, do espaco amostral para a quantificacdo de
probabilidades.

Para o 4° encontro as atividades aplicadas foram a Fabrica de bolos, o
Jogo Igba-lta e o Jogo das trés fichas. O foco dessas atividades continua
perpassando pela reflexdo sobre espacos amostrais, comparacdo e
guantificacdo de probabilidade e a probabilidade condicional. Esses objetos
episttmicos em verdade estdo estritamente relacionados, entretanto cada

atividade oferece uma forma de ver e compreender essas relacoes.

O cerne da atividade da Fabrica de bolos, do programa de ensino de
Nunes et al. (2012) estda no fato de agregar ou eliminar casos quando da
composicdo de um espaco amostral de um determinado evento, além de
reforcar a compreensdo entre o0 espaco amostral e a quantificacdo de
probabilidade simples. E ainda as diferentes representacdes que podem ser
utilizadas para registrar 0 mapeamento sem esquecer nenhuma das

possibilidades.

Especificamente, o jogo do Igba-lta propicia uma discussdo sobre a
distincdo entre chance e probabilidade e ainda, os erros na composicao de um

espaco amostral que direcionam para decisfes equivocadas, como por



144

exemplo, ao decidir se € um jogo justo ou ndo. O contato inicial com o0 jogo por
nés pesquisadores deu-se por meio da leitura do livro Jogos e atividades
matematicas do mundo inteiro da pesquisadora Claudia Zaslavsky (Zaslavsky,
20009).

Como ultima atividade deste encontro langamos mao do Jogo das Trés
Fichas apresentado por Contreras (2011). Encontramos também o jogo em
diversas publicacbes (CARVALHO E OLIVEIRA, 2002; CONTRERAS,
BATANERO, ARTEAGA, E CANADAS 2012; BATANERO, CONTRERAS, DIAZ
E CANADAS, 2014) que discutem o ensino e aprendizagem da probabilidade
condicional. Este jogo foi sistematizado com base no Paradoxo das Caixas de
Bertrand, assim conhecido por ter sido estudado pelo matematico francés do
século XIX Joseph Bertand. A natureza da probabilidade condicional precisa de
uma atencéo especial dos professores de matematica por que o mapeamento
do espaco amostral se revela mais complexo. A utlizacdo apenas
procedimental da formula ndo propicia uma compreenséo deste conceito. Este
conceito € utilizado tanto na estatistica classica como na bayesiana reforcando

a necessidade de uma abordagem diferenciada e significativa do mesmo.

A seguir descreveremos 0s principais objetos e processos abordados

nesta unidade de estudo.

Os elementos linguisticos que este conjunto de atividades evoca
implicam no significado institucional pretendido tais como as expressdes: Como
provar, em um mapeamento de espacos amostrais, que todas as
possibilidades/combinacdes foram descritas? Como representar as diferentes
possibilidades? Que possibilidades sdo mais provaveis de um evento
acontecer? Qual a melhor chance? A melhor previsdo? O melhor palpite? etc.
E ainda expressdes que conotam sobre a nocdo de justica em jogos
probabilisticos como: Este é um jogo justo ou ndo? Todas essas expressdes

nos levam a compreender o conceito de probabilidade.

Algumas expressdes linguisticas sdo utilizadas para dar suporte a uma
compreensao posteriormente necessaria. Ao solicitar todas as combinacfes

possiveis no Matrix Game na verdade estamos desenvolvendo a noc¢ao do
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mapeamento de todas as possibilidades de um espaco amostral. Ao solicitar
também um posicionamento sobre a justeza do jogo Igba-lta estamos
conduzindo o0s jogadores para uma andlise das possibilidades e
consequentemente, do espagco amostral ali envolvido. Pode-se supor que o0s
professores em exercicio estdo familiarizados com estas expressdes
linguisticas préprias do estudo da probabilidade, tais como espaco amostral,
combinagdes, possibilidades, eventos, chance, probabilidade. Pode haver
confusbes com respeito ao discernimento entre possibilidade, chance e
probabilidade.

Na vivéncia e resolugdo das atividades é utilizada uma linguagem
simbdlica para expressar, por exemplo: 0s sucessos, as probabilidades, além
de elementos icbnicos que representam sucessos e resultados. E ainda uma

linguagem numérica necessaria em diversas etapas resolutivas.

Uma notagao que aparece nessa unidade é a distincdo entre utilizar “ : ”
no uso da razao para decidir sobre a melhor chance de um evento e a notacao
em forma fracionaria da probabilidade. A notacéo 1 : 4 é diferente de 1/4, por
gue no primeiro caso estamos usando para comparar quantidades, por

exemplo 1 ficha amarela para 4 fichas pretas.

Continuam presentes representacdes envolvendo tabelas, graficos e o
diagrama da arvore de possibilidades. A atividade Matrix Game, por exemplo,

tem um foco maior nas representacdes com tabelas de dupla entrada.

Destacamos nogdes essenciais tais como “eventos mais provaveis ou
menos provaveis”, “possibilidades”, “chance” e “probabilidade” como conceitos
gue quando estudados na formacdo inicial do professor assumem uma
caracteristica de definicdo com abordagem apenas de um ponto de vista
procedimental. Salientamos que os professores podem estar familiarizados
com o conceito de “espaco amostral” e com o “calculo de probabilidades”.
Pontuamos ainda que as ideias de “chance” e de “condicionalidade” de um
evento podem ser objetos emergentes da pratica realizada na vivéncia com

este conjunto de atividades.
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Principais objetos conceituais envolvidos na pratica das referidas
atividades:

e Espaco Amostral; Sucessos

e Eventos mais provaveis ou menos provaveis

e Razao

e Chance

e Espacos amostrais restritos

e Probabilidade Condicional; Condicionalidade de eventos

e Probabilidade Classica

e Probabilidade Frequentista; Frequéncia Relativa

e Justica

e Experimento aleatério

e Experimento simples e composto

e Sucesso em experimento composto (produto cartesiano dos espacos
amostrais anteriores)

e Convergéncia (tendéncia da frequéncia a um valor fixo)

e Estimacao frequencial (limite da frequéncia)

e Regra da soma

e Distribuicdo de probabilidades (conjunto de valores com suas

probabilidades)

Para o desenvolvimento dessa unidade €& necessario ter em conta

propriedades (algumas de maneira implicita), tais como:

o Em determinados eventos ter elementos em uma maior quantidade nem
sempre implica maior chance.

o Eventos independentes sdo aqueles que quando a realizacdo ou né&o-
realizacdo de um nao afeta a probabilidade de realizacdo do outro.

o Probabilidade de eventos dependentes supfe uma restricdo do espaco
amostral.

o Algumas combina¢gbes podem representar a mesma possibilidade em
um determinado tipo de experimento, mas diferentes possibilidades em

outro experimento.
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o 1:3 mesma chance que 2:6

o Para que um jogo seja justo, do ponto de vista das diferentes
possibilidades, € necessério que as chances dessas referidas
possibilidades sejam equiprovaveis no contexto de desenvolvimento do
jogo. Caso contrario, a ndo-equiprobabilidade confere ao jogo uma

situacao de injustica.

Procedimentos comuns, quando da implementacdo do conjunto de
atividades dessa unidade, envolvem a enumeracdo do espaco amostral e o
calculo de probabilidades pela regra de Laplace, bem como, a elaboracdo de
tabelas de dupla entrada ou do diagrama de arvore para mapeamento do
espaco amostral. Acreditamos que para os professores é faceis o diagrama de

arvore com as probabilidades em forma fracionaria ou em porcentagem.

Do procedimento de construir ou complementar uma tabela de dupla
entrada na realizacdo das atividades pode-se progredir para o diagrama da
arvore de possibilidades. E possivel também a manipulacio de materiais
concretos como figuras e blocos para justificar o raciocinio na resolucdo de
algumas atividades ou vivéncia dos jogos; a manipulacdo das figuras e a
atribuicdo de cddigos as mesmas é um procedimento possivel para organizar

os elementos na tabela de dupla entrada.

Sera possivel, na implementacao, incluir procedimentos de comparacao
com o uso da razdo para argumentar sobre a melhor escolha, melhor chance
de algo acontecer. O trabalho com os blocos unifix na atividade dos Blocos no
Saco tem um grande foco neste tipo de procedimento. Esperamos que 0s
professores utilizem procedimentos para a resolucdo das atividades utilizando
a comparacao entre razdes sem necessariamente realizar o calculo da
probabilidade e dai, argumentar algo que seja mais provavel ou nao de

acontecer.

Com a resolucdo das atividades deve-ser-ia envolver argumentos que
ajudem na decisdo quando realizadas previsdes ou tomadas de decisfes sobre
determinadas situacdes probabilisticas. Esses argumentos devem por em cena

um raciocinio contra-intuitivo caracteristico das situacées probabilisticas. E
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preciso, por meio de algumas atividades, elaborar argumentos que envolvam a
ideia do espaco amostral com restricdo e, progressivamente, desenvolver
argumentos que considerem a conexao entre 0 mapeamento do espaco
amostral e a quantificacdo de probabilidades. Um procedimento errado nesse
mapeamento podera levar a argumentos errébneos, tais como a decisdo sobre a

justeza de um jogo.

Na atividade da Fabrica de Bolos, por exemplo, construir o diagrama da
arvore de possibilidades pode se constituir em um procedimento bem
trabalhoso por envolver 27 combinacdes diferentes. Um argumento errbneo em
uma determinada solucdo seria estabelecer a razdo 3 em 27 em vez de 9 em
27 .

A repeticdo de experimentos para observacao e registro dos resultados
justificando o uso de um procedimento que possibilita encontrar a probabilidade
de um evento a posteriori — probabilidade frequentista — se constitui em um
procedimento plausivel nessa unidade de estudo. Comparar os resultados
calculados dessas probabilidades com a probabilidade classica dos mesmos
eventos vivenciados também é um procedimento significativo do estudo da

probabilidade.

4.1.3 SUBCONFIGURACAO EPISTEMICA-ECOLOGICA
QUANTIFICACAO DE PROBABILIDADES E RISCO

Esta unidade foi desenhada para ser implementada em apenas um
encontro formativo. Nesta unidade continuamos com atividades de
guantificacdo de probabilidade, no entanto avancamos para o desenvolvimento
das noc¢Bes sobre risco (associacdo de variaveis). Salvaguardamos que o
estudo com a nocao de risco, nesse desenho, envolve unicamente a utilizacéo
dos dados de duas variaveis apresentados em uma tabela de dupla entrada e a
comparacao dessas frequéncias por meio do estabelecimento de relacdes, sem
0 uso de porcentagens ou fracBes. As atividades aplicadas foram as que
denominamos O jantar na escola, Biscoitos do Ben, Show de Dancas e
Decisdes cotidianas. Todas as atividades foram adaptadas de Nunes et al
(2012).
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As atividades abordam o uso da razdo para comparar as melhores
chances de um evento e levam a necessidade de sistematizacdo dessas
chances por meio da arvore de possibilidades para o calculo da probabilidade.
Especificamente, a atividade Decisbes cotidianas envolve o estudo do objeto
epistémico risco probabilistico. Este estudo se constituiu em uma analise sobre
associacao de variaveis em tabelas de dupla entrada para tomada de decisées.
Uma vez que o risco, ou seja, a andlise da associacdo de variaveis, ndo esta
prevista para os anos finais do Ensino Fundamental no curriculo brasileiro, esta

abordagem configura-se como conhecimento avan¢ado do conteudo.

Os elementos linguisticos envolvem as expressdes como: Qual a melhor
chance? E progride para expressdes que envolvem o termo probabiliade como:
Qual a probabilidade? Este nos leva ao significado institucional que analisamos

sobre diferentes perspectivas.

Nos registros escritos e nas falas se tomam expressfes para a
estimativa das melhores chances e, tal linguagem favorece uma melhor

compreensao ao se tomar decisdes em situacdes de incerteza.

A expressdo “tem alguma ligagao” tem haver com a nogdo de
associacao de variaveis, porém trabalhada numa linguagem mais coloquial:
Vocé acha que comer cerais no café da manha tem ligacdo com as taxas de

colesterol?

E necessario utilizar o registro escrito da interpretacdo dos valores nas
tabelas e da decisdo sobre a associacdo. Estudam-se as representacdes do
espaco amostral por meio de tabelas e diagramas, incluindo diferentes

representacdes construidas por alunos.

H& o uso do namero racional para quantificacdo das probabilidades na
forma fracionaria. O icone “ : ” que é utilizado para estabelecer os dois valores
da razdo é também utilizado aqui para possibilidade o significado das razbes;
h& casos que sera importante discutir o significado do nimero com duas casas
decimais, por exemplo, quando se compara 1 : 3 com 1 : 3.2. Na sua pratica
docente o professor deve estimular a linguagem verbal e oral para ter a certeza

gue os alunos estéo raciocinando corretamente.
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Como a atividade foi planejada para o trabalho com alunos os numeros
usados nas atividades de risco sdo pequenos, uma vez que nao se quer que o
raciocinio possa ser prejudicado por dificuldades de célculo; os niumeros sao
simples a fim de permitir que os alunos se concentrem no raciocinio em vez do

calculo.

Destacamos 0s conceitos principais nesta unidade:
e Estimativas
e Eventos mais provaveis ou menos provaveis
e Chance
e Probabilidade classica
e Espaco Amostral
e Razlbes
e Tabela de dupla entrada

e Risco probabilistico

Uma propriedade que se deve levar em consideracdo é que a
associacao entre as variaveis pode ser positiva - isto €, mais em um, a mais
no outro, mas também podem ser negativa - mais em um, a menos no outro
Correlacbes negativas sdo muito mais dificeis de compreender, no programa
de Nunes et al. (2012) ndo se incluiu atividades utilizando a correlagéo

negativa. Em nosso estudo também nao o incluimos.

Os procedimentos comuns as atividades envolvem a comparacao das
razbes e, por meio destas, constituir argumentos para as escolhas das
melhores chances. Na comparacdo dessas razGes poderd ser util a
simplificacdo do numero fracionario. Continuam presentes procedimentos como

o desenho da arvore de possibilidades para observacao das melhores chances.

Algumas das atividades dessa unidade implicam em induzir para a
comparacao dos resultados encontrados com as previsdes registradas antes

da realizacao dos experimentos.

Na atividade Clube de Dancas um procedimento importante é utilizar a

comparacdo das chances em vez de ir direto para o célculo da fracdo
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encontrando o valor da probabilidade. A realizagdo do sorteio na hora
possibilita a visualizacdo da modificagdo do espaco amostral.

Na resolucdo ha procedimentos de comparar as razées, tomar a decisdo
e escrever a explicacdo argumentando sobre as correlagbes existentes ou nao;
€ esperado gque nessa resolucdo ndo se levem em consideracdo informacdes
da experiéncia social, do cotidiano de vida. Por exemplo, na atividade que
envolve o risco probabilistico, é preciso ver alguma evidéndia que vai confirmar
se existe uma associacao ou ndo e argumentar por meio da observacdo das
quatro células da tabela. E desejavel, neste trabalho, que se chegue a
argumentos do tipo que ao estudar probabilidades deve-se pensar “é¢ mais
provavel que A acontece se B acontecer”, mas que se entenda que se trata de
probabilidades, e ndo sobre certezas; esperamos argumentos que tenham em

consideracao este tipo de raciocinio.

4.1.4 SUBCONFIGURACAO EPISTEMICA-ECOLOGICA
EXPLORANDO PROBABILIDADES

A Ultima unidade foi por nés denominada Explorando Probabilidades.
Ressaltamos que uma vez ja perpassado pelas unidades de aleatoriedade,
espaco amostral, quantificacdo de probabilidades e risco, era necessario uma
exploracdo que envolvesse e retomassem 0s objetos epistémicos ja estudados,
conferindo uma ampliacdo na abordagem dos mesmos, principalmente com
respeito as atividades que mobilizem uma reflexdo didatica pelos professores

de forma mais acentuada.

Selecionamos um conjunto de atividades para aprofundar e desenvolver
os conhecimentos dos professores sobre a probabilidade do ponto de vista
epistemoldgico que retomassem conhecimentos avancados dos professores
como modelos de distribuicdo de probabilidades. Usamos o termo retomar por
gue poderiamos em nosso grupo ter professores que ja tivessem
desenvolvidos tais conhecimentos em sua formacao inicial ou continuada. Sem
ter esta certeza, acreditamos ser condizente falar em retomada dos

conhecimentos.
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Na atividade Probabilidades 1 foi apresentado aos professores um
exemplo sobre a probabilidade no lancamento de um dado e quatro distintas
situacbes sobre este langcamento. Tal atividade possibilita discutir sobre a
epistemologia do conhecimento probabilistico sistematizando os diferentes
significados de probabilidade. A atividade possibilita ainda percebermos como
os professores se posicionam frente aos exemplos baseados nos diferentes
significados de probabilidade. Na pesquisa de doutoramento de lves (2009),
discutida em nosso estudo preliminar, encontramos a aplicacéo desta atividade
com os professores participantes do estudo. Trabalhamos com o estudo de
Batanero (2005) em que a autora se debruca sobre os significados histéricos
da probabilidade O estudo apresenta os diferentes significados de
probabilidade, a saber: intuitivo, classico, frequentista, subjetivo e axiomatico. A
autora levanta um questionamento que dialoga com nosso estudo no sentido
de identificar quais sdo os componentes fundamentais do significado de
probabilidade, assim como os niveis de abstracdo adequados em que cada
componente deve ser ensinado, para ajudar os estudantes a superar as

possiveis dificuldades.

A atividade Que carro comprar foi adaptada do projeto Assessment
Resource Tools for Improving Statistical Thinking desenvolvido por Joan
Garfield da Universidade de Minnesota nos Estados Unidos da Ameérica,
disponivel em https://apps3.cehd.umn.edu/artist/. Esta atividade leva a uma
reflexdo dos professores sobre como 0s mesmos prosseguiriam com uma aula
envolvendo probabilidade por meio da analise das respostas de trés grupos de
estudantes. Essas respostam séo ficticias e foram criadas para possibilitar a

referida reflexao.

Com a atividade Que grupo trapaceou, adaptada dos estudos de Ives
(2009), gostariamos de perceber como os professores entendiam os graficos
construidos por estudantes (também ficticios) para representar os 50

lancamentos de uma moeda.

Na atividade Probabilidades 2 aplicamos duas situacdes-problemas que
envolveram diferentes modelos de distribuicdo de probabilidades. Ambas as

atividades foram retiradas e aplicadas tal como constavam no livro NogGes de
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Probabilidade e Estatistica de Magalhdes, M.N; Lima. A.C — Editora EDUSP de
Sao Paulo, edicéo de 2004.

Por fim, a atividade A tigela de doces, também adaptada dos estudos de
Ives (2009) se constitui em uma atividade que apresenta um contexto
experimental para que seja estimada a probabilidade de selecdo de um dos
doces e como isto pode ser feito uma vez que as quantidades ndo sédo

reveladas.

As atividades 19 e 20 (Que carro comprar e Que grupo trapaceou) do 6°
encontro e a 22 do 7° (A tigela de doces) encontro foram selecionadas também
como uma forma de avaliar os conhecimentos dos professores ao longo do
processo formativo e que ajudassem na nossa analise dos conhecimentos dos

professores. Recolhemos as referidas respostas para uma analise posterior.

Os elementos linguisticos mobilizados nesta unidade de estudo
perpassam expressdes que envolvem a probabilidade junto com a estatistica,
como por exemplo: “encontrar a probabilidade sem saber antecipadamente as

quantidades que compde o espago amostral”.

Dados estatisticos s&do apresentados utilizando-se fracdes e
porcentagens para analisar eventos que sejam mais provaveis ou nado de

acontecer.

Ha representacdes por meio de um grafico de pontos (bolinhas

agrupadas) e o diagrama da arvore de possibilidades.
Os conceitos principais nesta unidade sao:

e Arvores de possibilidades simétricas e ndo simétricas
e Quantificacao de probabilidades

e Significados de Probabilidades

e Variabilidade

e Amostra

e Amostragem Estatistica

e Distribuicdo de probabilidades
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Destacamos uma propriedade significativa que com o método de
amostragem estatistica podemos extrapolar a estimativa para todo o conjunto

de dados.

Quando se aplica a teoria de probabilidade a vida real ndo € preciso
formular um modelo matemético para cada caso (GODINO, BATANERO E
CANIZARES, 1996), existem diversos modelos de distribuicbes discretas e
continuas com uma aplicabilidade muito ampla. Utilizamos o modelo de

distribuicdo normal de probabilidades na discussdo de algumas atividades.

Com o conjunto de atividades implementadas nesta unidade esperamos
que os professores se posicionem, no minimo, validando a probabilidade
frequentista como um dos significados probabilisticos importantes e que traz a
tona a quantificacdo de probabilidade por meio da observacéo das frequéncias
de um determinado sucesso. Dentre os procedimentos possiveis, destacamos
a compreensao da realizacdo experimental, como o uso de simulacdes para
encontrar uma determinada probabilidade. Um procedimento estritamente

valido seria se posicionar com base na lei dos grandes numeros.

Acreditamos no surgimento de argumentos em que 0s professores
demonstrem uma compreensao entre a probabilidade classica e a experimental
e, que uma pode ser utilizada para confirmar a outra. A probabilidade subjetiva
vai aparecer para reflexdo em duas atividades dessa unidade de estudo (na
atividade Probabilidades.1, que envolve uma discussao das sentencas sobre a
guantificacdo de probabilidades, bem como na atividade Que carro comprar?).
Frequentemente os professores terdo que fazer escolhas para tomar decisées
com base em uma quantificacdo de probabilidade por meio da observacao de
frequéncias ou com base em opinides pessoais. Optar por uma tomada de
decisdo baseada sobre um conjunto de dados maior em vez de uma deciséo
subjetiva ou pessoal revela também uma compreensdo mais coerente com a

estatistica.

Esperamos que os professores utilizem a arvore de possibilidades para
encontrar as respostas as situacdes-problemas implementadas; sabemos que

€ possivel chegar as respostas sem a construcéo da arvore e por féormulas, no
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entanto, o melhor procedimento, inclusive para abordar na Educacao Bésica é

0 uso do diagrama da arvore.

Nos procedimentos como a utilizagdo de amostras e o tamanho da
amostra — por exemplo, os professores podem considerar que um milh&do de
lancamentos seria mais que suficiente para determinagdo da probabilidade e

utilizar este argumento para validar algumas resolucdes por eles realizadas.

Nos argumentos levantados pelos professores também poderemos
encontrar referéncias sobre as limitacdes da probabilidade classica — ou seja,
gue necessitam de um espaco amostral finito e cada resultado sendo
igualmente provavel. Contudo, acreditamos que o procedimento mais preferido
pelos professores sera o0 uso da probabilidade classica. Um possivel
procedimento com a atividade da Tigela de Doces é fazer uso de uma
abordagem experimental.

Em atividades que envolvem uma analise grafica, podemos encontrar
equivocos de representatividade e que o professor possa ndo compreender a
distribuicdo de uma amostra estatistica; o professor pode pensar que uma
distribuicdo uniforme seria representativa de uma distribuicdo da amostra
estatistica, ou de forma contraria que uma distribuicdo espalhada revelaria a

nao compreensao da variabilidade de uma amostra.

4.2 CONFIGURAGAO INSTRUCIONAL (MEDIACIONAL — INTERACIONAL)

A descricdo dos recursos instrucionais utilizados para implementacédo do
desenho pode ser entendido como uma articulacdo entre as facetas
mediacional e interacional do EOS. A mediacional trata dos recursos
tecnolégicos e da atribuicdo do tempo envolvidos nas distintas acbes e
processos de estudo. A interacional trata da interacdo entre os formadores e
professores e a sequéncia de atividades desenvolvidas para o aprendizado e a
negociacao de significados que um processo de estudo envolve. Dessa forma
descrevemos 0s recursos instrucionais desenhados para este processo

formativo.

Um carater deste desenho, que considera a formacdo em aspectos

didéaticos sobre probabilidade, consiste numa intervencdo nossa, em momentos
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cruciais, para favorecer uma discussao sobre as referidas atividades pensando
no trabalho do professor na sala de aula com os estudantes; é preciso provocar
discussdes, durante a formacdo que levem o professor a reflexdo sobre sua
pratica docente. Zeichner (1992; 1998) aponta que uma atitude de reflexdo do

professor sobre a sua propria pratica é fundamental e necesséria.

Apresentamos na Figura 14 o diagrama dos principais elementos que

envolvem uma configuracao didatica instrucional.

Figura 14: principais elementos de uma configuragéo didatica instrucional

MODOS DE
INTERACAO
FORMADOR-
PFOFESSOR;
PROFESSOR-
PROFESSOR

2 .
CONFIGURACDES TRAJETORIA

DIDATICAS DIDATICA

RECURSOS
MATERIAIS,
(TECNOLOGICOS,
MANIPULATIVOS)

TEMPO \

PREVISTO;
ATRIBUIDO.

Fonte: O autor, 2017.

Pautados nas ideias de Imberndn (2009) sobre formacéo de professores
a nossa comunicacdo com os professores se deu de forma horizontal e no
conhecimento compartilhado pelo grupo em formacdo. Ainda segundo este

autor,

a assessoria (formacéo) tem sentido quando, a partir da igualdade e
da colaboragéo, diagnostica obstéaculos, fornece ajuda e apoio ou
participa com os professores, refletindo sobre sua pratica. Isso
significa que o professor, que parte de uma realidade determinada,
busca solu¢bes para as situacdes problematicas que a prética
comporta. IMBERNON, 2009, p.94).

Neste sentido, o nosso papel na formacdo foi o de formadores

mediadores. Desde o primeiro contato com os professores, explicitamos a



157

nossa postura ideoldgica concernente ao processo formativo que ora estava

para se desenvolver.

Para cada encontro os professores recebiam uma pauta com a proposta
a ser vivenciada durante o encontro. Em cada pauta incluimos uma frase para
instigar reflexdes iniciais sobre a temética do encontro. Essas frases seréo

apresentadas no capitulo da implementacao.

Organizamos uma apresentacdo de slides que fosse guiando o
desenvolvimento conceitual e promovendo uma facilitacdo das interacdes nos
encontros durante todo processo formativo. Os professores tinham um tempo
para vivenciar as atividades e posteriormente um tempo para a discussao. Para
uma melhor interacdo entre os professores e a praticidade na aplicacdo das
atividades, na maioria das atividades os professores trabalharam em duplas
nao fixas, ou seja, a cada encontro os professores poderiam escolher o seu
par, podendo ser o0 mesmo ou nao; no entanto, dependendo da natureza da
atividade, a mesma foi vivenciada em grupo e/ou individualmente. Ao fim da
discusséao de cada atividade sistematizavamos os objetivos daquela respectiva

atividade e como ela se enquadrava no desenho geral da formacéo.

Neste texto compreendemos por atividades os jogos em computador, 0s
jogos com materiais manipulaveis, problemas e situacbes-problemas, que
foram selecionadas para o desenvolvimento das unidades de estudo. Em
algumas destas atividades recolhemos as respostas dos professores de forma
impressa para que fosse possivel uma analise da pratica matematica, quando

necessaria.

Um dos recursos instrucionais utilizados na implementacdo das quatro
unidades de estudo constitui-se na elaboracdo de um livreto para
acompanhamento das atividades pelo professor e para registros quando
necessario. Também, ao final da implementacdo de uma determinada unidade
de estudo os professores recebiam um texto denominado Texto de Estudo e
Guia de Aplicacdo sobre a unidade estudada; desta forma ao final da formacgéao
o professor teve consigo todas as atividades desenvolvidas junto com algumas

reflexfes tedricas incluindo sugestfes de aplicacdo em sua sala de aula.
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Outro recurso para ajudar na celeridade com respeito a apresentacéo
das atividades, momentos de resolugao e socializacéo, foi a utilizacao de slides

em todos 0s encontros.

Com respeito aos recursos utilizados lancamos méo de materiais
manipulativos e tecnolégicos. Ora tinhamos atividades que envolvia diferentes
tipos de material manipulativo (figuras, dados, conchas, etc.), ora atividades
gue era necessario o uso do computador e outras em que apenas um material

impresso foi utilizado (Quadro 6).

Como podemos verificar no quadro 6 algumas atividades se constituem
em jogos; na aplicagdo com os professores alguns desses jogos eram
vivenciados para podermos ter um entendimento do mesmo, contudo, no guia
das atividades fornecido aos professores descreviamos que na aplicagdo com
0s estudantes uma pontuacdo pode ser registrada para condizer com as
caracteristicas de um jogo; o livreto oferece este suporte. Na verdade todas as
atividades do programa de ensino de Nunes et al. (2012) se constituem em

jogos; das atividades que selecionamos, algumas delas, jogamos com o intuito

de compreender como se da tal atividade e ndo apenas jogar.

Principais recursos e Natureza
pais Atividades das Fontes
tics -
atividades
Material impresso 2,3,6,9, 11, 14, Situacao- Nunes et al. (2012); caderno
15, 17, 18, 19, 20, problema e | do professor de sp (2009);
21, 22 problema Ives (2009); Garfield —
Projeto Artist; Magalhaes e
Lima (2004).
Material manipulativo | 4 (bolas de gude), 8 | Jogo e Nunes et al. (2012) ;
(dados e dominoés), | situacéo- Zaslavsky (2009); Contreras
12 (conchas), 13 problema (2011).
(fichas), 16 (figuras)
Computador 1 Jogo Nunes et al. (2012).
Material manipulativo | 5 (dados), Jogo Nunes et al. (2012).
associado com uso 7(figuras), 10 (post-
do computador it)

Quadro 6: Resumo dos recursos instrucionais

Fonte: O autor, 2017.
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As atividades foram adaptadas de diferentes fontes da literatura sobre o
ensino e aprendizagem de probabilidade, desde autores nacionais como
internacionais. Como parte constitutiva da nossa configuracao didatica houve
momentos durante os encontros para enunciagdes, definicdes, procedimentos
e justificacBes, por nds e pelos professores sobre os conhecimentos em jogo.
Além de momentos de interacdo, de trabalho em grupo, de compartilhamento
das ideias (explicar, questionar, argumentar) e socializagcdo coletiva de
respostas e estratégias.

Com respeito ao tempo, desenhamos o encontro de forma que nao
excedesse a quatro atividades por encontro, uma vez que junto com essas
atividades lancdvamos mao de uma configuracdo que demandava um tempo
maior, como por exemplo, o tempo para socializagcéo e discussdo. Como cada
encontro foi planejado com duracdo de 4 horas acreditavamos que o tempo

disponibilizado era suficiente.

4.3 CONFIGURACAO COGNITIVA-AFETIVA

Com ja discorrido em nosso estudo preliminar, sabemos por meio da
literatura e da nossa convivéncia com os professores as nossas dificuldades

com relacdo ao conhecimento probabilistico por uma diversidade de motivos.

Almejavamos que os professores criassem uma maior identificacdo com
0s conhecimentos probabilisticos e reelaborassem significados atribuidos ao
ensino da probabilidade na Educacédo Basica. Conforme Pietropaolo et al.
(2015) os professores nem sequer estdo convencidos da dignidade do ensino

de probabilidade no curriculo de matematica na Educacéo Basica.

Uma das questbes por nés ja apontadas no estudo preliminar em
relacdo a aprendizagem e aos conhecimentos didaticos-matematicos sobre
probabilidade s&o que “a tradicdo cultural e educativa orienta para um
pensamento mediante explicagdes deterministicas” (KONOLD, 1989) e que os
docentes de matematica do Ensino Basico apresentam dificuldades sobre os
referidos conhecimentos quando se trata da probabilidade. Logo, pretendiamos
gue eles aprendessem muito mais sobre a probabilidade, e ndo menos

importante sobre o ensino de probabilidade.
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Um fato curioso foi que, em outros observatorios da educacdo realizados
pelo grupo de pesquisadores ao qual este projeto de pesquisa esté incluido, os
proprios professores que ora participavam dos encontros e palestras
apontaram a importancia de uma formacgéo que abordassem a probabilidade na
Educacdo Bésica. Assim, acreditamos na possibilidade de um envolvimento
afetivo dos professores pelo fato da formacao atender a uma solicitacéo deles.
Muitos destes professores participaram deste nosso programa formativo.

A proposta de formacéao por nés desenvolvida tem estreita relacdo com a
afetividade do professor. Altefender (2005) reitera que,
0s professores, muitas vezes, ao avaliarem o0s processos de
formag&do mencionam sentimentos como 0 de serem usados como
objetos de pesquisa, de ndo serem respeitados em seus interesses,
necessidades, ritmo e processo, ou apresentam queixas como
dicotomia entre teoria e pratica por parte dos formadores e sobre a
falta de isomorfismo entre a formacdo que recebem e o tipo de
educacdo que lhes é pedido que desenvolvam. Os formadores, por
seu lado, apontam nos professores resisténcia, medo de mudar,

pouco comprometimento e falha na formacgéo inicial. (ALTEFENDER,
2005, p.4)

Para uma formacdo que visa uma ampliacdo dos conhecimentos que o
professor possui e um maior desenvolvimento cognitivo, de um grupo que se
propde a estudar, particularmente as no¢des que envolvem a aleatoriedade e a
probabilidade, imprime em nds esta necessidade em que a faceta cognitiva
articulada com a afetiva, permite-nos que nos posicionemos como escrito por
Fusari, “descobrir, desvelar aquilo que esta coberto, velado, permitindo o seu
posicionamento consciente”. Tal posicionamento implica um olhar critico para
gue possamos desenvolver acdes que levem em conta as necessidades do
professor e ainda, promovam condi¢cdes para que ele seja proficiente em sua

préatica profissional.

O que pretendemos, ainda do ponto de vista cognitivo-afetivo, por meio
da implementacdo do desenho, é uma integracdo que considere as condicfes
de vida e de trabalho dos professores participantes. Gatti (2003) ressalta que
os processos de formacado continuada s6 se tornam significativo quando levam
em consideracao as condi¢cdes sociopsicologicas e culturais de existéncia das

pessoas em seus nichos de habitacdo e convivéncia, e ndo apenas suas
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condicbes cognitivas. Corroboramos com o0 pensamento de Gatti que,
“‘metaforicamente, diriamos que a alavanca tem que se integrar ao terreno para

mover o que se pretende mover” (GATTI, 2003, p.6).
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5. TRAJETORIAS DIDATICAS

A descricdo das trajetérias didaticas, de acordo com o nosso referencial
tedrico, consiste na observacdo das interacbes entre os professores, entre
professores e 0s recursos e avaliacdo do formador sobre as aprendizagens
alcancadas. Em nosso caso para descrever as interacdes acontecidas e as
referidas aprendizagens na fase de implementagdo do desenho, analisamos o
registro audiovisual e, quando necessario, analisamos as atividades por meio

dos protocolos elaborados pelos professores.

A aplicacdo das nocdes de configuracdo e trajetoria didatica (GODINO,
CONTRERAS E FONT, 2006) permite realizar uma analise detalhada de:

a) aimplantacdo progressiva dos significados institucionais implementados;
b) as aprendizagens e sua dependéncia dos formatos de interacdo que em
realidade ocorrem, e finalmente;

C) 0 uso dos recursos e da organizacéo do tempo.
Neste tipo de analise o foco da atencao é:

— O conteudo efetivamente tratado.
— Os padrdes de interacao entre os formadores e docentes.
— O reconhecimento dos conflitos semioticos e interacionais que ocorrem

e a forma em que sao abordados pelo formador e os docentes.

Com intuito de deixar mais claro para o leitor, a descricdo das trajetérias
didaticas geradas mediante a implementacdo foram organizadas pela ordem
das unidades de estudo, a saber. aleatoriedade, espaco amostral,
guantificacdo de probabilidades e risco, e explorando probabilidades. Optamos
em apresentar o estudo das atividades por meio dos tipos de problemas e

praticas (matematicas e didaticas) também neste capitulo.
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5.1 DESCRICAO DA TRAJETORIA DIDATICA GERADA PARA O
DESENVOLVIMENTO DA UNIDADE ALEATORIEDADE

Esta unidade foi implementada em dois encontros com todo o grupo de
professores participantes. Na teoria do EOS essas atividades podem ser
compreendidas como tipo de problemas e préaticas que podem ser aplicadas
para o desenvolvimento dos conhecimentos matematicos e didaticos dos
professores. Particularmente, nesta unidade, estes problemas e praticas
envolvem as noc¢des sobre o objeto epistémico aleatoriedade.

5.1.1 TIPOS DE PROBLEMAS E PRATICAS (MATEMATICAS E
DIDATICAS)

De inicio apresentamos aos professores uma figura no slide para
contextualizar a tematica da formacé&o. A figura, de dominio publico, retratava
antigos jogadores de dados na cidade italiana de Pompeia (Figura 15).

Figura 15: slide inicial do programa formativo

=

Probabilidade e Risco

Fonte: O autor, 2017.

Explicitamos as nocfes que sustentam o conceito de probabilidade e
como se daria o processo formativo por meio de unidades de estudo.
Chamamos ainda a atencdo para a inovacdo curricular presente no programa
formativo: “Habitualmente na escola com nossos estudantes iniciamos o estudo
da probabilidade ja pela quantificacdo, muitas vezes, com definicbes e

férmulas; aqui propomos o inverso”. As unidades de estudo propostas para o
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programa formativo sdo: aleatoriedade, espaco amostral e quantificacdo de
probabilidades, incluindo uma unidade denominada Explorando Probabilidades.

Uma vez expostos o0s objetivos da formacgéo e da tematica desta unidade
de estudo interrogamos 0s professores com o0 seguinte questionamento: Como
poderiamos definir aleatoriedade? Como explicar um fenémeno aleat6rio?
Almejavamos que os professores burilassem suas ideias sobre aleatoriedade e
sobre como explicar o que seria um fendmeno aleatério tendo em vista que no
diagnéstico inicial constatamos que nem todos dominavam a noc¢do de
aleatoriedade. Procedemos a uma discussao coletiva da nocédo de
aleatoriedade antes da realizacéo das trés atividades que protagonizaram este
primeiro encontro. Disponibilizamos um tempo para que 0s professores
falassem no grande grupo as suas opinides sobre o questionamento em hora.
Mediante o que foi discutido nessa socializacdo, que apresentaremos
posteriormente intervimos com uma explicacdo envolvendo as ideias
provenientes da fisica moderna. Questionamos sobre o fato de a matematica
escolar trabalhar pouco com os fendmenos nédo-deterministicos aos quais

afirmamos a importancia dessa discussao.

Seguidamente, apresentamos dois slides intercalados pelas reflexdes
dos professores. Um slide apresentava o questionamento sobre a funcéo
random (encontrada em diversos equipamentos de musica; € uma palavra da
lingua inglesa que significa aleat6rio) e o outro slide apresentava diversos
exemplos sobre situacfes aleatdrias e que sdo possiveis de levar para uma

discussao em sala de aula.
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Figura 16: slide sobre a fungcéo random

FUNGAO RANDOM

E UM EVENTO
ALEATORIO OU NAO?

Tenho 50 musicas no
arquivo.

A selegdo de uma
destas musicas, é um
evento aleatério ou
nao?

Fonte: O autor, 2017.

Selecionamos um exemplo de situacdo aleatoria que podemos encontrar
em nosso contexto cotidiano, neste caso, a funcdo random, muito comum nos
aparelhos de mdasica. Com isto, tinhamos a pretensdo de aproximar 0s
professores da tematica e facilitar a percepc¢éo de situacdes que envolvem um
evento aleatério. Na discussdo sobre a funcdo random, a principio alguns
professores dizem que sim e outros que ndo com respeito a aleatoriedade
desta ferramenta. Um dos professores ao afirmar que “nao”, justificou pelo fato
da possibilidade de programar a ferramenta musical para escolher uma
determinada musica, mas o proprio grupo se encarregou de esclarecer a

funcao desta ferramenta random.

Continuamos sistematizando a nocédo de que em uma selecdo aleatoria
podemos conhecer os resultados possiveis; direcionamos para 0 grupo pensar
sobre exemplos que podem ser trabalhados na sala de aula dos anos finais do
Ensino Fundamental. Por fim apresentamos uma lista de exemplos nos quais

diferenciados entre os fendbmenos deterministicos e os fendbmenos aleatorios.

Para dar conta de uma discusséo sobre as diferencas entre fenébmenos
deterministicos e aleatdrios apresentamos alguns exemplos que nos servissem
de fundo para desencadear essa discussdo. Mesmo que acreditassemos que
os professores de matematica apresentam uma concepcao formada sobre os
referidos eventos incluimos um momento para essa reflexdo guiada para

conduzir a uma discussado que envolvesse a pratica docente do professor de
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matematica. O questionamento foi: Como o0s alunos podem perceber a
diferenca entre deterministico e aleatdrio? E nesse espaco reflexivo pensar em
como nés professores poderemos levar esses questionamentos para a escola.

Incluimos frases que diferenciam situagdes deterministicas das aleatorias.

Figura 17: slide das situagdes aleatorias versus deterministicas

Como os alunos podem perceber a diferenca
entre deterministico e aleatério?

Aleatorios Deterministicos

Fonte: O autor, 2017.

Na figura 17 temos as frases apresentadas aos professores. A proposta
se constituia em analisar, discutir e envolver os professores em temas
polémicos sobre o que € deterministico e o que é aleatorio. Além disso, esta
acao serve como certa revisitacdo desses conceitos para que possamos

adentrar e aprofundar as discussdes posteriores.

Houve grande polémica entre os professores sobre a lista de exemplos
apresentados, no entanto, com a discussao ficou claro para os professores as
diferencas entre situacfes deterministicas e situacfes aleatorias. ApOs
deixarmos os professores apresentarem seus pontos de vista, retomamos a
fala clarificando a importancia de situacdes que nos levem a discutir nocées
gue sdo necessarias ao conhecimento probabilistico. Exemplificamos a
importancia da probabilidade para o desenvolvimento cognitivo das pessoas
com a situacdo de que um casal pode ter tido oito filhas, no nono, a
probabilidade de ter uma filha ainda € a mesma. Contribuindo ainda mais,
trouxemos um exemplo do contexto cultural internacional sobre o fato da
probabilidade esta ligada as tomadas de decisbes em nosso cotidiano com o

caso da atriz Angelina Jolie. A atriz tomou uma decisdo para realizar uma
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mastectomia preventiva (cirurgia de retirada dos seios), tendo em vista a
grande probabilidade de manifestacdo deste cancer em casos analogos ao

dela.

Concluido este episdédio anterior, partimos para a implementacado das
atividades desta unidade sobre aleatoriedade, sdo elas: 1.Jogo de Cacga-
Niqueis, 2.Impossiveis versus Improvaveis e, 3.Atividade com o numero Pi,

descritas a seguir.

O Jogo de Caca-Niqueis € um jogo de computador sobre sequéncias
aleatérias e deterministicas. O jogo foi explicado e os professores, organizados
em duplas, comecaram a jogar e a pensar as diversas estratégias para
descobrir as chaves-logicas inerentes ao objetivo do jogo.

1. Jogo de Caca-Niqueis

Objetivos: Identificar padrdes previsiveis e aleatérios por meio de um jogo no
computador. O jogo propicia aos participantes pensar e aprender sobre sequéncias
de eventos (neste caso, sequéncias de respostas corretas) como uma forma Util de
tentar ver se algo é aleato6rio ou ndo. Ao identificar um padréo € possivel verificar se
este padrdo se aplica ou ndo para a sequéncia em questdo; os participantes podem
guestionar a existéncia de um padrao.

Materiais:

» Computador para uma dupla * Lapis

* Livreto para registro das jogadas, das estratégias e decisdes sobre os
padrées

Como fazer:

Dois patrticipantes por computador. O primeiro jogo pode ser colocado na tela como
exemplo para garantir que todos compreenderam. Cada par pode iniciar por um jogo
diferente para ndo ser influenciado por ouvir o raciocinio de outros participantes.
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Jogo 1a Jogo 1b Jogo 2 Jogo 3 Jogo 4a Jogo 4b
abc cbha 257 hbt 132 213
bot tob 143 clu 376 637
acp pca 872 sbp 548 485
clo olc 761 ssd 794 479
acg gca 793 sbp 928 289
bdg gab 269 tlb 124 241
bds sdb 186 jmu 248 248
chl Ihc 326 hbp 168 681
cls slc 971 cbw 346 463
ops spo 247 dsj 137 137
cdg gdc 182 mst 594 459
los sol 389 ljd 396 639
acp pca 968 hsb 378 837
dps spd 695 ttd 158 815
aco oca 921 sbb 356 635
cps spc 941 smp 792 279
cdo odc 659 bjw 154 415
cds sdc 875 cmu 748 487
clt tlc 134 htw 526 265

374 437
previsivel previsivel previsivel previsivel previsivel previsivel
imprevisivel | imprevisivel | imprevisivel | imprevisivel | imprevisivel | imprevisivel

Circule os jogos que vocé acha que sao previsiveis ou imprevisiveis / aleatorios.
Explique quaisquer padrées que vocé consegue identificar:

Jogo la

Jogo 1b

Jogo 2

Jogo 3

Jogo 4a

Jogo 4b

Ha seis jogos diferentes; cada jogo tem 20 imagens (simulacdo de uma maquina de
caca-niqueis). Alguns séo jogos onde se pode descobrir a chave (o padréo) que lhes
permitird obter a resposta correta, porque had uma ldégica por tras disso que deve
ajuda-los a prever. Em outros jogos, ndo existe uma chave. Nao ha logica na
sequéncia, que foi gerada aleatoriamente por um computador e, assim, ndo se pode
prever a resposta certa.

Apresentamos no quadro 7 0s jogos e seus padrdes e variaveis.

JOGOS VARIAVEL PADRAO
Jogo 1A Letras Alfabético crescente
Jogo 1B Letras Alfabético decrescente
Jogo 2 Numeros Sem padréo (aleatdrio)
Jogo 3 Letras Sem padréo (aleatdrio)
NuUmeros impares primeiro em ordem
Jogo 4A Numeros crescente e depois 0s pares em ordem
crescente
Jogo 48 NGmeros NUmero; pares primeiro em ordem crescente
e depois os impares em ordem crescente

Quadro 7: Padrfes e variaveis do Jogo Caca-niqueis
Fonte: O autor, 2017.

Os participantes tém que entrar com a sequéncia que eles pensam ser a

resposta correta para o padréo e clicar em conferir.
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Figura 18: exemplo daimagem do jogo Caca-Niqueis

Fonte: Nunes et al. (2012)

Caso erre, a resposta correta vai aparecer. Utilizar o livreto de registro
para ajudar a verificar se ha algum padrdo emergente e usar isso para tentar
prever a proxima sequéncia. Discutir em pares e escrever qualquer coisa que
notar sobre as sequéncias. Se os jogadores decidirem que esta ndo era uma
ideia correta sobre a sequéncia, eles devem escrever por que ndo funcionou.
No jogo com numeros, € preciso usar 0 conceito de nimero par e impar e, no
caso de se jogar com criancas, elas podem precisar de uma explicacado sobre

pares e impares.

Reservamos um tempo para a vivéncia do jogo pelos professores .Para
0 jogo la alguns professores pensaram em rotacdo — mudar de lugar as
figuras. Uma professora disse que ao analisar as sequéncias, pensou nos
intervalos entre as letras do alfabeto. No jogo 1b a chave-légica foi encontrada
mais rapidamente por ser também de ordem alfabética, porém no sentido
inverso. Convidamos todos o0s presentes a socializar as observacoes,
conjecturas e possiveis descobertas; nés, como formadores, conduzimos a
reflexdo dos professores abordando a nocdo de previsivel/deterministico

versus aleatorio.

Discorremos sobre a possibilidade de adaptacdo das chaves-logicas
criando outros padrbes. Nesse momento de socializacdo apresentamos
algumas estratégias testadas por algumas duplas ao vivenciar o jogo 2
(nimeros aleatérios). Instigamos os professores a falar o que se pode dizer
sobre a referida sequéncia. Um terceiro grupo disse que a mudanca tem a ver
com a mudanca da cor, seguiram a teoria dizendo: cores diferentes colocar na

ordem crescente. Voltaram ao inicio para constatar o que haviam levantado
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como hipétese. Chegaram a fazer uma tabela em Excel; por fim o grupo
percebeu que a hipdtese levantada ndo era a correta. Concluimos junto com os
professores que a referida sequéncia é imprevisivel, bem como a sequéncia do

jogo 3 também é imprevisivel.

Continuamos com o jogo 4 (padrao previsivel: niUmeros impares primeiro
em ordem crescente e depois 0s pares em ordem crescente) em que propomos
resolver coletivamente, professores e formadores. Chamamos a atencéo
informando que responder coletivamente perde um pouco do potencial da
atividade, mas €& uma possivel forma de se trabalhar quando se tem
dificuldades com o quantitativo de computadores, por exemplo. Os professores
pensaram diversas logicas e nés as testamos na hora, até a descoberta da

chave-légica por um dos professores.

Ao final, reservamos um pequeno tempo para a socializacao e discussao
com a seguinte indagacdo apresentada em slide: O que podemos dizer ao
experimentar o jogo? Selecionamos também resolugdes de alunos com o
jogo e apresentamos aos professores. Apresentamos a figura 19 com
resolucdes de um grupo de alunos, fruto da aplicacdo da intervencdo de Nunes
et al. (2012).

Figura 19: exemplo de resolucé&o de alunos

Gamel

Figure 3. Searching for the dependence of events in a non-random sequence and independence
in a random sequence, in which the sequence is unpredictable.

Por vezes, parecia que havia um padrdo, mas ndo deu certo no longo prazo.
Isso pode acontecer com eventos aleatérios: vocé pode obter alguns resultados
gue parecem mostrar algo um apés o outro, mas se 0s eventos séo aleatdrios
n&o vai acontecer durante uma longa sequéncia.

Fonte: Nunes et al. (2012).
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Salientamos a importancia de trazer para o seio da discusséo resolucdes
de estudantes para serem apreciadas e discutidas pelos professores. Os
professores afirmavam que o jogo € mais facil do que eles imaginavam, e que,
a atividade pode fazer com que os alunos raciocinem de maneira agradavel em
busca de estratégias, desenvolvendo uma competéncia de investigacdo. No

geral todos concordaram que é um jogo estimulante.

Para as consideracdes finais sobre o0 jogo, retomamos algumas
reflexdes para amarrar as ideias envolvendo a aleatoriedade com o objetivo da
atividade; tal acdo mediada pela apresentacao dos slides. Complementamos a
discussao trazendo o que é interessante no jogo e o objetivo do mesmo dentro
do programa formativo. Falamos sobre a forma do trabalho na sala de aula, a
importancia de colocar para os alunos que se deve pensar sobre as
estratégias, levantar conjecturas e ndo apenas jogar por jogar. Retomamos que
nao podemos tirar conclusbes quando repetimos um experimento um ndmero

pequeno de vezes, isto tem haver com a lei dos grandes numeros.

Passamos agora para a atividade do Impossivel versus Improvavel.
Explicamos a atividade e propomos que o0s professores respondessem em
duplas. As discussbes das sentencas geraram um bom debate entre os

mesmos.
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1. Impossiveis versus Improvaveis

Objetivos: Explorar a diferenca entre eventos impossiveis e improvaveis. Discriminar
as sentencgas impossiveis das improvaveis e justificar o seu raciocinio. A razao para
focar esta diferenca € que mesmo os adultos tendem a tratar eventos improvaveis
como impossiveis e cometer erros que poderiam ter sido evitados se tivessem
considerado algo que é improvavel, mas possivel.

Materiais:
* Conjunto de pares de  sentencas impossiveis/improvaveis.

Como fazer:

Em duplas, os professores devem ler cada par de frases e identificar a sentenca
impossivel e a improvavel. Por motivos didaticos os pares de frases foram organizados
por grupos com seis pares de frases. Em seguida, todas as duplas apresentam as
razGes para a escolha da resposta. Discutir apos o término de cada grupo de frases.

Resultados Improvaveis e Impossiveis (Aleatoriedade) Grupo 1. Para cada par de
sentencas, decida qual deles é impossivel ou improvavel. Registre o que vocé
escolher.

1. Fazer um guarda-chuva de vidro. / Fazer um guarda-chuva de ar.

2. Crescimento do adulto até voltar a ser crianca. / Crescimento do cabelo até os
dedos dos pés.

3. Contagem dos pelos do rabo do cachorro. / Contagem das estrelas em uma noite
nublada.

4. Capturar uma sombra. / Capturar uma mosca com pauzinhos.

5. Nao comer por 10 dias. / Nao comer por 10 meses.

6. Ler os pensamentos de alguém. / Ler os labios de alguém.

Resultados Improvaveis e Impossiveis (Aleatoriedade) Grupo 2. Para cada par de
sentencas, decida qual deles é impossivel ou improvavel. Registre o que vocé
escolher.

1. Andar sobre um fio de telefone. / Andar sobre a agua.

2. Viver sem coracéo. / Viver sem nariz.

3. Nunca esquecer o nome de ninguém. / Saber 0 nome de alguém sem conhecé-la.

4. Desbloguear uma porta com a mente. / Desbloquear uma porta com um clipe de
papel.

5. Viver por 120 anos. / Viver por mil anos.

6. Ouvir um som antes de ser produzido. / Identificar a raca de um c&o por seu latido.

Resultados Improvaveis e Impossiveis (Aleatoriedade) Grupo 3.

Para cada par de sentencas, decida qual deles é impossivel ou improvavel. Registre o
gue vocé escolher.

1. Colagem de uma casca de ovo quebrada de volta no ovo. / Desembaralhar um ovo
mexido.

2.Uma mulher dando a luz a um canguru. / Uma mulher dando a luz a 20 criangas em
uma vida.

3. Falar sem mover os labios. / Falar duas linguas simultaneamente.

4. Atravessar uma parede. / Atravessar o fogo.

5. Permanecer acordado durante 5 dias. / Permanecer acordado por 5 meses.

6.Ler um livro sem abrir a capa. / Ler um livro de cabeca para baixo.
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Esperdvamos com esta atividade uma apropriagdo pelos professores
das diversas caracteristicas de um evento aleatério. Tal apropriacéo facilita a
compreensdao ao resolver determinadas situagdes de conhecimento
probabilistico, tanto em uma perspectiva de sua pratica profissional para que se
tenham elementos para uma boa abordagem em sala de aula, como pessoal

na tomada de decisdes cotidianas.

Apo6s o estudo dos trés grupos de sentencas fechamos a atividade e
discorremos sobre o que a mesma mobiliza, sistematizando as nocdes de
possivel, provavel, improvavel e impossivel, além disto, salientamos que a
proposta da atividade era justamente provocar uma discussdo sobre os

referidos termos.

Com objetivos de dar continuidade e provocar ainda mais a discusséo
sobre aleatoriadade trouxemos a tona a atividade que envolve as casa
decimais do numero Pi do Caderno do Professor de Matematica de Sao Paulo.
Escolhemos também esta atividade por fazer parte de um material que se
encontra disponivel para os professores dos anos finais do Ensino
Fundamental em todas as escolas da rede estadual paulista. A atividade vai
sendo respondida na ocasido da leitura e discussédo, além de ser apresentada

no slide. Nas figuras 20, 21 e 22 apresentamos a referida atividade.



Figura 20: atividade com o nimero Pi
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E importante ressaltar, contudo, que, na
pratica, ndo precisamos conhecer o valor de
com tantas casas decimais. Na maioria das apli-
cagdes, uma aproximagio do valor de m com
duas casas (3,14) é bastante adequada para ga-
rantir precisio em construgdes, desenhos, etc.
Em calculos cientificos, uma aproximac¢io com
quatro casas decimais é mais do que suficien-
te. Por exemplo, o valor de m com 11 casas de-
cimais permitiria calcular a circunferéncia da
Terra com uma precisdo de milimetros.

O fato de 7 ser um nimero irracional, por
si 86, ndo ¢é o fator que determina o grau de
dificuldade em relagiio ao seu calculo. Exis-
tem numeros irracionais cuja representa-
¢ao decimal é previsivel, como o numero
3,10110111011110...
irracional, ¢ possivel identificar um padrio

Nesse caso, embora

de crescimento nos algarismos decimais. O 7,
por sua vez, ¢ dificil de calcular porque é um
irracional imprevisivel: sua representacio

decimal nao mostra nenhuma regularidade, pois
seus algarismos se distribuem aleatoriamente.

A atividade de investigagdo que propomos
a seguir tem como principal objetivo fazer
com que o aluno verifique, na pratica, a distri-
buigdo aleatoria dos algarismos que compdem
a parte decimal do numero 1. Com base na
sequéncia dos 260 primeiros algarismos de 7,
eles deverdo analisar a frequéncia de aparigdo
de cada algarismo e calcular sua porcentagem
em relagido ao total.

1. Podemos iniciar a atividade questionan-
do os alunos sobre o significado do termo
aleatorio. No dicionario Aurélio', encon-
tramos a seguinte acep¢io: dependente de
Jatores incertos, sujeitos ao acaso, casil,
Jortuito, acidental. No contexto do estudo
do numero m, a aleatoriedade esta relacio-
nada a dificuldade de prever a sequéncia
dos algarismos que compdem a parte de-
cimal desse numero.

2. Em seguida, apresentamos aos alunos a
seguinte imagem:

© Conexiio Editorial

' Novo Dicionario Aurélio da Lingua Portuguesa. 3 ed. Curitiba: Positivo, 2004,

Fonte: Caderno do Professor de Sao Paulo
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Figura 21: atividade com o numero Pi

Matematica - 82 série - Volume 4

Solicite a eles que observem atentamente numero 1, em que cada algarismo foi subs-
a imagem e tentem identificar algum tipo de tituido por uma cor. Por exemplo, os cin-
padrao que se repete nas cores, ou se ha algu- co primeiros quadrados correspondem a
ma logica na distribui¢io das cores ao longo 3,1415, onde o 3 é representado pelo azul, o
da imagem. Dificilmente eles encontrario al- 1 pelo vermelho, 0 4 pelo amarelo e 0 5 pelo
gum padrdo na sequéncia de cores exposta. laranja. Traduzindo as cores em numeros,
Essa figura ¢, na verdade, a representa- obtemos a representacdo das 260 casas de-
¢do das primeiras 260 casas decimais do cimais do nimero .
3, 1. 41 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 2 3 8§ 4 6
26 4 3 3 8 3 27 9 5 0 2 88 41 9 71
6 9 3 9 9 3 7 5 1 0 5 8 2 0 9 7 4 9 4 4
59 2 3 0 7 81 6 4 6 28 6 2 028 9 90
§ 6 2 8 0 3 4 8 2 5 3 4 2 1 1 7 0 6 79
§ 2 1 4 8 0 8 6 51 3 2 8 2 3 0 6 6 4 7
09 3 8 4 4 6 0 9 5 5 0 5 8 2 2 3 1 72
5359 4 08 1 28 42811117 4 50 2
8 4 102701 9 3 8 5211055529
6 4 4 6 2 2 9 4 8 9 5 4 9 3 0 3 8 1 9 6
4 4 2 8 8 1 0 9 7 5 6 6 5 9 3 3 4 4 6 1
2 8 4 7 5 6 4 8 2 3 3 7 8 6 7 8 3 1 6 5
271 201 9 091456 4 8 5 6 6 9 2
3. Pega a eles que construam uma tabela razio entre o numero de aparigdes do
de frequéncia contendo o niimero de algarismo e o total de algarismos con-
vezes em que cada algarismo aparece siderados, expressa em porcentagem.
na parte decimal. Em seguida, devem A tabela obtida deve apresentar os se-
calcular a frequéncia relativa, isto é, a guintes resultados:
Algarismo 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Total

Frequéncia 22 26 30 24 30 26 25 17 32 28 260
Porcentagem | 8,52 10,0% 11,5% 92% 11,5% 10,0% 9.6% | 6,5% 12,3% 10,8% 100%

4. A seguir, proponha que analisem os da- b) Qual é o algarismo que menos apare-
dos obtidos e respondam as seguintes ce na sequéncia? Com que frequéncia
questdes: relativa?

a) Qual é o algarismo que mais aparece na E 0 7, com frequéncia relativa de 6,5 %.
sequéncia? Com que frequéncia relativa? ¢) Qual a diferenga entre a maior ¢ a me-

E o algarismo 8, com frequéneia relativa de nor frequéncia?

12,3%. A diferenga é de 5,8% pontos porcentuais.

Fonte: Caderno do Professor de Sao Paulo




Figura 22: atividade com o numero Pi
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d) Se a distribui¢do fosse equilibrada entre
todos os algarismos, qual deveria ser a
frequéncia relativa de cada um?

Deveria ser de 10%.

5. Comentarios sobre os resultados obtidos.

E importante comentar que as frequéncias
obtidas sdo relativas a uma amostra de 260
algarismos. Se, por exemplo, aumentassemos
a amostra para 780 algarismos, o nimero
com a maior frequéncia nio seria mais o 8,
esim o 1 (11,4%) e, com a menor frequéncia,
seria 0 5 (9,1%). A diferenga entre o niimero
de maior frequéncia ¢ o de menor frequéncia
cairia para 2,3% pontos porcentuais.

Conforme ja haviamos mencionado, um
dos interesses em calcular grandes quantidades
de digitos do m é verificar se a distribui¢do de
seus digitos ¢ aleatoria ou nao. Os calculos ja
realizados tendem a confirmar essa conjectu-
ra. Por exemplo, examinando os 200 bilhdes
de digitos iniciais do m, Kanada e Takahashi

obtiveram a seguinte distribuigo:

Algarismo Frequéncia Porcentagem
0 20000030841 10,00002%
1 19999914711 9,99996%
2 20000136978 10,00007%
3 20000069 393 10,00003%
4 19999921691 9,99996%
5 19999917053 9,99996%
6 19999881515 9,99994%
7 19999967 594 9,99998%
8 20000291044 10,00015%
9 19999869 180 9,99993%

Total 200000000000 100%

Como ¢ possivel notar, a frequéncia relativa
dos algarismos se aproxima muito de 10%, evi-
denciando um equilibrio entre os algarismos ¢

confirmando a aleatoriedade dos digitos de .

Ao final desta Situagdo de Aprendizagem,
a expectativa ¢ de que os alunos tenham am-
pliado seu conhecimento sobre o niimero .
A perspectiva historica, os inimeros estudos e
pesquisas realizadas, a aproximagao de Arqui-
medes, o calculo gigantesco dos pesquisadores
Jjaponeses, a aleatoriedade dos algarismos de 1t
sdo algumas caracteristicas que fazem desse
nimero um dos objetos matematicos mais in-
trigantes dentro dessa disciplina. Passar pelo
Ensino Fundamental sem saber o significado
do numero 7 é ser privado de uma das herangas
culturais mais valiosas da humanidade.

Ainda que ndo seja possivel tratar desse
assunto de forma completa, esperamos que
o professor consiga levar para a sala de aula
ao menos uma das atividades desenvolvidas.
Acreditamos que esse conhecimento mais
detalhado do ntimero m vai contribuir para
uma aprendizagem mais significativa da

Matematica.

O professor podera incluir uma ou outra
questdo a respeito das caracteristicas do nu-
mero T nas avaliagdes do bimestre. E impor-
tante que essas questdes contemplem algumas

caracteristicas importantes, por exemplo:

P que 0 nimero T representa uma razao en-
tre o comprimento da circunferéncia e seu
diametro;

P que esse valor ndo pode ser expresso por
meio de uma razio entre inteiros, ou seja, €
um numero irracional;

» que é possivel obter aproximagdes cada vez

melhores e com mais digitos das casas de-

cimais do 7.

Fonte: Caderno do Professor de Sao Paulo

Gostariamos com essa atividade que os professores entrassem em

contato com um material que, além de discutir uma teméatica envolvendo
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aleatoriedade, também propiciasse uma reflexdo sobre a sequéncia didatica
disponibilizada para eles por meio dos Cadernos do professor de Matemética
institucionalizado pela Secretaria Estadual de Educacéo de Sao Paulo.

Chamamos a atencdo para o trecho: “os algarismos se distribuem
aleatoriamente” e alertamos que se poderia ter a impressdo que na atividade
se estaria afirmando que numero 1 € aleatorio, nas n&o € isso, 0 numero T ja
esta determinado; logo, perguntamos: o que quer dizer aleatério aqui? Esse € o
objetivo da atividade. Salientamos que de fato existe uma probabilidade de
cada algarismo ser 10% e que € preciso compreender que as casas decimais

se comportam de forma aleatéria.

Concluimos este dia destacando para os professores que as referidas
atividades podem culminar com o desenvolvimento da compreensao
concernente as nocdes de aleatoriedade e das caracteristicas dos eventos

aleatorios, particularmente a distingdo entre eventos impossiveis e improvaveis.

Para o 2° encontro formativo as atividades implementadas continuam
com objetivos de possibilitar aos professores uma melhor compreenséo sobre a
aleatoriedade; contudo podemos ir além das nocdes sobre impossivel,
possivel, provavel e improvavel chegando a discussdo sobre eventos mais
provaveis ou menos provaveis e a nocao da lei dos grandes nimeros. As
atividades selecionadas para este encontro devem propiciar, de forma
cumulativa com as atividades anteriores, o conhecimento do professor sobre as
nocbes que dao base ao conceito de probabilidade, como as diferentes
caracteristicas dos eventos aleatorios, incluindo mapeamentos e
representacées do espaco amostral, além de uma reflexdo para o ensino das

mesmas nos anos finais do Ensino Fundamental.

As atividades implementadas foram: 4.Jogo com contadores, 5.Jogo

com dados e 6.0 caso das moedas.

A atividade Jogo com Contadores foi explicada aos professores e
vivenciada de forma individual. Os contadores utilizados foram bolinhas de
gude. Pusemos na frente dos participantes as bolinhas de gude nos sacos e

demos inicio ao jogo. O questionamento que faz parte da atividade, apés o
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sorteio e a primeira previsdo, é: Agora, vocé quer ficar com a sua previsdo de
cor para o proximo sorteio, ou vocé quer mudar isso? Alertamos para fazer a

previsdo em fungdo do sorteio.

4. Jogo com contadores

Objetivos: Desenvolver o raciocinio sobre 0s eventos que sd0 mais provaveis
ou menos provaveis de acontecer; compreender que é possivel fazer algumas
previsdes globais embora n&o se possa dizer com certeza 0 que vai acontecer
para cada evento. Um objetivo importante € que os participantes ao vivenciar o
jogo compreendam que é possivel pensar logicamente sobre eventos
aleatorios.

Materiais:

.Bolsa com contadores de 2 cores (em nosso caso utilizamos bolas de
gude)

.Lapis

Livreto:

Jogo 1: Previsdes , , , , , , ,

Jogo 2: Previsdes , , , , , , ,

Jogo 3: Previsoes , , , , , , ,

Como fazer:

Neste jogo, os professores tém de fazer previsbes sobre quais cores serao
retiradas de um saco opaco. Para cada jogo, o formador ao iniciar diz quantos
contadores de cada cor existem no saco e 0s participantes terdo que prever
gual a cor € mais provavel de ser retirada a cada sorteio. Eles devem escrever
uma previsdo de cada vez. Os dois primeiros jogos sdo de ndo-reposicao, 0s
contadores sorteados sdo deixados de fora do saco. Para o terceiro jogo, 0s
contadores sao retornados ao saco cada vez ap0s o sorteio.

Comando:

No préximo jogo vocé tem que fazer previsdes sobre as retiradas de bolinhas
de gude do saco. Vou dizer-lhe quantas de cada cor ha no saco e vocé tem
gue prever quais as cores serdo retiradas a cada sorteio. Vocé deve escrever
sua previsao de cada vez.

Jogo 1: (ndo-reposicao) (utilizando como contadores 10 bolinhas de gude)

Ha 10 bolas de gude no saco, 6 sdo azuis e 4 sao
verdes. Anote qual a cor da bolinha que vocé acha
gue vai ser retirada primeiro.

(Retirar uma azul sem os participantes perceberem)
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Agora, vocé quer ficar com a sua previsdo de cor
para o proximo sorteio, ou vocé quer mudar? Anote
a sua previsao para a proxima cor da bolinha a ser
retirada. O que vocé decide fazer, ficar ou mudar?
Por qué?

(Retire outra azul sem os participantes perceberem, entdo agora ha 04/04).

Agora, vocé quer ficar com a sua previsao de cor
para o proximo sorteio, ou vocé quer mudar? Anote
a sua previsao para a proxima cor da bolinha a ser
retirada. O que vocé decide fazer, ficar ou mudar?
Por qué?

Continuar a retirar bolinhas e conduzir os participantes a escrever a sua
previsdo; ao final da vivéncia do jogo 1 socializaremos as justificativas do
grupo em ficar ou mudar a sua previsao.

Jogo 2: (ndo-reposicao) (utilizando 8 bolinhas)

Neste jogo eu tenho 4 bolinhas azuis e 4 bolinhas
verdes no saco. Anote qual a cor da bolinha que
vocé acha que sera sorteada primeiro. (Olha para a
cor chamada/sorteada pela primeira vez)

Agora, vocé quer ficar com a sua previsdo de cor
para o0 proximo sorteio, ou vocé quer mudar? Anote
a sua previsao para a préoxima cor da bolinha a ser
retirada. O que vocé decide fazer, ficar ou mudar?
Por qué?

Continuar a retirar bolinhas e conduzir os participantes a escrever a sua
previsao; apos a vivéncia desta fase, socializar com o grupo porque mudou ou
nao a sua previsdo. Quando estiver faltando apenas um contador para ser
retirado, o resultado pode ser determinado e os participantes devem ser
capazes de explicar a mudanca de incerteza para certeza.

Jogo 3: (Reposicéo) (com 11 bolinhas)

Neste jogo eu tenho 5 bolinhas verdes e 6 azuis no
saco. Anote qual a cor de bolinha vocé acha que vai
ser retirado primeiro. (Olha para a cor retirada pela
primeira vez)

Vou devolver a bolinha extraida de volta no saco.
Agora, vocé quer ficar com a sua previsdo de cor
para o proOximo sorteio, ou vocé quer mudar? Anote
a sua previsao para a préxima cor da bolinha a ser
retirada. O que vocé decide fazer, ficar ou mudar?
Por qué?

Fazer alguns empates para se perceber que a reposicdo faz diferenca
comparadas com as situagao de nao-reposicao.
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O que fez vocé mudar suas previsdes nos dois
primeiros jogos? Como isso foi diferente no ultimo jogo?

Ap6s a realizacdo deste jogo, pretendiamos que o0s professores
raciocinassem sobre a mudanca de probabilidades para cada cor nos dois
primeiros jogos, enquanto no terceiro jogo as probabilidades séo sempre as
mesmas porque o contador retirado é reposto de volta no saco. Ao vivenciar o
jogo estaremos discutindo os tipos de eventos que surgem no desenvolvimento

do mesmo quando prosseguimos com o sorteio dos contadores.

No 1° sorteio saiu uma bolinha azul. Questionamos os professores se
continuam com a previsdo ou mudam de previsao e, solicitamos a justificativa
por escrito. No 2° sorteio saiu outra bolinha azul e fizemos o mesmo
guestionamento aos professores. No 3° sorteio saiu uma verde. No 4° outra
azul e no 5° também foi sorteada uma azul. Explicitamos que ja sairam 4 azuis
e 1 verde e indagamos ao grupo se alguém gostaria de explicar suas
previsbes. ApO0s uma rapida socializacdo sistematizamos 0s sorteios no
guadro. Mencionamos que antes do primeiro sorteio tinhamos 6 azuis versus 4

verdes. Alguns professores explicaram as suas previsoes.

Prosseguimos com o jogo 2 onde se tem 4 bolinhas azuis e 4 bolinhas
verdes. Durante o sorteio os professores se envolveram com a dinamica do
jogo e vibraram em seus acertos. Continuamos com 0s sorteios e apés alguns
sorteios ficamos com apenas 3 bolinhas verdes, dai questionamos que tipo de

evento temos com esta SitanéO.

Prosseguindo, iniciamos o jogo 3. Realizado alguns sorteios indagamos
sobre as referidas previsdes e sobre a ideia mobilizada pelo jogo 3 que envolve

a reposicao dos contadores.

Sistematizamos quais 0s eventos podemos pensar com o0s trés jogos de
retirada das bolinhas do saco. Para concluir revelamos que no Jogo 1, apenas
para o primeiro e o segundo sorteio, houve uma manipulacdo nos sorteios de
bolinhas da cor azul. E ainda, explicitamos que caso se revele para os alunos,
a revelacdo se dé por meio de uma discussao, e que esses casos poderiam

sim acontecer; pode até soar estranhos para os alunos — mas poderiam sim
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acontecer. Também ressaltamos que ainda ndo estamos no momento de
guantificar e sim de compreender as melhores chances em um determinado

evento, ou seja, reiterando a nogdo sobre as caracteristicas dos eventos

aleatorios.

A segunda atividade selecionada para este encontro foi o Jogo com
Dados — atividade de numero 5. Os professores foram organizados em duplas
e na dupla, cada um faz a sua jogada. A primeira parte consiste em fazer uma
previsdo do resultado do lancamento de um dado e em seguida, realizar o

langamento.

5. Jogo com dados

Objetivos: Perceber as diferencas entre eventos que tem a mesma chance de
acontecer (espacos amostrais equiprovaveis) e eventos com diferentes
chances de ocorrer (espago amostrais ndo-equiprovaveis).

Materiais:
.dois dados
L
Japis
livreto:
e — -
n 1 A m— Resultado:
2 1 7
, d
u 3 i 2 s
m H : :
4
e 5 o 4 10
d
r 6 e 5 11
N 6 12
o a
Serd que todos os nimeros aparecem com a m
mesma quantidade de vezes (frequéncia)?
s e Alguns totais sdo mais provéveis de que outros?
r Por que?
Vocé fez boas previsdes? °
s

E neste caso, quais totais sdo mais
provéveis de que outros?
Por que?

O INICS NA oM psI—+o=N
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Parte 1 - Previsdo de um namero (lancamento de um dado)

Comando:

Vamos tentar prever alguns nimeros que vocé acha que vai sair ao jogar com
os dados. Em primeiro lugar, anote 30 previsées de numeros entre 1 e 6.
Quando tiver terminado as suas previsdes, vocé pode jogar os dados e anotar
0S numeros que aparecem nos dados ao lado do suas previsdes, para ver
guantas vocé acertou.

Em seguida, com o seu parceiro componha o numero total de vezes em que
cada resultado (de 1 a 6) foi sorteado nos 60 langcamentos. Observar a
frequéncia total da dupla em que difere do seu resultado individual (30 lances).

Almejavamos que os professores questionassem se todos 0s numeros
aparecem tao frequentemente como qualquer outro bem como a forma em que
realizaram as suas previsdes, externalizando as ideias em uma discussao
coletiva. Ao final deste jogo esperdvamos ter incentivado os professores a leva-
lo para a sala de aula e havendo tempo, encontrar os resultados para toda a
sala de aula — somando as frequéncias encontradas por cada dupla, e

comparar com os resultados individuais.

Professores discutiram entre si as suas apostas e os resultados dos
lancamentos do dado; eles se envolveram com a atividade. Na socializacao
com o grande grupo, os professores externalizaram a forma como realizavam

as previsoes.

Fizemos uma reflexdo de como poderia ser com o0s estudantes.
Propomos a soma das quantidades das duplas, pois ao somar teriamos o
resultado com 60 lancamentos. Estamos aumentando 0 numero de
lancamentos e quando aumentamos 0 numero de lancamentos desse

experimento ele vai tender para a probabilidade classica.

Os professores terdo que prever agora o resultado da soma dos pontos
obtidos no lancamento de dois dados. Também nesta parte da atividade 5, os
professores demonstraram envolvimento e se divertiram. Brincaram com 0s

dados. Deram bravos como “acerteiii!l!”.
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Parte 2 - Previsdo da soma (langamento de dois dados)

Comando:

Vamos tentar prever algumas somas dos resultados dos nameros obtidos com
o lancamento de dois dados. Anote 30 previsdes da soma dos resultados, por
exemplo, 1 + 4 = 5. Quando terminar, jogue os 2 dados e adicione 0s
resultados. Anote os totais ao lado de suas previsdes, para ver quantas
previsdes vocé acertou.

De um conjunto de resultados possiveis, existe um conjunto especial de
casos em gue, mesmo que nao seja possivel prever com seguranca O
resultado que ira ocorrer, podemos ter um conhecimento confiavel da
propor¢cdo com que esses resultados ocorrerdo num grande namero repetido
de situacdes semelhantes. Neste momento a atencédo esta voltada para o fato
de que embora ndo seja possivel prever um namero especifico do resultado da
soma, existem algumas somas que sado mais provaveis de acontecer do que

por exemplo outras: 2 e 12 sdo as mais improvaveis.

Queremos compreender como 0s professores se posicionardo frente a
estas questbes importantes e relacionadas com a génese conceitual de
probabilidade. Investigacdes de situacfes como esta, tem estreita relagdo com

0 desenvolvimento da teoria das probabilidades.

As chances da soma 7 no lancamento dos dois dados, por exemplo, é o
total de variacdo que produz essa soma (1+6; 2+5; 3+4; 4+3; 5+2; 6+1) que é

igual a 6, assim, a probabilidade € 6/36 = 1/6.

A distincdo entre os dois jogos é que para um unico dado os numeros
sdo igualmente provaveis, mas para a soma dos resultados de dois dados, nédo
sdo da mesma forma. Logo, a atividade contribui para a compreensao sobre as
distincbes entre eventos com espacos amostrais equiprovaveis e eventos com

espacos amostrais ndo-equiprovaveis.

Parte 3 - Previsao subtracao (dois dados)

Comando:

Vamos tentar prever algumas subtracdes de numeros que vocé vai jogar, anote
30 previsdes da subtracdo dos numeros obtidos com o lancamento dos dois
dados,por exemplo,6-1=5. Quando terminar, jogue os 2 dados e subtraia o
menor do maior nimero. Anote os totais ao lado de suas previsdes, para ver
qguantas vocé acertou.
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Da mesma forma poderemos enfatizar com este jogo o fato de que
embora ndo seja possivel prever um nimero especifico, h4 alguns que séo

mais provaveis de acontecer do que outros.

Para abordagem desta atividade, construimos antecipadamente uma
planilha para coletar os dados levantados pelos professores na atividade do
lancamento de dois dados. O nosso objetivo € que o professor possa
compreender a curva normal que representa a frequéncia do resultado da
soma dos numeros do lancamento de dois dados de uma forma mais dinamica

e com o aparato da tecnologia. Entretanto, ndo € nosso objetivo discutir os
modelos de distribuicdo de probabilidades.

A B C D E F G H J L M N (0] P Q

RESULTADO DA

D11 | D12 | D1 D1 D1
SOMA/DUPLAS D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 | D10 3 4 5]

2

10

11

12

Nessa mesma planilha de forma oculta tinhamos uma tabela
programada para a soma das frequéncias acumuladas. A partir desta tabela
também programamos a plotagem dos graficos conforme as celulas fossem

alimentadas com os valores informados pelas duplas de professores.
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D1 D2 D3

D1 D1 D2 D1 D2 D3 D4

=B2+C2 =N2+D2 =02+E2

=B3 =B3+C3 =N3+D3 =03+E3

=B4 =B4+C4 =N4+D4 =04+E4

O primeiro gréafico gerado (coluna D1) vai apresentar a distribuicdo dos
resultados concernentes a 30 langamentos e Ultimos graficos vai representar a
distribuicdo dos resultados concernente ao numero de participantes
multiplicado por 30.

Coletamos os resultados da soma no langamento dos dois dados dos
professores e fomos alimentando a planilha. Apresentamos o primeiro gréfico
qgue reproduziu os 30 lancamentos de apenas um professor. Continuamos
coletando os dados e observando como os graficos se modificavam por meio
do preenchimento da tabela (figura 23).

Figura 23: coleta dos dados do experimento do langamento de dois dados

Fonte: O autor, 2017.

Ao final destacamos que o primeiro gréafico (figura 24) representa os 30
lancamentos de um professor e o ultimo gréafico (figura 25) representa 600
lancamentos das frequéncias acumuladas de vinte professores. A animacao
dos graficos permitiu visualizar a modificagdo que vai ocorrendo na curva da

distribuicdo das frequéncias. Os professores se surpreenderam e em seus
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rostos podemos perceber expressdes de espanto, inclusive alguns professores

externalizaram uma expressé&o verbal e gestual: “ahhh”.

Figura 24: gréfico representando o langcamento de um professor
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Fonte: o autor, 2017.

Figura 25: gréfico representando o langamento de 20 professores
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Fonte: o autor, 2017.

Consideramos esta atividade como uma pratica matematica emergente

do conhecimento do professor.

Ista abordagem facilitard a percepcédo do professor no que diz respeito a
ideia sobre a lei dos grandes numeros. A lei dos grandes numeros nos diz que

a probabilidade de um resultado em um grande namero de jogadas idénticas
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repetidas esta intimamente relacionado com as frequéncias dos resultados,
logo isso tem haver e caracteriza a probabilidade frequentista. A lei dos
grandes numeros foi sistematizada por Bernoulli em torno de 1689 como um
dos principais teoremas da teoria das probabilidades, mencionando que a
frequéncia relativa de um evento tende para a probabilidade desse evento,
guando n (numero de repeticdes do experimento) tende ao infinito.

No caso do langamento de uma moeda, seria correto pensar que em um
namero reduzido de lancamentos esperarmos que saia a face “cara” metade
das vezes, uma vez que sabemos que a probabilidade no langcamento de uma
moeda em sair cara é ¥2. E se o nimero de langcamentos for impar poderiamos
pensar que isso seria impossivel de acontecer. E ainda mesmo que o numero
de lancamentos seja par, € de se esperar que o resultado real seja diferente de
1/2 dada qualquer sequéncia de langcamentos? Discutiremos essas questdes

junto com a atividade 6 que vem logo a seguir.

Propomos em nosso desenho o trabalho com os resultados da subtracao
dos pontos do lancamento de dois dados, mas nao realizamos na pratica
devido a limitacdo de tempo. Contudo, mencionamos para os professores que
poderiam também realizar tal atividade envolvendo a subtracdo dos pontos.
Isto ndo fere a implementacdo do desenho e o desenvolvimento da formacéo

com os professores.

A proxima atividade trabalhada com os professores ajuda na
compreensao desses pontos possibilitando a continuidade da discussao sobre
a lei dos grandes numeros. Continuadamente, realizamos a atividade 6 — O
caso das moedas. Como de costume, a atividade foi explicada para todos os
professores e definimos C para cara e K para coroa. Concedemos um tempo

para a realizacdo da atividade.

6. O caso das moedas

Objetivos: Compreender que em um numero relativamente pequeno de lances poderia
acontecer por acaso; para identificar um viés é necessario um nimero suficientemente
grande de lances.

Materiais:
.Lapis
.Livreto:
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Aluno 1 Aluno 2
C C C K K Frequencia C K C K C Frequencia
K C c K C Cara K| c| kK| c | k |[Cara
c | c| c| k|« Coroa c| k| c| k| c |LCoroa
K K K K K K| c| k| c| «k
c K c K K c| k| c| k| c
K c c c K K| c| k| c|«k
c K c K c c| k| c| k| c
K K K K K K| c| k| c| k
Aluno 3 Aluno 4
C C K C K Frequencia C C C K K Frequencia
c c K K c Cara Cc ¢ ¢c | K ¢ | Cara
c ¢ ¢ ¢ | ¢ ||[Coroa c | ¢ | K| kK | c |Ceroa
K K c c K c ¢ K ¢ ¢
c c c K K cC K| K ¢ ¢
K c K K c c K| c ¢ ¢
K c c K c K K| c c ¢
K c c c K K ¢/ c ¢ K
Comando:

Algumas criancas foram convidadas a jogar uma moeda 40 vezes e registrar 0S seus
resultados. Algumas dessas criancas ndo chegaram a lancar as moedas e inventaram
0s seus resultados. Vocé pode dizer quais criangas que trapacearam?

Esta atividade também se encontra no programa de ensino de Nunes et
al. (2012). Inicialmente, apresentamos aos professores a atividade e
dispusemos um tempo para a discussdo entre eles. Os professores podem
detectar padrGes previsiveis em pelo menos um, e, se observarem com mais
atencdo, em dois: o aluno 2 constr6i a sequéncia C, K, C, K e assim
sucessivamente; o aluno 4 constréi a sequéncia 3C, 2K, 3C, 1K e, em seguida,

essa sequéncia é repetida.

A ideia é a discussdo de padrbes previsiveis durante uma sequéncia
longa de lancamentos. Padrbes podem emergir se olharmos para apenas uma
série menor de lancamentos, mas isso pode acontecer por acaso; € importante
o0 conhecimento sobre a distingdo entre o que pode ocorrer ao repetir um
experimento um pequeno numero de vezes (neste caso, os langcamentos) e
aumentar significativamente a quantidade de repeticdes do experimento. Isso
leva em conta a lei dos grandes numeros discutida na atividade anterior com o
jogo de dados. Sobre as questdes lancadas anteriormente, concernentes ao

lancamento de uma moeda, n&o seria correto pensar e esperar que tenhamos
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a face “cara” metade das vezes em uma sequéncia reduzida de langamentos
justificando pelo fato da probabilidade tedérica de 50%; por que se assim fosse,
ndo nos seria possivel ter o valor exato quando nos depardssemos com um
namero impar de langcamentos. A probabilidade frequentista nos traz
justamente o fato de se esperar um resultado real diferente de 50% dada
gualquer sequéncia, contudo, quando maior for a repeticAo do experimento
esse valor vai girar em torno dos 50% para cada face da moeda.

Sistematizamos ainda as informac¢des na lousa para deixar mais clara a
reflexdo resumindo as quantidades de cara e coroa de cada crianga. Abrimos
espaco para que os professores se posicionassem com respeito a atividade.

Diversos professores argumentaram sobre a atividade em questao.

Figura 26: sistematizac&o nalousa pelo formador

Fonte: O autor, 2017.

Seguidamente interrogamos o0s professores com respeito a diferenca
discutida acima: Como vocé explicaria essa diferenca para um aluno do 7° ano,
por exemplo? Dessa forma, o professor se vé diante da necessidade de
argumentar sobre a lei dos grandes numeros e o significado da probabilidade
frequentista pensando na referida etapa de escolaridade — 7° ano. O professor
deve conhecer a génese do conceito de probabilidade e as dificuldades
histéricas na construcao desse conceito, ou seja, compreender o conceito do
ponto de vista epistemoldgico. Erros pontuados na histéria do conceito de

probabilidade podem se repetir na sala de aula pelos alunos.
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Um dos pontos que acreditAvamos estar presente na argumentacdo dos
professores é que, com o numero de lances ficando cada vez maior, o
desequilibrio entre caras e coroas tende a desaparecer, o que também envolve
a probabilidade estimada com base na frequéncia dos resultados.

Partimos agora para mobilizar de forma mais enfatica o conhecimento
didatico dos professores relativos as atividades vivenciadas sobre
aleatoriedade tomando por base essa unidade de estudo. Retomamos as
atividades realizadas nos dois encontros — unidade de estudo aleatoriedade.
Indagamos sobre os conteidos matematicos que ficaram mais evidentes (para
gue os professores pensassem nos objetos epistémicos em termos de
conteldos matematicos desenvolvidos durante a implementacdo); sobre as
atividades que despertariam maior ou menor interesse dos alunos (estariam
assim, pensando no envolvimento e motivacdo dos estudantes para com as
referidas atividades); e sobre a contribuicdo da sequéncia de atividades para
os anos finais do Ensino Fundamental (fazendo com o que o professor
argumentasse sobre as contribuicbes das atividades para a compreensao dos
alunos sobre a aleatoriedade, porém especificamente nos anos finais do

Ensino Fundamental).

Concedemos um tempo para os professores respondessem os itens
sobre as atividades formativas e recolhemos para também compor nossa
analise, caso necessario. Quatro professores falaram sobre as atividades

vivenciadas nesta unidade de estudo.

Realizamos uma discusséo e sistematizacdo do que tinhamos visto até
agora. Conforme estabelecido em nosso desenho formativo foi entregue aos
professores o texto Aleatoriedade e Guia das Atividades. Esta acdo € para que
a cada unidade de estudo os professores tenham todas as atividades
discutidas, pois, caso queiram aplicar em suas salas de aula, ja terdo o material

em maos.
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5.1.2 ANALISE DOS CONHECIMENTOS DOS PROFESSORES NA
UNIDADE ALEATORIEDADE

Analisamos nesta se¢do a ampliacdo dos conhecimentos dos
professores, bem como, a existéncia de dificuldades e/ou de conflitos
semidticos com respeito a implementacao da unidade de estudo aleatoriedade.

Como j& descrito anteriormente na discussdo inicial desta unidade,
abordamos o objeto epistémico aleatoriedade. Foram diversas as ideias dadas
pelos professores para definir aleatoriedade. Os professores definiram este
termo, ora associando com a palavra acaso, ora como algo que ndo segue uma
lei ou até que nado tem interferéncia externa. Um exemplo é a fala do professor

P1: Aleatoriedade € algo pego ao acaso.

Aqueles que apresentam uma definicAo de aleatoriedade associando
com 0 acaso, a hosso ver, tém uma maior consisténcia com respeito ao
significado matematico deste termo. Tal como no diagndstico inicial algumas
definicbes ainda se distanciavam de uma explicacdo plausivel para este termo.
Uma vez ja explorados na analise do diagnéstico ndo entraremos
profundamente na andlise dessas falas, inclusive, até por que muitas das
respostas dos professores aqui estavam repetindo o que eles escreveram no

guestionario do diagnéstico inicial.

Segundo Azcarate, Cardefioso e Pédrlan (1998), o nudcleo do
conhecimento probabilistico € a nocdo de aleatoriedade, que, por ser
considerado habitualmente como um conceito Obvio, seu significado nem
sempre é analisado com profundidade. Desta forma, os professores em geral
podem apresentar dificuldades com o objeto epistémico aleatoriedade. No
entanto, pontuamos que definir aleatoriedade ndo se revelou uma grande

dificuldade para todos os professores participantes do grupo investigado.

Como na fala dos professores percebemos o emprego de palavras como
acaso e aleatoriedade, dai aproveitamos e instigamos a uma reflexdo sobre a
diferenca entre acaso e aleatoriedade. Alguns professores comecaram a
explicar intuitivamente suas ideias e pontuaram que os significados dessas
palavras sdo bem préximos; no entanto, um dos professores conseguiu

identificar a diferenga envolvendo inclusive a nogao de conjuntos e elementos
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para dar suporte a sua argumentacao. O professor P4 conseguiu construir um

exemplo para explicar a aleatoriedade, como podemos observar no trecho a

seqguir:

P4: No aleat6rio a gente tem um conjunto determinado, dentro
desse conjunto temos os elementos e podemos fazer a sele¢éo
desses elementos sem nenhum critério.

F: Entdo no aleatério podemos conhecer os resultados
possiveis.

Pfs: sim! Sim!

P4: Se eu falo que nesta sala alguém vai ganhar um premio, eu
sei que o0 ganhador sera alguém dessa sala. Agora se eu falo
dar um carro para alguém, e se esse alguém nao esta dentro
de um conjunto determinado, entdo ndo temos como saber.

E perceptivel que o P4 apresenta tal explicagdo utilizando como

argumento a nocao de conjuntos. Indicou que se ha a possibilidades de

contagem e identificacdo desses elementos se tem um conjunto determinado,

em outras palavras, o professor indicou que é possivel conhecer o espaco

amostral; com o aleatorio € possivel pensar sobre esses elementos por que

tem conhecimento deles.

Na discussao das diferentes frases sobre determinismo e aleatoriedade

os professores puderam amadurecer sua compreensdo sobre os significados

gue envolvem esses termos. Um trecho do didlogo entre os professores,

guando da apresentacdo de um exemplo sobre o sexo de um bebé no

momento da concepc¢do, apresentamos a seguir:

P13: N&o é aleatério, j4 é determinado por meio dos gametas;
ja tem um determinante, quem determina isso é o masculino.
[Grande polémica]

P17: é no momento da concepgdo e ndo no momento de
nascer. 50% de probabilidade de masculino e 50% de
probabilidade em ser feminino.

Batanero, Green e Serrano (1998) dizem que o termo aleatorio € usado

normalmente como um adjetivo, como: numero aleatério, experimento

aleatdrio, variavel aleatoria. Esse uso tende a se concentrar no objeto que esta
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sendo descrito como aleatério em vez do significado de aleatdrio em si. A
palavra aleatério tanto aparece em termos de linguagem cotidiana, como em
termos matematicos nas salas de aula. De fato, a definicdo de aleatoriedade é
ambigua, e talvez por esse motivo professores e estudantes possam
apresentar dificuldades ao lidar com as situacdoes que envolvem a nocao de
aleatoriedade.

Com a atividade 1 - Jogo dos Cacga-niqueis — o0s professores
desenvolveram diversas estratégias para identificar a existéncia ou ndo de um
padrdo para 6 conjuntos de sequéncias. Esse trabalho permitiu fortalecer a
oposicao entre a ideia de determinismo e aleatoriedade quando as sequéncias
utilizadas no jogo sdo possiveis ou ndo de prever. Destacamos um exemplo a

seqguir:

F: guando descobrimos a chave légica o jogo se torna?
Pfs: facil; previsivel; deterministico.

F: Alguém falou deterministico, por que deterministico?
P: por que ja sabemos a ordem, a chave do padréo.

F: Agora assim, antes de descobrir que era em ordem
alfabética, o que é que vocés conjecturaram? Pensaram?

P5: pensamos que era por animal, por vegetal, por frutas.

P6: pensamos que era para inverter, girar a ordem que
aparece.

No momento destinado a socializacdo, as falas estavam mais
relacionadas com a existéncia ou ndo dos padrdes. Depois conduzimos para
gue 0s mesmos pensassem e relacionassem com a aleatoriedade. Com isto os
professores compreenderam que quando se descobre a chave-l6gica as
sequéncias tornam-se previsiveis. De forma contraria, quando ndo ha um
padrdo, a ordem dos elementos ndo pode ser prevista, tornando-a uma
sequéncia aleatdria. Na fala do professor P40 temos uma colocacgéo importante
gue envolve a tarefa de identificar se ha ou ndo padrdo nas sequéncias

apresentadas:
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P40: de qualquer forma na primeira resposta que ele d4 € uma
tentativa, por que ele ndo observa nenhuma regularidade ali.
Na primeira vez ele chuta a resposta, ele n&o vai observar uma
regularidade ali. Ai ele vé se acertou a resposta e comeca a
observar se existia um padrao.

Concernente aos termos e linguagens associados ao campo de
problemas da probabilidade tais como: possivel, provavel, improvavel e
impossivel, os professores parecem confundir os significados desses termos,
principalmente, porque consideram o significado de improvavel como o0 mesmo

de impossivel. Vejamos a fala de P3 e de P19:

P3: Primeiro eu acho assim, em debate com minha colega, a
gente tem que explicar o que quer dizer improvavel, como é
gue vocé esta tratando improvavel? Por que essas situacbes
gue temos aqui, colocamos improvavel, mas que é provavel.

F: entdo coloco a questdo para o grupo. Vocés tém outro
entendimento de improvavel?

P19: aqui tem possivel também e ndo sO improvavel e
impossivel; mas na discussao encontramos possivel.

Quando o P3 fala colocamos improvavel, mas que é provavel, isso pode
indicar conflito na compreensao dos significados desses termos. E o professor
P19 entende improvavel como nao sendo possivel, ou seja, o improvavel

significando impossivel.

Ainda neste interim de discusséo entre a contraposicao deterministico e
aleatorio, na atividade 3 — numero 1 —, debatemos se as casas decimais do
numero T sao ou nao aleatérias. Ao realizar a atividade proposta, os
professores compreenderam que essas casas decimais se “comportam” de
forma aleatéria. Vejamos as falas de dois professores argumentando sobre

essa aleatoriedade:

P6: seria a quantidade de vezes de cada algarismo, de
aparecer, que a gente ndo sabe determinar, a quantidade de
cada algarismo.

P25: ndo tenho um parametro para encontrar o préximo, por
isso é aleatdrio; Qual € o proximo?
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Este é um fato novo para os professores, por que se compreende o
numero 1 como deterministico; mas discutir sobre a “aleatoriedade” das casas
decimais constitui-se em algo enriquecedor tanto do ponto de vista dos
exemplos apresentados sobre deterministico e aleatério, como do ponto de

vista de um exemplo dentro do conjunto dos ndmeros irracionais.

Nas atividades que abordavam eventos mais provaveis ou menos
provaveis de acontecer, como a atividade 4 — jogo com contadores — e como a
atividade 5 — jogo com dados — mobilizaram as habilidades dos professores

em prever a ocorréncia de resultados de eventos aleatorios.

Prever algo — seja um acontecimento, seja um sucesso de um evento,
em meio a uma situacao de incerteza — requer compreender as caracteristicas
desta situacdo ou evento. Nas diversas situacbes de carater probabilistico
encontramos eventos mais provaveis ou menos provaveis de acontecer,
inclusive por que a maioria das situagdes de probabilidade no contexto real
contempla uma natureza nado-equiprovavel, ou seja, a probabilidade de

diferentes resultados de um experimento ndo sdo as mesmas.

Na atividade 4 — jogo dos contadores — o0s professores realizavam
previsbes acerca dos resultados (cores das bolinhas) conforme iamos
realizando uma série de sorteios. Por meio da andlise das falas dos
professores identificamos que eles compreenderam o fato de ser sorteada uma
cor, modifica 0o espaco amostral para o sorteio seguinte, ja que nao houve
reposicdo de bolinhas durante o sorteio neste jogo. Uma vez que 0 espaco
amostral vai se modificando, para realizar a previsdo deve-se considerar esta
modificacdo nas quantidades das cores. Entretanto, alguns professores
afirmaram que estavam realizando suas previsdes com base na intuicao.
Vejamos o didlogo a seguir em um dos momentos da realizacdo do jogo com
as bolinhas de gude:

P2: por que ai entra a maior probabilidade e a probabilidade
igual

F: E ai como vocé explica isso: probabilidade ou probabilidade
igual? Por que ainda ndo estamos falando de probabilidade;
estamos falando o que é que faz vocé mudar de previsao.
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P2: na primeira eu coloquei o0 azul por que tinha mais azuis do
que verde; usei quantidade, sem usar probabilidade, usei
quantidade!

F: na 12 alguém colocou verde? Podem falar, ndo tem certo
nem errado; vamos discultir.

P1: eu coloquei azul. Eu senti que seria azul rsrsrs e acertei.

F: E o segundo lancamento? Apés sair uma azul, ficamos com
5A x 4V.

P2: eu continuei com a mesma.

P8: eu coloquei a verde, levei a intuicdo, por meio da variacéo,
variar os resultados.

F: entdo vocé acredita que devemos levar a intuicdo em conta?
P8: ndo necessariamente, eu errei né.

P9: a gente leva a intuicdo ndo, eu quero verde! Poderia sair na
primeira, existe uma possibilidade né, s6 que levando em
consideracédo a azul é bem maior.

F: E ai, saiu uma azul. Para o terceiro sorteio ficamos com 4A x
4V. E agora vocé continua com a mesma ou vocé troca de
previsao?

Outro ponto ao vivenciar os dois jogos sem reposicao nesta atividade, é
gue se pode em um dado instante ficar apenas com bolinhas de uma Unica cor.
Esse fato aconteceu na formacdo, em que foram sorteadas todas as bolinhas
azuis, restando, apenas trés bolinhas verdes. Naguele momento, questionamos
os professores sobre as previsdes anteriores e sobre a atual previsdo e como
poderiamos denominar esse tipo de evento. Nao houve dificuldades nas
respostas dos professores que corretamente indicaram que seria uma situacao

deterministica ou um evento certo.

Nos jogos em que ha sorteios com reposicdo dos elementos, o0s
professores, de uma forma geral, também ndo apresentaram dificuldades com
respeito a compreensdo de que as chances eram as mesmas e que 0S
resultados eram equiprovaveis. Entretanto, destacamos a fala de um dos

professores:

P2: ai eu mudei.

F: por qué?
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P2: Por que eu achei que ia ser muita repeticdo, como a
guantidade agora é igual, entdo eu alterei por que achei que
seria demais sair de novo azul. E também por intuicdo eu
coloquei verde.

F: Vocé esta falando pra gente aqui pelo fato de ter saido azul?

P2: Achei que trés vezes na sequéncia sair azul [pensa] Entao
eu acho que seria demais; eu mudei para verde.

Observando este episédio, percebemos que a professora P2 afirma que
preferiria mudar de cor da bolinha por que ja saiu muito uma mesma cor. Dessa
forma a professora P2 ao discorrer que o0s sorteios anteriores poderiam
influenciar o préoximo sorteio revela um conflito semidtico que estd em
desacordo com o significado de referéncia para essa situacdo probabilistica.
Em sorteios com reposicado dos elementos as probabilidades desses elementos

se mantém.

Também na previsao do numero no langcamento de um dado, foi
perceptivel a compreensdo sobre a equiprobabilidade nos resultados desse
experimento quando os professores afirmaram que ndo tinham preocupacao
em escolher um determinado nimero em sua previsao. Incluimos algumas

falas socializadas nessas situacoes:

P6: eu nem pensei! Fui colocando qualquer numero.
P38: eu pensei aleatdrio!
F: por que vocé foi colando qualquer nimero sem pensar?

P6: Porque ndo d& pra prever assim, é muito aleatério; eu nao
tive sequéncia, eu nao tive padrdo, eu fui jogando qualquer
numero, as vezes eu repetia, as vezes ndo repetia.

Em uma dada justificativa (professor P8) € citada a palavra intuicdo. Dali,
entramos com uma pergunta intencional sobre intui¢cdo, e ai, mais um professor

(P7) relatou que decidiu de forma intuitiva.

F: qguem foi pela intuicdo?
P7: Eu fui pela intuicao.

F: Por que vocé foi pela intuicdo?
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P7: Por que tem as mesmas quantidades né? O que viesse ai
né... qualquer uma que viesse.

F: Sera que pelo fato de sabermos que sdo as mesmas
guantidades, sera que vamos pela intuicdo mesmo ou estamos
fazendo uma analise dessas quantidades?

Por conseguinte, o professor P25 rebate e valida o fato de n&o se deixar

levar pela intuigéo.

P25: mas se fosse 10A e 4V. Quando eu levo a intuicdo, penso
errado, posso errar pela intuigéo.

Vejamos que com este pensamento o professor alerta para a situagéo
gue mesmo que exista uma maior chance de sorteio da cor azul, mesmo assim,
poderiamos errar, pela intuicdo. Apesar de que realmente € mais provavel o
sorteio de uma cor azul, mas ndo temos essa garantia. Diriamos ainda, que na
verdade, os professores estdo falando a palavra intuicdo, mas implicitamente
estdo realizando um estudo das quantidades. Também ressaltamos que ainda
nao estamos no momento de quantificar e sim de compreender as melhores
chances em um determinado evento, ou seja, reiterando a nocdo sobre as

caracteristicas dos eventos aleatorios.

Curiosamente, na previsdo do numero no lancamento de um dado,
identificamos professores que afirmam apostar sempre no mesmo ndamero ou
em um numero médio. Amir e Williams (1994) nos alerta que as crencas
parecem ser o0s elementos da cultura com a maior influéncia sobre o
pensamento probabilistico. No extrato a seguir apresentamos as falas desses

professores:

P23: eu coloquei todos iguais.
F: por qué?

P23: Por que é sorte, € a loteria. A chance de sair um
(“nimero”) é tudo igual; Peguei o numero médio, o 4 né e
coloquei. Acertei seis vezes, foi 0 segundo que mais saiu. Foi
uma previsao razoavel.

P25: comecei aleatoriamente, € 1 em 6, escolhi um
aleatoriamente e chutei. Por que € igual ai né, é 1 em 6. Aqui
no nosso langamento, o 4 saiu duas vezes, 0 2 saiu sete vezes.
Quanto maior os langamentos a tendéncia € eles se
equipararem, se igualarem.
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P10: eu entendi que se eu colocasse sempre 0 mMesmo
namero, éee, eu estaria com uma possibilidade mais facil né de
acertar; por que se eu ponho o 2, sai 3, por que se eu ponha o
3 sai 0 2 — risos — entdo eu achei que eu posso colocar
sempre 0 mesmo numero.

P?: eu escolhi 0 4 por que tava no meio

A estratégia de P23 (colocar todos os iguais) ou a do P25 (colocar
aleatoriamente) sdo estratégias corretas por que evidenciam o fato da
equiprobabilidade dos numeros, e dai, ndo importaria repetir, escolher sempre
0 mesmo ou escolher aleatoriamente, sem contar que cada sorteio € um evento
independente. No entanto, o P23 diz que a escolha para esse numero igual foi
0 4 que ele considera um namero médio, seguido de outro professor (P?) que
também afirma ter escolhido o 4 por que estava no meio. Este fato nos indica
que, estes professores — P23 e P? — tem uma nocao limitada da
equiprobabilidade dos resultados. O professor P25 ja apresenta em sua fala

uma nocao sobre a lei dos grandes numeros.

Em relac&o as previsdes para o resultado da soma dos pontos a serem
obtidos em trinta lancamentos de dois dados, destacamos a conversa do P1
com P23:

P1: isso aqui que é importante, essa simetria final. Eu acertei 2
em 30.

P23: os dois extremos [refere-se aos resultados 2 e 12] deram
zero, s6 tinha uma possibilidade. Engracado quando vocé joga
dois dados o resultado mais possivel é 0 6, 7 mais o 8, que é
um numero bastante provavel; 0 6, 7 e 8 sdo 0s nimeros mais
provaveis.

P1: mas aqui ndo foi assim.
P23: ndo por que 0 9 saiu mais vezes.
P1: 0 4 também saiu bastante.

P23: vocé consegue determinar qual € o mais provavel de sair,
tem um que é mais facil sair e outros mais dificeis de sair. No
outro ndo, eram todos iguais.
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Os dois professores discutem sobre o que aconteceu no experimento
deles, mesmo 0s nUmeros mais provaveis de sair ndo aparecerem e também,
ndmeros menos provaveis, como o0 4, aparecerem em seus lancamentos em
uma quantidade maior. Outro professor, em sua fala, também revelou seu
pensamento sobre os resultados mais provaveis e que em seus langcamentos
foram os que menos sairam. Analisando este dialogo parece-nos que 0S
professores esperavam que nos 30 langamentos realizados por eles houvesse
uma distribuicdo frequencial atendendo aos resultados mais provaveis ou
menos provaveis de acontecer. Tal situacdo traz a evidéncia de que a
convergéncia ndo se manifesta em um ndamero pequeno de tentativas
(BATENERO, FERNANDES E CONTRERAS, 2009). Essa concepcao,
segundo Mlodinow (2011) foi denominada como Lei dos Pequenos Numeros,
pois, este € um nome sarcastico para descrever a tentativa errbnea da
aplicacdo da Lei dos Grandes Numeros, em situacdes que envolvem um
pequeno nimero de tentativas. E comum no cotidiano, as pessoas tirarem

conclusdes e tomar decisdes a partir de observacdes esparsas e insuficientes.

Percebemos certa descrenca de alguns professores com as afirmacdes
de que as somas mais provaveis seriam a 6, 7 e 8. O professor comenta:

P7: entdo, mas os resultados mais provaveis foram os que
menos deram.

Com a colocacdo do professor P7 ha claramente uma insatisfacéo e
uma descrenca devida ao fato de os mais provaveis terem sido os de menor
frequéncia para algumas duplas de professores. Temos aqui um conflito
semiotico no qual o professor tenta validar as chances de um resultado em
uma pequena sequéncia de lancamentos, em um pegueno numero de
repeticbes desse experimento. Com isso, se revela ndo compreender o que

preconiza a lei dos grandes numeros.

Diversos autores (DOLLARD, 2011; CABRAL JUNIOR, 2009) em
estudos que envolvem professores indicam conflitos com a ideia da lei dos
grandes numeros e probabilidade frequentista. Tais estudos apontam que 0s
professores ignoram a lei dos grandes numeros, que € 0 suporte tedrico para

esta abordagem.
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Chamamos atencao para o grupo de professores sobre a diferenca entre
as duas situagcOes nesta atividade com os dados; a primeira envolvendo um
espaco amostral equiprovavel, uma vez que as chances dos resultados no
lancamento de um dado sdo as mesmas com probabilidade de 1/6; a segunda
atividade um espaco amostral nao-equiprovavel, pois temos resultados das
somas dos pontos obtidos no langcamento de dois dados com mais chances de
ocorrer, como a medida da chance de se obter o resultado da soma 2 com
probabilidade de 1/36 diferente do resultado da soma 7 que € 6/36. Como
discorremos na secao anterior esse momento se constituiu como uma prética
emergente do conhecimento dos professores. A visualizacdo dos graficos
possibilitou que os professores aprendessem sobre a lei dos grandes nimeros
e dissipassem as duvidas que ora alguns ainda pudessem ter com respeito as
diferencas das frequéncias observadas em um numero pequeno de
langamentos para as frequéncias observadas quando se aumenta este numero
de realizagédo do experimento. Entretanto, ndo houve um aprofundamento com
respeito a aprendizagem dos diferentes modelos de distribuicdo quando do
estudo do grafico, apenas citamos que tal grafico se comporta mediante uma

distribuicdo normal de probabilidades.

A atividade 6 — O Caso das Moedas — na qual se analisam resultados
ficticios de quatro alunos sobre quarenta lancamentos de uma moeda,
contribuiu com a compreensdo dos professores envolvendo ainda a lei dos
grandes numeros. Observando as falas na socializacdo verificamos que 0s
professores alcancam a compreensao sobre a importancia de analisar padrées

guando se tem um numero pequeno de realizacdo de um experimento.

.P12: O aluno dois a gente j& comeca pensando: deu muito
certinho; ai tem dois pontos: mas pode acontecer? Pode!; por
gue a gente vai chegar pro aluno e falar, olha vocé tem 50% de
sair um e 50% de sair outro, agora na pratica acontece? pode
acontecer!

.P6: Mas olhando a tabela o padrédo € muito certinho.

.P12: Ai deixa um ponto de interrogacdo nas outras da seguinte
forma, se é 50% por que em um deu 23 e no outro 17, ai ja ndo
€ mais 50% para cada um. Deixa uma incognita na cabeca da
crianga, no caso falando da crianga, eu to falando que é 50%
entdo tem que dar 20 e 20, entdo por que ta dando 23 e 17?
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.P6: Mas os 50% €& em um lancamento s, uma vez. Esses
50% é em uma vez.

.P40: A distribuicdo ai esta muito forgada.

.P37: cara, coroa, cara, coroa, ndo foi uma jogada do aluno por
isso tem 50% e 50%.

.P1: foi um ajeitado; uma enrolada.

Analisando a fala do professor P12 percebemos que ele aborda uma
guestéo interessante sobre a probabilidade teérica. A fala do professor P6 pode
indicar que o0 mesmo nao entende a probabilidade frequentista. Entretanto, ao
explicar novamente o significado dos 50% de probabilidade no langamento de
uma moeda sair cara ou coroa; o professor P6 demonstra compreender que
este valor € a probabilidade tedrica. Na continuidade do dialogo é perceptivel
gue as ideias estdo se acomodando:

F: o professor P12 trouxe uma questdo aqui, que o aluno pode
fazer um questionamento sobre os resultados finais e achar

gue deveria aqui no final também da 50 e 50%. E como a
gente pode explicar isso?

P6: Que 50% € em um langcamento; entdo em um langcamento
vocé tem 50% cara e 50% coroa] ]. Mas em 10 lancamentos
vocé nado tem a certeza de ter 50% cara e 50% coroa, que vai
acontecer.

Com a implementacdo deste conjunto de atividades pertencentes a
unidade de estudo sobre aleatoriedade podemos sintetizar que os professores
construiram ou revisitaram o significado de acaso e aleatoriedade versus
determinismo. Adentraram em discutir sobre sequéncias de padrdes previsiveis
e aleatdrios. Apropriaram-se dos significados dos diferentes tipos de eventos
de um experimento aleatorio, tais como: evento certo, evento provavel, evento
improvavel e evento impossivel. Contrapondo com estes tipos de eventos
também se apropriaram das situacbes em que abordam eventos mais
provaveis ou menos provaveis de acontecer e que uma analise de tais
situacfes é necessaria para pode tomar boas decisbes, como no caso das
previsdbes de um namero resultante da soma no lancamento de dois dados.
Realizar previsbes em meio a situacdes de incerteza é uma pratica matematica

primordial no estudo de probabilidade.
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Além disto, vivenciaram e discutiram situacdes probabilisticas analogas
a urna de Bernoulli com e sem reposicdo dos elementos. E nos casos em que
ndo ha reposicdo de elementos o espaco amostral se modifica e desta forma
as chances de sucesso de um determinado evento também. Somando-se a isto
temos também as diferencas entre eventos com espacos amostrais

equiprovaveis e eventos com espacos amostrais nao-equiprovaveis.

Convém destacar que houve aprendizado com respeito a linguagem
caracteristica do estudo da probabilidade, uma vez que o0s professores
confundiam termos tais como experimentos e eventos, e também

possibilidades, chances e probabilidades.

O calculo da probabilidade por meios das frequéncias observadas
também se constitui em um aprendizado para os professores, este tipo de
calculo ndo era validado por eles; na atividade de construcdo dos graficos
vivenciamos com eles uma probabilidade calculada a posteriori, depois de
realizar o experimento. Assim, foi desenvolvido o raciocinio de que € aceitavel
aproximar o valor da frequéncia relativa de um acontecimento para o valor da
probabilidade tedrica quando da experimentacdo repetida um grande numero
de vezes. Indicamos esta como uma pratica emergente para o
desenvolvimento do conhecimento comum dos professores e que tinhamos

previsto em nosso desenho.

Possibilitamos aos professores mergulhar em questdes importantes e se
posicionar frente a situacfes que resgatam a epistemologia do conceito de
probabilidade. Ao investigar, vivenciar e discutir coletivamente as situacdes que
implicaram nos termos probabilisticos, tipos de eventos aleatorios, lei dos
grandes numeros e a probabilidade frequentista estreita-se com o0

desenvolvimento do raciocinio probabilistico.

Assim, do ponto de vista cognitivo, € possivel afirmar que os professores
desenvolveram o raciocinio que em eventos de natureza aleatdria 0s
resultados nem sempre sdo igualmente provaveis e ainda, que € possivel
pensar logicamente sobre esses resultados. Os professores compreenderam

gue é possivel pensar logicamente sobre eventos aleatérios, ou seja, é
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possivel fazer previsbes de resultados de eventos aleatérios com maior

consciéncia ainda que néo se tenha certeza do resultado.

Concernentes a esta unidade e as reflexdes voltadas para a sala de aula
0s professores apresentam pensamentos que evidenciam essa articulagéo

entre a atividade que ora estdo vivenciando e a sua referida préatica docente.

Os professores consideraram 0s seguintes conteidos matematicos

relacionados a probabilidade: raz&o, proporcdo, fracbes e os diferentes
resultados de eventos aleatorios.

A professora P40 apresenta uma reflexdo bem elaborada sobre a
possibilidade de se trabalhar com os alunos os numeros irracionais e a

probabilidade:

P40: um dos contetdos sdao os conjuntos numéricos. [...] Os
calculos envolvem os ndameros racionais, mas também com os
irracionais é possivel fazer uma relacdo com a probabilidade,
ainda mesmo que seja s6 com o TT; entre dois racionais existem
infinitos racionais e o trabalho com a probabilidade, se
avancarmos, pode mostrar que se nés colocarmos uma ponta
de lapis bem fininha sobre uma reta a probabilidade de tocar

z z

um racional é zero, s&0 muito mais irracionais; € com a
probabilidade que isso é provado. S&o conteddos que estdo
ligados e ndo podemos deixar a oportunidade de mostrar.

Quanto a questdo sobre quais atividades que poderiam despertar o
maior ou menor interesse dos alunos, destacamos a fala do professor P32:
P32: Talvez o que causasse menos interesse seria o do 1. O 11

ta longe da vida dos alunos. Os outros vao despertar; o
primeiro [Computer Game] vai despertar bastante.

A maioria dos professores apontou a atividade do Computer Game e a
do Jogo das Bolinhas e Jogo com Dados os que despertariam maior interesse
dos alunos em sala de aula e, o que despertaria menos interesse seria a
atividade do Impossivel versus Improvavel e a do niamero Pi. Entremeio as
discussfes das atividades destacamos pensamentos que revelam que o0s
professores constantemente faziam referéncia a sala de aula, comentando, por
exemplo, se os alunos teriam ou nao dificuldade de realizar determinadas

atividades.
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Sobre as contribui¢cdes das atividades para a compreensdo dos alunos
sobre aleatoriedade nos anos finais do Ensino Fundamental unanimemente os
professores pontuaram que ha contribuicbes. Em relagdo as atividades
propostas os professores destacaram que elas poderiam:

P9: Desenvolver o ato de pensar de varias maneiras

P10: facilitar o entendimento da parte tedrica por meio do
ladico

P14: iniciar a discussdo sobre eventos aleatoérios, e introduzir
de forma ladica, noc¢des que sédo apenas definidas formalmente
nos livros didaticos.

Em relacédo a atividade do Pi os professores em geral a consideraram
dificil e que ela poderia ser desenvolvida a partir do 9° ano. A fala do professor
P19 pode atestar esse fato:

P19: Do Pi seria interessante apresentar no 9° ano quando faz
a concluséo final de conjuntos.

De modo geral, com essa unidade de estudo pudemos apontar que
houve ampliagcbes de forma consistente na base de conhecimentos dos

professores sobre o0 conceito de aleatoriedade e sobre o0 ensino do mesmo.

5.2 TRAJETORIA DIDATICA GERADA PARA O DESENVOLVIMENTO DA
UNIDADE ESPAGCO AMOSTRAL E QUANTIFICACAO DE PROBABILIDADES

O desenho da unidade espaco amostral e quantificacdo de
probabilidades foi organizado para ser implementado em dois encontros
distinguidos como 3° e 4° encontros. Aplicamos as atividades selecionadas e
apresentadas no desenho com o grupo de professores para a mobilizacdo de
praticas matematicas e didaticas para mapeamentos e representacdes de
espacos amostrais, eventos dependentes e independentes, comparacao entre

razdes para decisdo da melhor chance e quantificacdo de probabilidade.

5.2.1 TIPOS DE PROBLEMAS E PRATICAS (MATEMATICAS E
DIDATICAS)
O terceiro encontro é iniciado com uma explicacdo sobre a
disponibilizacdo do material da primeira e segunda unidade de estudo em meio

virtual, além do texto que denominamos como Guia sobre Aleatoriedade.
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Perguntamos se alguém leu o referido texto. Como resposta, boa parte dos
professores n&o tinham tido tempo de ler o material; todavia o objetivo desta
acdo é que os professores tenham consigo o material para futuras aplicacdes
caso desejem.

Logo a seguir, retomamos o0 que foi discutido sobre aleatoriedade e
introduzimos o objeto epistémico pertinente a 22 unidade. Situamos em que
parte do programa formativo n6s estdvamos: espaco amostral e quantificacao
de probabilidades. Realizamos uma rapida reflexdo sobre a frase inicial do
encontro: “Deus quis que os homens se divertissem com muitos e muitos jogos,
pois eles trazem conforto e dissipam preocupacgées.” (Alfonso X, rei de Castela,
1252-1284).

Os processos que envolvem este encontro tém como foco possibilitar a
compreensao e a construgdo de conhecimentos sobre as diversas formas de
mapeamento de espaco amostral. A ideia € romper com uma perspectiva
comum na epistemologia do ensino de probabilidade que consiste diretamente
na apresentacdo de férmulas e algoritmos para calculos, além da possivel

articulacdo com o que ja discutimos na primeira unidade de estudo.

Como de costume, mas ndo menos importante, relembramos a
importancia da interacao e participacéo de todos, bem como da importancia do
didlogo. As atividades implementadas neste 3° encontro foram: 7.Matrix Game;
8.Jogo com Dados e Dominds; 9.Saco de Doces e suas variacdes e, por ultimo,

10.Blocos no Saco.

Este conjunto de atividades implementadas com foco no objeto
episttmico espaco amostral, pretende desenvolver as habilidades de
mapeamento e o registro dos elementos do espago amostral com uso de
diferentes representacdes tais como tabelas e o diagrama da arvore de
possibilidades. Pretende ainda discutir sobre a importancia do mapeamento por
meio da arvore de possibilidades e seu uso nos problemas de probabilidade,
além da imersdo em situacdes nas quais € necessaria a reducdo dos
elementos de um espaco amostral e o desenvolvimento do raciocinio para
pensar sobre os eventos mais provaveis ou menos provaveis. Em atividades

7

de probabilidade é preciso determinar quais sdo todas as possibilidades de
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resultados de um experimento no contexto desta referida atividade. O conjunto
de todos os resultados possiveis, geralmente definido como Espaco Amostral,
desempenha um papel essencial para compreensdao das chances e da
probabilidade dos resultados de um experimento aleatério. De acordo com
Novaes e Coutinho (2009), ndo podemos calcular o resultado de um
experimento aleatério com precisao, no entanto, podemos determinar o grau de

incerteza na sua ocorréncia, ou seja, a probabilidade.

O leitor perceber4d que neste apartado as atividades 7 e 8 serdo
apresentadas tal como estéo direcionadas para o trabalho com os alunos dos
anos finais do Ensino Fundamental. Todavia, na implementacdo, este fato é
trabalhado com os professores como reflexdo para a aplicacdo em suas salas
de aula.

Solicitamos a organizacdo dos professores em duplas. Explicamos a

primeira atividade deste encontro, no nivel 1, com um exemplo para todo o

grupo.

7. Matrix Game

O referido jogo esta dividido em trés partes que estdo articuladas. Em cada
parte descreveremos 0s respectivos objetivos.

Materiais:

.Computador para cada par de participantes

.Problemas Matrix Game dos niveis 1 ao 5

.Livreto (com todas as figuras pertinentes ao jogo)

Figuras impressas para manipulacdo durante o jogo (ex: chapéus,
copos, bocas)

12 parte - objetivos: Interpretar uma tabela de dupla entrada, identificando
regularidades de modo a prever corretamente as imagens que faltam,
descrevendo suas caracteristicas e justificar as escolhas. Logo, a habilidade
envolvida é a de analisar e fazer previsoes.

Comando:

Para cada pergunta vocé vai ver uma tabela. Vocé pode notar que algo esta
faltando. Em pares, vocés vao se revezar para responder as perguntas sobre a
imagem que falta em cada tabela. Vocé tem um livreto com uma pagina para
cada tela do computador, com as respostas possiveis rotuladas de A — F.

Como fazer
O jogador busca a solucao indicando cada uma das propriedades em falta e diz
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ao seu parceiro, por exemplo: “Eu estou procurando um carro que € amarelo”,
ou “Eu estou procurando um barco que € cor de rosa”. Desta forma, o jogador,
nao devem fazer suposi¢cdes ou chutes, mas sim pensar, e dizer a seu parceiro

as propriedades. Para cada propriedade que identificam corretamente, é
marcado um ponto.

Na figura 27 segue um exemplo da tabela apresentada na tela do
computador.

Figura 27: exemplo de tabela do Matrix Game

A‘) /'\1) Pe) \]
() é

& S
X 2 &K

~r

A6b

Fonte: Nunes et al., (2012).

O jogador deve escolher uma resposta dentre as apresentadas no livreto

(A, B, C, D, E ou F). O outro jogador registra sua escolha na folha de
pontuacao antes de clicar na tela do computador sua resposta.
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Figura 28: exemplo da folha para respostas
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Fonte: Nunes et al., (2012).

Depois de clicada a resposta, aparecem na tela dois simbolos: um para
correto e outro para errado. Se a resposta for correta, ele ganha 2 pontos, caso
contrario ele devera fazer uma segunda tentativa, e se acertar marca 1 ponto.
Se ainda estiver incorreta, ele devera fazer tentativas até que acerte a
resposta. Na terceira, quarta e quinta tentativas ele ndo ganhara pontos. Na

sexta e ultima tentativa ele perdera um ponto.

Os jogadores de cada dupla a cada jogo deverdo trocar de funcéo (o
“clicador” passara a ser o marcador e vice-versa). Os participantes devem se
revezar para iniciar o jogo quando de niveis diferentes. Os diferentes niveis
articulam diferentes propriedades dos elementos utilizados em cada tabela; por
exemplo, perceber a rotacdo de uma forma geométrica envolvendo a ideia de

simetria e/ou formas sobrepostas, como nas figuras 29 e 30.



Figura 29: exemplo do jogo Matriz Game
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Fonte: Nunes et al., (2012).
Figura 30: exemplo do jogo Matrix Game
A B C D E
E3

Fonte: Nunes et al., (2012).
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Os professores jogaram durante um tempo destinado para a vivéncia do
jogo. E possivel perceber o envolvimento deles com a atividade. Os
professores tentam compreender, trocam ideias entre as duplas, comentam
sobre a logica e discutem as caracteristicas das imagens; um professor
comenta que parece pegadinha, ha descontracdo na realizacdo da atividade.
Apresentamos quatro imagens provenientes da implementagéo desta atividade
(Figura 31).

Figura 31: aplicac&@o do jogo Matriz Game com os professores

Fonte: O autor, 2017.

Transcorrido o tempo para a vivéncia do jogo perguntamos se 0S
professores estavam gostando do jogo e eles responderam afirmativamente. A
maioria das duplas conseguiu chegar até o nivel 3. Questionamos sobre os
diferentes niveis e sobre o que os jogos nos diferentes niveis mobilizam.
Discorremos sobre a origem do nome (Matrix Game) atribuido pela autora do
jogo e sistematizamos que o jogo trabalha com as matrizes articuladas com a
guestao da tabela de dupla entrada. No primeiro nivel ha uma identificacdo das
categorias como suporte e a partir do segundo nivel ja ndo existe essa
identificacdo das categorias; é o proprio jogador que tem que fazer essa
identificacdo. Pontuamos que isso pode ajudar a compreender melhor a ideia

da intersec¢éo na tabela de dupla entrada.
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Dando continuidade, ainda com este jogo, partimos para a atividade com
as Mascaras das matrizes (22 parte). Induzimos o grupo de professores a

pensar na relacdo com o conceito de espaco amostral.

22 parte — objetivos: desenvolver a habilidade de mapear todas as possiveis
combinacgdes das categorias oriundas das matrizes.

Em primeiro lugar, solicitar uma construcdo do espaco amostral com
combinacdo 2x2 a partir dos niveis 1 e 2 do Jogo Matrix, utilizando material
manipulavel e uma tabela como suporte para organizar as combinacdes.

a) Vocé tem uma pilha de figuras e tem uma tabela para combinar duas dessas
categorias (chapéus/oculos/bocas) organizando de forma a preencher as
células vazias. Entédo, veja se vocé pode manipular as figuras para ajudar a
lembrar quais as imagens foram combinadas.

Em seguida, também por meio do material manipulavel, construir o espaco
amostral com combinacgéo 3x3 a partir dos niveis 3, 4 e 5 do Jogo Matrix sem a
utilizagdo de uma tabela.

b) Agora vocé tem 3 categorias (chapéus/bocas/oculos) e vocé precisa
descobrir muitas combina¢cdes possiveis que se pode fazer, sem repetir
imagens ou deixar faltar alguma combinacdo possivel. Vocé pode usar as
figuras para ajuda-lo a descobrir as combinagfes, mas vocé ndo tem desta vez
uma tabela para ajuda-lo. Como vocé pode anotar as combinacdes?

Devido a limitacdo do tempo, nado realizamos a atividade e sim,
procedemos a uma reflexdo sobre a mesma. Dessa forma, refletimos como se
estivéssemos propondo o jogo com os alunos. Este tipo de acdo torna-se

crucial também por enfatizar a importancia de pensar na pratica docente.

Em meio a essa reflexdo, chama-se a atencdo para o fato de que, por
exemplo, se a figura do chapéu azul é usada para preenchimento de uma
célula, como colocar o chapéu azul em outra célula? Por que s existe uma
figura (material fisico) com chapéu azul. Dai o questionamento do que é
necessario fazer e qual seria a ideia do grupo para preencher as células vazias

sem utilizar as figuras.

32 parte - Expandindo o espaco amostral — objetivos: desenvolver a habilidade
para construcdo de um diagrama de arvore de possibilidades ao expandir uma
matriz.
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Na primeira parte da atividade (Matrix Game) nem todas as combinagdes
possiveis aparecem numa matriz. Os participantes sdo convidados a descobrir
guais estao faltando.

Comando: Trabalhando em pares com as figuras impressas dos problemas do
Matrix, vocé vai observar os detalhes do espaco amostral e desenhar um
diagrama de arvore.

Na figura 32 temos um exemplo com animal, cor e direcao.
Questionamos junto aos professores: Que outras combinacdes possiveis de
animal, cor e direcdo vocé pode fazer? Por exemplo, porco vermelho, virado

para direita, etc. Como vocé pode provar que fez todas as combinagdes

possiveis?
Figura 32: problema 7 do jogo Matriz Game
virada para esquerda
vermelho
?
porco
?
?
elefante
?

Fonte: Adaptado de Nunes et al., (2012).

Damos continuidade informando que nem todas as combinacdes
possiveis aparecem em uma matriz e como poderiamos provar que fizemos
todas as combinacgdes. Discorremos sobre a ideia envolvida que é a de forcar a
construcdo do espaco amostral. Pegamos a tabela em discussédo e comecamos
a identificar as propriedades. Salientamos que devemos perceber que ha mais
combinac¢Bes do que as mostradas na matriz. Oferecemos diferentes matrizes

para os professores realizarem a expansao do espa¢o amostral.

A proxima atividade a ser implementada, atividade de posicdo 8 no

desenho, é com os dados e dominds.
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8. Jogos com Dados e Dominés

Objetivos: Estudo de espagos amostrais com eventos mais provaveis ou menos
provaveis. Desenvolver habilidades de boas previsdes com base na percepcéo
do espaco amostral. Interpretar situac6es em que é necessario eliminar casos
do espago amostral.

Materiais:
.Dois dados de cores diferentes
.Conjunto com 28 dominds

a) Dados — adicao

Comando:

Vocé tem dois dados e ira joga-los para obter uma pontuacéo total. Em pares,
guero que cada integrante da dupla faca a previsdo de trés totais (entre 2 e 12)
gue vocé acha que vao aparecer e faca a anotacéo de suas previsoes.

Agora vocé vai jogar 15 vezes e anotar sua pontuacao total entre os dois dados
no seu livreto.

Observe os totais e se dé um ponto para cada total que corresponde a uma das
trés previsoes feita por voceé.

Quais os totais de pontos apareceram mais vezes? Sera que vocé escolheu as
suas trés previsdes das somas com sabedoria? Quais sdo os melhores palpites
guando vocé olha para a pontuacdo que obteve neste exemplo? Por qué?
Colocar 0 12 ou 0 2 é uma boa escolha?

b) Dados - subtracéo

Comando:

Vocé tem dois dados e estara jogando-os, mas agora desta vez fard uma
subtracdo entre o maior e 0 menor numero, formando a pontuacéo total.

Em pares, quero que cada um de vocés faca uma previsao de trés resultados
entre os dois dados que vocé acha que vai aparecer na maioria das vezes
guando vocé jogar os dados. Anote suas trés previsoes.

Agora vocé vai fazer dez jogadas e anotar sua pontuacéao total em seu livreto a
cada jogada feita.

Observe os totais e conte um ponto para cada total correspondente a uma das
suas previsoes.

Quiais totais apareceram mais vezes? Sera que vocé escolheu seus trés totais
com sabedoria? Quais sdo os melhores palpites quando vocé olha para a
pontuacao que obteve neste jogo? Vocé faria escolhas diferentes agora?

c) Dominé
Comando:
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Sua tarefa é trabalhar em conjunto para prever todas as combina¢des de uma
caixa de doming, e depois dizer o nimero exato de dominos.

Se vocé néo estiver familiarizado com dominds, o menor nimero € o 0 e maior
namero é o 6 dentro deste conjunto. Em cada domind existem dois nimeros
representados como pontos em cada peca. (Mostrar alguns dominds para se
certificar que todas as criangas estejam familiarizadas com eles).

Eu quero que vocé descubra quais as combinagbes possiveis no domind e
guantos dominds existem no conjunto completo. Por exemplo: existe 0 e 1; 0 e
2, etc. Vocé tem um grade para ajuda-lo a trabalhar as combinacdes possiveis.

Vocé acha que o espaco para a amostra completa do dominé funcionou. Eu me
esqueci de dizer que em um conjunto de domindé vocé ndo pode ter dois
dominés com a mesma combinacédo, por exemplo, 2e 1 com1le 2.

Vocé pode precisar do espaco amostral para riscar 0s que se repetem.
Quantos dominés vocé acha que existem no conjunto completo, sem
repeticao?

O jogo dos dados, que ja é uma retomada, nao foi implementado na
préatica por motivo de tempo. Contudo, foi recordado que mais uma vez se pede
uma previsao sobre os trés totais mais provaveis do resultado da soma dos

pontos obtidos no lancamento dos dois dados.

E apresentado o slide (figura 33) que se constitui no mesmo folheto
recebido pelos professores para registro, com espaco para as trés previsoes e

os 15 resultados obtidos nos langamentos.

Figura 33: folheto de registro para previsdes - atividade com dados

DY

Previsdes ’ ‘ ’ ‘ ’ ‘

i I
.

Quantas vezes vocé acertou a suas previsdes? |:| |:| |:|

Fonte: Adaptado de Nunes et al., (2012).
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Em nossa intervencdo, resolvemos mostrar o grafico das frequéncias
acumuladas dos lancamentos construidos no segundo encontro da unidade
anterior. E em seguida, apresentamos aos professores constru¢des de criangas
gue participaram de pesquisa com as referidas atividades, vide exemplo na
figura 34.

Figura 34: resolucdo de uma crianga com a atividade dos dados
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Fonte: Nunes et al., (2012).

Apés conversarmos sobre as resolugcbes constantes na figura 34,
prosseguimos com a atividade dos dominos. Destinamos um tempo para a

resolucdo da atividade em duplas.

Discutimos com os professores sobre o fato de que € preciso eliminar as
repeticdes para saber qual o espaco amostral correto. Destacamos ainda que

estamos analisando a natureza do espaco amostral.

Seguidamente adentramos na situagcdo-problema Saco dos Doces e
Variacfes. Fizemos a leitura junto com os professores e impelimos a questéo
para eles se posicionarem. A partir daqui as atividades direcionam para a
guantificacdo de probabilidades de forma mais explicita e direta. O objeto

epistémico espaco amostral avanca progressivamente para a quantificacdo de
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probabilidades; os referidos objetos apareceram juntos muitas vezes a partir de
agora.

9. Saco dos Doces e Variacoes

Objetivos: Desenvolver uma melhor compreensdo sobre eventos mais ou
menos provaveis de acontecer e decidir sobre as melhores chances.
Desenvolver habilidades no uso de diversas representacbes para o
mapeamento do espac¢o amostral. Ser capaz de identificar que a probabilidade
de eventos dependentes supbe uma restricio do espago amostral e
guantificacdo de uma probabilidade condicional.

Material: livreto com a situacao-problema
Comando — Saco dos Doces:

Samantha pode pegar dois doces de um saco, sem olhar, e h& trés doces no
saco. Ha dois doces de sabor morango e um sabor groselha. Seu sabor
favorito € morango. Ela pode pegar dois doces de morango ou ela pode pegar
um de morango e um de groselha. Vocé pode, antes de tudo dar seu palpite se
ela tem uma melhor chance de conseguir dois doces de morango ou de obter
uma mistura, ou se a chance de escolher dois doces de morango ou uma
mistura € a mesma? Faca uma observacdo e escreva as suas suposicoes:
como pensam que ela tem uma maior chance de escolher dois doces de
morango? Como pensam que ela tem uma maior chance de escolher uma
mistura? Como pensam que a chance de escolher dois de morango ou uma
mistura & a mesma?

A situacdo-problema que ora vamos discutir faz parte do conjunto de
atividades do programa de ensino de Nunes et al. (2012); ancora-se em um
exemplo do classico problema: "um saco contém uma ficha branca (B) e duas
fichas vermelhas (Va, Vb) e vocé pode retirar duas fichas ao acaso sem
reposicdo. Vocé retirara duas fichas vermelhas ou uma vermelha e uma
branca. Esses dois resultados séo igualmente provaveis ou um € mais provavel
do que o outro?” No espago amostral, ha duas vezes mais a combinagao
vermelho-branco que vermelho-vermelho, porque h& quatro maneiras de
produzir a combinacdo mista (B_Va, B_Vb, Va_B, Vb_B) e duas maneiras de

produzir somente o vermelho-vermelho (Va_Vb, Vb_Va) (Lecoutre, 1992).

Esta situacdo-problema apresenta questionamentos que envolvem o
aspecto intuitivo: solicitar que se dé um palpite; como se pensa a maior chance;

escrever as suposi¢oes; etc. Nao indica o uso direto de uma férmula para
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calcular a probabilidade, inclusive fala-se em chance em vez de probabilidade.
Observamos que a atividade induz para pensar em todas as possibilidades
possiveis de escolha e escrever o raciocinio para justificar a resposta dada.
Apresentamos na figura 35 uma solucgéo intuitiva para esta situagao-problema:

Figura 35: primeira solugéo — intuitiva
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Fonte: o autor, 2017.

Para responder aos questionamentos que a atividade apresenta, pode-
se observar o resultado dos pares das diferentes combinacées dos sabores
dos doces. Temos que das seis combinagdes possiveis ha quatro combinacdes
gue envolvem uma mistura diferente dos sabores dos doces da mesma forma
apresentada na versao de Lecoutre (1992). Isto comprova que a chance de se
ter uma mistura é maior contrariando a intuicdo, que pode levar ao erro, de que
o fato de haver mais doces sabores morango se levaria a uma maior chance de

tirar dois doces de morango.

Ao considerar esta solucdo como intuitiva embasamo-nos em Fischbein
(1993) ao discorrer que o componente intuitivo (compreensao intuitiva,
cognicao intuitiva, solucdo intuitiva) diz respeito a uma compreensao que 0
individuo considera autoevidente, que o faz aceitar um conhecimento ou uma

ideia sem questionar a necessidade de justificativa que legitime essa ideia.

E possivel constatar o fato de qual combinacdo seria mais provavel sem
necessariamente utilizar o calculo da probabilidade e contrastar com sua
resposta. Utilizaremos a regra de Laplace para confirmar que a probabilidade
de uma mistura é mais provavel. Denominaremos 0 espaco amostral como

“‘EA” e a probabilidade como “P”.
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EA = {M1M2; M2M1; M1G; M2G; GM1; GM2}
P (mesmo sabor) = P(M1M2) + P(M2M1) = 1/6 + 1/6 = 2/6
P (mistura) = P(M1G) + P(M2G) + P(GM1) + P(GM2) = Y/ + 1/, + 1/ + 1/,

=4/6

Uma segunda solucdo descrita abaixo envolve a regra do produto de
probabilidades e um diagrama de arvores de probabilidades incompleto.

Figura 36: segunda solucédo —formal: regra do produto de probabilidades

12 [ M ] [ P(M,M) =2/3x1/2=2/6=1/3 ]
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Fonte: o autor, 2017.

EA = {MM; M,G; G,M}
P(mesmo sabor) = P(MM) = 1/3
P(mistura) = P(M,G U G,M) = 1/3+ 1/, =2/,

Com esta segunda solugdo, observamos que temos um componente
formal em jogo. Para Fischbein (1993), o componente formal diz respeito aos
conhecimentos relativos as definicbes, axiomas, teoremas e provas, que
devem ser aprendidos, organizados e aplicados pelo estudante. Para ele, esse
componente seria indispensavel em um processo educativo, visto que a
compreensao do que € rigor e coeréncia em Matematica ndo € adquirida

espontaneamente pelo estudante.

Com esta atividade esperamos que o0s professores raciocinem sobre as
diferentes formas de resolucdo e as especificas probabilidades de cada
resolucdo. Como a escolha é aleatéria na pratica de tirar dois doces de um
saco com trés doces, na primeira retirada temos que a chance é de 1 em 3

para a retirada de um doce qualquer; na segunda retirada temos:
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e a chance é de 1 em 2 se na primeira retirada sair um doce de
morango;
e a chance é de 2 em 2 se na primeira retirada sair um doce de

groselha — um evento certo.

Dessa forma, dizemos que a segunda retirada esta condicionada pelo
gue pode acontecer na primeira, ou seja, o segundo evento € dependente do

primeiro.

Provavelmente os professores em exercicio estudaram na graduacgéo
em Licenciatura em Matematica conteudos concernentes a probabilidade;
prevemos que tenham estudado o mapeamento do espaco amostral de um
evento e 0 uso da combinatéria para encontrar determinados espacos
amostrais, bem como a quantificacdo de probabilidade e os casos especificos
como a probabilidade condicional e bayesiana. Essa situacdo demanda
compreender o carater dos eventos certos, impossiveis, provaveis, mais
provaveis ou menos provaveis, eventos dependentes e independentes, e
diversas representacdes para o0 mapeamento do espa¢co amostral, tais como

uso de diagramas e tabelas.

Houve diversos momentos de socializacdo dos professores e
intervencdo nossa para ir conduzido a progressao da atividade. Continuamos
esclarecendo que justamente é um tipo de situacdo que a gente vai trabalhar
essa questdo do tipo contra-intuitiva e ja utilizando os conhecimentos do
diagrama de arvore para comprovar as melhores chances. Nesta situacao
ainda ndo estamos calculando nada de probabilidade, s6 estamos verificando o

gue é uma melhor chance.

Ampliamos esta atividade para o estudo da probabilidade condicional.
Uma vez que as orientacfes curriculares brasileiras (MEC-SEF, 1998) néo
direcionam o ensino de probabilidade condicional para os anos finais do Ensino
Fundamental este conhecimento €& concebido como um conhecimento
avancado do conteldo — embora acreditemos que em um processo de
inovacgdo curricular esta tematica possa também ser incluida para os anos
finais do Ensino Fundamental. Tecemos duas perguntas em termos de

probabilidade condicional que denominamos item 9.1
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9.1) H& trés doces no saco. Ha dois doces de sabor morango e um sabor
groselha. Extraimos dois doces do saco sem olhar, um ap6s o outro, sem
reposicao.

a) Qual a probabilidade de extrair um doce de groselha na segunda retirada,
havendo extraido um doce de morango na primeira retirada? (Probabilidade
condicional direta)

b) Qual a probabilidade de extrair um doce de groselha na primeira retirada,
havendo extraido um doce de morango na segunda retirada?(Probabilidade
condicional transposta)

¢) Qual a probabilidade de extrair um doce de morango na segunda retirada,
havendo extraido um doce de groselha na primeira retirada?

Enfatizamos que em ambos 0s casos temos um contexto de espaco
amostral sem reposicéo, logo deve ser levado em conta a composi¢cao do saco
uma vez extraido um doce de morango. A probabilidade condicional supde uma
restricdo do espaco amostral. Segue o calculo das probabilidades condicionais:

P(Gy,M;) 1/3 1
B PGIM) =00 =2m =2

P(Gy,My) 1/3 1
b) P(G1|M2) = —P(llwz)z = ﬁ = >

P(M,Gy) _ 1/3 _

P(Gy)  1/3 1

¢) P(M,|G;) =

Com estas probabilidades podemos inferir que € um evento certo (100%)
se ter uma mistura dado que se extraiu groselha (G) na primeira retirada e que
ter uma mistura dado que se extraiu morango na primeira retirada ou na

segunda € de 50%.

Em seguida, discutimos com o0s professores mais dois itens
(denominamos como item 9.2 e item 9.3) que apresentamos como variantes da
situacdo-problema do Saco de Doces, com objetivo de mobilizar os

conhecimentos avancados do conteudo.

Item 9.2) Antes de ir para a escola, ainda meio sonolento, o estudante abre
uma gaveta onde ha 3 pares de meia brancas e dois pares de meias pretas. Ao
pegar dois pares de meias, aleatoriamente, vocé tem mais chances de pegar
dois pares brancos? Ou uma mistura? Como pode explicar?
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Figura 37: diagrama de arvore da solucéo da atividade 9.1

P (BB)=3/5x2/4=3/10
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1/< [ P ][ P (PP) = 2/5 x 1/4 = 1/10 ]

Fonte: o autor, 2017.

Denominaremos B para par de meias brancas e P para par de meias
pretas; EA para espago amostral e P(...) para probabilidade.
EA = {BB; BP; PB; PP}
P(dois pares brancos) = P(BB) = 3/10
P(dois pares misturados) = P(BP U PB) = 3/10 + 3/10 = 3/5
Podemos observar que também neste item a probabilidade de pares

diferentes é maior que a probabilidade de dois pares iguais analogamente com
a probabilidade da mistura de doces com a probabilidade de doces iguais.

Na mesma arvore ja desenhada na lousa comecamos a modificar com
as novas referéncias relacionadas com o problema. Mostramos que existem
mais dois elementos na arvore, pois agora temos 3 pares brancos e 2 pares
pretos, e dai mapeamos todo o espa¢co amostral. Colocamos esse item como
uma variante por que realmente mobiliza a mesma ideia. Temos a tendéncia de
acreditar que se tem mais chance de pegar um par de meias brancas, mas se
vocé construir esse espaco amostral vamos ver que a chance de pegar uma

mistura & maior.

Apbs a discussao que descrevemos, o item 9.3 é introduzido. Esse item
€ parte de uma sequéncia didatica extraida da dissertacdo de Souza (2002)
sobre distribuicdo binomial. Como proposto no desenho este item também foi
considerado uma variante da primeira por ser possivel estabelecer relacdes
concernentes ao objeto epistémico de forma progressiva e concatenada. A
referida atividade é apresentada aos professores. Os professores analisam o
problema. Deixamos transcorrer um tempo de debate entre eles e perguntamos
0 que eles responderiam. Jogamos mais perguntas para ajudar na reflexdo e

resolucéo.
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Item 9.3) Um professor pede a seus alunos que respondam duas questdes do
tipo V ou F. Um dos alunos, Pedro, responde as questdes ao acaso.

E mais provavel que:

i)Pedro acerte as duas questoes;

i) Pedro erre as duas questdes;

iii) Pedro acerte apenas uma das questoes;

iv)as alternativas i), i) e iii) sdo igualmente equiprovaveis.

Figura 38: diagrama de arvore da solugéo 9.2
[ A [ pew=12x12-17
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Fonte: o autor, 2017.

EA = {AA; AE; EA; EE}

P(acertar apenas uma) = P(AE U EA) = 1/4 + 1/4 = 1/2

Neste item a probabilidade de acertar apenas uma questdo (analoga a
probabilidade da mistura) € maior do que acertar ou errar as duas questdes; no

entanto, os eventos sdo independentes.

Seguimos para explicar a solucdo esperada para este item.
Completamos a arvore na lousa utilizando os codigos C para certo e E para

errado. Foi nosso objetivo dar uma énfase ao uso da arvore.

Pensando na segunda retirada/tentativa estas atividades podem ser
resolvidas em termos de probabilidade condicional (item 9.1 e 9.2)
confrontadas com o item 9.3 (probabilidade envolvendo eventos

independentes).

Salientamos que foi proposital colocar estas situacfes variadas para
demonstrar a importancia de trabalhar desde o primeiro momento com espaco

amostral em niveis de complexidade diferentes.

Segue-se agora para mais um jogo no computador, atividade Blocos no
Saco. Primeiro fazemos coletivamente com todo o grupo de professores e

depois solicitamos que os professores se organizassem em duplas para a




224

realizacdo da atividade. Explicamos também a folha de registro fazendo um
desenho no quadro para ndo deixar dividas quanto a forma de registro
inerente a atividade. E concedido um tempo para professores realizarem a
atividade (figura 39). Eles se envolvem; refletem; discutem.

Figura 39: professores vivenciando atividade dos Blocos no Saco

-Fonte: 0 autor, 2017.

10. Blocos no saco

Objetivos: Ser capaz de comparar probabilidades examinando o espaco
amostral, para tornar-se consciente de que, se 0S espacos amostrais séo
diferentes, talvez seja necessario reorganizar a distribuicdo para fazer uma
comparacao, e ver como indices podem ser utilizados neste rearranjo do
espaco amostral. Decidir a melhor chance utilizando a razdo. Os participantes
treinam em sucessivas decisdes a comparacao de probabilidades em eventos
(sacos de cores diferentes) com espacos amostrais diferentes.

Material:
.Computador por pares de participantes carregado com jogo
.Dois diferentes marcadores de cores (bloco amarelo e preto)
Livreto

12 Parte - Como fazer:

Decidir para cada pergunta que saco deve-se escolher para ter uma melhor
chance de conseguir um bloco amarelo e ganhar pontos. Passar por cada um
das primeiras 9 telas coletivamente. Apds, para 0 segundo conjunto de telas,
trabalhar em pares.

Comando:

“‘Neste jogo de computador vocé vai ver que existem dois sacos contendo
blocos da cor amarela e preta. Para ganhar 10 pontos, vocé tem que pegar o
saco que vocé acha que lhe da a melhor chance de conseguir um bloco
amarelo. Vocé tem que decidir qual saco vocé vai escolher — o saco vermelho
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ou o saco azul, ou vocé pode decidir que poderia ser tanto um como outro, nao
importando qual saco, se vocé acha que eles oferecem a mesma chance. Dé
um clique fazendo sua escolha”.

7 amarelo
4 preto

>

Nao
importa

22 parte - Como fazer:

Usar os blocos unifix manipulando-os para explicar ao parceiro a sua decisédo
com relacdo ao saco que da a melhor chance de retirar um bloco amarelo. A
ideia é utilizar os blocos para demonstrar a relacdo e em seguida clicar para
conferir se acertou ou ndo. Caso erre, comparar a resposta correta com seus
blocos para perceber como a sua resposta foi diferente.

O comando € o mesmo e sera utilizado um terceiro conjunto de imagens.

Os patrticipantes podem fazer um julgamento sobre qual saco que iriam
pegar para ter uma melhor chance de conseguir um bloco amarelo. Clique em
sua escolha. Apos clicar aparece uma tela com um feedback (conforme a figura
40) com a resposta correta. Se a resposta estiver correta aparece uma
saudacdo, caso contrario, aparecera uma tela mostrando a resposta correta e

uma explicacéo visual relacionado os blocos amarelos com os blocos pretos.

Figura 40: feedback da atividade Blocos no Saco
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Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2017).
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Em ambos os conjuntos de telas, a dificuldade € que o espa¢o amostral
ndo € do mesmo tamanho, para o qual precisa usar indices para ver qual saco

lhe dar uma melhor chance.

Quando os professores ja tinham vivenciado o jogo, indagamos os
mesmos sobre qual seria a ideia por traz dessa atividade. Chamamos atencéo
para o fato que o que se faz no jogo sdo comparacdes entre os dois sacos.
Clarificamos que nao estamos trabalhando com a ideia do espaco amostral,
estamos trabalhando apenas com a identificacdo de onde € que se tem mais
chance. Isso é importante uma vez que vai fortalecer a ideia do conceito de

chance ao pensar onde € mais provavel de conseguir um bloquinho amarelo.

Prosseguindo para o jogo 2 € possivel utilizar os blocos (unifix) amarelo
e preto para demonstrar e justificar as escolhas dos sacos fazendo a relagéo
da quantidade de amarelos para a quantidade de pretos em cada saco. E um
material que vocé pode manipular e justificar o raciocinio (figura 41). No
trabalho com os alunos, importante o registro das pontuacdes nas trés fases do
jogo e a soma das pontuacdes ao final. Discutir ainda com os alunos como
explicar e demonstrar com os blocos unifix, por exemplo, como 2 : 12 oferece a

mesma chance que 1 : 6.

Figura 41: utilizacdo do material manipulavel

’

i .‘Lh.ﬂ

Fonte: o autor, 2017.

Discutimos com os professores sobre as diversas estratégias que podem
aparecer na resolucdo, no entanto o mais importante € estabelecer a
comparacao entre as quantidades e ndo seguir direto para a representacdo em

forma fracionéria.
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Com respeito aos jogos 2 e 0 3 apenas apresentamos aos professores
pois ndo daria tempo para realizar todos eles. Situamos o0 jogo na unidade de
estudo para que se perceba que as atividades tém um encadeamento.

No 4° encontro implementamos as atividades 11.Fabrica de bolos, 12.
Jogo Igba-Ita e 13.Jogo das Trés fichas; trabalhando desde o objeto epistémico
probabilidade simples até a probabilidade condicionada. Relembramos que
estavamos na unidade de estudo envolvendo o objeto epistémico espaco
amostral progredindo para a quantificagéo de probabilidades.

Mais uma vez, no inicio deste encontro, retomamos o que ja foi
trabalhado nos encontros anteriores e situamos a pauta do dia no contexto do

desenvolvimento das unidades de estudo.

Apenas a primeira atividade faz parte do programa de Nunes et al.
(2012); as outras duas atividade foram selecionadas da literatura atual
conforme explicitado no capitulo do desenho.

Dando prosseguimento apresentamos a frase de La Fontaine: Um
astrélogo, certo dia, deixou-se cair, no fundo de um poco. e disseram-lhe:
grande tolo se mal podes ver onde pde os pés, como te atreves a decifrar o
gue nao enxergas? — por que desde o primeiro encontro sobre aleatoriedade,
tocamos na questdo sobre a epistemologia do conhecimento probabilistico.
Discutimos a principio a associacdo dos jogos de sorte-azar com a vontade dos
deuses, ou seja, imperava uma questdo divina. Ressaltamos que com o
progresso da ciéncia e do proprio conhecimento matematico, a probabilidade

comeca a ser sistematizada, matematizada — podemos assim dizer.

De inicio os professores receberam a atividade Fabrica de Bolos
impressa. Apresentamos e fizemos a leitura da atividade no slide. Indicamos
gue os professores poderiam adaptar a atividade, modificar os sabores, os
recheios, as coberturas, para deixa-la melhor contextualizada quando de uma

possivel aplicacao aos seus alunos.
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11. Fabrica de Bolos

Objetivos: Com o uso de diagramas, ser capaz de elaborar a composi¢do do
espaco amostral, agregar e eliminar os casos e reforcar a compreensao da
conexao entre o espago amostral e quantificagéo das probabilidades.

Material: livreto com a situagao-problema.

Como fazer — Comando:

Vocé trabalha na fabrica de bolos que esta preparando bolos para a
comemoracgdo do Dia do Estudante nas quais diversas escolas estdo se
organizado.

Afébrica tem:
3 sabores: laranja, limédo, morango
3 recheios: baunilha, chantilly, geléia
3 coberturas: nozes, gotas de chocolate, cerejas

Vocé precisa fazer caixas para cada combinacéo diferente de bolo. 1 bolo por
caixa. Quantas caixas diferentes vocé precisa fazer? Como podes ter certeza
gue vocé nao vai repetir ou deixar de fora alguma combinacdo?Este é o
numero de caixas que vocé entrega a cada escola.

Ha um imprevisto!Vocé carregou a van de entrega e separou as caixas para as
diferentes escolas, mas agora os gestores das escolas chamaram e disseram
gue ndo gostam de algumas combinacdes:

Escola A ndo quer nozes em cima do bolo de liméo.

Escola B ndo quer recheio de geleia com cobertura de cereja.

Escola C nao quer recheio de chantilly com as gotas de chocolate.

Vocé pode descobrir quantas caixas terdo que ser retiradas da van, pois nelas
contém os bolos com combinac¢des de sabores que as escolas ndo querem?

Ha outro imprevisto!

Vocé nao escreveu as combinacfes de bolo sobre as caixas e vocé nao tem
tempo para abrir todas as caixas para verificar as combinacfes, de modo que
vocé tem que escolher apenas algumas caixas e tira-las para fora.

Vocé acha que € mais provavel tirar uma caixa que realmente vocé quer tirar
ou vocé acha que é mais provavel tirar uma caixa que realmente vocé queria
deixar na van? Explique por que.

Uma solucéo para a primeira pergunta que solicita a quantidade de bolos
diferentes considerando as combinac¢@es de sabor, recheio e cobertura seria a
aplicacdo do principio fundamental da contagem:

3x3x3=27

27 possibilidades diferentes de bolos
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Os professores de matematica certamente langaram méo deste principio
para a resolugcdo. No entanto, cabe uma reflexdo voltada para os alunos, em
gue nesta etapa de estudo é mais interessante instigar ao procedimento de
algum registro para mapeamento do espago amostral. Na figura 42 temos um
dos registros possiveis por meio da arvore de possibilidades das 27

possibilidades diferentes de bolos.

Figura 42: espaco amostral da atividade Fabrica de bolos
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Fonte: o autor, 2017.

Para a segunda parte € necessario compreender que das 27
combina¢cBes algumas dessas sdo indesejadas pelas escolas e se deve

utilizar o diagrama para eliminar os casos.

Da atividade sabemos que cada escola recebera 27 bolos. Com a
restricdo por escola é necessario a retirada de 9 bolos, uma vez que néo
sabemos quais as caixas, podemos compreender que em um grupo de 27
bolos se tem 9 opc¢Bes indesejadas por que os bolos estédo juntos; € como
se as trés restricdes fossem uma restricdo Unica. Lembramos que estamos

pensando no evento mais provaveis ou menos provavel e ndo em retirar
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realmente os bolos.

Para chegar a solucéo € preciso pensar na probabilidade de retirar da
van uma caixa com bolos indesejados que sera 9 em 27, simplificando, 1 de
3. E a probabilidade de retirar uma caixa com bolos que as escolas
realmente queriam ter é de 18 em 27, logo 2 de 3.

Discutimos com o0s professores como eles elaboraram as suas
respostas, que representacdes utilizaram e/ou as estratégias empregadas. Tal
momento de reflexdo também deve fazer parte da atividade em uma posterior
aplicacdo em sala de aula; os alunos devem ser encorajados a se referir aos
seus diagramas para os bolos indesejados relacionando com o0 espago

amostral.

Propomos uma resolucdo coletiva e convidamos os professores para
responder na lousa e, que, ndo se preocupassem em errar ou acertar: quem
gostaria de mostrar aqui pra gente na lousa? Os professores apresentaram as

suas resolucdes; houve grande debate.

Continuando com a atividade: Ha outro imprevisto! Fizemos a leitura e
ratificamos que as 27 caixas estdo na van, vocé quer tirar 9. O que acha que é
mais provavel?; alertamos para que eles pensassem como fariam o registro da
resolucdo e acionamos um tempo para a resolucdo. Os professores discutiram
muito entre si. Convidamos mais um professor para ir a lousa explanar a sua

forma de raciocinio.

A partir desse momento iniciamos uma sistematizacdo com a resolucéo
esperada da atividade. Informamos que o material da atividade ja nés conduz
para a necessidade de quantificar. Reapresentamos as perguntas no slide e
seguimos preenchendo junto com os professores. Comecamos a trabalhar com
os elementos da atividade como 9 em 27 e 18 em 27 prosseguindo com a ideia
de quantificar e perceber o que é mais provavel ou ndo te acontecer.
Discorremos sobre a comparacéo de razdes, estabelecer a razdo e chamamos
a atencédo para se o aluno construir erroneamente a fracdo 9/24 discutir com

eles. Depois haverd o momento de comparar uma quantidade com o total.
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Continuadamente, apresentamos aos professores um slide com a
resolucdo de um aluno participante da pesquisa de Nunes et al. (2012) em que

utiliza um arranjo espacial diferente.

Figura 43: diagrama construido por uma crianca na resolucdo da atividade da Fabrica de bolos
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Fonte: Nunes et al. 2012.

A figura 43 mostra o diagrama de uma crianca. O diagrama parece
diferente, mas € sistematico e apresenta todas as combinacfes. ISso mostra
gue a crianca usou a ideia de um diagrama de arvore, mas um arranjo espacial
diferente. Segundo Nunes et al. (2012) o professor dessa crianca ficou confuso,
mas a crianca explicou que os sabores do bolo estavam no centro (laranja,
limdo, morango), e cada um foi emparelhado com trés recheios (baunilha,
chantilly, geléia), que foram escritas em torno de 3 vezes os sabores do bolo, e
entdo uma cobertura diferente foi colocada em cada um desses bolos cheios

(cerejas, gotas de chocolate, nozes).

Alguns professores nesse momento falaram sobre as atividades que
constam no material do projeto da rede estadual de S&o Paulo denominado
Projeto de Educacdo Matematica nos Anos Iniciais - EMAI. Citaram que ha
atividades que abordam o principio multiplicativo e apresentam diagrama de
arvores para ajudar os alunos com as combinag¢des. Os professores que
falaram sobre o EMAI dizem ser um bom projeto. Outro professor deu um
exemplo da escola que ele trabalha, na qual se pode trabalhar
metodologicamente de forma processual. Terminamos essa atividade trazendo
alguns fatos importantes sobre o0 pensamento combinatério e as

representacdes das possibilidades.
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Na sequéncia vivenciamos 0 jogo Igba-lta, um jogo de sorte-azar
praticado pelo povo Igbo da Nigéria que significa “pegue e jogue para cima”. O
contato inicial com o jogo deu-se por meio da leitura do livro Jogos e atividades
matematicas do mundo inteiro da pesquisadora Claudia Zaslavsky (2000) e
com o livro Among the Ibos of Nigeria de G. T. Basden com edi¢céo de 1921 no
qgual discorre sobre o jogo em referéncia. Solicitamos aos professores que se
organizem em dois grupos ao redor de duas mesas grandes. Para explicacao

do jogo utilizamos o slide para facilitar a compreenséo.

12. Jogo Igba-Ita

Objetivos: Desenvolver habilidades para o mapeamento do espago amostral e
guantificacédo de probabilidades. Construir uma demonstracdo matematica para
representar as combinacdes particulares ao jogo. Oferecer aos professores
outros contextos possiveis de desenvolvimento do raciocinio probabilistico para
o trabalho em sala de aula com envolvendo espaco amostral e quantificacao de
probabilidades.

Material: 12 conchas de cauri para cada jogador. 04 conhcas para o desafiador.

)

Numero de jogadores: dois ou mais jogadores.

Como jogar:

Uma pessoa, chamada desafiador, apanha quatro conchas. Os jogadores
apostam uma, duas ou trés conchas no centro, chamando de “bolo”. O
desafiador lanca as quatro conchas.

O desafiador ganha o bolo de apostas quando as conchas cairem de uma das
seguintes maneiras:

.Quatro conchas com as aberturas para cima

.Quatro conchas com as aberturas para baixo

.Duas conchas para cima e duas conchas para baixo

O desafiador pega todas as conchas do bolo e continua a lancar quatro
conchas. Se o desafiador perder, o “bolo” permanece no centro passando a vez
para o proximo jogador que se torna o novo desafiador. O vencedor € aquele
gue tiver mais conchas. Se a qualquer momento um jogador nao tiver no
minimo 4 conchas para apostar, saira do jogo.
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Durante a vivéncia do jogo pelos professores (figura 44), percebemos o

envolvimento e a empolgacao dos mesmos.

Figura 44: Vivéncia do Jogo Igba-lta pelos professores

Fonte: o autor, 2017.

Apoés isto, demos prosseguimento a discussao coletiva e propomos
alguns questionamentos sobre situacbes caracteristicas do jogo no qual
envolvem um raciocinio probabilistico, tais como: Vocé concorda que 0 jogo
seja justo? Justifique. Qual a probabilidade de conseguirmos uma combinacao
vencedora ao lancar as quatro conchas? Justifigue. Quais as estratégias
utilizadas em relacdo ao numero de conchas apostadas na hora do jogo? Qual
a probabilidade do desafiador continuar sendo o desafiador bem como do

préximo jogador torna-se desafiador? entre outros questionamentos.

Com relacéo ao jogo ser justo ou ndo, para explicar esse fato tomamos a
nocao de principio multiplicativo, onde para cada concha lancada tem-se duas
possibilidades de resultado e para cada um desses resultados, existem ainda
0s resultados das outras conchas, assim, tem-se duas possibilidades para a
primeira, duas para a segunda e assim sucessivamente até se chegar ao

produto 2x2x2x2 = 16 possibilidades.

Na segunda parte, trabalhamos com um desafio propondo a mudanca de
guantidade nas conchas que séo lancadas e em gue situacfes 0 jogo se torna

justo ou injusto com essa mudanca.

Discutimos com os professores a importancia do mapeamento do
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espagco amostral de um evento, além de trabalhar com a quantificagdo de
probabilidades envolvendo a definicdo classica e a frequentista. Para explorar a
nocao frequentista e inserir a ideia da lei dos grandes numeros, podemos
indagar se a probabilidade de uma concha cair com a abertura para cima ou
para baixo € a mesma? E convidar para realizar o lancamento de uma mesma
concha cerca de 30 vezes e registrar os resultados e as suas conclusodes.
Repetir 0 experimento e questionar se o resultado mudou e quais as

conclusoes.

Informamos aos professores que dentro do material que eles receberéo
temos uma proposta de atividade envolvendo o lancamento de uma Unica
concha. Informamos ainda que outros pesquisadores realizaram esse
experimento e constataram que no experimento do langcamento das conchas
séo equiprovaveis. Os professores podem fazer as simulagdes em sala de aula
para verificar tal afirmativa. No entanto, em nossa atividade, consideramos que

seja mesmo equiprovavel — 50% e 50%.

Agilizamos a resolugcdo devido ao tempo que ja estava curto.
Apresentamos a tabela (figura 45) com as diferentes possibilidades de posicéo
das conchas para clarificar que nédo seria 2 em 5 e 3 em 5 como apontavam 0s

professores.
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Figura 45: mapeamento das possibilidades no langamento das 4 conchas (B : para baixo e C: para
cima)

CONCHA 1l CONCHA 2 | CONCHA 3 |CONCHA 4

Fonte: o autor, 2017.

Na implementacao da proxima atividade — Jogo das Trés fichas — como
ja corrigueiro, colocamos a importancia de vivenciar o jogo dando continuidade
as discussbes sobre espaco amostral e quantificacdo de probabilidades.
Explicamos o jogo mostrando as fichas e a folha de registro. Combinamos A
para azul e R para roxo (mas no papel estd escrito vermelho; sdo as
adaptacdes de materiais que fazemos o que ndo implica dificuldades de

compreensao).

Este jogo foi adaptado da tese de doutorado de Contreras, J. M.
Evaluacion de conociementos y recursos didacticos em la formacdo de
professores, defendida na Universidade de Granada no ano 2011. Este jogo foi
sistematizo com base no Paradoxo das Caixas de Bertrand, assim conhecido

por ter sido estudado pelo matematico francés do século XIX Joseph Bertand.
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13.Jogo das Trés Fichas

Objetivo: Ampliar as habilidades com a quantificagéo de probabilidades simples
e condicionais. Refletir sobre as dificuldades para a quantificagdo correta por
meio das estratégias realizadas durante a vivéncia do jogo.

Como jogar:

Se tomam 3 fichas da mesma forma e tamanho, das quais uma é vermelha em
ambas as faces; outra é azul por uma face e vermelho na outra e a terceira
azul nas duas faces.

Coloca-se as trés fichas em uma caixa, agita-se convenientemente a caixa e
seleciona-se uma das trés fichas ao azar. Mostrar uma das faces da ficha,
mantendo a outra escondida, pedindo aos jogadores que apostem a cor do
lado oculto.

Uma vez feita as apostas, se mostra o lado oculto. Cada participante que tenha
acertado a previsao efetuada consegue um ponto.

Os professores receberam a folha para registro conforme a seguir:
Ensaion°1 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Cor daface

mostrada

Cor prevista

Cor da cara
oculta

Tens seguido alguma estratégia? Descreva.

Por que segue esta estratégia ou por que ndo segue nenhuma? Da uma explicagdo.

Ensaio n° 2 1 [ 23] 456 78] o9

Cor daface

mostrada

Cor prevista

Cor da cara
oculta

Qual é agora a tua estratégia?Por qué?

Se estiveres seguro da tua estratégia, da uma demonstracdo matemaética da mesma.
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Para aqueles que néo estdo seguros, faremos uma terceira rodada do jogo.

Ensaion®3 [ 1 [ 2 [ 3 | 4 [ 5 | 6 | 7 | 8 | 9

Cor da face

mostrada

Cor prevista

Cor da cara

oculta

Disponibilizamos um tempo para o debate coletivo e a decisdo da melhor
estratégia analisando os diferentes argumentos apresentados pelos
professores. Apés a vivéncia do jogo solicitamos aos professores listar alguns

possiveis conflitos e dificuldades por parte dos estudantes.

Dentre diversas formas (CONTRERAS, 2011) de encontrar a solucao
para comprovar matematicamente qual a melhor maneira de apostar,

apresentamos duas solucoes.

A primeira solucao, a qual pode ser compreendida como uma forma mais
facil é pensar que das trés fichas duas tem as faces de mesma cor. O
experimento consiste em sortear uma ficha ao azar e assim temos trés
possibilidades (as trés fichas). Os casos favoraveis séo as duas fichas com as
faces iguais. Uma simples aplicacdo da regra de Laplace pode ser utilizada

para calcular a probabilidade solicitada:

P (face oculta = face visivel) = P (duas faces iguais) = 2/3.

Figura 46: espago amostral da solugéo 1

COR VERMELHA
EM AMBAS AS |
FACES \
/ ‘ P (MESMA FACE) = 2/3 ‘
CORES

/ ‘ P (DISTINTA FACES) = 1/3 ‘
DISTINTAS

Fonte: o autor, 2017.

COR AZULEM
FICHAS AMBAS AS
FACES
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Na figura 46 segue o espaco amostral da solugdo 1. Nesta solugéo
podemos observar que néao se utiliza a nogédo de experimento composto e nem
dependéncia ou independéncia, apenas experimento simples, sucesso e

espaco amostral.

Vejamos uma segunda solucdo. Nesta podemos considerar o espacgo

amostral do experimento composto como dois experimentos simples:

Experimento 1: Sortear ao azar uma das trés fichas. Cada uma tem
probabilidade de 1/3.

Experimento 2: Mostrar uma das duas faces da ficha sorteada ao azar.
Em cada ficha, cada face tem uma probabilidade de %2. Respeitando as cores,
na ficha de das cores, cada cor tem probabilidade de %:; na azul, a Unica

possibilidade € que a face oculta seja azul e na vermelha, que seja vermelha.

O espaco amostral consta de seis sucessos {AA, AA, VV, VV, VA e AV}
como podemos observar no diagrama de arvore (figura 47); nas fichas com
faces iguais temos que considerar duas vezes a cor azul ou a vermelha,

dependendo se mostra a face de cima ou de baixo.

Figura 47: espago amostral da segunda soluc¢éo

EXP 1 EXP 2

i

FICHAS |—>| wv

Fonte: o autor, 2017.
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Quando a face mostrada é azul implica a reducdo do espaco amostral

{AA, AA e AV}. Aplicando a regra de Laplace, temos: P (oculta A/mostrada A) =
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2/3. Nesta segunda solucdo se usa a ideia de experimento composto e de
dependéncia, pois a face mostra dependera da ficha sorteada e a face oculta

da face mostrada.

Outra solucdo que convém destacarmos é que se poderiam utilizar os
dados obtidos durante o jogo e observar empiricamente qual € a solucdo
correta fazendo uma estimagcdo das probabilidades a partir da frequéncia
relativa. No entanto, com esta ndo se chegaria a compreender por que uma

estratégia € mais preferivel a outra.

Concernente as estratégias elencamos as seguintes utilizadas em outros
estudos (CONTRERAS, 2011; FELISBERTO DE CARVALHO E MACEDO,
2015), a saber:

E1 — Apostar na mesma cor da face que se vé (correta);

E2 — Apostar na cor contraria da que se mostra;

E3 — Considerar que nao utilizou nenhuma estratégia - escolha aleatéria;
E4 — Eleger uma das cores em todos 0s ensaios;

E5 — Uso dos resultados anteriores para a escolha;

E6 — Mudar as estratégias ao longo da sequéncia dos ensaios;

E7 — Propriedades néo fisicas das fichas.

Com este jogo finalizamos o desenho da unidade 2 denominada espaco

amostral e quantificacdo de probabilidades.

5.2.2 ANALISE DOS CONHECIMENTOS DOS PROFESSORES NA
UNIDADE ESPACO AMOSTRAL E QUANTIFICACAO DE
PROBABILIDADES

Nesta secdo analisamos 0s conhecimentos dos professores e as
aprendizagens alcancadas com a implementacao da unidade de estudo espaco
amostral e quantificacdo de probabilidades. As atividades focaram no
desenvolvimento de habilidades para o mapeamento e 0 registro dos
elementos do espaco amostral com o uso de diferentes representacdes, além

de incluir situacbes nas quais é preciso pensar sobre eventos mais provaveis
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ou menos provaveis e sobre o espaco amostral de diferentes eventos

dependentes e independentes.

Primeiramente, no que concerne as aprendizagens alcancadas pelos
professores podemos destacar o desenvolvimento de um raciocinio sobre a
categorizacao/classificacdo de propriedades para construgdo do espaco
amostral tanto por meio das tabelas de dupla entrada como por meio do
diagrama da arvore de possibilidades.

As atividades foram conduzidas de forma a utilizar para representacoes
do espaco amostral inicialmente a construcao de codigos e tabelas de dupla
entrada e em seguida, percebendo as limitagdes no uso destes, lancar mao de
outra representacdo como o diagrama da arvore de possibilidades.

Por exemplo, na atividade com as mascaras das matrizes, a ideia é
justamente realizar combinacdes dos elementos de uma tabela e criar codigos
para compreender as combina¢des que podem surgir ao identificar esses
elementos. Ao identificar todas as combinacfes possiveis de uma matriz do
jogo estaremos na verdade identificando todo o conjunto de possibilidades — o
espaco amostral. Em uma dessas tabelas tinhamos duas cores, dois tamanhos
e duas expressoOes faciais e que a organizacdo desses elementos na arvore
nos ajuda a identificar todas as combinacdes, no caso, oito combinacdes,
decorridas do produto 2x2x2=8. Neste momento, uma professora, revela algo

gue nos surpreendeu bastante:

P33: eu nunca vi essa arvore

Essa fala se deu em um dos nossos momentos de sistematizacéo, no
gual organizamos a arvore com a inclusdo dos valores nos ramos e o registro
das possibilidades com os calculos dos valores das chances. Tal como a
professora externalizou, no dialogo com os professores, percebemos que ndo &
muito comum o uso deste diagrama para as possibilidades e que, uma das
aprendizagens nesta unidade € conhecer e fazer uso de diferentes

representacées do espaco amostral.

Ainda que se disponha de tabelas ou arvores os professores ndo sabem

organizar ou escolher — aos menos nas atividades que trabalhamos com eles —



241

0os componentes de um determinado evento probabilistico. Em diversas
atividades treinamos a identificagdo dos elementos para o0 correto mapeamento

das possibilidades.

Os professores tiveram que decidir sobre que elementos seriam
utilizados nas tabelas de dupla entrada ou na arvore de possibilidades; a
decisdo sobre esses elementos traz a tona a competéncia sobre categorizacao
e classificacdo dos elementos para posteriormente mapear as possibilidades
desses “elementos” se constituindo no espaco amostral de um determinado
evento. Como ja dissemos, houve momentos durante a vivéncia das atividades

gue alguns professores revelaram dificuldades com esta categorizacao.

Ha dificuldades no momento de decidir sobre as categorias. No trecho a
seguir, sobre a discussdo com uma das tabelas, & perceptivel um conflito

semiotico com respeito ao significado de uma tabela de dupla entrada:

P6: ndo é s6 isso, tem mais uma propriedade ali; s6 que ali ndo
esta mostrado na ordem, se é 3x3 entdo quantas combinacdes
diferentes temos. Naquela das patas, mostramos 9 mas séo 27
combinacfes devido ao fato de trés caracteristicas diferentes.
[fazendo referéncia a tabela]

P30: é por que foi feito um recorte ai, ndo temos todas as
combinacfes; sera que sdo mais de 27? Por que temos trés
variaveis para analisar.

O conflito se da no sentido de que as tabelas 3x3 continuam sendo
tabelas de dupla entrada, ou seja, com duas variaveis. Os professores
entenderam como envolvendo trés variaveis e discorriam sobre quais seriam
essas trés variaveis com diversas sugestdes. Por fim, com a discussdo os
professores identificaram que na verdade nesta referida tabela sdo duas
variaveis envolvidas — o formato das patas (trés formatos) e o posicionamento

(trés posicdes), ou seja, 3x3=9 combinacdes diferentes.

Em outras atividades dessa unidade também encontramos essa
dificuldade com relacdo a escolha correta dos elementos e decisdes sobre
categorias. Na resolucdo do item 9.3 os professores caem na davida se
utilizam como categorizacédo os simbolos V e F (para verdadeiro e falso) ou se

utilizam Q1 e Q2 (para questdo 1 e questdo 2), no entanto as possibilidades



242

desse item s&o Acertar ou Errar; o que pode acontecer com a questao 1: ele
pode estar certo ou ele pode estar errado. A questdo é de verdadeiro e falso,
mas ndo sabemos o0 que estd correto; a resposta falso-falso pode ser a
resposta correta. Entdo tenho que pensar em ACERTAR e ERRAR. Os
professores tém dificuldades em decidir sobre essas categorias. H& momentos
de discusséo sobre quais elementos a serem utilizados em um mapeamento
por meio do diagrama da &rvore, inclusive de como comecar o referido

mapeamento; vejamos o trecho a seguir:

P4: comecar pela massa, né?

F: ndo sei, E? O certo é comecar pela massa? Entdo se
comecar pela cobertura da errado?

Profs: ndo

F: mas tem uma certa l6gica comecar pela massa

[.]

P12: ou observa nas linhas de possibilidades as situa¢cfes ou
faz uma nova arvore com aquelas excegoes.

P4: Faria a mesma arvore tirando as opc¢des, no caso 9 e
ficamos com 18.

Como aponta Nunes et al. (2012) o espaco amostral ndo é tdo simples
guanto pensamos. Acreditamos que apoés as discussdes e as socializa¢des, 0s
professores perceberam sobre a importancia de mapear corretamente o
espaco amostral de um experimento e que tal fato tem estreita relacdo com a
guantificacdo de probabilidades. A fala dos professores a seguir traz essa

evidéncia:

P10: Quando a gente comecar a trabalhar probabilidade, duas
coisas ficaram bem claras, eu entendi. A primeira a arvore bem
feita para ele visualizar, e a segunda uma boa interpretacdo do
problema. [...]

P1: D& para os alunos perceberem que tem relacdo com o
niamero de possibilidades; vai se mostrar 0 numero de
possibilidades. Depois pode até se falar assim: na matematica
deram um nome especial “espago amostral’, poderia ter
batizado como Maria, Paulo, mas na matematica batizaram
como Espaco Amostral.

P25: acho que o interessante € esse, partir de 3 e/ou 4
elementos, para que o0 aluno entende que existe varias
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combinacgBes possiveis, pra depois vocé chegar no que seria

essas combinagfes, isso é o0 espaco amostral, todas as
possibilidades.

Ao retomarmos a atividade que solicita o resultado da soma dos pontos
obtidos no lancamento de dois dados quais eram as mais provaveis,um
professor que néo tinha participado da atividade no encontro anterior, de

subito, apresenta seu pensamento:

P20: 10, 11 e 12.
F: por que?
P20: chute

Parece-nos que o professor P20 aposta nos resultados das somas mais
altas, trazendo consigo a ndo compreensdo dos resultados que sado mais
provaveis nesta situacdo. Um estudo do espaco amostral desse evento pode
desconstruir esse raciocinio equivocado do professor. Os proprios professores,
gue ja tinham vivenciado essa atividade anteriormente, explanaram ao
professor sobre os eventos mais provaveis quando do resultado da soma de
dois dados. Tal fato se condiz em uma evidéncia que acentua o aprendizado
dos professores e, ainda, que na reflexdo coletiva, os conhecimentos estdo em

constante re-elaboracéao.

Os professores raciocinaram sobre os cuidados no mapeamento do
espaco amostral observando ainda situagcdes em que se deve considerar ou
nao as repeticdes ou reposicoes de elementos. No domind, por exemplo, a
pedra 0 2 e 2 0 sdo as mesmas, ja no contexto do lancamento de dois
dados, ndo significam as mesmas possibilidades. Vamos analisar outras

situacdes em que ter o dominio sobre essas particularidades séo cruciais.

Na atividade do Saco dos Doces e do Jogo Igba-lta apontamos um
conflito semidtico que se revelou na decisédo sobre escolhas aleatérias e sobre
decidir se um jogo € justo ou nédo. O conflito semidtico se da por ndo perceber
as diferentes possibilidades dos resultados do evento envolvido na atividade e,
inclusive, calcular erroneamente as probabilidades. O Jogo com Dados e

Domind induz refletir concomitantemente que para o lancamento de dois
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dados, o resultado 4 com 1 e o resultado 1 com 4 indicam possibilidades
diferentes dentro do espaco amostral, jA no Domind 4 com 1 e 1 com 4 indicam
a mesma possibilidade uma vez que neste contexto representam a mesma

pedra do domind,

No sorteio de dois doces de um saco (lembrando que no saco temos
dois de morango e um de groselha) alguns professores afirmaram que a
chance maior seria de se pegar dois doces iguais e percebemos que uma
grande parte dos professores concordava com tal fato. Algumas falas revelam
tal conflito:

P1: se ele tem dois doces de um tipo e um do outro, por logica,
a chance maior seria dos dois.

P19: A Unica certeza é que vamos ter um morango; é a unica
certeza. Entédo a outra chance é de 50%.

P20: Depende, se eu pego o de groselha ai é certeza que vem
morango; agora se pego morango ja ndo tenho certeza de mais
nada. Ai eu sei que é 50% cada um.

P3: [...] Na hora que vocé puxa, vocé elimina. Entédo fica 50% a
50%.

[.]

P5: E, mais no entanto... (coloca m&do na cabeca — gesto de
duvida). E? S6 que? E o0 mesmo sabor! O M1 e o M2 é o
mesmo sabor né! Pra mim eu colaria como um!

P25: Entdo, no momento da primeira retirada, eu considerei s6
0s sabores — morango e groselha — mesmo assim a mistura
ainda é maior. Por que a mistura vai da4 3 em 4 (3/4). E
morango-morango seria 1 em 4. Eu levei em consideragéo s6
0s sabores.

F: E que voceé ja esta partindo do que a gente costuma ja fazer
com os alunos. (desenha a arvore colocando a fragdo ou a
porcentagem nos ramos). Quando fazemos desse primeiro jeito
estamos propiciando uma compreensao maior.

P25: Com certeza, s6 dizendo, que quando eu falei em relacao
aos sabores, nao diferenciei, mesmo assim a resposta ainda
confere, por que sdo ¥a.
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[...]

P4: Quando o professor no inicio falou 50% e 50%, eu pensei:
eu concordo plenamente. Mas é por que eu pensei quando o
exercicio fala tem 2 morangos e 1 groselha, sdo numeros
muitos proximos. Se fosse uma relacdo de 100 doces de
morango e 1 de groselha, acho que eu ja teria um pensamento
diferente. A probabilidade de sair um de morango é bem maior.
Se fosse 100 ndo seria automaticamente.

F: mas a questdo do problema € por em cheque essa intuicdo
da gente. O 6bvio parece nao ser tdo 6bvio assim. Eu ndo acho
nada 6bvio a resposta desse problema.

P12: Sera que se a gente mudasse 0s elementos, ao invés de
usar doces, falar 2 professores de matematica e 1 de
geografia, sera que teria a mesma... a mesma... em fazer
grupos com esses professores sera que daria esse mesmo
embate? Por que quando a gente fala de doces de morango é
uma intuicdo nossa de pensar que sao dois doces iguais, mas
guando a gente fala com dois professores — se agente ja pensa
no individual, j& pensamos em dois individuos diferentes.

F: Mas sdo as mesmas disciplinas.

Esses equivocos estéo ligados a raciocinio que conduz a erros, tanto no

mapeamento do espaco amostral como na quantificacdo das probabilidades.

Na aplicacéo da atividade Jogo Igba-Ilta quando questionamos sobre o espaco

amostral neste jogo, constatamos que os professores afirmaram que o espaco

amostral limitava-se a cinco possibilidades, a saber: todas as conchas com a

abertura virada para cima ou todas para baixo, duas conchas viradas para cima

e duas para baixo, uma virada para cima e trés para baixo e uma virada para

baixo e trés viradas para cima. Esses professores ndo reconhecerem que esse

espaco amostral € composto de 16 possibilidades possiveis (2x2x2x2). O

didlogo a seguir revela os referidos posicionamentos dos professores:

P20: entdo para perder é 1! Ou é 2? Entado para perder é 1!
F: Onde que a chance é maior? De ganhar ou de perder?
Pfs: de ganhar!

F: Entdo, por qué? Como vocé pode explicar?

P3: Entdo é 3 por 1; vocé tem 3 possibilidades de ganhar
contra 1 de perder.

P20: ou 3 por 4 e 1 por 4.
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Pl: 3% E %
P10: ndo pode colocar como cara e coroa?

[...]

F: Entdo é mais provavel vocé ganhar ou perder?
Pfs: Ganhar! Ganhar!

P1: se for pensar em conjunto, da uma resposta, que € essa
dai; se for pensar em individual, por que na hora que vocé joga,
vocé joga de uma vez sé. Entdo séo trés cinco, dois cinco.

P20: oxe?

P3: A confusdo que esta dando ai é que sao 4 jogadores e 4
pedras. Tem que pensar na posicdo das pedras (reexplica as
posicdes das pedras) entdo sdo 5 e ndo sao 4.

P4: Se analisamos o exemplo do morango, as pecas nao sao
iguais; entdo a gente tem 3 para 1 para perder, a primeira
pedra pode esta pra cima ou pra baixo, a segunda pedra pode
esta pra cima ou pra baixo. Estamos analisando ai s6 o pra
cima e pra baixo, ndo estamos analisando individual cada
concha; eu acho que a chance de perder é maior que a de
ganhar.

O professor P20 esta perdido e ndo consegue visualizar todas as
possibilidades. Mantivemos a palavra chance na pergunta para que 0S
professores pudessem pensar nas possibilidades e se posicionar sem a
necessidade do calculo da probabilidade, mesmo que este esteja implicito nas
respostas que eles apresentavam (3/5 e 2/5). Os professores estavam seguros
gue o0 jogo nao seria justo por que apresentava mais possibilidades de ganhar
do que de perder; fizemos duas vezes a pergunta — Onde é que a chance é
maior? Entdo € mais provavel ganhar ou perder? — e 0s mesmos mantiveram a

resposta ganhar.

O conflito que surge a partir desse raciocinio vincula-se ao fato de
analisar a amostra com quatro conchas como uma situacdo Unica
desconsiderando assim a permutacdo que pode ocorrer ao langarmos quatro
conchas de forma aleatéria. Quando, por exemplo, lancamos as quatro
conchas se obtivermos um resultado com trés conchas com a abertura para
cima e uma com a abertura para baixo, os participantes consideram uma Unica

possibilidade disso ocorrer, no entanto, ndo se sabe qual das conchas seria a
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concha com a abertura para baixo e poderiamos ter como tal a primeira, a
segunda, a terceira ou a quarta e dessa forma encontrariamos quatro

possibilidades ao invés de uma.

7

Esta dificuldade € comum, pois a compreensdo que se tem, por
exemplo, duas possibilidades do resultado da soma ser 3, a saber: (1,2) e (2,1);

as pessoas erroneamente argumentam como uma unica possibilidade.

O conflito acima idenficado é analogo ao famoso “Erro de D Alembert”.
Conta-se que ele cometeu um erro na resolugédo de um problema que Ihe foi
colocado, a saber: “Qual é a probabilidade de obter pelo menos uma cara em
dois langamentos de uma moeda?” D" Alembert apresentou como resposta (2/3
= 0,6666...) e teria explicado seu raciocinio da seguinte forma: Ha trés casos
possiveis: ou ocorrem duas caras, ou ocorre uma SO cara, ou entdo nao
ocorrem duas caras. Ha dois casos favoraveis: uma sO cara ou duas caras.
Esta questao tem origem num artigo publicado por D’Alembert na “Enciclopédia
Francesa” de 1754. E D’Alembert termina: “Isto parece-me digno de merecer a
atencao dos calculadores que irdo reformular as regras por todos aceites sobre
os jogos de azar” E claro que D’Alembert estava a par da forma usada para
calcular a probabilidade pedida, o que se indica € que ele queria chamar
atencdo para um erro comum no mapeamento do espaco amostral levando a

uma resposta equivocada.

Um professor sistematiza na mesa, utilizando com as conchas as

diferentes possibilidades.

P27: isso é uma possibilidade (modifica na mesa a posi¢ao),
essa € outra possibilidade.
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Figura 48: mobilizacao das conchas pelo professor P27

Fonte: o autor, 2017.

Ainda com este jogo os professores criaram regras envolvendo outras
guantidades de conchas. Ao criar regras os professores estdo mobilizando a
compreensao do espaco amostral e assim ampliando os seus conhecimentos,
inclusive, sobre o raciocinio combinatério. No jogo com as conchas o professor
P8 consegue escrever a regra algébrica que representa a numero de
possibilidades existentes de acordo com o0 numero de conchas que se tem.

P8: Para escrever da forma matematica seria 2 elevado ao
numero de conchas.

Logo, desta forma, se em um determinado jogo definirmos que 3
conhcas serdo lancadas, o numero de possibilidades sera de 23 ou seja, 2x2x2

= 8 possibilidades.

O trabalho com o espaco amostral implementado constituiu-se em
fortalecer a ideia do conceito de chance e decidir em que situacdo um sucesso
de um evento é mais provavel acontecer. Foi comum os professores partirem
direto para realizar o célculo da probabilidade apresentando nimeros decimais

Oou porcentagens.

Ha& diversas situacdbes em que € necessario decidir sobre algo
comparando as probabilidades em eventos com espacos amostrais diferentes;
essa decisdo pode entrar em conflito com o significado institucional caso os

sujeitos ndo considerem o tamanho do espac¢o amostral de diferentes eventos.
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Destacamos um exemplo com a atividade do Blocos no Saco (em que é
preciso tomar suscessivas decisbes para a escolha de um saco com espagos
amostrais diferentes comparando as suas respectivas probabilidades) em que
encontramos nas resolucdes de alguns professores o célculo da porcentagem.
O professor P23 nos diz que fez por porcentagem e explicamos 0 que seria

melhor nesse momento:

P23: eu fiz por porcentagem

F: Assim, vocé ja calculou a probabilidade e tal, mas nesse
momento, é poder ver as quantidades diferentes e estabelecer
onde vocé tem a melhor chance.

Nesta mesma atividade, encontramos resolucdo de professores que
estavam fazendo o calculo da subtracdo, o que nem sempre leva a resposta
correta. Seguindo este raciocinio, se tenho um saco com 3 amarelos e 3 pretos
com total de 6 blocos: 6 — 3 pretos = 3 amarelos, e no outro saco tenho 4
amarelas e 4 pretos: 8 — 4 pretos = 4 amarelos e assim, erroneamente decidir
pelo 2° saco; no entanto as chances sdo as mesmas pois temos 50% de sair

amarelo no saco 1 e no saco 2.

P4: Fiz pela diferenca, por que ao sobrar maior quantidade de
amarelo tem maior probabilidade de sair.

Outros professores compreendem da importancia de estabelecer as
comparacdes entre amarelos e pretos e do poder da visualizagcdo dessa
comparacao.

F: [..]JE que ao comparar nem sempre vai sobrar uma
guantidade maior amarelo.

P20: Ai a gente faz o inverso.

F: Ai vocé tem que fazer um raciocinio inverso. Quando sobrar
muitos mais pretos entdo aquele saco ndo é o mais favoravel,
tem gue escolher o outro saco.

Os professores podem apresentar dificuldades com o conhecimento
probabilistico por fortes crencas advindas do determinismo, como por exemplo,
a crenca em validar o calculo por meio da probabilidade classica como no
exemplo a seguir:

P1: talvez outro jeito, mas é bem mais dificil, se eu somasse
todas as cores dos dois lados embaixo e em cima, eu tenho um
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espaco amostral total do total. Ai poderia ter o parcial do total
doitem 1 e do item 2.

Com as atividades foi possivel mobilizar nos professores a linguagem
concernente ao conhecimento probabilistico. Continuamos trabalhando com os
significados de termos importantes ao conceito de probabilidade, como mais
provavel ou menos provavel. No trecho a seguir o professor P4 fala sobre

excecgdo, eventos e evento mais provavel.

P4: trabalhar com a excecao
F: com a excecdo de que?
P4: de eventos, posso falar eventos?

F: Acho que seria de casos; eliminar algumas dessas
combinacg@es, casos no espaco amostral. Como era |4 no jogo
do dominé que teriamos que eliminar os casos em que
estavam repetidos. Entdo a gente tem o mapeamento do
espaco amostral e a necessidade de eliminar alguns casos
desse espago amostral.

P4: acho que o que ficou nao ficou claro é que se pergunta o
gque € o mais provavel, tirar uma desejada ou indesejada; fala
em mais provavel, o problema néo fala em correto e incorreto,
fala em desejado e em indesejado, quer saber o mais provavel
das duas opcoes.

Pudemos identificar que ha dificuldades dos professores em aceitar
problemas abertos — inclusive bem caracteristicos das situacdes probabilisticas
— que possibilitam diversas formas de resolugéo reiterando um posicionamento

de raciocinio determinista.

P1: eu posso provocar um problema em que os dois sejam
coincidentes, ai ndo vai gerar nenhuma divida, o que a escola
vai querer é aquele que vocé quer tirar, é “o que eu quero” com
“0 que eu quero”, acabou o problema.

P17 apresenta uma sugestdo: observando assim o problema,
eu achava legal também, por que se for uma van sé para as
trés escolas, o0 que ndo é desejado para uma é desejado para
outra. Na verdade para chegar a conclusdo e bater esses
dados precisa ter uma van para cada escola. Por que se for
tudo numa van s6 ndo tem necessidade de tirar nenhuma
caixa.

Verificamos também que em algumas falas dos professores ou em suas
estratégias ha a crenca de que um resultado pode interferir no resultado

subsequente, ora isto s6 acontece nos casos dos eventos serem dependentes.
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Na atividade do Jogo das 3 fichas os eventos estdo condicionados, porém nao
no sentido do que o professor P29 afirma ou no explicado pelo professor P32
descrito a seqguir:

P29: estava apostando mais no roxo, por que no inicio estava
saindo mais roxo e achei que isso iria se manter.

P32: sempre a mesma cor, por que sempre vai ter que sair
uma.

F: serd?
P32: E acertei 1 rsrsrsrs.

Outros professores testaram diversas estratégias, no entanto, essas
estratégias nao foram embasadas em um reconhecimento da probabilidade
condicionada de eventos. O professor P1, inclusiva, comeca com a estratégia
correta e segue para duas estratégias que ndo sao corretas neste mesmo jogo.
Isto nos revela uma imprecisdao, uma inseguranca, ou melhor, uma dificuldade
em perceber a dependéncia dos eventos.

P1: Apostei na que estava saindo, na mesma face, e acertei
40%. Na segunda desacreditei na que estava saindo e apostei

no inverso da mostrada, acertei 40%. Na terceira misturei as
duas, fiquei trocando e caiu para 30%.

Na literatura encontramos estudos que apontam dificuldades de
professores de matematica com a probabilidade e a dependéncia de eventos.
Mohr (2008) investigou 122 futuros professores aplicando um item no qual
solicitava determinar a probabilidade de eventos dependentes e mais da
metade desses professores erraram. Mohr (2008) afirma: “erros como esses
revelam um mau entendimento nos conceitos de eventos independentes e
dependentes” (p. 36). Em um estudo com professores de matematica
mexicanos sobre eventos independentes, realizado por Sanchez (2000), os
professores apresentaram ideias confusas diante de atividades sobre
independéncia de eventos em que confundem eventos independentes com
eventos mutuamente excludentes. Cordani e Wechsler (2006) apontam que o
conceito de eventos independentes tem causado muita confusao tedrica entre
estudantes e professores; em seus estudos foi comum confundir a palavra
independéncia com a palavra exclusdo promovendo uma dificuldade em

compreender estes conceitos.
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Os professores validam qual a melhor estratégia corroborada nas falas
dos professores P36 e P1:

F: e ai, o que vocés acham?

P36: a face mostrada ser a face prevista; acertei 7 vezes, sO
trés que deu errada.

F: entdo a melhor estratégia seria apostar na face mostrada?
Pfs: isso! Correto!

P1: Temos AA RR RA, se vocé olhar, a chance de sair
qualquer cartdo € um 1/3. S6 que depois que eu puxar um
cartdo, olha que interessante, a Unica que nao repete é a
terceira (RA), entdo seria 2 em 3. SO que se eu olhar, a chance
de ser repetida € maior. Entdo quer dizer a chance de sair
repetida € maior, que é 2 em 3.

Coletivamente, os professores sistematizam que nédo é uma forma de
adivinhar, de acertar sempre e sim compreender a melhor estratégia. A melhor
estratégia oferece maiores acertos, mas nao significa que vai acertar sempre.

Vejamos a fala do professor P31 e P12:

P31: Nao é a forma de adivinhar, acertar sempre e sim a
melhor estratégia. Nao significa que vai acontecer sempre. E
entdo a gente percebe que a melhor estratégia é apostar na
mesma face mostrada. Vocé tem uma probabilidade de 2/3 em
acertar. Dizemos para os alunos que a probabilidade é de 1/6
mais podemos jogar vinte vezes e nao sair um numero
daqguele, pode acontecer.

[..]

P12: 2/3 mostra que € mais provavel acertar duas iguais do
gque duas diferentes. No meu segundo experimento ja deu 85%.

Decidimos apresentar aqui a andlise das estratégias iniciais
apresentadas pelos professores na realizacdo da primeira rodada do jogo
(tabela 5).
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Tabela 5: frequéncia das estratégias iniciais

Estratégias Fre Porc.
T

E1: Apostar na mesma cor

10,34
da face que se vé (correta). 3 0.3
E2: Apostar na cor
iy 2 6,9
contréria da que mostra.
E3: Considerar que nao
utilizou nenhuma 16 55,18
estratégia.
E4: Eleger uma das cores
: 2 6,9
em todos 0s ensaios.
E5: U_so dos resultados 1 3.44
anteriores para a escolha.
E6: Mudas as est[ate_glas 4 13.8
ao longo da sequéncia.
E~7: U'tl!lzar proprledades 1 3.44
nao fisicas das fichas.
TOTAL 29 100,00

Fonte: O autor, 2017.

Os indices nos revelam que um maior grupo de professores (55,18%)
considerou que nao utilizavam nenhum tipo de estratégia em suas apostas ou
gue apostavam aleatoriamente (E3). Trés dentre os professores elegeram a
estratégia correta “E1” como estratégia inicial. Esses resultados estdo na
mesma direcao dos resultados de Contreras (2011) em que a E3 é a de maior
indice (47,6%) de indicacbes dos participantes da sua pesquisa com 166

professores em exercicios e futuros professores.

Alguns argumentos apresentados pelos professores foram erréneos por
gue apresentavam uma ideia de que os resultados de dar uma das cores
seriam equiprovaveis. Acreditamos que tal concepcdo conduziu a maior parte
dos professores a ndo seguir nenhuma estratégia. Outras falas apontam que
nao seguiu nenhuma estratégia por ser um sorteio aleatdrio demonstrando uma

concepcao fragilizada, pois como ja discutimos o fato de ser aleatorio néo
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impede que identifiquemos resultados mais provaveis ou menos provaveis de
acontecer.
P26: A primeira vez fiz aleatdrio, sem nenhuma estratégia e
acertei 50%, 5 das 10; na segunda pensei sempre no inverso,
guando saia uma cor, eu colocava outra e acertei 40%. E na

terceira continuei com a mesma estratégia, sempre o inverso e
caiu para 30%

P1: Apostei na que estava saindo, na mesma face, e acertei
40%. Na segunda desacreditei na que estava saindo e apostei
no inverso da mostrada 40%. Na terceira misturei as duas,
fiquei trocando e caiu para 30%.

Os dois excertos demonstram diferentes estratégias que os professores
seguiram. O professor P26 ndo utiliza em nenhum momento a estratégia
correta. E o professor P1, inicia com a estratégia correta, mas depois

experimenta outras formas.

Nesta unidade em diversos momentos os professores refletiram sobre o
rebatimento das atividades com os seus alunos. Tal reflexdo amplia os
conhecimentos dos professores. O professor P25 valida a importancia de um
trabalho que rompe com o paradigma de iniciar o estudo de um conceito
matematico ja direto pelas definicbes ou férmulas e o professor P33 fortalece
essa concepgao, vejamos:

P25: por que se vocé ja entra direto, o aluno pode dizer: o qué
que é isso? Quando vocé coloca pra ele analisar, pra ele
chegar nesse numero total fica mais facil. E essa é uma visao
gue ndo é a mesma coisa, de quando se trabalha no 2° ano do
EM ou 9° ano, de ir direto a definicdo, vocé ndo se atém as

definicbes de aleatoriedade, de espaco amostral; isso ajuda
muito o aluno a entender.

P33: Ele vai fazer o desenho do bolo, do recheio, sem saber de
uma arvore e depois ele pode ir combinando, sem saber que
esta fazendo uma arvore.

Alcancamos ja nesta segunda unidade a compreensao dos professores
sobre uma perspectiva diferenciada para o ensino da probabilidade que
ultrapasse uma perspectiva apenas procedimental e de uso de férmulas. Além
da socializacdo de diversos contextos probabilisticos que possam ser utilizados

em sala de aula.
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De modo geral, com essa unidade de estudo pudemos apontar que
houve ampliagcdes na base de conhecimentos dos professores sobre espaco
amostral, sobre resultados mais provaveis ou menos provaveis, a respeito de
eventos dependentes e independentes, a compreensao de razdo e estudo das
chances, sobre a quantificacdo de probabilidades simples e condicionadas e
ainda, sobre o ensino desses conceitos em sala de aula. O conhecimento
emergente, como observamos, foi o0 reconhecimento da importancia da
utiizacdo da arvore de possibilidades. Houve a mobilizacdo de praticas
matemaéticas e didaticas sobre a temética desta unidade de estudo.

5.3 TRAJETORIA DIDATICA GERADA PARA O DESENVOLVIMENTO DA
UNIDADE QUANTIFICACAO DE PROBABILIDADES E RISCO

Esta unidade foi desenhada para ser aplicada em um Unico encontro
formativo. Como de praxe iniciamos 0 encontro situando para os professores a

unidade de estudo dentro do desenho do programa formativo.

As atividades selecionadas foram as 14.Jantar na Escola, 15.Biscoito do
Ben, 16.Show de dancas e 17.Decisbes cotidianas. Todas estas atividades
fazem parte do Programa de Ensino de Nunes et al. (2012). Mais uma vez
salientamos que as atividades foram construidas para o trabalho com os
alunos; contudo também nesta unidade houve espaco para reflexdo das

atividades e seu rebatimento nas salas de aula de matematica.

5.3.1 TIPOS DE PROBLEMAS E PRATICAS (MATEMATICAS E
DIDATICAS)

Segue a descricdo da primeira atividade deste encontro.

14. Jantar na Escola
Objetivos: Avaliar as chances de um evento usando a comparagdo de razdes.
Interpretacdo dos valores das células em uma tabela de dupla entrada.

Materiais:
.Livreto
.Calculadoras

Como fazer:
Apresentar 21 itens sobre uma pesquisa ficticia criada para o desenvolvimento da
atividade. O contexto dessa pesquisa séo as preferéncias de alunos para o jantar da

escola. Para cada item é solicitado qual a classe que tem a melhor chance para
encontrar uma preferéncia de comida em particular, que estd marcada com um
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simbolo do asterisco. Explicar que existem duas escolas que responderam a pesquisa
para o servico de merenda escolar sobre qual de dois pratos especificos eles
preferem, o que vai permitir saber onde certas refeicbes devem ser entregues a cada
dia para agradar a maioria das criancas. Nesta pesquisa nem todos os alunos tém
merenda todos os dias, por isso 0 humero total de criangas que utilizam a cantina da
escola diferem dia a dia. Além disso, os grupos de anos escolares diferentes foram
entrevistados em dias diferentes para que os nimeros totais variem.

Didaticamente, para o trabalho em sala de aula, os itens foram
agrupados em trés grupos para serem apresentados em diferentes dias de
aula. Na figura 49 apresentamos o primeiro grupo com os sete itens.

Figura 49: primeiro grupo de itens da atividade O Jantar na escola

r

w0

Escoladadrvere  razdo razgdo Escoladacruz
a)30 b)15 a) Geléia* ou b)Yogurte a)27 b)9
a)49 b)20 a) sorvete * ou b)Panquecas a)37 b)15
a)l2 b)27 a) Pastoso ou b)Omelete * a)9 b)22
a)19 b6 a) Salada de macarrdo ou b) Bolo de peixe * a)l4 b)4
a)3 b)22 a) Pizza de queijo * ou b) Batata assada a)5 b)37

)13 b)3 a) Frango assado  ou  b) Almondegas * )29 b)7
a)23 b)4 a) peixe com fritas* ou  b)Paella a)17 b)3

(Circule as razdes que déo melhor chance de encontar criangas que preferem alimentos que tém *)

Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2012).

Discutimos coletivamente o primeiro grupo de itens (Figura 49); em
seguida, para os outros dois grupos, os professores puderam discutir em
duplas. No final da atividade realizamos uma discusséo coletiva concedendo

um tempo para explicacdo dos raciocinios envolvidos.

Esta atividade prepara para a ultima atividade dessa unidade, quando
as informacdes serdo apresentadas em tabelas de dupla entrada, na qual

sera necessario elaborar razbes horizontalmente e verticalmente para
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comparar as quatro células e dessa forma, compreender sobre associacao

de variaveis e a ideia de risco probabilistico.

Informamos aos professores que se deve realizar o calculo da razéo
decidindo com relac@o a esse valor o que é favoravel para vocé para realizar
uma melhor escolha. Passamos ao estudo do primeiro item (figura 50) para

verificar qual escola que apresenta uma melhor chance:

Figura 50: primeiro item - atividade O jantar na escola

@
zf ﬂ“
il

Escoladadrvore razdo razjo Escolarvacruz

a)30 b)15 a) Geléia*® ou b)Yogurte a)27 b)9

Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2012).

O comando da atividade pede que encontremos qual escola oferece a
melhor chance de encontrar uma crianca que prefere geléia (observe que
geléia estd marcada com um asterisco vermelho). Realizando a diviséo,
temos 30/15 = 2 e 27/9 = 3. Nesse item é a Escola da Cruz que nos da a

melhor chance.

Os professores tem um tempo para realizar os outros itens da

atividade em seu livreto. Em seguida partimos para a socializacao.

Na lousa passamos por cada caso (cada item) e registramos onde
temos uma melhor chance, se na escola da arvore ou na escola da cruz.
Deixavamos os professores opinarem e instighvamos uma justificativa dos

mesmos ao se pronunciarem.

Perguntamos aos professores o que temos de diferente do primeiro
item para o segundo que pode se materializar como uma dificuldade para os
alunos. No entanto os professores ndo respondem. E falamos que é o
namero decimal. No terceiro item os valores sdo 12/27 = 0,44444 e 9/22 =

0,40909090 e a resposta é na Escola da Cruz.
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Ao chegar ao item que envolve Salada de Macarrdao e Bolo de peixe
dedicamos um tempo maior por haver alguns questionamentos dos

professores. Esclarecemos que nem sempre a maior razao é a que se deseja.

A proposta intrinseca da atividade é treinar por meio da razdo a opc¢ao
em que se tem a melhor chance. Falamos sobre o que pode se passar com as
criancas ao vivenciarem atividades deste tipo, que € a tendéncia em comparar
pelo resultado da subtragcéo e nao pela razdo. Relacionamos com uma situagéo
analoga que aconteceu no encontro passado, uma dupla de professores, na
atividade dos blocos pretos e amarelos, estava fazendo o seu estudo utilizando
a operacao de subtracao.

Apresentamos aos professores a proxima atividade - Biscoitos do Ben. E
parecida com a situacdo dos sacos de doces, ja trabalhada anteriormente; so
gue aqui ja temos 0 espaco para uma sistematizacdo por meio do diagrama da
arvore para a quantificagdo das probabilidades. Mostramos a atividade na tela
do slide.

15. Biscoite do Ben

Objetivos: Ser capaz de fazer boas estimativas. Posteriormente quantificar as
probabilidades em eventos mais provaveis ou menos provaveis e utilizar a
representacdo do diagrama da arvore para o registro das probabilidades. Comparar
tais probabilidades com as estimativas para identificar se as estimativas foram boas
ou ndo.

Materiais:
.Livreto
.Lapis

Comando:

Ben tem uma lata de biscoitos a partir do qual ele pode fazer 2 sele¢bes. Dentro da
lata ha 3 biscoitos, 1 de chocolate e 2 de amendoim. Sua escolha preferida seria
obter 2 biscoitos de amendoim. Qual vocé acha que é a probabilidade de ele obter
2 biscoitos de amendoim?

Como fazer:

Realizar uma primeira estimativa da probabilidade de isso acontecer e registre. Em
seguida desenhe um diagrama para ver quais sdo as chances. Vocé estava certo?
Discuta como as suas estimativas e o0s resultados de seu diagrama eram o
mesmo/diferente e por qué.

Professores discutem as suas estratégias e resultados entre si.

Sistematizamos tais resultados na lousa. Como estratégia didatica, realizamos
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todos os célculos na lousa para desdobramento das possibilidades. Discutimos
com os professores a utilizacdo de diferentes estratégias considerando os

niveis escolares na qual a atividade pode ser aplicada.

Lembramos que o interessante nestas situacdes expostas por nés é que
estamos estudando as ideias, e ai a partir de cada nivel escolar o professor
pode ir aumentando a complexidade. Mas ainda, perceber como é importante
partir do mapeamento das possibilidades para depois chegar a outras formas
de resolucgéo.

Continuamos com as atividades, desta vez a atividade - Clube de
Dancas. Essa atividade também envolve a ideia de eliminar/agregar casos de
acordo com os eventos e a quantificacdo de probabilidades.

16. Clube de Dancas

Objetivos: Ser capaz de trabalhar a composicdo do espaco amostral, agregar e
eliminar os casos para quantificar probabilidades de determinados eventos por meio
do significado classico. Desenvolver a compreensdo sobre sorteios em urna sem
reposicao na qual o espaco amostral se modifica a cada sorteio.

Materiais:
.Livreto
.Saco com as combinacdes de pares para danca
.Papel grande e marcadores

Comando:

Em um clube de dancas ha 10 pessoas, 5 homens e 5 mulheres. Eles devem
formar pares mistos para a danca, por isso (apenas nesse problema) os
homens ndo podem dancar com outros homens, ou mulheres com mulheres.

Verificar:
i) O nimero de dancas que serdo executadas?
i) Quantas vezes cada pessoa danca?

Marcar ou circular nos diagramas os dancarinos eliminados ou escolhidos para
as seguintes perguntas (indica-se o uso de canetas de cores diferentes):

iii) Qual é a probabilidade de que uma danca seja dancada por casais cujos
nomes comegam ambos com a mesma letra?

iv) Qual é a probabilidade de que uma danca seja dancada por um casal que
ambos estejam vestidos de vermelho.

V) Qual é a probabilidade de se retirar o primeiro par de dancarinos com Billy
no par?
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Inserimos o0s pares com 0s nomes dos dangarinos no saco e
comecamos a realizar os sorteios. Retiramos um par de dangarinos do saco e
anotamos o par. Em seguida, continuamos com os sorteios; dependendo dos
pares de dancarinos sorteados deve-se perceber a mudanca de probabilidade
com a reducado do espago amostral.

Figura 51: folheto para resposta da atividade Clube de Dancgas

pﬁﬁ’-
™

]
[ ]

3. Qual a probabilidade de que uma danga seja dangada por casais cujos nomes comegam pela \:‘

mesma letra?
5. Qual a probabilidade de se sortear o primeiro par de dangarinos com Billy no par?

8! Clube de Dangas

1. Vocé consegue verificar o nimero de dangas que serdo executadas?

2. Quantas vezes cada pessoa danga?

4. Qual a probabilidade de que uma danca seja dangada por um casal que ambos estejam
vestidos de vermelho?

\:| 12 selegédo
&

|:| 2@ selecdo
J R
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\:| 42 selecdo
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2selegdo

2 selecdo

Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2012).

Figura 52: pares para sorteio na atividade Clube de dangas

Billy e Amy Sam e Amy Marcos e Amy | Lucas e Amy | Dan e Amy
Billy e Suzie Sam e Suzie Marcos e Suzie | Lucas e Suzie | Dan e Suzie
Billy e Maria Sam e Maria Marcos e Maria | Lucas e Maria | Dan e Maria
Billy e Liza Sam e Liza Marcos e Liza | Lucase Liza | Dane Liza
Billy e Laura Sam e Laura Marcos e Laura | Lucas e Laura | Dan e Laura

Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2012).

Tomemos um exemplo para o item 5: para a primeira selecéo, a chance
de termos Billy no par sera 5 em 25 ou probabilidade igual 5/25. Supomos que
tenha sido sorteado o par “Billy e Maria”, assim para o proximo sorteio a
chance sera de 4 em 24: probabilidade 4/24; mas se o par sorteado for “Sam e
Amy” a chance sera de 5 em 24: probabilidade 5/24. Como podemos perceber,

a probabilidade ser4 modificada a cada sorteio, pois ndo ha reposicdo dos
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pares, e ainda, sera modificada também caso em um dos sorteios seja retirado

0 par com Billy ou n&o.

Essa atividade do Clube de Dancgas se constitui em um rico espago para
compreender sobre a quantificacdo de probabilidades e, por meio dela, dentro
dessa proposta, é possivel dar significado ao termo “probabilidade” como o
namero que mede a chance de algo acontecer e, como ja destacamos
anteriormente, compreender o significado classico de probabilidade
representado por uma razdo. Todavia, tal como na atividade anterior, neste
momento, torna-se mais interessante discutir com as criangas a distingcao entre
se ter a chance de 5 em 25 e a chance de 4 em 25, comparando também com
0 que significa a chance de 5 em 24 do que apresentar as probabilidades por

meio das fracoes.

Realizamos o sorteio e sistematizamos com os professores. O espaco
amostral vai se modificando. Questionamos sobre o que estd acontecendo
conforme vamos realizando o sorteio e os professores acompanham com as

respostas.

Pontuamos que o interessante seria se saisse alguma dupla com Billy
incluido alguma das vezes. Nesta atividade estamos eliminando casos do
espaco amostral. Perguntamos o que os professores acharam e 0s mesmos se

posicionaram positivamente com respeito a atividade.

Entramos agora para as atividades que discutem sobre a nocéo de risco
probabilistico. Apresentamos uma tabela no slide e explicamos a atividade.
Chamamos a atencéo que é de acordo com a tabela, com os dados da tabela
da atividade. Destinamos um tempo para os professores responder. Eles
respondem e se envolvem, mas na socializacdo ficam um pouco calados.
Temos quatro questdes para serem trabalhadas com os professores, as

mesmas que podem ser trabalhadas com os alunos.

17. Decisbdes Cotidianas

Objetivos: Desenvolver habilidades no uso da razdo que ajudem em uma melhor
tomada de decisdo na andlise de possiveis associa¢des entre variaveis com os dados
apresentados em tabelas de dupla entrada. Interpretar o significado das razdes
envolvendo as quatro células elaborando conclusdes sobre estas razdes.
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Materiais:
.Livreto
.Lapis
.Calculadoras

Como fazer:
Apresentar uma questdo por vez e solicitar uma previsdo/tomada de decisdo com
respeito se duas coisas tem relacdo ou ndo antes de olhar para a tabela.
Pergunta 1: Cereal de aveia e 0s niveis de colesterol (correlacionados)
Pergunta 2: Pais musicos e a capacidade da crianga para tocar instrumento
Pergunta 3: Nivel de decibéis de i-Pod e audicao (correlacionados)
Pergunta 4: O contato com eczema e o0 desenvolvimento de eczema.

No inicio de cada questdo solicitamos que se observem as evidéncias e
os valores na tabela. Para a primeira pergunta o comando é: Vocé acha que
comer cereais de aveia no café da manha tem alguma ligagdo com os niveis de
colesterol? Dar uma explicacdo breve e simples sobre o colesterol como
depdsitos de gordura que podem bloquear as artérias se for muito alta, para

introduzir as criangas ao tema.

Pede-se que eles facam uma previsdo antes de olhar para as tabelas.
Depois de terem feito suas previsoes, eles tém no livreto 2 paginas de tabelas
para analisar em cada questdo. Pede-se que eles comecem calculando as

razdes entre todas as quatro células da tabela, ou seja:

Comer cereais de aveia e ter colesterol alto
Comer cereais de aveia e ter colesterol normal
N&ao Comer cereais de aveia e ter colesterol alto

N&o comer cereais de aveia e nao ter colesterol alto

Para cada questdo, na primeira pagina de relacbes ha um indicativo para
comparar as células na horizontal, para a segunda pagina comparar na vertical.

Vejamos as figuras como apresentadas no livreto.
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Figura 53: folheto para comparacao das relagdes na horizontal

1.
Q A Comer cereal de aveia | Ndo comer cereal de
= no café da manhd aveia no café da
- manhd
Nivel alto de
colesterol 16 — 3 2
——
Nivel de colesterol 48 8
1.0 que a proporgdo entre comer cereal de aveia e altos niveis de colesterol para ndo
comer cereal de aveia e os niveis de colesterol alto sugere?
ia e niveis normais de Colesterol para
ndo comer cereal de aveia e niveis normais Colesterol sugere?
Fonte: Nunes et al. (2012).
Figura 54: folheto para comparacé&o das relag6es na vertical
1
/A -
_E®) (@ Comer cereal de aveia  Ndo comer cereal de
~ no café da manhd aveia no café da

manhd

Nivel alto de

colesterol 16 3 2

[ IER R (N

Nivel de colesterol
normal 48 8

1.0 que a proporgdo entre comer cereal de aveia e o nivel de colesterol alto para comer
cereal de aveia e o nivel de colesterol normal sugere?

2.0 que a proporgdo entre ndo comer cereal de aveia e o nivel de colesterolalto para
ndo comer cereal de aveia e o nivel de colesterol normal sugere?

Fonte: Nunes et al. (2012).

Uma vez que se trabalharam todas as razdes € preciso tentar interpretar
0 que isso significa para verificar se as duas coisas estéo relacionadas. Temos
guatro razGes para comparar e interpretar e ver se ha alguma coisa para dar

suporte a uma relacéo, ou se ha alguma coisa para refutar essa relacao.

Ao realizar as comparagOes neste item, deve-se encontrar uma
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correlacdo positiva entre 0 consumo de cereais de aveia e com niveis normais

de colesterol quando as razdes s&o comparadas.

Como antes, para cada pergunta, deve-se fazer uma previsao sobre se
existe uma relagdo entre as duas coisas em questdo. Para cada pergunta, 0s
professores sdo convidadas a calcular as razdes e, entdo, interpretar o que
isso significa para a questdo. Por fim, os professores escreveram uma
explicacdo para sua decisdo final com relacdo a informacdo que eles

interpretaram.

Selecionamos uma resolucéo (figura 55) de um aluno quando do contato
com a atividade e apresentamos aos professores. Segundo Nunes et al. (2012)
poder-se-ia imaginar que tal resposta seria muito sofisticada para alunos nos
anos iniciais, porém os alunos vem raciocinando com base nas razdes em
diversas atividades. No programa de ensino aplicado pela autora, os alunos
trabalharam com raz6es em mais de nove atividades e isso, faz esperar que no
momento dessa atividade sobre a nocao de risco elas ja ndo tenham tantas

dificuldades na analise das tabelas.

Figura 55: resolucdo de um aluno na atividade de risco

N~
,_;’;]' v Eating oat cereal for Not eating oat cereal
\~\ } breakfast For breakfast
- 4
High cholesterol
levels 16 3 2
| Normal 1 - 1
cholesterol levels 48 8

1.What does the ratio of eating oat cereal and high cholesterol levels to
eating oat cereal and normal cholesterol levels suggest? [
\ RO Oy

3

"
)
2,What does the ratio of not eating oat cereal and high cholesterol levels to
not eating oat cereal and normal cholesterol levels sugge‘.sﬂ ) {ea8 Lag

! LS $is1i W
o ! L ) % i,.‘-“

Fonte: Nunes et al. (2012).

Na resolugédo apresentada aos professores, figura 55, a crianca
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inicialmente escreveu a proporgédo seguindo o caminho errado e percebeu o
erro ao interpretar a informacao. A necessidade de interpretacdo estimula a

reandlise e a verificar os numeros.

Convidamos para algum deles mostrar como realizou a atividade na
lousa. Dois professores resolveram ir ao quadro, na préxima secdo

apresentamos os conhecimentos mobilizados neste momento de resolugéo.

Citamos que a atividade do Jantar na escola foi uma preparacdo para
esta atividade; por isso que é preciso estabelecer as relacBes e decidir sobre

gual a melhor razdo com respeito as relacdes.

Demos continuidade onde apresentamos o diagrama com proposicoes e
citamos a ideia do diagrama de Carrol. O diagrama de Carrol sédo tabelas
retangulares que organiza os dados segundo critérios de sim/ndo. Indicamos
gue estamos trabalhando com uma analise por meio da razdo, mas que nao

deixa de perder o carater de uma questao de probabilidade.

Ressaltamos que esta € uma abordagem para irmos além do trabalho de
guantificacdo de probabilidade por meio das formulas; usamos a razdo para
tomar decisbes com respeito as variaveis envolvidas. Relemos a 22 questéo e

partimos para a socializacao.

Com essas duas primeiras questfes, discutimos que a associacdo da
primeira é bem mais forte que essa (a segunda), nessa ha um pouco de

associacao, mas nao é significativa, € uma associacéo fraca.

Explicitamos que podemos ver o que é mais provavel e ndo uma
certeza. Estamos trabalhando com probabilidades. Por meio de uma
apresentacao de slides fizemos uma reflexdo sobre as quatro questbes e a
nocado de risco e prosseguimos com uma articulagdo das questbes de risco

com o conceito de probabilidade.

Concluimos este encontro - que foi destinado apenas para esta unidade
de estudo sobre quantificacdo e risco. Os professores receberam o texto guia

com as atividades e uma breve discussao sobre as mesmas.
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5.3.2 ANALISE DOS CONHECIMENTOS DOS PROFESSORES NA
UNIDADE QUANTIFICACAO DE PROBABILIDADES E RISCO

De acordo com as analises desse encontro apontamos que 0S
professores na resolucdo das atividades apresentam uma tendéncia na
utilizacdo da probabilidade classica, questdo que ja pontuamos na discussao
anterior da segunda unidade de estudo. Na atividade em que se tem que tomar
uma decisdo com base nas razdes entre duas quantidades que representam
preferéncias para identificar quantas vezes um tem a mais que 0 outro

(exemplo: 30 preferem geléia e 15 prefere iogurte), o professor P7 discorre:

P7: ndo é 30 por 45? O total ndo séo 45? A raz@o nao é pelo
total?

A referéncia que o professor faz em sua fala é justamente a tentativa de
tomar a deciséo realizando o calculo da probabilidade por meio da formula de
Laplace onde 30 é a ocorréncia do sucesso desejado e os 45 a quantidade de

observacdes — 0 espaco amostral.

Houve professores que para decidir sobre a relacdo das variaveis
realizaram o célculo da diferenca entre os valores. Nao perceberam que a ideia
€ estabelecer uma comparacéao identificando quantas vezes um tem a mais que
0 outro e ndo a diferenca entre os valores. Um exemplo, consiste no caso de 8
criancas que preferem geléia e 4 preferem iogurte em uma determinada escola,
fazendo pela diferenca temos 4 e pelarazdo 2 : 1 (2 para 1) e em outra escola
12 preferem geléia e 6 preferem iogurte, fazendo pela diferenca encontramos 6
e pela razdo t também 2 : 1. Em ambos a razéo € 2 e pela diferenca obtem-se
4 e 6 respectivamente. Assim, optando pela razdo nossa decisdo € que as

escolas apresentam as mesmas chances.

Novamente, nesta unidade de estudo, a linguagem probabilistica é
evocada. Refletimos sobre as diferentes representacdes possiveis e a
adequacdo da proposta de abordagem metodolégica em que se esta
acreditando. Nas decisGes sobre que arvore utilizar é necessaria levar em
consideracao o nivel dos alunos. Observemos o dialogo:

P?: parecido com o do morango e da groselha. [fazendo
referéncia a atividade Doces no Saco]
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F: quem gostaria de fazer aqui na lousa?
[P6 fez na lousa.]

F: Ai vocé fez o mapeamento onde vocé pode ver o que € mais
provavel; agora qual a probabilidade?

[A professora calcula a probabilidade utilizando 2/3 para o
sabor amendoim e 1/3 para chocolate]

P4: Eu coloquei mais uma linha de amendoim

P6: Entdo, se ele tirar da primeira selecdo € amendoim ou
chocolate, né isso? Se ele tirar a primeira amendoim ele ainda
na segunda vez pode tirar um amendoim ou chocolate, mas se
da primeira ele tirar chocolate (fica pensativa) mas se séo duas
selecdes ndo importa o0 que ele vai tirar. (continua bem
pensativa).

[...]
P6: Na arvore ja fiz assim: 2/3 e 1/3.

P4: Poderia ser assim, mas poderia ser 1/3, 1/3 e 1/3, ter os
dois amendoins na arvore. Logico que continua 0 mesmo.

Os professores discutem sobre essa questdo levantada pelo P6 e P4
com foco na qual representacéo seria melhor para os alunos dos anos finais do
Ensino Fundamental. Os professores compreendem bem e nao apresentam
dificuldades na resolucéo. Discorrem que € um tipo de situacdo em que vocé
vai ter que montar o espaco amostral e, ainda, um tipo de atividade para nao
ficar s6 nas moedas e nos dados. Os professores afirmam corretamente que as

perguntas sdo eventos desse experimento.

Os professores compreenderam sobre a modificacdo do espaco
amostral conforme se realiza as selecfes aleatorias com ou sem reposicao de

elementos.

F: Ao sortear, o que estamos modificando?
Profs: modificando o espaco amostral.

F: Na segunda selecédo saiu TAM E AMY. Qual a probabilidade
agora?

Profs.: 5/23. [23 por que o espaco amostral se reduz]

by

Ndo houve duvidas no que diz respeito a modificacdo do espaco
amostral conforme a retirada/sorteios dos elementos. Fatos como esses nos

apontam que o0s professores estdo aprendendo e/ou resgatando
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aprendizagens sobre essas nocbes que sao elementares no estudo da
probabilidade.

No trabalho com as atividades sobre risco, na questao 1 (variaveis: nivel
de colesterol e consumo de cereal), o professor P3 resolve ir ao quadro e
apresentar a sua resolucao.

P3: trabalhamos com a ideia de porcentagem, 16 para 32 =
50%. Por que a ideia também que gerou uma duvida, que meu
colega levantou, aqui a gente ndo tem que somar esses dois e
esses dois (se refere as linhas e colunas) para ter uma andlise
global. Ai ele falou, mas a gente pode pensar o seguinte,
somar as 4 células que da 104 e usar essa valor com 0s
valores de cada célula. Ai a gente ficou no impasse ali. No
caso, eu fiz assim, 0 48 eu inverti a posi¢cdo, do menor para o
maior e levei para a porcentagem, eu dividi 8/48 e cheguei a
166% de reducéo, foi isso que eu fiz.

Outro professor, P17, vai ao quadro e apresenta a sua resolugdo. Vamos
descrever como o professor fez, pois nho momento da resolucgdo o mesmo

verbalizou poucas vezes.

Figura 56: resolucéo do professor P17 n atividade sobre risco

nivel alto ficome 32/16 2vezes
nivel normal come 48/8 6 vezes
nivel normal come 48/16 3vezes
nivel alto ficome 32/8 4vezes

Fonte: o autor, 2017.

O professor P17 realiza todos os calculos, porém ndo consegue concluir.

F: e como vocé vai concluir a partir dai?
P17 em siléncio

F: Duas vezes o que? O que significa esse duas vezes?

O professor P17 conseguiu realizar os calculos, porém é perceptivel a
grande dificuldade em argumentar e construir o raciocinio que o leve a uma
tomada de decisédo. Alguns professores intervém colocando suas explicacoes,
porém também com algumas dificuldades. O professor P4 sistematiza o

significado do “duas vezes”, como veremos no trecho em destaque:
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P7: é duas vezes o nivel normal

P20: e qual a relacdo de um para o outro? Como vou concluir
se devo ou ndo consumir cereal de aveia com esses dados ai?

F: ele (o professor) precisa convencer 0s outros, o raciocinio
esta correto.

P33: a seta para baixo é comer ou nao comer; com a seta para
baixo é isso que esta sendo analisado. Eu vejo assim. Agora
guando a seta esta para o lado esta analisando os niveis.

F: as setas estdo induzindo, mas s6 que vocé nao consegue ler
s6 linhas, tem que relacionar com as colunas. Teria que
explicar 2 vezes o que.

P33: 2 é a razdo entre nivel alto e ndo comer.

O professor P4 sistematiza a conclusdo com respeito a associacao de
variaveis na questao 1, como podemos observar em sua fala:

P4: quem ndo come cereal tem duas vezes mais chance de ter
colesterol alto do que quem come.

O professor P33 também consegue concluir sobre a associagao

explicando com base na anélise das razdes nas linhas e nas colunas, vejamos

a sua observacéo:

P33: quando analisa a linha € igual, a razdo é 2, e a coluna
também é igual 2,4 e 2,4. Uma coisa ndo esta relacionada a
outra né, é independente.

F: Se vocé for calcular a porcentagem os valores estardo bem
préximos do outro; acontece que os outros dois (dizer qual é a
célula) vao da muito préximos.

P33: E ainda, nesse caso, o sim-sim nao confirma o nao-nao.

As pessoas ao lidarem com situacdes como, por exemplo, eczema e

contagio, podem acreditar que ter eczema é contagioso, o que nao € correto.

Ou ainda nao acreditarem que o I-Pod em volume muito alto pode acarretar

danos a saude. As pessoas revelam suas crencas ao se depararem com a

decisdo sobre a associacdo entre duas variaveis. Batanero e Diaz (2011) falam

gue em termos gerais que quando os dados ndo refletem os resultados

esperados pelas crencas, aparece nos sujeitos um conflito semibtico.

Identificamos um conflito deste tipo em alguns dos professores, para a terceira

guestao apresentada o professor P33 coloca que:
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P33: fazendo pela logica da vida poderiamos dizer que sim, um
filho com pai musico tem influéncia; pela razdo vocé pode dizer
gue ndo é.

Este fenGmeno, de perceber uma relacdo donde n&o existe nenhuma ou
a percepcéao de uma relagédo mais forte do que a que existe na realidade, pode
ser entendido em termos de conflitos potenciais nesta unidade de estudo.
Segundo Chapman e Chapman (1969) as pessoas formam teorias sobre a
relacdo entre varidveis que as impede de avaliar corretamente as

contingéncias empiricas.

Ainda no trabalho com as tabelas de dupla entrada para andlise da
associacdo de duas variaveis, um conflito que ja destacamos neste estudo,
guando da analise do diagnostico inicial, se da nas situacdes de tomadas de
decisdo utiizando uma Uunica célula, normalmente a de maior valor,
constituindo-se em um conflito semidtico do que esperamos ao nivel do
significado institucional. Nunes et al. (2012) advertem que esta é uma das
razdes pela qual se solicita as criancas que considerem todas as quatro
relacbes para chegar a uma decisdo global sobre a associacdo entre as

variaveis.

Observamos que os professores ampliaram seus conhecimentos sobre
essas questdes envolvendo a associagcdo entre variaveis e 0 risco
probabilistico. Os professores aprenderam sobre tomar decisées baseando-se
nos dados apresentados em uma tabela de dupla entrada e compreenderam a
estratégia correta de realizar o estudo de todas as células da tabela para
entender a associacdo entre variaveis. Nas quatro questdes que trabalhos os
professores socializaram e sistematizaram os resultados. Por exemplo, quando
perguntamos 0 que seria mais provavel e menos provavel acontecer se

sorteamos uma pessoa ao caso, 0S professores responderam corretamente:

F: O que é mais provavel acontecer se sorteamos uma pessoa
ao acaso?

Pfs: ter nivel alto e comer
E o que é menos provavel acontecer?

Pfs: ter normal e ndo comer
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Como ja citamos anteriormente, o objetivo das atividades que envolvem
0 risco em nosso programa se constituiu na analise dos dados apresentados
nas tabelas de dupla entrada e na decisdo sobre o risco estabelecendo
relagcbes. Dessa forma, os professores alcancaram a aprendizagem com

respeito a este tipo de analise para decidir sobre a associacéo de variaveis.

Antes da socializacdo recolhemos a referida atividade impressa e com
respostas dos professores. Realizando a analise das quatro questdes
encontramos que 90,47% dos professores acertaram a pergunta 1, 61,90%
acertaram a pergunta 2, 80,95% acertaram a pergunta 3 e por fim, também
61,90% acertaram a pergunta 4. Esses indices de acertos sao satisfatorios
uma vez que este é um conhecimento emergente e que os professores estdo

acomodando tal conhecimento de forma processual.

O que nos chama atencdo é que as perguntas 1 e 3, nas quais as
variaveis estdo correlacionadas, o0s professores acertaram em uma

porcentagem maior (90,47% e 80,95% respectivamente).

Neste encontro os professores verbalizaram/externalizaram de forma
timida sobre reflexdes voltadas para as suas salas de aulas. Encontramos
reflexdes que os professores apontaram que, em sala de aula, se deveria
incentivar os alunos a usar 0s conceitos que eles aprenderam, perguntando-
Ihes se a probabilidade de ter o colesterol alto € 0 mesma para as pessoas que
comem cereais de aveia e para aquelas que ndo comem cereais de aveia. E
ainda que os alunos devem sempre explicar a sua resposta utilizando as
razbes porque issO permite a comparacdo entre 0S grupos com numeros

diferentes.

Mesmo que em alguns momentos apresentassemos resolucdes de
alunos com as atividades, as reflexdes dos professores ficaram limitadas ao
contexto da atividade e dos exemplos dos alunos ali mostrados. Acreditamos
gue a auséncia dos proéprios professores aludirem a uma reflexdo desse tipo
deu-se pelo fato de ser uma abordagem diferenciada para o conceito de
probabilidade e que no momento, os professores se debrucaram em resolver

as atividades que ora estavam vivenciando.
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Os professores, nesta unidade de estudo, por meio das préticas
matematicas e didaticas, avancaram nos conhecimentos sobre a quantificacao
e a nogéo de risco na tomada de deciséo. O conhecimento emergente
desta trajetéria foi primordialmente o estudo do risco nas tabelas de dupla
entrada.

5.4 TRAJETORIA DIDATICA GERADA PARA O DESENVOLVIMENTO DA
UNIDADE EXPLORANDO PROBABILIDADES

Esta unidade de estudo foi por nos intitulada como Explorando
Probabilidades. Inclui o 6° e o 7° encontro implementado. Selecionamos
diferentes atividades para possibilitar um processo formativo mais urdido, e que
de certa forma revistdssemos 0s objetos epistémicos ja estudados, além de
incluirmos atividades que envolveram o conhecimento avancado do professor
de matematica sobre probabilidade. Predominam nestes dois ultimos encontros
atividades que envolvem os conhecimentos didaticos dos professores de uma

forma objetiva.

5.4.1 TIPOS DE PROBLEMAS E PRATICAS (MATEMATICAS E
DIDATICAS)

Iniciamos o sexto encontro pontuando que apos as diversas discussoes,
realizacdo de jogos e atividades propostas nos cinco encontros anteriores,
nesse encontro teriamos a oportunidade de se pensar sobre o conceito de
probabilidade do ponto de vista epistemolégico de forma mais contundente,

discutindo assim, o carater multifacetado desse conceito.

A primeira atividade vivenciada foi a Probabilidadesl. Concedemos um
tempo para a resolucdo da mesma. Para socializacdo pedimos que o0s
professores se posicionassem, inclusive incentivamos que falassem também
aqueles que nunca falaram. No entanto, deixamos o0s professores bem a
vontade e que ndo se preocupassem com o certo e errado nas colocagdes, o
gue enriquece o encontro é a discussdo. Essa atividade foi adaptada dos
estudos de lves, S. (2009) Aprender a Ensinar Probabilidade: Rela¢gdes entre
conhecimentos de futuros professores e suas Orientacdes, o Conhecimento do

Conteudo e o Conhecimento Pedagdgico do Contetdo de Probabilidade.
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18. Probabilidades1

Objetivos: Desenvolver habilidades para o reconhecimento de situagbes que
envolvem diferentes calculos para encontrar uma probabilidade.

Comando:

la) Leia as seguintes declaragdes e registre 0 que vocé pensa sobre cada uma

i. Eu quero descobrir a probabilidade de sair um 3 no langamento de um dado.
Simulei um milh&o de lancamentos e 0 3 apareceu 166.549 vezes. Assim, a
probabilidade de obter um 3 é aproximadamente 166.549 / 1000000 =
0,166549.

ii. Eu acho que a probabilidade de sair um 3 no langamento de um dado néo é
muito boa. Com base na minha experiéncia de jogar com dados, 3 ndo vem
com muita frequéncia. Eu diria que a probabilidade de sair um 3 € de cerca de
10%.

iii. Quero saber a probabilidade de sair 3 no langcamento de um dado. Eu sei
gue existem seis possiveis lados e que 3 é um desses lados, assim a
probabilidade de sair o 3 € de 1/6.

iv. Eu quero encontrar a probabilidade de sair um 3 no lancamento de um dado.
Eu pedi opinido a cinco amigos, assim como ao meu irmao e aos meus pais.
Das oito pessoas que eu conversei, cinco deles me disse que era 1/6. Os
outros trés me disse que dependendo do dado, a probabilidade pode ser
peguena ou grande, vocé nunca sabe. Entdo, eu ndo tenho certeza, mas com
base no que a maior parte das pessoas falaram, eu diria que € 1/6.

1b) Destas quatro afirmacdes, qual delas vocé se identifica? Ou vocé concorda
com a maioria?

Esta atividade possibilita identificar o0s posicionamentos e/ou
pensamentos dos professores sobre um conjunto de declaracbes para a
guantificacdo de uma probabilidade. Os professores escreveram sobre cada
uma dessas declaracBes e ao final solicitados para escolher entre elas uma
gue mais se identifica. Estas declarac6es foram propositalmente concebidas no
estudo de Ives (2009) para determinar as diferentes orientacbes (matematicas
ou estatisticas) que futuros professores possam apresentar; em Nnosso caso,

utilizar para identificar o posicionamento dos professores perante as
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declaracbes e se, esse posicionamento, poderia nos revelar algo sobre o
conhecimento deles concernentes a validacdo de diferentes formas de
guantificacdo de probabilidade e, posteriormente, relacionar com os diferentes
significados probabilisticos.

A declaracdo i esta associada com uma concepc¢do fortemente
estatistica. E necessario conhecer e considerar a probabilidade calculada por
meio da observacdo da frequéncia do evento em um numero grande de
repeticdes. A ii justifica o valor da probabilidade por meio de uma experiéncia
pessoal e que, ndo condiz nem com a probabilidade frequentista e nem com a
tedrica uma vez que cada numero no dado tem a mesma probabilidade de sair,
ou seja, uma natureza equiprovavel. No caso da declaracao iii acreditamos que
boa parte dos professores pode apontar esta como a que mais se identificam.
Nos estudos de Ives (2009) trés dos quatro professores investigados
apontaram a declaracao iii como a qual que se identificaram e estes foram
professores que se enquadraram com uma forte orientacdo matematica. Esta
declaracdo envolve uma explicagdo por meio do significado classico de
probabilidade. E por ultimo, com a declaracédo iv, a justificativa apresentada
utiliza como evento as opinides das oito pessoas entrevistas para uma tomada
de decisdo. Também envolve uma experiéncia pessoal, nesse caso, uma

experiéncia apontada por um grupo de pessoas.

Os professores expressaram suas opinidées concernentes as afirmativas.
Como uma pratica ja comum aos nossos encontros houve espaco para a
socializacdo e o debate coletivo. Intervimos em alguns momentos para ajudar
os professores a refletir sobre o trabalho com os alunos. Relacionamos
também com algumas das atividades ja vivenciadas por ndés. Diversos
professores debateram sobra a sala de aula, livro didatico e caderno do aluno
da rede estadual de SP. ApGs as colocacdes, falamos da importancia de tal
debate, mas que precisavamos retornar para a atividade. Realizamos um
levantamento perguntando a cada alternativa quem concorda com a mesma.
Alguns tecem explicacdes com relacdo as escolhas das alternativas e pontua

ainda que acharam a atividade interessante.
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Para a proxima atividade — Que carro comprar? — solicitamos que 0s
professores se organizassem em duplas e discorremos que € uma atividade
para fazer-nos pensar e discutir. Como de praxe concedemos um tempo para a
realizacdo da mesma. Apds esse tempo partimos para a socializacdo. Os
professores se posicionam e nds fazemos algumas intervencdes pontuais. Esta
atividade foi adaptada de Garfield, J. (2006) Projeto Assessment resource tools

for improving statistical thinking (ARTIST).

19. Que carro comprar?

Objetivos: Fortalecer as habilidades que envolvem as diferentes situacdes
concernentes aos significados probabilisticos. Desenvolver as habilidades para
abordagem em sala de aula com respeito as referidas situacoes.

Vocé esta tentando decidir entre dois tipos de carros. Entédo, vocé resolve consultar
uma reportagem da Revista Quatro Rodas, em que foram comparadas as taxas de
reparos para Varios tipos de carros. Registros de reparos feitos em 400 carros de cada
tipo mostraram um pouco menos problemas mecanicos com Hondas do que com
Toyotas.

Vocé tem dois amigos que possuem Toyotas e um amigo que é dono de um Honda.

Ambos os proprietarios do Toyota relataram ter alguns problemas mecanicos, mas
nada grave.

O proprietario do Honda, porém, deu a seguinte explicacdo quando Ihe perguntaram
sobre seu carro: "Em primeiro lugar, a injecdo de combustivel deu defeito e custou 750
reais. Em seguida, comecei a ter problemas com a traseira e tive que substitui-la. E
finalmente decidi vendé-lo apds estes reparos. Eu nunca irei comprar outro Honda."

Dado o que sabemos atualmente, qual carro vocé compraria? Justifique sua resposta.

Comando:

Professor imagine que vocé estd ensinando em uma turma e colocasse este problema
para os alunos. A seguir estdo as respostas de trés grupos diferentes. Como vocé
prosseguiria com a discussao em classe?

a. Ndés recomendamos que vocé compre o Toyota, principalmente por causa de todos
0s problemas que o seu amigo teve com o Honda. J& que vocé nédo ouviu falar nada
de histérias desagradaveis sobre o Toyota, vocé deve ficar com ele.

b. Nés recomendamos que vocé compre o Honda, apesar da ma experiéncia do seu
amigo. Este é apenas um caso, enquanto as informacdes relatadas nos relatorios de
consumo (reportagem da revista) sdo baseadas em muitos casos. De acordo com
esses dados, 0 Honda é um pouco menos propenso a precisar de reparos.

c. Gostariamos de dizer que ndo importa o carro que vocé compre. Mesmo que um
dos modelos possa ser mais provavel do que o outro para dar problemas, eles
poderiam, ainda assim, apenas por acaso, escolher um tipo de carro e este precisar de
um monte de reparos. Vocé pode muito bem jogar uma moeda para decidir.
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A atividade utiliza um contexto verdadeiro do cotidiano, no qual os
professores precisam tomar uma decisdo com base nas informagdes que foram
fornecidas sobre problemas mecénicos de carros da marca Toyota versus
Honda'® por uma revista americana e nas informacdes relatadas por dois
amigos que possuem carros das referidas marcas. Para melhor contextualizar
adaptamos a atividade utilizando uma revista nacional — Revista Quatro Rodas
e modificamos o valor para a moeda brasileira — reais. Mesmo n&o tendo em
conta os resultados reais do estudo para explorar, a atividade permite fazer
conjecturas sobre os resultados relatados; isso indica 0o que pode ocorrer
guando se tem a necessidade de tomar decisbes com base em informacdes

relatadas nos meios de comunicagao.

Para a tomada de decisdo nesta atividade, ha envolvimento
implicitamente de alguns dos significados probabilisticos. Na segunda parte &
solicitado que os professores se posicionem sobre hipotéticas respostas
construidas por estudantes e como direcionariam a conversa em uma sala de
aula revelando os conhecimentos deles com respeito ao conhecimento comum
envolvido nesta atividade. Claro, que como todo o conjunto de atividade que
trabalhamos até o momento, envolve também o conhecimento especializado

sobre probabilidade uma vez que faz refletir sobre o seu ensino.

Esperavamos que o melhor posicionamento dos professores fosse optar
pela decisdo com base no conjunto de dados maior, uma vez que este nos traz
informacBes mais confiaveis do que apenas algumas opinides pessoais. Optar
por este fato para a tomada de decisao revela também uma compreensao mais
coerente com a estatistica baseando tal decisdo sobre um conjunto de dados
maior em vez de uma decisdo subjetiva ou pessoal ao confiar nas respostas

dos amigos.

Professores debatem muito entre si. Foi necessaria uma intervencao
nossa. No entanto deixamos que falassem um pouco mais. Fizemos outra
intervencdo nesse momento explicando sobre o risco que temos na compra de

gualquer uma das marcas, porém ampliamos com outro exemplo cotidiano e

' Como na atividade original o pesquisador utilizou 0 nome das marcas, consideramos
conveniente também deixar esses nomes em nossa atividade.
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sobre a importancia da discusséo. Sistematizamos as ideias conduzindo para
uma reflex@o sobre o ensino da probabilidade articulada com a estatistica.

Concluindo a atividade lembramos aos professores das ideias de Paulo
Freire em que na pratica e na reflexdo a gente se refaz. Seguimos com a
explicacdo da proxima atividade - Que grupo trapaceou?. Depois de concedido
tempo para realizacdo iniciamos a socializacdo da mesma. Da mesma forma
gque a atividade 18 (sobre as afirmativas) essa atividade foi adaptada dos
estudos de Ives, S. (2009).

20. Que grupo trapaceou?

Objetivos: Fortalecer abordagens envolvendo o significado frequentista de
probabilidade e a interpretacdo de graficos. Ser capaz de compreender o
entendimento sobre a variabilidade esperada dentro de uma distribuicdo
estatistica por amostragem.

Comando:

Cada aluno em uma classe deveria realizar o experimento de jogar uma moeda
50 vezes e contar o numero de coroas. Quatro classes diferentes produziram
graficos para os resultados desse experimento. Ha um boato de que em
algumas classes os alunos fizeram o grafico sem realizar o experimento.
Analise o grafico de cada sala e indique a classe que pode nao ter realizado de
fato o experimento. Justifique.

it
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Observando os graficos podemos perceber que as classes 1 e 3 podem
nao ter realizado o experimento; e por outro lado, os graficos das classes 2 e 4
€ que mais indicam a realizacdo do experimento. Escolher a classe 1 indicaria
um equivoco de representatividade, ou seja, pensar que uma distribuicdo
uniforme seria representativa de uma distribuicdo estatistica por amostragem
para o0 numero de coroas. No caso da classe 3 que tem uma distribuicdo
espalhada de 5 a 50 indicaria uma ndo compreensdo da variabilidade da

amostra.

Para desencadear essa discussdo, perguntamos quem gostaria de falar.
Os professores foram explicando como tinham realizado as analises dos

graficos.

Como essas atividades nos remetem aos significados de probabilidades
incluimos uma sistematizacéo e explicacdo pormenorizada dos significados do
conceito de probabilidade. Pontuamos os diferentes significados de
probabilidades e apresentando exemplos de cada tipo aos professores com as
respectivas limitacdes de cada significado. Apresentamos, nesta ordem, 0s
significados: classico, geométrico, frequentista, subjetivo e axiomatico. Foi um
momento expositivo com o suporte da apresentacdo de slides. No entanto, os
professores puderam pontuar algumas opinibes e duavidas durante a

apresentacao.




279

Iniciamos o sétimo encontro apresentando as atividades do dia e
ratificando que o raciocinio empregado no desenvolver das atividades sempre
seja registrado. As atividades foram 21.Probabildades2 (com duas situac¢des-
problemas) e 22.A tigela de doces.

Os professores receberam a situacdo-problema 1 sobre os galbes de
leite provenientes de trés fazendas.

Destinamos um tempo para a resolucéo. E perceptivel o envolvimento
dos professores na resolucdo da atividade. Discutem entre si. Sete

professores socializam e discutem como estéo entendo a referida atividade.

A atividade Probabilidades2 incluiu duas situacées-problemas ambas
envolvendo modelos de distribuicdo de probabilidades. O estudo de diferentes
modelos de distribuicdo de probabilidades ndo esta previsto no curriculo de
probabilidade nos anos finais do Ensino Fundamental; no entanto, foi nosso
interesse abordar duas situacdes dessa natureza com os professores. A seguir

apresentamos as duas situacdes-problemas.

21. Probabilidades2

Situacdo-problema 1) Suponha que um fabricante de sorvetes recebe 20% de
todo o leite que utiliza de uma fazenda FI, 30% de uma outra fazenda F2 e 50%
de F3. Um orgao de fiscalizacdo inspecionou as fazendas de surpresa e
observou que 20% do leite produzido por Fl estava adulterado por adicdo de
agua, enquanto que para F2 e F3, essa proporcdo era de 5% e 2%,
respectivamente.

Na industria de sorvetes os galbes de leite sdo armazenados em um
refrigerador sem identificacdo das fazendas. Sabe-se que um galdo escolhido
ao acaso esta adulterado. Qual é a probabilidade de ele ter vindo da fazenda
F1? E da F2? E da F3?

Fonte: Magalhaes e Lima, 2004, p.46

Em uma das resolucdes possiveis para esta situacdo-problema poder-
se-ia utilizar o Teorema de Bayes. No entanto, ndo € nosso propoésito ir direto
para a aplicacdo de férmulas ou construir o conhecimento sobre a teoria
bayesiana. Optamos entdo em encontrar as respostas sobre as probabilidades

por meio da andlise da arvore de possibilidades (Figura 57).
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Figura 57: solucéo da situac&o-problema 1 com o uso da arvore de possibilidades

0,20 [ A ]—> 020x0,20=0,04
 am [ A ]—> 020x0,80=0,160

(SY)
0,05 [ A ]—> 030x0,05=0,015
GALOEs | 230>
0,95 [ & ]—> 030x095=0,285
0,98 —> 0,50x 0,98 = 0,490
A=ADULTERADO TOTAL =1=100%

A=NAO ADULTERADO
Fonte: o autor, 2017.

Denotaremos P(A) como a probabilidade de comprar adulterado e P(A)
como a probabilidade de comprar ndo adulterado. Do estudo da arvore temos:

P(A): 0,04 + 0,015 + 0,01 = 0,065 = 6,5%
P(A) = 0,16 + 0,285 + 0,49 = 0,935 = 93,5%

Para responder as probabilidades solicitadas, havera uma reducéao do
espaco amostral e ficaremos apenas com os “adulterados”™ qual a
probabilidade de, ja que eu peguei adulterado, de ser da fazenda 1? E da

fazenda 2 e 37

P (F1|A)=0,04/0,065=0,6153 = 61,54%
P (F2 | A) =0,015/0,065 = 0,2307 = 23,08%
P(F3 | A) =0,010/0,065 = 0,1538 = 15,38%

Assim, o leite adulterado tem maior probabilidade de ter vindo da
fazenda 1.

Iniciamos a resolucédo no quadro com o diagrama da arvore. Solicitamos
aos professores que ndo modifiquem as respostas, pois irdo receber outra folha
com o0s respectivos itens. Indagamos se a escrita em porcentagem seria boa
opc¢ao para a arvore e os calculos sugerindo que temos que pensar sobre isso.

Decidimos escrever em forma decimal uma vez que facilita os calculos.
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Realizamos novamente a leitura do problema e desenvolvemos a resolucao do

mesmo na lousa acompanhado pelos professores.

Em seguida partimos para a quantificagao das probabilidades de cada

um dos eventos envolvidos na situagao-problema.

Uma vez exposta a resolucdo e com as colocagOes feitas pelos
professores P1, P6 e P20, apresentados no trecho acima, refletimos sobre a
influéncia de uma matematica determinista, de um raciocinio que nos faz ir a
busca de certezas. Continuamos discorrendo sobre uma matematica que
envolve também incertezas e trazemos nocdes relacionadas com a fisica
guantica: Para finalizar destacamos ainda um exemplo com amostras em
pesquisas eleitorais e dois professores ainda se posicionam com exemplos que

tomou conhecimento na midia e que envolve a ideia de amostra estatistica.

Apoés o tempo para resolucao e discussao lancamos a segunda situagao-
problema. Os professores receberam agora a segunda situacao-problema
sobre o estudo do gasto com uma ida ao cinema. Dai, falamos sobre o que
seria estudar o gasto com a ida ao cinema. Observamos que nesta situacao
ndo esta explicito qual a probabilidade. E preciso fazer o estudo do gasto e

verificar quais seriam 0s gastos possiveis.

21. Probabilidades2

Situacdo-problema 2) Um pai leva o filho ao cinema e vai gastar com as
entradas R$ 17,00. O filho vai pedir para comer pipoca com probabilidade de
0,7 e, além disso, pode pedir bala com probabilidade 0,9. Esses pedidos séo
atendidos pelo pai com probabilidade de 0,5, independentemente um do outro.
Se a pipoca custa R$ 2,50 e a bala custa R$ 1,50, estude o gasto efetuado
com a ida ao cinema.

Fonte: Magalhaes e Lima, 2004, p.67

Uma dos possiveis métodos para resolucdo desta situacdo-problema é
utilizar o diagrama da arvore de possibilidades no qual apresentamos na figura

58 a sequir:
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Figura 58: solugéo da situac&o-problema 2 com o uso da &rvore de possibilidades
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Fonte: o autor, 2017.
O que é estudar o gasto com a ida ao cinema? Nesta situag&o-problema
nao esta explicito qual a probabilidade. Para a resolucdo é preciso realizar o

estudo do gasto, ou seja, quais seriam 0s gastos possiveis?

O pai pode gastar apenas: R$ 17,00; R$ 18,50; R$ 19,50 e R$ 21,00.

Realizando o estudo dos gastos, temos:

Qual a probabilidade do pai gastar R$ 17,00? Voltando para a arvore de

possibilidades observamos que temos 4 casos dos 9 em que isto acontece.

Pedir pipoca e bala e o pai ndo atender: 0,1575
N&o pedir pipoca, pedir bala e o pai ndo atender: 0,135

N&o pedir bala, pedir pipoca e o pai ndo atender: 0,035

YV V V V

N&o pedir pipoca e nem bala: 0,03
Qual a probabilidade do pai gastar R$ 18,50?

» Pedir pipoca e o pai ndo atender, pedir bala e o pai atender:
0,1575
» Nao pedir pipoca, pedir bala e o pai atender: 0,135

Qual a probabilidade do pai gastar R$ 19,50?

» Pedir pipoca e o pai atender, pedir bala e o pai ndo atender:
0,1575
» Pedir pipoca e o pai anteder, ndo pedir bala: 0,035



283

Qual a probabilidade do pai gastar R$ 21,00?
» Pedir pipoca e bala e o pai atender: 0,1575

Para a resolugcédo desta situacédo-problema considerando que o pai hao
ird consumir pipocas e balas, definimos a variavel aleatéria G: gasto total com a

ida ao cinema, temos:

G 17,00 | 18,50 | 19,50 | 21,00
P (G=g) | 0,3575 | 0,2925 | 0,1925 | 0,1575

Com esta tabela temos a fungcédo de distribuicdo de probabilidades ou
funcdo acumulada de probabilidades de uma variavel discreta.

Uma das diferencas da primeira situacdo-problema para a segunda é
gue a arvore da primeira € simétrica. Mas o0 interessante mesmo é que na
segunda situacao-problema, a arvore ndo sendo simétrica a soma continua
sendo 100%. Em problemas de probabilidade ndo podemos generalizar sempre
para usar a arvore; se for em muitas possibilidades temos que criar outras

estratégias.

Transpassado o tempo para os professores resolverem individualmente,
convidamos um deles para apresentar na lousa com estava resolvendo a
situacao-problema. Sempre é nossa tbnica deixar os professores a vontade
para apresentar as respostas. Apontamos que socializar é importante por que
ai poderemos ver se todos estdo pensando do mesmo jeito ou se alguém esta

diferente.

Com as arvores construidas falamos da diferenca entre elas; podemos
perceber na arvore da figura 58 que o ramo ndo tem continuidade nas
situacBes em que a crianca nao pediu bala, e se pediu, 0 pai pode aceitar ou

nao.

Continuamos com a apresentacdo da solucdo esperada nesta atividade.
Realizamos os calculos na lousa com auxilio dos professores. Fizemos o
estudo de todos os oito casos da situacao-problema. Dai, construimos uma

tabela para as diferentes probabilidades.
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Concluimos a resolucdo da atividade e nos posicionamos que o
diagrama de &rvore € um recurso importante para trabalhar com os alunos, e
ao fazer sem a &rvore podemos esquecer alguma possibilidade. Pontuamos
gue a diferenca de um problema para o outro € que no primeiro a arvore &
simétrica; mas o interessante mesmo que ndo sendo simétrica a soma continua
sendo 100%. Salientamos que em problemas de probabilidade ndo posso
generalizar sempre para usar a arvore; se for muitas possibilidades temos que

criar outras estratégias.

Seguimos para a nossa Ultima atividade do desenho. Primeiro os
professores receberam a atividade Tigela de Doces e analisaram. Depois
fizemos a leitura junto com os professores. Informamos que a atividade seria
realmente sem saber as porcentagens. Instigamos os professores a falar se
existia alguma maneira de fazer essa experimentacdo e que estratégias

utilizariam com os alunos.

22. Tigela de Doces

Objetivos: Por meio da discussdo das estratégias, ser capaz de estimar a
probabilidade de um evento sem conhecer as quantidades dos elementos que
compde o espaco amostral (estimativa de uma probabilidade com base numa
amostra de dados). Desenvolver habilidades na abordagem dessas estratégias
em sua pratica docente.

Comando:

a) Dado esta tigela com 500 doces das cores roxa, vermelha e verde, vocé
poderia explicar como fazer uma alegacao/afirmacédo sobre a probabilidade de
selecdo de um doce vermelho?

b) 1. Vocé usaria essa tarefa com alunos dos Anos Finais? Por que sim ou por
gue ndo? 2. Como vocé usaria essa tarefa?

Esta atividade foi adaptada dos estudos de Ives (2009) e aplicada aos
professores participantes da pesquisa e teve por base a utilizacdo de um
contexto experimental. Nao sabemos do estudo se a autora apresentou mesmo
a tigela com os doces. Na discussédo da atividade a autora nos informa que dos

500 doces embrulhados 20% sao roxos, 50% sdo vermelhos e 30% sao verdes
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e que os professores entrevistados ndo sabiam estes percentuais. Em nosso
caso optamos em apresentar um slide com uma imagem de uma tigela e
informamos que na tigela teriamos 500 doces embrulhados e também né&o

informamos os percentuais.

Poder-se-ia utilizar uma amostra e contar a frequéncia de doces
vermelhos dividido pelo total da amostra. Este procedimento pode ser
justificado pela probabilidade frequentista e de carater experimental. Nesta
ideia deve-se levar em conta que uma amostra pequena ndo seria
representativa, um procedimento seria utilizar a amostragem repetida. Como
solucdo compreender que a média das frequéncias em uma amostragem
repetida pode ser um procedimento para a estimativa da probabilidade que se
busca. Mesmo que a atividade envolva um contexto em que ha um conjunto
grande de elementos, um procedimento possivel € contagem dos elementos e
uma prova fisicamente a partir dos dados. Implicitamente teriamos um
argumento tedrico para indicar a probabilidade, o que ndo & o mais indicado
para essa atividade. Imagine contar todas as cores dos doces e s0 a partir dai
calcular a probabilidade. Um procedimento errbneo seria sabendo quantos
doces de cada sabor existem, assumir o argumento da equiprobabilidade de
retirada de um desses doces. Neste caso, temos cinco sabores diferentes de

doces e a probabilidade seria 20% para cada sabor.

Em um segundo momento, apresentamos as questbes sobre a
abordagem em sala de aula. Nas respostas voltadas para a sala de aula, talvez
possamos encontrar outros procedimentos como dividir a sala em grupos e
realizar a contagem,; solicitar que cada aluno realize o sorteio de um doce e ir
anotando as frequéncias, etc. ApOs as ideias colocadas pelos professores
trouxemos a tona o conceito de amostragem e o do que seria uma boa

amostra. Com esta atividade, concluimos esta unidade de estudo.

5.4.2 ANALISE DOS CONHECIMENTOS DOS PROFESSORES NA
UNIDADE EXPLORANDO PROBABILIDADES

De inicio os professores apresentaram indicios de aceitacdo da

probabilidade frequentista, como € possivel observar nos trechos das falas
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guando da implementacdo da atividade sobre as afirmativas para o célculo de

uma probabilidade:

P11: Bom, comecando quando fala probabilidade e vai para um
calculo, e depois vai para simulagéo, essa simulacdo pode ou
ndo reproduzir a realidade do céalculo, se aproximar do célculo;
mas a gente observa que 1 em 6 vai da4 a mesma coisa que
esse valor em relacdo a 1 milhdo. Por que a quantidade da
simulagdo € 1 milhdo. Mas fizesse 100, fizesse 1000, sera que
iria reproduzir a realidade ou a probabilidade disso ocorrer?

P5: Mas nesse caso seria uma tendéncia né? O que vai
acontecer, conforme entéo ele vai aumentar mesmo, se vocé
pegar um 1 milhdo vai ter essa situacdo para o numero 3; E
para 0 niumero 4? Se vocé comecar a observar aqui que
namero corresponde a 0,1666 né, qual a tendéncia desse
valor? Pra mim quando vocé faz a simulagdo vocé provoca o
viavel do que vai acontecer.

P3: Eu notei que nesse experimento indiferente da quantidade
de um milhdo, ele calcula em porcentagem 0,16 mais ou
menos 17%, essa variacdo € a mesma se vocé fizesse pra um
lancamento, a possibilidade de acontecer em comparacdo a
um lancamento s6 do dado; Ele mostra que independente da
guantidade de jogadas a variacdo vai ser minima e nao torna
significativa em comparacéo a um lancamento so.

[.]

P4 fala sobre a 22 afirmativa: No exercicio anterior sobre
lancamentos, em que todos lancavam e depois a gente somou
todos, fez aquela curva la normal né e, por exemplo, 0 que
dava o percentual pra mim de 3, ndo dava para ele; entdo em 1
milhdo pode ser 16,6% mas se ele jogou 10 vezes, 15 vezes,
pode dar 10%. A gquantidade que ele jogou pode ser bem
pequena e d4 10%. 1 milhdo j4 é muito superior e pode da os
16%. Entdo eu concordo acreditando em ser um numero muito
pequeno de lancamentos.

Procedendo a uma andlise das respostas impressas dos professores a

esta atividade identificamos que nenhum professor concorda com a afirmativa

2, que versa sobre a justificativa do valor da probabilidade de sair um resultado

no lancamento de um dado por meio de uma experiéncia pessoal. E por outro

lado a maioria dos professores apontam as afirmativas 1 ou 3 ou as duas

juntas como aquelas que mais se identificam. No caso da afirmativa 4 apenas

um professor concorda unicamente com a mesma; assim compreende

erroneamente que a probabilidade pode ser medida por outra probabilidade, no

caso, a alta opiniao das pessoas sobre um dos eventos.
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Vejamos outras colocagOes de alguns professores em que discordam da

afirmativa 4:

P5: ndo pode afirmar nada simplesmente em funcéo da opinido
das pessoas.

P12: ai eu venho novamente com uma situacdo de
probabilidade, uma quantidade de pessoas disse que sim e
outra disse que ndo. E qual eu vou acreditar? Volta para uma
questéo de probabilidade.

P30: é uma coisa interessante

P4: Em um primeiro momento ele identificou a probabilidade
das pessoas e ndo a probabilidade dos dados. Acho que ai ele
nao identificou 1 para 6 do dado e sim das opinibes da pessoas
de 5 para 8, eu achei isso interessante.

Nesses extratos verificamos que 0s proprios professores apontam que a

probabilidade foi calculada com base na opinido das pessoas sobre o evento e

nao na observacéao do referido evento.

Neste sentido, o avan¢go nos conhecimentos dos professores sobre

diferentes situacdes probabilisticas — que envolvem os diferentes significados —

sédo contundentes. A fala a seguir revela sobre a compreensao com respeito ao

significado probabilistico classico e experimental:

P5: mas se jogar 5 vezes e ndo sair o niamero? Se vocé
aumentar o numero de simulacbes acaba encontrando uma
tendéncia desse valor.

[..]

P5: E ai mostra por que é 1/6; quanto mais vocé aumentar
essa simulacdo vocé vai ter essa tendéncia. Se vocé fizer com
5 ou 10 n&o vai chegar a esse valor.

Hé& professores inclusive que associam a probabilidade classica com a

matematica e a experimental com a estatistica, como vemos no trecho do

professor P1.

P1: De repente posso lancar 100 mil e ndo chegar a esse
namero. Por que se vocé considera o lancamento € estatistica,
pode ou ndo. Agora quando vocé faz a conta 1/6 é a
matematica, vocé esta pegando 1 em 6. Existe uma tendéncia
de convergir e ndo uma certeza. E estatistica, tendéncia e nio
uma certeza.
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Observamos outras falas que colocam o fato de ao se trabalhar com lei

dos grandes numeros envolve uma tendéncia, uma incerteza, compreendem

assim uma caracteristica fundamental no trabalho com estatistica e

probabilidade.

P25: Com o que o amigo falou (P1) o lancamento 3 é 1 em 6,
entdo isso € fato, quanto maior o nimero de langcamentos eu
VOu ter essa certeza, eu vou chegar a esse valor. Se eu lancar
5, 10 vezes, talvez s6 apareca 1 em 10, 10% é o que tem
falando no item 2; o item 1 quebra por completo o item 2; isso
depende da quantidade de lancamentos e quanto maior o
numero de langcamentos eu vou chegar mais préximo do valor
real, o nUmero 1/6.

P23: O experimento que desmente a teoria. E um 1/6 n3o é
outra coisa.

P25: vai se aproximar de 1/6.

P23: Mesmo sendo 100 milhdes de vezes nao vai dar um 1/6
certinho.

P3: E esse dilema [falando sobre a teoria e experimento na
pratica] que a matematica ou que a realidade monta.

P4: Eu cologuei aqui que primeiro a interpretacdo, a
interpretacdo € o carro chefe, se vocé néo interpretar nao vai
conseguir fazer. Segundo € o0 experimento, por que a
probabilidade n&o é o sé o calculo, tem que ter o experimento.
Terceiro é o calculo da probabilidade pode ndo ser um nimero
tdo grande. E o quarto aqui diz assim, vocé trabalhar na fracéo
de 1 para 6, eles vao tender a fracBes quase que equivalentes.

[..]

P1: Na mesma questdo tem dois aspectos, primeiro é o
aspecto matematico, é 1 em 6, ndo tem o0 que se discultir;
gquando vocé parte para 0 experimento, esta lidando com
alguma coisa que a matematica te mostrou, Sao coisas
distintas.

Apontamos como enriquecedor os professores tecerem esse tipo de

reflexdo em que norteia a natureza entre a teoria da matematica e a pratica.

Assim os docentes ao exporem seus raciocinios, concebem que a matematica

nao € apenas de natureza deterministica. Observamos o pensamento do

professor P40 sobre a articulacao entre a probabilidade e a estatistica:

P40: E que essas coisas S&0 indissociaveis. Tem um
pedacinho da probabilidade que a gente faz no Ensino Médio,
gue se descreve 0 espago amostral, tem aquela definicdo
classica, depois na segunda parte a gente vai falar mais sobre
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isso. Na verdade ndo da pra tratar separado; elas ndo séo
coisas dissociadas. Nesse caso a probabilidade esta associada
aos casos estatisticos. A probabilidade € obtida através de uma
estatistica. Entdo é probabilidade e estatistica. Fica dificil, tem
hora, por que tem programas especificos de estatistica e
probabilidade. Essa histéria da probabilidade tedrica de jogar
um dado e anotar 0 espago amostral, mas esse tipo de
probabilidade € o que menos se utiliza na pratica. Na pratica é
a probabilidade que vem da estatistica.

O pensamento apresentado neste excerto (P40) corrobora com a

ampliacdo coletiva das ideias dos professores sobre a articulagdo entre a

probabilidade e a estatistica. Acreditamos que tal momento se constituiu em

uma abertura e ruptura para aceitacdo de uma matematica que envolve a

incerteza e do uso da probabilidade para compreensdo de dados estatisticos.

Em outro momento este tipo de pensamento também aparece, vejamos:

P20: Essa dai, é, assim, quem considerar a parte técnica né,
da matematica, s6 no indutivo, a gente ja percebe que esta
muito certinho. T4 muito certinho, entdo, essa dai ndo fez o
experimento. Nao fez os langamentos.

P10: eu ja acho assim, vocé trabalhar com as possibilidades,
todas elas podem nao ter feito. Agora, essa sala nado ta
préximo dos 50%7?

P25: quando nos analisamos na segunda achamos perfeitinho.
Mas analisando aluno a aluno, por exemplo, 5 alunos,
acertaram a probabilidade. 4 alunos 24 coroas. Ha
possibilidades de eles terem realizado.

P25: Se a gente conseguir quantificar uma situacdo dessas
com porcentagem, poderiamos dizer o que? Esse resultado é
60% provavel, ou 80% provavel, improvavel, como sera que
poderiamos determinar essa situa¢cdo? A gente sabe que ele
pode acontecer, mas, quanto? Sera que com essa quantidade
de lancamentos eu teria uma probabilidade de sair isso grande
ou pequena?

Observamos que o professor P25 discorre sobre o que seria uma

guantidade ideal de lancamento, o que pde em voga a nocdo da lei dos

grandes numeros. Na discussao deixou-se claro que precisariamos varios

graficos dessa situacao, tipo 1000 classes e ai comprovariamos o que € mais

provavel nesta situacdo. Destacamos as falas de mais trés professores sobre

os gréficos apresentados na atividade:

P3: O grafico 1 esta estranho, mas o trés ta muito certinho. O
um e o trés t& muito perfeito, sera que realmente foi feito?
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P20: o trés tem um dado também, que nenhum aluno chegou
no 25 aqui. Nenhum. E possivel isso, é possivel, mais eu
desconfio.

P6: Mas um aluno ter 100% de coroas; nenhum aluno ter 25
isso eu acho que € mais provavel; mas 1 ter 50 coroas eu acho
gue é demais.

Com esta discussao os professores revisitam mais uma vez 0s termos
gue estdo na base da linguagem probabilistica como possivel e provavel, além
da reflexdo sobre qual ou quais gréficos representariam melhor a realizacdo do
experimento. As nogdes sobre improvavel e impossivel foram retomadas por
eles quando analisaram os graficos da atividade e néo tiveram certeza sobre
quais graficos envolviam dados ficticios ou reais com respeito a realizacdo do

experimento.

No geral, séo fortes as falas dos professores corroborando que estamos
trabalhando com o imprevisivel e com uma matematica da incerteza. Eles
falam na importancia de se analisar as “tendéncias” que uma situagao de
estatistica e probabilidade possa envolver; essa tendéncia, ao nosso olhar,
significa para eles uma ruptura na concepcdo que tém da matematica e,
consequentemente, de seu ensino e aprendizagem. Também observamos
nesta unidade de estudo que no discurso dos professores ja ha a utilizacao da
palavra “risco” ao se referirem sobre a tomada de decisao. Ao final da atividade
Decisdes Cotidianas da unidade anterior os professores ja concordavam que
na situacdo apresentada em nenhuma das questdes havia garantia de 100%,

porém foi possivel compreender o que seria uma melhor tomada de deciséo.

Sobre a tomada de decisdo com respeito a atividade que solicita a
escolha de um tipo de carro, alguns professores pontuam que 800 carros para
uma pesquisa estatistica seriam poucos, ja outros acham 800 um ndmero
suficiente. Esse tipo de reflexdo, que envolve compreender quando a
guantidade de dados de uma amostra se torna adequada, € significativo para o

professor desenvolver um melhor raciocinio estatistico.

Entretanto, pela andlise da atividade Tigela de Doces, que solicita
estimar a probabilidade quando ndo se é dada a distribuicdo quantitativa dos
elementos do espaco amostral, os professores utilizaram a concepcéo classica

de probabilidade inadequada para a resolucdo da tarefa. Uma possibilidade
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dessa decisdo pode ser oriunda do fato dos professores nao estarem
familiarizados com este tipo de atividade. O protocolo do professor P14 a

seguir ilustra essa nossa observagao:

Figura 59: protocolo do professor P14 na atividade Tigela de doces
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Fonte: o autor, 2017.

O professor P20 em sua fala, também assume essa concepgao:

P20: ndo tem como a gente fazer a estimativa; entéo
separariamos as balas por cor e contariamos as vermelhas, e
ai fariamos o calculo.

Apesar disso, boa parte dos professores apresentou boas estratégias
para estimar probabilidades. No trecho a seguir, o professor P5, por exemplo,
sugere realizar sorteios aleatorios, porém nao diz se esgotaria todas as 500
balas. Contudo, ao ser questionado, aponta a estratégia experimental utilizando
uma amostra e sugere uma quantidade. Questionamos se 500 ndo demoraria
muito e o que achavam sobre a sugestdo do sorteio de 10 balas dada pelo

professor P5.

P5: Ir tirando aleatoriamente. Tira uma bala e verificar a cor.
F: mas das 5007?

P5: ai é que t&; fiquei com essa duvida; mas pensei em uma
guantidade menor; talvez dentro de umas 10.

F: Vocés concordam? O que pode acontecer com 10?

P3: 0 que eu complementaria o que ele estd falando seria
desenhar uma tabela na lousa ou no papel e ir anotando essas
retiradas.

Na verdade, o professor P5 apresenta uma compreensdao limitada com
respeito a representatividade, pois acredita que uma amostra de 10 balas seria

suficiente para representa toda a tigela.

Quando guestionamos o professor se essa amostra de 10 balas em um total de
500 seria representativa, houve uma discussao bastante interessante ao

respeito.
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Figura 60: protocolo do professor P5 na atividade Tigela de doces
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Segundo se expressou o professor P5, neste ultimo excerto, no qual
interpretamos um “punhado de balas” como uma amostra aleatdria, conquanto
o referido professor ndo apresenta qual a quantidade que deveria conter nessa
amostra, ainda assim, discorre que realizaria 0 experimento algumas vezes.
Logo, ao nosso olhar, o professor parece ser capaz de estimar uma
probabilidade com base em uma amostra de dados por considerar uma

amostragem repetida.

Foi perceptivel que para alguns professores estimar esta probabilidade
nao era possivel. Essa dificuldade pode ocorrer do fato do professor néao utilizar
diferentes estratégias que podem se postas em acao para realizar estimativas.
Como vimos, nas estratégias de alguns deles houve a necessidade de contar

0s elementos para realizar os céalculos.

Particularmente, sobre como usariam essa atividade em sala de aula, os
professores externalizaram suas ideias como podemos ver algumas delas a

seqguir:

P6: Eu teria outra dinAmica: separaria um montante em varios
grupos com gquantidades aleatérias, e cada grupo anotaria a
guantidade que recebeu e a quantidade de cada cor nesse
montante, depois somariamos 0s valores; mas na minha sala
nao seria bala, seria algum outro objeto.

P1: Eu faria diferente, pegaria o pacote, o embrulho, seja la o
que fosse, tigela, eu passaria aluno por aluno, por exemplo:
primeiro aluno tira uma e anotaria a cor na lousa. Passando
aluno por aluno, se a sala tiver 40 alunos, eu passaria pelos 40.
Passou a primeira rodada, eu passaria a segunda rodada e
eles tirariam de novo. Vamos supor 35 alunos entéo teriamos
70; 70 em 500 acho que seria uma quantidade boa, mais ou
menos 1/5 seria uma proporc¢éo boa.
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As respostas transcritas dos professores P6 e P1, nos levaram ao
entendimento, que no método de amostragem descrito € possivel extrapolar a
estimativa da probabilidade para todo o conjunto de dados. Inclusive, P1
advoga que uma amostra de 70 seria suficiente para representar os 500
elementos do conjunto. Essas abordagens juntamente com as duas
destacadas a seguir, professor P10 e P11, nos indicam que os professores
estdo a um passo de uma concepcdo experimental, mas ndo abandonaram
completamente a ideia de usar uma concepcédo classica de probabilidade em
gue seria exigido contar todas as balas vermelhas e dividir pelo total de balas.

P10: Uma maneira seria solicitar aos alunos que retirassem
quantidades regulares de balas (de 20 em 20 balas, por
exemplo) e achar no meio dessas quantidades regulares a
porcentagem de balas vermelhas. Através do experimento ele
chega a resposta e ndo através apenas do célculo.

P11: Nesse recipiente cada aluno vai pegar uma bala; dai
fariamos a pergunta: quem tirou bala vermelha? Tantos!
Registramos na lousa. No segundo momento, outros trés
potes, dividiria assim 4 grupos com 10 alunos, igual a 40 e
pediria para eles observarem e confrontarem os dados.

Concluimos que a maioria dos professores procurou diferentes
estratégias, inclusive experimentais. Assim, eles foram capazes de sugerir
estratégias para estimar a probabilidade quando a distribuicdo das quantidades

sdo desconhecidas.

Com respeito as reflexdes sobre a sala de aula pontuada pelos
professores em meio as atividades de toda a unidade de estudo destacamos as

falas a sequir:

P30: Observando a conversa de todos e a do professor, acho
gque a gente tem que parar pra pensar, na matematica.
Possuimos algumas convicgdes que levamos para a sala de
aula. Eu pensei nessa situacdo [sobre os resultados do
langamento de um dado], imagina vocé fazer com os alunos o
experimento e ai sim podermos discutir com eles. Podemos
fazer uma simulacdo com menos langamentos para ver o
guanto que isso pode ou néo divergir e discutir com o0s alunos.

[..]

P3: Nao é nem uma réplica, € uma duvida mesmo. O professor
me fez pensar. Trabalhar sem férmulas, jogar e ver o que é que
aconteceu. Qual é a maneira mais correta de trabalhar com os
alunos? Eu fui formado, estudei até na aeronautica e a gente
ndo podia trabalhar com conceitos jogados, “joga-se os dados

e vé&”. Nao estou discordando, eu estou com uma duvida, como
levar para os meus alunos, ele vai descobrir o que? P3: E a
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situacao que eu vim aqui buscar, vocé desculpa eu fazer essa
colocacdo, por que eu vim em busca de tentar resolver o meu
problema de como levar isso para o aluno.

[...]

P12: Seguindo o que ele ta falando eu acho que é um desafio
grande pra gente, fazer essas situacdes. E se pensarmos muito
la traz, na historia da matematica, como € que foi descoberto o
conceito da probabilidade? Foi através de um experimento.
Alguém em algum momento ficou se testando. E é isso, entre
aspas, nao sei se € certo, agente propor para aos alunos.
Vamos jogar dados hoje! Vamos ficar jogando dado hoje e o
conceito la traz foi descoberto dessa forma. Ninguém sabia o
gue era probabilidade. O que ta acontecendo aqui, sera que o
namero 3 sai tantas vezes, sera que 0s outros sai tantas
vezes. E ai o conceito surge. Sera que essa forma de jogar o
conceito e depois vivenciar é o certo, iSso temos que pensar
também!

P23: Vocé nunca pode jogar o conceito para o aluno. Com 0s
dados, podemos dizer para os alunos: vamos experimentar
isso! Jogando, jogando, precisava dividir o dinheiro da aposta,
contrataram um matematico l& e assim que surgiu. A
experimentagdo faz a teoria e ndo o contrario. Por que ta
dando isso? Por que esta tendendo assim? N&o é facil,
principalmente em uma sala com 30, 40 alunos; mas o ideal é
iSSO mesmo.

Identificamos que os professores levantam alguns desafios com respeito
ao ensino, entretanto, eles mesmos, na discussdo, sistematizam como €

possivel uma abordagem em sala de aula.

Nesta ultima unidade de estudo ha um maior foco de atividades que
instigam a reflexdo sobre o ensino de probabilidade. Na retomada de situacfes
gue envolvem o reconhecimento dos diferentes significados de probabilidade
estavam articuladas questfes com respeito a abordagem em sala de aula dos
anos finais do Ensino Fundamental. Tocamos, mesmo que rapidamente, nos

conceitos de variabilidade de uma amostra estatistica.

Sobre a arvore de possibilidades, que nas unidades de estudo
anteriores, se constituiu como um objeto episttmico emergente houve
ampliacdo dos conhecimentos dos professores quando trabalhos com arvores
em que em sua estrutura os ramos sdo completos e incompletos por conta da

distribuicdo de probabilidades que a situacéo evoca.
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Ressaltamos que o0s professores puderam construir ainda
conhecimentos sobre a variabilidade dos dados e a possivel estimativa da
probabilidade de um evento ocorrer, e ainda, elaborar estratégias em meio a
situacdes probabilisticas em que ndo conhecemos as quantidades dos
elementos que compdéem o espaco amostral. De forma geral, esses
professores apontaram que o conjunto de atividades é significativo para o
trabalho em sala de aula e que poderiam ser utilizados para as abordagens de

diversos conceitos dentro da probabilidade.

5.5 O OLHAR DOS PROFESSORES PARA O SEU PROPRIO CONHECIMENTO
DE PROBABILIDADE, ENSINO DE PROBABILIDADE E O PROCESSO
FORMATIVO.

Ao final da implementacdo do processo formativo construimos uma
atividade com o intuito de analisar as ideias dos professores sobre o seu
proprio conhecimento, sobre o ensino de probabilidade e o processo formativo.
Chamamos a essa atividade de “Vamos Registrar” para que os professores

registrassem as suas ideias e percepcoes.

No primeiro item dessa atividade o objetivo foi compreender por meio do
proprio posicionamento dos professores o0 que eles apontavam como
aprendizados apoés a vivéncia da formacédo. O item foi o seguinte: O que vocé

aprendeu sobre probabilidade e seu ensino?

Dentre as respostas, encontramos diversas falas que apontam a
representacdo do espaco amostral por meio do diagrama da arvore como um

aprendizado. Seguem as respostas de alguns dos professores:

P7:. Através das atividades e dos debates, houve um grande
esclarecimento sobre duvidas de solugbes, e quanto é
importante a aplicagdo do sistema da arvore.

P8: Que sem montar a arvore fica quase impossivel de
entender ou de realmente fazer os exercicios de probabilidade

P19: Tudo que aprendi no curso sobre probabilidade serviu
para enriquecer ainda mais, pois trata de possibilidades e
varias formas diferentes de se resolver. Trabalhar com a arvore
€ muito importante e fundamental para visualizar, ter base e
fundamentos concretos sobre diversos assuntos.

7

P25: Aprendi que probabilidade € um estudo resultante de
experimentos aleatérios ou ao acaso de uma determinada
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ocorréncia. Um curso que me ajudou muito através de
atividades a trabalhar o tema probabilidade com os alunos. A
arvore de possibilidades abre uma compreensdo mais clara
sobre o0 assunto a ser estudado.

P37: Eu aprendi alguns temas atinentes ao tema proposto para
estudo neste médulo. Aprendi, também, a construir uma arvore
de possibilidades, e, da importédncia dela no estudo de
probabilidade.

Também encontramos professores que em suas falas apontam para
uma compreensao e aceitacdo com respeito ao ensino da probabilidade nos

anos finais do Ensino Fundamental.

P6: Aprendi muitas coisas, que o ensino de probabilidade é
muito importante para os alunos do fundamental e médio. Traz
maneiras e solu¢cdes de como resolver um determinado
problema, e discutir uma situacdo que envolva probabilidade.

P21: Que a probabilidade é um campo muito extenso e
complexo acreditava que suas aplicagcbes deveriam ser
aplicadas somente no Ensino Médio. Agora, abriu-me a cabeca
sobre as diversas aplicacbes de probabilidade em diversas
séries, entre elas, a do Ensino Fundamental.

As duas respostas transcritas a seguir representam, em nossa
interpretacéo, aprendizagens sobre os conceitos abordados, inclusive, mesmo
gue implicitamente, a nocédo dos diferentes significados probabilisticos se faz

presente nessas falas:

P11: Um dos pontos importantes € a retomada do significado
do ensino de probabilidade, com o0 uso de atividades com
arvores, na resolucao de problemas.

P8: Fazendo as experimentacdes fica mais facill o
entendimento das situacdes. Nao se deve esquecer-se de
todas as possibilidades possiveis e provaveis.

P31: Novas maneiras de ver e encontrar a solugdo de
determinado problema. Melhor andlise e consequentemente
possibilitar uma decisdo adequada.

E ainda, as respostas representam ideias que revelam novas
possibilidades para o ensino que o processo formativo possibilitou aos

professores.
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P1: Na minha visdo ampliou os conceitos de probabilidade.
Exemplo: de trabalhar os jogos mostrados no curso

P8: Que o ensino de probabilidade precisa ser gradativo a
partir de situacdes cotidianas, analisando sobre diferentes
prismas. A utilizagdo de recursos audiovisuais proporciona um
aprendizado mais significativo. A conceitualizacdo deve vir
apos o desenvolvimento de atividades preparadas para esse
fim.

P10: Aprendi que existem varios tipos e aprendi Otimas
definicdes sobre o tema. J& sobre o ensino de probabilidade:
algo ficou bem claro por sua importancia no processo de
ensino que € e sdo as perguntas. Nés (eu particularmente)
ficamos preocupados com o resultado de um célculo e nds nos
esquecemos de pensar e refletir nas perguntas e no processo
gue levamos até chegar a resposta. Aprendi também a pensar
e ver como um aluno e como ele pensaria. Algo que pode ser
intuitivo ou basico para mim pode ser um obstaculo para ao
aluno.

P27: Que o meu entendimento é muito pequeno e que a
probabilidade - o ensino - € umas das areas do ensino da
matematica que deveria ser mais explorada nas escolas, fato
gue n&o ocorre por desconhecimento, na maioria dos casos,
dos professores - me incluo nessa. Contudo, alguns conceitos
de probabilidade, consegui aprender nesses encontros - pena
gue ndo foram mais profundos.

O segundo item tratou de identificarmos qual ou quais 0s principais
conceitos que os professores apontariam pensando na aprendizagem dos
alunos. A ideia era perceber que conceitos os professores retomavam e se, 0S
conceitos que consideramos importantes eles discorriam como significativos.
Segue o item: 2. Como professor, se vocé quiser que os alunos desenvolvam
uma compreensdo de probabilidade, que é aplicavel a vida, quais sdo os

principais conceitos que vocé gostaria que eles aprendessem?

Observando as respostas encontramos que alguns professores nao
apresentam conceitos e/ou fogem da pergunta do item. Apenas um dos
professores citou sobre os diferentes significados probabilisticos, como consta
no fala que podemos ver:

P5: Pegando como conceitos dos significados de probabilidade
para que eles desenvolvam uma compreensdo da

probabilidade, que seja aplicavel (totalmente). Eu ndo deveria
ficar preso somente ao significado de probabilidade tradicional.
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Apesar de ndo ser uma justificativa clara, compreendemos que o
professor acredita que ndo se deve ficar focado em apenas um dos significados
e, que, o que chama de tradicional, seria o significado classico de
probabilidade. Dentre as respostas encontramos citacfes com respeito a no¢ao
de aleatoriedade e aos diferentes tipos de eventos probabilisticos. Um
professor citou como conceito o diagrama da arvore de possibilidades. Alguns
professores, como a fala do professor P9 a seguir, citaram também a ideia de
razao e proporgao e a nogéo de risco.

P9: O principal seria que gqualquer acdo tem consequéncias e

riscos, e esses riscos podem ser dimensionados. Aplicar esses
conceitos no dia-a-dia é o meu desejo como professor.

Ja com o item trés foi nosso proposito verificar, apdés a formacgao, que
estratégias os professores apontariam para ensinar os referidos conceitos do
item 2. O enunciado do item foi: Que estratégias vocé usaria para ensinar
esses conceitos? Desejavamos, mesmo que implicitamente, analisar a

influéncia do processo formativo nas estratégias que eles adotariam.

Os professores adotariam como estratégias apresentar atividades que
facam um link com o cotidiano; ora citam exemplos do cotidiano ora citam uma
afirmacédo que trabalharia com contextualizacdes do cotidiano. O professor
P17 afirma que a probabilidade é facil de contextualizar, acreditamos que a
afirmativa embasa-se na diversidade de situacGes-problemas que vivenciamos
com eles na formacdo. E perceptivel encontrar nas respostas deles termos

relacionados com tomadas de decisao.

P17: Exemplos praticos com meus alunos. A probabilidade é
muito facil de ser contextualizada. Exemplos como seguros,
produtos, investimentos e tomadas de decisédo séo 6timos para
ser trabalhar com os alunos.

Os professores citam ainda a ludicidade, a resolucédo de problemas e as

tecnologias digitais como estratégias que abordariam com os seus estudantes.

P13: Destacamos o0s pensamentos Jogos; resolugdo de
problemas sem formulas; resolucdo de problemas com
formulas; situagbes aplicaveis com a arvore de possibilidades;
sites, simuladores.
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Também queremos ressaltar exemplos das falas relacionadas com a

experimentagao:

P6: Comecar pelos experimentos para depois concretizarmos
com as defini¢des.

P21. Trabalhar com exemplos; desenvolver experimentos;
fazer resolucdes de problemas.

Realizar experimentos e/ou desenvolver experimentos, em nossa
interpretagédo, se constitui em um forte indicio de compreensao sobre uma

probabilidade calculada a partir dos experimentos.

No caso do quarto item: Quais das atividades desenvolvidas na
formacdo que chamou mais sua atencao e por qué? Pretendiamos verificar se
houve alguma atividade que no geral dos professores tenha se destacado mais

e compreender as justificativas apresentadas.

Boa parte dos professores ndo apontaram atividades especificas, conquanto,
indicaram que as atividades por meio dos jogos de computador foram as que

chamaram mais a atencéo deles. Destacamos 0s comentarios a seguir:

P1: Eu elogio o jogo das conchas. E um jogo diferente e
desafiador.

P21: Pegar algo aqui e usar na sala de aula. Eu gosto de
informatica e ndo entendo de informatica, mas pode se mostrar
como pode levar para qualquer série. [...] Achei muito positivo o
lado da informatica e deveria ter mais em que ajudaria os
colegas professores.

Um fato interessante foi neste item encontrarmos respostas que faziam
referéncias para o uso do diagrama da arvore de possibilidades. Essa
observacdo pode ser verificada na fala do professor P10 ao afirmar que

“certeza que foi a arvore de possibilidades”.

As justificativas da escolha das melhores atividades foram bastante
imprecisas. Entretanto, o protocolo do professor P13, a seguir, ilustra uma
justificativa sobre a aplicacéo das atividades:

P13: Todas! Elas podem ser aplicadas em diferentes
momentos em diferentes turmas com diferentes niveis de

aprendizado. Seja a atividade com o0s jogos de computador
onde o aluno tenta prever a sequéncia e essa atividade pode
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ser aplicada a uma turma mais nova até atividade da fabrica de
bolos que exige um pouco mais do aluno e pode ser usada em
uma turma mais velha.

O ultimo item, a saber: 5 — Por que vocé acha que é importante para 0s
alunos aprenderem a probabilidade? — gostariamos de analisar como o0s
professores se posicionam e 0 que justificam sobre a importancia para o ensino

de probabilidade.

A maioria dos professores, em suas respostas, revela que a importancia
dos alunos aprenderem probabilidade esta relacionada com as situaces do
cotidiano. Destacam o cotidiano no sentido da tomada de decisdo em situacoes
do dia-a-dia como escolher um produto melhor, compreender sobre questbes
politicas, no campo profissional dos alunos, no entendimento de fené6menos
naturais, dentre outros. Apontaram também para o desenvolvimento da
inteligéncia e/ou no desenvolvimento enquanto ser humano. H& indicacdes
afirmando que a probabilidade é de facil contextualizagcdo e aplicacao,

contribuindo para o aprendizado dos alunos.

Vejamos as falas a seguir que traz evidéncias sobre o pensamento dos

professores:

P4: Por estar na grade curricular e favorecer a compreensao de
determinadas situacdes cotidianas, que podem ser resolvidas a
partir do desenvolvimento desse topico.

P10: Por que no dia a dia, ha maior probabilidade de usar a
probabilidade ao invés da algebra, por exemplo, € bem maior
(hahahah).

P40: Porque ela esta ligada ao dia a dia do aluno, mesmo que
seja da forma incorreta. A probabilidade ajuda o aluno em suas
tomadas de decisdes, poucos conteddos matematicos sao tao
aplicaveis para o aluno quanto a probabilidade. A probabilidade
enriquece.

Neste ultimo momento da formacdo concedemos um espaco para
escutar os professores sobre a formacédo desenvolvida com eles. Retomamos

as tematicas das unidades de estudo vivenciadas por meio dos sete encontros.
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No geral os professores validaram positivamente o processo formativo tecendo

comentario com respeito ao formato interacional vivenciado com eles.

P10: Eu fiquei maravilhada, eu adorei! Eu acho que eu dei
muitos passos. O que adorei mesmo essa forma de tratar os
assuntos... eu acho muito dificil. A forma como vocés tratam ...
aqui eu me sinto uma aluna ...

P5: [...] Foi muito interessante, todo o curso, jogos, atividades.

P20: Realmente esse tema é gostoso de trabalhar e dificil de
compreender. Eu agradeco a oportunidade de ter feito esse
curso.

P4: Primeiro aprimorar, a gente vé a probabilidade s6 como
para o Ensino Médio. Segundo, aqui a gente fica mais
motivado. Terceiro, foi 0 modelo do curso e que sera possivel
levar para a escola da gente.

P27: Parece-me que essa sala de aula pela caminhada, nés ja
temos um QI um pouco melhor que 0s nossos alunos em sala
de aula; eu estou aprendendo, continuo aprendendo ...

P3: Primeiramente agradecer a paciéncia dos formadores e
dos colegas; para nos professores sair do pedestal e escutar
0s colegas ou nossos alunos. Achei o curso super interessante.
O lado negativo do curso foi que o tempo foi muito curto,
algumas situacdes foram muito rapidas, para que pudéssemos
discutir mais. Obrigado.

Os professores apresentaram suas opiniées sobre seu aprendizado
concernente a probabilidade e ao ensino da probabilidade. Por meio da nossa
interpretacdo dessas falas, o olhar dos professores sobre a formacéo foi
positivo e que, 0s mesmos, consideram significativo o processo instrucional
desenvolvido com eles. Acreditamos e torcemos que, com base na analise
dessa reflexdo realizada pelos professores, que se demonstraram favoraveis
ao processo formativo, possiveis praticas docentes provenientes deste estudo

possam ser implementadas no Ensino Basico.
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6. IDONEIDADE DO PROCESSO FORMATIVO SOBRE DIDATICA DA
PROBABILIDADE

Neste capitulo vamos discutir a valoracdo da idoneidade didatica do processo
formativo considerando a implementacdo do nosso desenho. Para dar conta
dessa avaliacdo utlizaremos os indicadores de idoneidade didatica
desenvolvidos no marco teoérico do Enfoque Ontossemiodtico (GODINO,
BENCOMO, FONT E WILHELMI, 2006, 2007; GODINO, RIVAS, CASTRO E
KONIC, 2012; GIMENEZ, FONT E VANEGAS, 2013;). Na metodologia
explicitada no capitulo 1 apresentamos indicadores empiricos que nos guiaram

nesta fase de avaliagéo.

Os referidos indicadores podem também ser aplicados em processos de
formacgao continuada com professores de matematica avaliando desta forma a
Idoneidade Didatica de Processos de Instrucdo em Didatica da Matematica
(GODINO, BATANERO, RIVAS E ARTEAGA, 2013).

Segundo Godino (2011) e Godino et al. (2013) com a descricdo da
idoneidade didatica de um processo instrucional com professores € possivel
discutir tanto o processo de estudo matematico bem como a didatica
correspondente desenvolvida no processo formativo implementado. Esses
indicadores estdo organizados considerando as diferentes facetas do EOS.

Godino et al. (2013) discorrem que,

O desenho, a implementacdo e avaliagdo de um processo de
formacgéo de professores em didatica da matemética ndo somente
requer ter em conta as expectativas de aprendizagem, ou faceta
epistémica (neste caso, referente aos conhecimentos institucionais
sobre o ensino e aprendizagem da matemética). Também deverdo
ser contemplados as facetas cognitiva, afetiva, interacional,
mediacional e ecolégica, as quais envolvem o formador com os
professores em formacgéo. (Godino et al., 2013, p. 63).

No quadro 7 temos as facetas e indicadores de um processo de
Instrucdo de Didatica da Matematica apresentados por Godino et al. (2013) que

podem orientar processos de formacao de professores. .
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FACETA EPISTEMICA
(Conteudo Didatico-Matematico, entendido desde
o ponto de vista institucional)

OUTRAS FACETAS IMPLICADAS NA FORMACAO
EM DIDATICA DA MATEMATICA

CONTEUDO MATEMATICO:
Problemas, linguagens, conceitos, procedimentos,
propriedades, argumentos, conexdes.

CONTEUDO ECOLOGICO:
Curriculo, inovagao didatica, adaptagao sécio-
profissional, conex&es interdisciplinares.

FACETA ECOLOGICA:
Curriculo, inovagdo didatica na formagdo dos
professores, conexdes interdisciplinares.

CONTEUDO COGNITIVO:

Conhecimentos prévios, adaptagGes curriculares,
aprendizagem do contelido matemadtico por parte
dos estudantes.

FACETA COGNITA:
Aprendizagem do conteudo didatico-matematico
pelos professores

CONTEUDO AFETIVO:

Interesses, atitudes, emogdes frente a
aprendizagem dos conteldos matematicos pelos
estudantes

FACETA AFETIVA:

Crengas, valores, interesses, atitudes, emog¢des
dos professores frente a aprendizagem do
conteldo didatico-matemitico.

CONTEUDO INTERACIONAL:
Modos de interagdo e discurso no processo de
ensino e aprendizagem da matematica

FACETA INTERACIONAL:
Modos de interagdo e discurso no processo de
formacao de professores de matematica.

CONTEUDO MEDIACIONAL:
Uso de recursos tecnoldgicos no processo de
ensino e aprendizagem da matematica.

FACETA MEDIACIONAL:
Uso de recursos tecnoldgicos no processo de
formagao de professores de matematica.

Quadro 8: Facetas com indicadores de IDM com base no EOS

Fonte: Adaptado de Godino et al. (2013).

Esta imbricacdo entre a matematica e a didatica da matematica € o que

leva a introduzir o construto “conhecimento didatico-matematico — CDM” e a

propor o estudo integrado da matematica e da didatica da matematica na

formacéao de professores de matematica (GODINO et al., 2013, p.71).

Esses indicadores nortearam nossa analise. No entanto, foi necessario

em alguns momentos também considerar outros indicadores ou fatores.

Partimos, nas proximas secOes, para a avaliacdo do processo formativo,

considerando as seis facetas do EOS.

6.1 IDONEIDADE EPISTEMICA

A idoneidade epistémica compreende o conteudo didatico-matematico,

entendido do ponto de vista institucional (GODINO et al., 2013). Os elementos
de referéncia para avaliar esta idoneidade devem ser 0s correspondentes ao
significado institucional sobre probabilidade e sobre o ensino de probabilidade
pretendido para os docentes. No capitulo do estudo preliminar apontamos
textos e investigacGes publicadas como os de Batanero (2005) e diferentes
prescricdes curriculares (NCTM, 2000; ACARA, 2015; BRASIL, 2016; REAL
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DECRETO, 2006) que se constituem em documentos de ampla difuséo e
consenso internacional sobre os significados de referéncia de probabilidade.

Um processo formativo com professores devera incluir como objetivo
central o estudo e a discussao de uma epistemologia educativa da matematica.
Essa idoneidade nos processos de formacdo de professor se alcanca quando
se prevé, organiza e deseja que o professor conheca, compreenda e domine o
conhecimento especializado do conteddo no que se refere a variedade de
situacOes problemas, linguagens, estruturas, argumentacdes e conexdes, para
o nivel educativo em que o professor exerce sua atividade profissional
(conhecimento comum) e tratando do conhecimento avancado, isto é, da

articulagdo com o nivel educativo posterior.

O critério global de idoneidade epistémica de um processo de formacéo
de professores sera a inclusdo no programa de estudo de uma selecéo
representativa do sistema de conhecimentos didaticos-matematicos (incluindo
compreensao e dominio pratico) que a “comunidade de educadores
matematicos” considera como pertinentes para um ensino idoneo da

matematica naquele nivel correspondente.

Por exemplo, é sugerido como uma caracteristica da idoneidade
episttmica do processo formativo de professores que se contemple uma
selegao de “casos representativos”, isto €, de situagado de contextualizagédo dos
conhecimentos didaticos-matematicos. Estes casos representativos podem
consistir em atividades centradas em tépicos ou incidentes didaticos
especificos (analises de texto, sessdes de videos de professores experientes

ensinando tépicos particulares, etc.).

As atividades implementadas por meio das unidades de estudo
possibilitaram aos professores aceitar a importancia de se trabalhar com
situacOes-problemas que permitem uma constru¢cdo dos conhecimentos
probabilisticos, situacdes essas que estdo além de aplicacdes de formulas e
algoritmos de calculo. As atividades também contribuiram para que os
professores tivessem uma visao antropoldgica da probabilidade, uma visao no
sentido de entender que o0s problemas probabilisticos surgiram das

experiéncias humanas e que se desenvolveram progressivamente frente aos
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novos questionamentos sociais. Em meio a vivéncia das atividades trouxemos
diversos tipos de questionamentos que podem conduzir para a compreensao
de como se deu historicamente a construcdo do conhecimento probabilistico.
Tal conhecimento era atribuido mais as questfes divinas e s0, tardiamente, se
compararmos com outros eixos da matematica, é que a probabilidade vai se
constituindo como um conhecimento matematico imbuido de teoremas,

axiomas, provas.

A discussdo inerente aos significados probabilisticos — na qual
apresentamos aos professores — também desperta essa compreensao, pois a
sequéncia de estudo: aleatoriedade, espaco amostral e quantificagcdo de
probabilidades, apresentam a caracteristica de constituicdo antropolégica do
conhecimento probabilistico. Logo de inicio, nas discussdes sobre acaso e
aleatoriedade, discorremos sobre a situacéo descrita a seguir:

Caminhando por uma rua, para ir ao mercado, posso passar sob uma
janela, da qual despenca um vaso, que cai sobre minha cabeca e, em
vez de ir ao mercado, vou parar hum hospital. Foi um acaso. No

entanto, para esse cientista, minha ida pela rua € necesséria do ponto
de vista da anatomia e da fisiologia de meu corpo; passar por uma

rua determinada € necessério se, por exemplo, ficar estabelecido
geométrica e geograficamente que € o trajeto mais simples e mais
rapido para chegar ao mercado; pela posicdo do vaso na janela, pelo
vento ou pelo toque de alguma coisa nele, é necessario, segundo a
lei universal da gravitacdo, que ele caia. (CHAUI, 2000, p.336).

Reflexdes deste tipo contribuem com o entendimento de que o
conhecimento probabilistico surge com forte referencial social, ndo foi um
grupo de matematicos apenas que chega e constréi tal conhecimento, da
mesma forma que a matematica, desde o inicio é e continua sendo um
conhecimento socialmente compartilhado. Olhando para a historicidade da
matematica, basta focar na civilizacdo grega e percebermos a inumeravel
guantidade de axiomas, provas, teoremas, colorarios, porém com foco na
geometria e na algebra. A probabilidade esta no vicio em apostas; nos
astragalos. Assim nao houve esforco para entender as regularidades, néo
desenvolveram uma teoria das probabilidades que estava associada a vontade

dos deuses.
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N&o é nosso propésito nos adentrar detalhadamente nessas questdes,
mas € sabido que no século XVII a astrologia comeca a cair em descrédito por
estudiosos, cientistas e intelectuais da época. Acreditamos tal ocorréncia pelo
fato, justamente, de alguns outros matematicos e interessados, comecarem a
estudar o acaso, a aleatoriedade, as apostas, 0s jogos de sorte-azar e suas
regularidades. A fabula de La Fontaiene (1621-1695) — poeta e académico

francés — foi apresentada aos professores como na figura do slide a seguir:

Figura 61: situacéo reflexiva utilizada no inicio do quinto encontro

QUANTIFICACAO DE
PROBABILIDADES E RISCO
52 ENCONTRO

UM ASTROLOGO, CERTO DIA, DEIXOU-SE CAIR,
NO FUNDO DE UM POCO. E DISSERAM-LHE:
GRANDE TOLO

SE MAL PODES VER ONDE POE OS PES,

COMO TE ATREVESA DECIFRAR O QUE NAO
ENXERGAS?

Ruy Pietropaolo e Ivanildo Carvalho - 2014

Fonte: o autor, 2017.

Inclusive esta referida situacao reflexiva (figura 61) foi apresentada antes
de vivenciarmos a unidade no qual fortemente trabalhamos a quantificacdo de

probabilidades — 5° encontro.

Os conteudos matematicos abordados por meio da implementacdo do
programa formativo foram significativos por que foram conteddos que
perpassavam desde as nocdes que sustentam o conceito de probabilidade
como por conteudos que se revelam mais complexos como o estudo da

probabilidade condicional e da nocéo de risco. Além disso, estavam de acordo
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com o que € preconizado pelas diretrizes curriculares em geral e pela literatura

discutida por nés no capitulo do Estudo Preliminar.

As atividades vivenciadas também favoreceram o professor, a
compreender a resolucao de problemas como uma abordagem que possibilita
dar sentido ao conteddo matematico, particularmente ao conteldo de

probabilidade.

Godino, Batanero e Flores (1998) destacam que um ponto importante no
plano de formacédo de professores sobre um conteddo matematico especifico é
a reflexdo epistemoldgica sobre o mesmo. Esta reflexdo ajuda os professores a
compreender o papel de um conteldo matematico dentro da Matemética e
outras matérias e sua importancia na formacdo dos alunos. Ao longo do
processo formativo foi possivel refletir sobre o papel da probabilidade e sua
importancia na formagao dos alunos dos anos finais do Ensino Fundamental e

do Ensino Médio.

A formacao, no entanto, ndo possibilitou uma reflexdo mais aprofundada
sobre a probabilidade e seu papel articulado com o das outras disciplinas e
areas do conhecimento, apesar da forte articulacio com o campo da
Estatistica. Esse ponto poderia ser mais destacado em outros processos

formativos.

O conjunto de atividades perpassou por obstaculos epistemolégicos tal
gual se deu na construcdo progressiva do conhecimento probabilistico ao longo

da histéria, ou seja, houve uma reflexdo epistemoldgica sobre eles.

Um dos principais obstaculos epistemoldgicos, que tanto pode estar
presente nas concepcdes de alunos como nas dos professores corresponde a
ideia de conceber a matematica como a ciéncia dos numeros, dos resultados
precisos, servindo como entrave para a compreensdo do significado dos
fenbmenos aleatérios os quais se constituem como base da teoria das
probabilidades. Rosa, Fernandes e Pinho (2006) discorrem que a ideia de uma
ciéncia deterministica surge como um obstaculo a essa “nova possibilidade” de

experimentos.
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Torna-se urgente desconstruir essa visdo deterministica e isso deveria
se constituir em um dos desafios do professor de matematica ao ensinar
probabilidade. As atividades favoreceram a desconstrucao e a ressignificacao
desses conhecimentos. Outro ponto, € que chamamos a atencdo nas

atividades em que estavamos associando a nocdo de estatistica a
probabilidade, ou seja, determinando estatisticamente as probabilidades.

As atividades propiciaram situa¢des contextualizadas voltada ao trabalho
com os estudantes dos anos finais do Ensino Fundamental e n&do ficaram
resumidas a apenas lancamentos de dados ou retiradas de bolas “brancas” ou
“pretas” de urnas. Partimos do principio que as situa¢des de aprendizagem nao
podem ficar restritas a atividades como a de lancamentos de dados e anotagéo
de resultados.

Ao trabalhar com as atividades citamos que foi possivel transpor um
importante obstaculo que é a desconstrucédo da ideia de que a matematica é
uma ciéncia que envolve apenas situacdes de carater deterministico.
Quebramos com um paradigma muito forte na matematica (Skovsmose, 2007)
de apresentar de maneira formal a definicio de probabilidade e repetir a
resolucdo exaustiva de problemas classicos. Isso foi possivel devido a
diversidade de situacdes e problemas vivenciados. Tais situacfes devem ter o
predominio quase que exclusivo de aspectos experimentais do conhecimento.
Propor boas situacdes didaticas ndo é uma tarefa simples. A passagem a

seguir esclarece ainda mais esta questéao.

E necessario que o professor tenha um conhecimento aprofundado
sobre determinados assuntos, a fim de propor situagdes que estejam
de acordo com os objetivos de ensino a serem alcancados, que
sejam atividades motivadoras na busca da construcdo de um saber
por parte dos alunos, que sirvam de instrumentos para garantir o
contrato didatico pré-estabelecido e que dentre outras coisas,
possibilitem uma abordagem socratica a fim de potencializar quebras
verdadeiras de obstaculos epistemoldgicos. (Rosa, Fernandes e
Pinho, 2006, p.5)

Dessa forma, estamos retomando também o que historicamente
suscedeu no trabalho com probabilidade uma vez visto que a defincdo classica

de Laplace nao daria conta do trabalho com outras situagfes probabilisticas em
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gue € necessario a utilizacdo das frequéncias de resultados para estimar a
probabilidade de um evento. Reiteramos que a abordagem do conceito de

probabilidade deve incluir diferentes tipos de problemas.

As diversas representacfes (linguagem ordinaria, tabelas, graficos,
diagramas, etc.) utilizadas nos diferentes tipos de atividades possibilitou
reconhecer a importancia da linguagem caracteristica da probabilidade e as
suas representacoes. Estes diversos modos de representacdo das situacdes
postas em jogo apoiaram a argumentacdo e a comunicacdo sobre o

conhecimento probabilistico.

A diversidade de significados inerentes ao conhecimento probabilisticos,
tanto formais como informais, estdo presentes nas atividades matematicas
implementadas e nos possiveis métodos de trabalho em sala de aula. O
encadeamento das unidades de estudo — aleatoriedade, espaco amostral,
guantificacdo e risco, explorando probabilidades — propiciou um sistema

interligado de conceitos, propriedades e procedimentos.

Um fato que néo foi aprofundado e sistematizado € o reconhecimento da
argumentacdo na construcdo do conhecimento matematico; houve diversos
momentos de argumentacdo pelos professores, no entanto, tais
argumentacfes ndo foram sistematizadas chegando-se a utilizacdo de provas,
axiomas, teoremas. Citamos alguns teoremas quando do estudo dos diferentes
significados, mas ndo os descrevemos explicitamente. Esse fato pode ser mais
evidenciado em outras propostas formativas conduzindo a argumentacao dos

professores em sistematizacdo de provas com a probabilidade formal.

A formacdo ndo promoveu uma discussdo sistematizada das diretrizes
curriculares nacionais e internacionais. Contudo, salientamos que o desenho
implementado se constitui em uma possibilidade de inovacao curricular, e tal

fato foi discutido com os professores.

Podemos dizer que nossa proposta pode, de certo modo, ser
classificada como inovadora, tendo em vista ndo apenas a abordagem, mas,

sobretudo, pelo estudo do risco por meio das tabelas de contingéncia. O
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proprio titulo da formacdo Probabilidade e Risco ja& despertava o interesse
sobre diferentes possibilidades para o ensino e aprendizagem da probabilidade
nos anos finais do Ensino Fundamental. Ficou claro para os professores que a
abordagem das atividades que mobilizam o conhecimento comum e avancgado
por meio de situagOes articuladas ao conhecimento especializado estava

ancorada na literatura nacional e internacional sobre esta tematica.

Um fator de alta idoneidade nesta faceta é também o desenvolvimento
de boas praticas docentes na busca, selecdo e adaptacdo de situacles-
problemas que envolvam o contexto real de probabilidade e que também fosse
possivel a interdisciplinaridade. Nesse sentido, poderiamos melhorar a
abordagem considerando o desenvolvimento dessas praticas. No entanto,
ressaltamos em diversos momentos da formacdo a forte aplicabilidade da
probabilidade, inclusive quando a comparamos com outros eixos da
matematica, como com o exemplo de que a probabilidade é muito mais

aplicavel do que a geometria analitica.

Por meio do programa formativo vivenciado os professores tiveram
acesso as questdes preconizadas pela literatura concernente a certa psicologia
da aprendizagem de probabilidade, tais reflexdes inclusa, por exemplo, no texto

guia que ora recebiam ao final de cada unidade de estudo.

Abordamos as formas progressivas de saber e conhecer a
probabilidade, considerando diferentes complexidades desse conhecimento.
Os professores puderam entender os objetos matematicos especificos: os
diferentes significados de probabilidade, os erros e os obstaculos recorrentes

dos estudantes.

Os professores, de acordo com o estudo realizado, podem justificar as
adequacdes cognitivas de acordo com os diferentes significados de Batanero,
Henry e Parszys (2005) que podem se constituir em uma modelo para o
desenvolvimento cognitivo dos estudantes. Em alguns momentos, com
algumas atividades, alertamos para as complexidades envolvidas nas
situacoes-problema, alertando que, talvez nem todos os alunos progredissem

no mesmo ritmo. No entanto, convém destacar que nao foram satisfatoriamente
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desenvolvidas competéncias na concepcdo de instrumentos de avaliacédo; ou

seja, ndo houve uma discusséo explicita de e sobre a avaliacao.

Dessa forma, foram desenvolvidas habilidades para projetar e
implementar adaptacOes curriculares considerando as diferencas individuais
dos estudantes. Discutimos a importancia de o professor pesquisar, selecionar
e adaptar tarefas que sejam interessantes para 0s alunos e que tenham
utilidade em sua vida cotidiana, tanto pessoal como profissional. Isso tem
relacdo com a competéncia do professor reconhecer o que é interessante para
os alunos, reconhecer a afetividade que as atividades escolhidas possam

propiciar.

Neste sentido também, ao se trabalhar na sala de aula, estaremos
contribuindo para que os alunos ndo desenvolvam uma rejeicdo ou fobia a
matematica, particularmente ao eixo da estatistica e probabilidade. Assim,
discutimos por diversas vezes se as atividades eram ou ndo interessantes para
os alunos e o que poderiam promover nos mesmos. Infelizmente nao foi
possivel organizar e estudar a construcdo de aulas pelos professores
considerando a promoc¢ao da afetividade, o que destacamos como algo que

pode ser mais enfatizado em futuros processos formativo.

Os espacos destinados as discussdes e reflexdbes das 22 atividades
vivenciadas e das atividades que se intercalavam as mesmas possibilitaram
gue os professores conhecessem a importancia do discurso na sala de aula

para a aprendizagem da probabilidade.

O desenvolvimento de competéncias para a comunicacao adequada do
conteudo de probabilidade foi desenvolvido por meio de atividades que o0s
préprios professores observavam a sua propria comunicacdo e como poderiam
comunicar melhor o contelddo de probabilidade, desde as nocbes de

aleatoriedade até a quantificacéo de probabilidades.

Foi possivel compreender o papel dos recursos manipulaveis e
tecnolégicos para a construcdo do conceito de probabilidade. Refletimos

inclusive sobre as possibilidades e sobre as limitagdes dos referidos recursos.
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Um exemplo foi a limitagcdo com respeito ao uso do computador na escola
publica e que adaptacdes poderiam ser realizadas. Houve inclusive professores
gue aplicaram algumas das atividades em suas salas de aula realizando

modificagées nas mesmas.

Depois de envolver e discutir o uso das diferentes TIC e recursos
manipulativos na formagdo foram desenvolvidos competéncias para a
integracao desses recursos com os conteudos probabilisticos. O jogo do Bloco
no Saco, por exemplo, permite a exploragcdo visual para tomadas de decisao
estabelecendo a comparacdo das chances quando temos espacos amostrais
diferentes e articuladamente; permite também uma manipulagdo com objetos

para justificacéo das decisdes tomadas — no caso do saco escolhido.

Um bom indicador nesta faceta € também o gerenciamento do tempo
para o ensino das atividades na sala de aula. No geral, propomos algumas
ideias em que o gerenciamento do tempo era considerado, como por exemplo,
a atividade Impossivel versus Improvavel para ser aplicada em diferentes
semanas para que tal nocdo probabilistica fosse sendo abordada
processualmente. Contudo, ndo houve uma forte reflexdo profunda e

sistematizada sobre esse gerenciamento.

Podemos considerar a idoneidade epistémica do processo formativo
como ALTA. A realizacdo do conjunto de atividades organizadas por unidades
de estudo traz a baila os conhecimentos necessarios ao campo de problemas
de probabilidades. As unidades de estudo permitiram um estudo progressivo
desses conhecimentos. Foram postos em jogo conteudos destinados a etapa
posterior aos Anos finais do Ensino Fundamental como Probabilidade
Condicional que no curriculo esta previsto para ser abordado no Ensino Médio
(conhecimento avancado do contetdo). Emergiram ainda novos conhecimentos
probabilisticos referentes as diferentes representacées do espaco amostral, os
significados probabilisticos, a no¢do de risco por meio da associacdo de

variaveis, dentre outros.
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6.2 IDONEIDADE ECOLOGICA

O estudo preliminar e a o desenho para a formagcdo — capitulo 2 e
capitulo 4 — apresentam claramente que as a¢des formativas sao oriundas de
resultados de investigacfes prévias sobre a formacédo de professores, inclusive
com o uso de recursos tecnoldgicos. Dentre esses estudos sobre a formacgéo
de professores incluimos estudos que envolvem a formac@o de professores

sobre probabilidade.

Utilizamos uma consideravel parte das atividades dos estudos de Nunes
et al. (2012) com criancas, entretanto incluimos outras atividades que
perpassam pelos mais importantes resultados de pesquisa sobre o ensino e
aprendizagem da probabilidade, inclusive com a formacéo inicial e continuada

com os professores de matematica nessa tematica.

As atividades que trabalhamos e os conteudos mobilizados giram em
torno da formacdo docente com foco no desenvolvimento profissional do
professor de matematica. As contribuicbes vao além do ensino e aprendizagem
da probabilidade e implicitamente os professores podem tecer analogias para o

ensino e aprendizagens de outros conteidos matematicos.

O tom do programa formativo dava-se ndao sO para as aprendizagens
dos conteudos, mas também para aprendizagens sobre formas de ensino da

probabilidade pelos professores.

Contudo, apenas em alguns momentos € que conseguimos integrar as
atividades com outras matérias do curriculo de matematica fazendo reflexdes
sobre a importancia de tal articulacdo. Em contrapartida ha integracdo com
pesquisas sobre os conhecimentos de professores advindas da Pedagogia,

como as ideias de Shulman (1986).

Nesta faceta também se torna importante que os professores fortalecam
valores democraticos e o pensamento critico da sua pratica docente. A
implementacédo contemplou essas questées. A forma de trabalho desenvolvida
no processo formativo apresentava espaco para o dialogo e a troca de ideias.
Houve espaco para respeito as dificuldades e conflitos semibticos

apresentados pelos professores. No inicio da formacdo ficou claro que
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tinhamos uma proposta dialogica. Inclusive em nossos objetivos enfatizamos
gue desenvolvemos um processo de estudo e pesquisa com professores,

assim, a palavra “com” deixa forte a nossa postura.

Além disso, tivemos cuidado com os termos envolvidos nas atividades
para ndo conduzir em reforco de preconceitos como, por exemplo, a descricao
da atividade na figura a sequir:

Figura 62: atividade do Clube de dancgas

Clube de Dangas G-
Tamy *

Dan
Amy @

homens e 5 mulheres. Eles devem formar
pares mistos para a danga, por isso (apenas
neste problema) os homens ndo podem
dangar com outros homens, ou mulheres

> | com mulheres." ’i

i “Em um clube de dangas ha 10 pessoas, 5

Liza

A
Laura

Fonte: Adaptado de Nunes et al. (2012)

Na descricdo das trajetérias didaticas ha trechos em que os professores
foram constantemente instigados a falar, a externalizar suas opinides e a tecer

reflexfes articuladas a pratica docente por eles vivenciada.

Desta forma, consideramos a idoneidade ecologica do processo
formativo como SATISFATORIA.

6.3 IDONEIDADE COGNITIVA

O principal indicador da idoneidade cognitiva do processo formativo sera
o resultado efetivo das expectativas de aprendizagem sobre o contetdo
didatico-matematico de probabilidade. Logo, envolve as aprendizagens sobre a
probabilidade e as aprendizagens sobre o ensino de probabilidade. O que os

professores efetivamente aprenderam?

No capitulo 5 discutimos os conhecimentos que foram ressignificados

e/ou construidos pelos professores com respeito ao contetdo de probabilidade.
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Os professores ampliaram a sua base de conhecimentos matematicos,
particularmente o probabilistico. Por meio da implementagéo das atividades foi
possivel revelar conflitos semidticos dos professores e uma abordagem dos

mesmaos.

O conhecimento didatico para o ensino de probabilidade se deu por meio
de uma ampla vivencia com as atividades e suas particularidades. Inclusive,
havia atividades especificas para a reflexdo didatica dos professores sobre o
ensino de probabilidade.

Avaliamos que o processo formativo atendeu as expectativas de
ampliacdo dos conhecimentos sobre o ensino de probabilidade como os

professores. Valoramos este processo como ALTA idoneidade cognitiva.

6.4 IDONEIDADE AFETIVA

Dado o carater profissionalizante do programa formativo devem-se supor
atitudes e motivacdes positivas por parte dos professores frente ao ensino da
matematica, e, portanto, em relagdo aos conteudos e atividades
correspondentes. Esta motivacao inicial devera ser potencializada mediante a
selecdo de casos para sua analise e implementacdo em atividades
relacionadas com sua futura pratica profissional. A adequada conexao teoria —
pratica sera um indicador da idoneidade afetiva, que indiretamente induzira

interesse, motivacao e compromisso dos professores.

A préatica reflexiva que a formacdo propiciou e as atividades que

instigavam essa reflexdo demonstraram a sintonia entre teoria e pratica.

Entretanto, acreditamos que os exemplos que apresentavam casos de
alunos para analise dos professores poderiam ter sido mais explorados. O que
realizamos e apresentamos foram casos de aplicacbes de outros
pesquisadores quando da formacdo de professores. Esse fato aumentaria a
adequacado didatica uma vez que os exemplos poderiam se constituir dos
préprios alunos da rede estadual de Sao Paulo. Ainda assim apresentamos
casos ficticios de sala de aula que constituiam em algumas das atividades

selecionadas.
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Uma consideracdo especial serd o componente das crencas e valores
dos professores em formacdo sobre a matematica e seu ensino, componente
gue diversos autores incluem dentro da dimensdo afetiva (ZAN, BROWN,
EVANS E HANULLA, 2006; DEBELLIS E GOLDIN, 2006; PHILIPP, 2007).

O nosso programa formativo contemplou a avaliagdo dessas crencas e
valores dos professores, a reflexdo sobre os mesmos e as possiveis evolugoes.
Essa avaliacdo se deu em momentos que discutimos e discorriamos sobre as
referidas crencas que permeiam o ensino da probabilidade na Educacao
Bésica. Uma questéo relativa a isso tem haver com o valor que culturalmente
os professores atribuem a probabilidade quando comparamos com outros
conceitos ou eixos da matematica. E exatamente isso que Pietropaolo,

Campos, Carvalho e Teixeira (2013) descrevem no trecho a seguir.

muitos docentes sequer estdo convencidos de que a
probabilidade seja importante para ser desenvolvida no Ensino
Médio; quanto ao Fundamental, tém uma posicao ainda mais
restritiva: consideram a inclusdo desse tema totalmente
inadequada e desnecesséaria. (PIETROPAOLO et al. 2013,

p.2)
Ainda, segundo Campos e Pietropaolo (2013),

[..] para promover a inclusdo da probabilidade no Ensino
Fundamental, primeiro seria necessario convencer os professores de
gue a aprendizagem das nocdes relativas a probabilidade néo é
apenas Util para aplicacdo no cotidiano das pessoas, mas também
pelo desenvolvimento de importantes habilidades cognitivas e de
formas de pensar. (CAMPOS E PIETROPAOLO, 2013, p.59)

Sucintamente refletimos sobre determinadas concepcdes de ensino e
aprendizagem de matematica que podem impactar no ensino e aprendizagem
da probabilidade, como a questdo da forte visdo deterministica presente nos
professores de matematica, conquanto isso pudesse ter sido mais bem

explorado de forma objetiva e direta.

Convém salientar que a formacdo ocorreu com professores que
solicitaram a teméatica estatistica e probabilidade. Estdvamos, dessa forma,
atendendo a uma demanda dos professores que participaram do programa

Observatério da Educagdo em outros momentos. Constatamos que poucos
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professores ndo participaram de todos os encontros, iSso tem a ver com 0

compromisso pessoal do professor com a sua formagé&o continuada.

Diante do exposto valoramos a idoneidade afetiva do programa como
MEDIA.

6.5 IDONEIDADE INTERACIONAL

Os componentes e indicadores de idoneidade interacional para o ensino
da mateméatica em um carater geral, pode se aplicados também aos processos
de formacado de professores em didatica da matematica. (Godino et al., 2013).
O desenvolvimento de competéncias comunicativas dos professores em
formacgéo, e do trabalho autdbnomo, foram considerados em nosso desenho e

na implementacéo do plano formativo.

Destacamos que o formato de interacdo principal implementado nos
encontros foi o dialégico e cooperativo. No processo formativo os professores
vivenciavam as atividades, compartiihavam as suas ideias/resolucbes e
discutiam em grupos. No inicio da formacdo combinamos com os professores a
importancia de se ter uma interacao dialdgica na formacédo ancorada em uma

perspectiva dialégica.

Sempre que os professores eram convidados para compartilhar suas
resolucdes na lousa, por exemplo, discutiamos que ndo se estava querendo
identificar quem acertava ou ndo, mas compreender e discutir diferentes

estratégias de resolucao.

Destacamos alguns dos momentos que balizaram a formacdo como

espaco de compartilhamento nos trechos a seguir:

F: Agora assim, antes de descobrir que era em ordem
alfabética, o que é que vocés conjecturaram? Pensaram? (1°
encontro)

F: na 12 alguém colocou verde? Podem falar; vamos discutir.
(2° encontro)

F: gquem gostaria de fazer aqui no quadro? N&o se preocupem
em errar ou acertar; quem gostaria de mostrar aqui pra gente
no quadro? (4° encontro)
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F: Podem ficar & vontade para socializar as ideias de vocés, o
importante € discutir e ai analisamos a adequagédo ou nado da
resolucéo. (6° encontro)

Houve momentos em que o0s proprios professores instigaram a ida de
colegas a lousa para compartilhar as resolugdes, como no trecho a seguir:
[O professor P5 fala para o p20 ir ao quadro explicar as
possibilidades.]
F: Sintam-se a vontade, mas ninguém é obrigado.
[O professor resolve ir e 0s colegas aplaudem a ida a lousa.]

[P6 fala algumas sugestbes e ajuda o professor no quadro
informado quais sdo as combinacbes que ele ainda nédo
cortou.]

Pretendiamos que os professores atribuissem sentido aos
conhecimentos abordados por isso pensamos em um contexto que
possibilitasse aos professores buscar as solugdes, vivenciar as atividades e
ainda, momentos para socializacdo, comunicacdo e validacdo coletiva das
solucdes. Zeichner (1992) discorre sobre a importancia do aprendizado em
grupo de estudos de professores em que as experiéncias e saberes sdo

compartilhados reflexivamente.

Alguns professores, que inclusive eram bolsistas do projeto, aplicaram
algumas das atividades em suas turmas, mas houve pouco tempo para um
estudo e socializacdo dos resultados aplicados por eles em suas préprias

turmas.

Concluimos que houve uma ALTA idoneidade interacional do processo

formativo.

6.6 IDONEIDADE MEDIACIONAL

Quanto a esta idoneidade — mediacional — para que a mesma seja
considerada alta, deve-se fazer uso de materiais manipulaveis e tecnolégicos e
ainda, uma abordagem por meio de um conjunto articulado de situacdes-
problemas. Godino et al. (2013) discorre que 0 uso de recursos manipulativos e
tecnolégicos de maneira pertinente e oportuna para a aprendizagem de temas

matematicos especificos € um componente do conhecimento especializado do
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conteudo e forma parte, por tanto, das expectativas de aprendizagem. Por
exemplo, o uso de recursos informaticos e audiovisuais para a abordagem de
casos relacionados com a prética de ensino e andlise retrospectiva dos

mesmaos.

Como os contetdos didatico-matematicos sdo amplos, mesmo que
particularmente estejamos delimitados ao campo da probabilidade, €
necessario selecionar unidades tematicas com caracteristicas prototipicas para

gue o tempo seja suficientemente satisfatorio.

A respeito dos recursos foram utilizados, por exemplo, computador,
material manipulavel, textos impressos, calculadoras dentre outros. Esses
recursos foram apresentados de forma equilibrada e de acordo com as
atividades. Com o uso deles, permitiu-se, por exemplo, justificar intuitivamente
e visualizar a convergéncia dos resultados considerando a lei dos grandes

numeros quando da atividade do langamento de dois dados.

N&o exploramos softwares de construcdo de diagramas de arvores que
poderiam ser Uteis e agregar mais conhecimento sobre recursos disponiveis

para o ensino e aprendizagem da probabilidade.

O texto oferecido ao final de cada unidade de estudo também se
constituiu em um material rico para o professor e para a sua autonomia caso

desejasse aplica-lo em suas salas de aula.

Tanto no desenho como na implementacdo do mesmo, o tempo
destinado ao estudo foi satisfatorio. A organizacdo da formac&do por meio das
guatro unidades de estudo possibilitou distribuir as atividades de uma forma

mais equilibrada e ainda com espacos para reflexdo e sistematizacao.

Apenas com algumas atividades € que foi necessario trabalhar de uma
forma mais ligeira para ndo atrasar o percurso de implementacdo do desenho,
mesmo assim ndo houve prejuizo da compreensdo e dos objetivos das
referidas atividades. Este fato podera ser mais bem trabalhado em outros

processos formativos, quica com uma quantidade menor de atividades.
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Diante do exposto consideramos que a idoneidade mediacional do
programa formativo € SATISFATORIA.

6.7 PERSPECTIVA GERAL DA IDONEIDADE DIDATICA

E comum em trabalhos que se debru¢cam sobre a compreensdo de um
processo formativo de professores e/ou de instrucdo matematica com base em
um determinado contetdo matematico (GIMENEZ, VANEGAS, FONT E
FERRERAS, 2012; BREDA, FONT E LIMA, 2014; GODINO, 2002) construir um
grafico que represente o0 movimento das seis idoneidades avaliadas.

Em nosso caso, criamos uma categorizacdo para construcao do grafico
das idoneidades. Essa categorizacdo tem um carater apenas didatico e com o
intuito de situar o leitor na observacdo da idoneidade geral do programa
formativo implementado. Criamos quatro categorias: baixa (faixa vermelha),
média (faixa laranja), satisfatéria (faixa amarela) e alta (faixa verde). A figura 63
apresenta o grafico do hexagono que representa a nossa idoneidade geral.

Figura 63: hexagono da idoneidade geral do experimento formativo

EPISTEMICA

ECOLOGICA . . COGNITIVA

MEDIACIONAL * AFETIVA

INTERACIONAL

Fonte: O autor, 2017.

Respondemos assim, a nossa terceira questdo de pesquisa, a saber:

Como este programa de formacéo favorece a construcdo dos conhecimentos
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didaticos-mateméticos com professores dos anos finais do Ensino

Fundamental?

O programa contribuiu com os conhecimentos didaticos-mateméaticos
dos professores com uma alta idoneidade epistémica, cognitiva e interacional.
A idoneidade ecoldgica e a mediacional consideramos como satisfatoria. No
caso da idoneidade afetiva adequamos como média. Observando todas as
idoneidades, as mesmas estédo entre as faixas amarelas e verdes do gréfico e
assim, podemos valorar todo o programa formativo com alta idoneidade

didatica.
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7. CONSIDERACOES FINAIS

O texto que segue apresenta uma sintese do percurso que se fez necessario a
realizacdo do nosso estudo e dialoga a respeito das questdes de pesquisa que
nos propusemos a responder. Incluimos ainda uma reflexdo sobre aspectos
gue, ao nosso olhar, podem ser aprofundados em estudos posteriores e
indicamos questdes que, embora ndo tenham sido foco do nosso estudo, por
sua importancia, faz jus a novos objetos de estudo e investigacao.

Retomamos que este estudo tem como objetivo: Investigar como um
programa formativo favorece a construcdo dos conhecimentos didaticos-
matematicos sobre probabilidade com os professores dos anos finais do Ensino
Fundamental.

Para a realizacdo dessa investigacao utilizamos as ferramentas tedricas
desenvolvidas pela teoria do Enfoque ontossemiético do Conhecimento e da
Instrucdo Matematica - EOS (GODINO, 2002; 2012; GODINO, FONT,
CONTRERAS E WILHELMI, 2006) e a teoria do Conhecimento Didatico-
Matematico do professor de matematica (GODINO, 2009; GODINO E PINO-
FAN, 2015) com os construtos do conhecimento comum, avancado e

especializado do conteudo.

Metodologicamente, as etapas realizadas consistiram nas fases
apresentadas pela Engenharia Didatica baseada no EOS, a saber: estudo

preliminar, desenho, implementacéo e avaliacdo (GODINO, 2012; 2013).

A primeira etapa da pesquisa compreende, além do estudo preliminar,
um estudo sobre os conhecimentos prévios dos professores de matematica

participantes por meio de um diagnastico.

O estudo preliminar permitiu que compreendéssemos o0 objeto
epistémico probabilidade e as nocbes tedricas elementares associadas, tais
como, a nocao de aleatoriedade, os diferentes significados probabilisticos e a
nocdo de risco. Discutimos ainda a probabilidade em face de propostas de
documentos curriculares oficiais. Esse estudo também incluiu um olhar nosso

sobre investigacdes antecedentes e o0s seus resultados, realizadas com
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estudantes, professores e recursos didaticos. Apresentamos esse estudo
organizado em dimensoes relacionadas com as facetas desenvolvidas no EOS:
dimenséo epistémica-ecoldgica, dimensdo cognitiva-afetiva e uma dimenséao

instrucional (mediacional e interacional).

Com a aplicacado do instrumento diagnéstico inicial e sua andlise foi
possivel identificar os conhecimentos prévios que demonstraram ter oS
professores sobre a probabilidade e seu ensino. Respondemos com essa
analise a nossa primeira questéo de pesquisa:

v' Quais os conhecimentos iniciais que os professores demonstraram

sobre probabilidade e seu ensino?

Esta analise nos apontou que os professores participantes de nossa
pesquisa apresentam lacunas nos conhecimentos sobre o conteudo e seu
ensino: comum, avancado e especializado, caracterizados pela teoria do
Conhecimento Didatico-Matematico do professor de matematica. Concluimos
gue os professores, ao chegarem para a formacdo, possuiam um nivel
elementar e insuficiente do conhecimento sobre a probabilidade nao
dominando desta forma os conceitos e nocdes basicas sobre este objeto
epistémico previsto para 0 ensino ao nivel dos anos finais do Ensino

Fundamental que ora atuam como professores.

Esta primeira etapa, composta do estudo preliminar e do diagnéstico
inicial, nos mobilizou para a construcao do desenho do processo formativo com

os professores de matematica dos anos finais do Ensino Fundamental.

Com respeito a esse desenho, o uso das ferramentas tedricas
desenvolvidas pelo Enfoque Ontossemiodtico do Conhecimento e Instrucéo
Matematica (EOS) nos possibilitou perceber elementos importantes para a
selecdo e organizacao das atividades. O referido desenho consiste em um dos
elementos da Engenharia Didatica com base no EOS desenvolvida como parte
desta investigacdo de doutorado e foi apresentado por meio de trés diferentes

configuracdes didaticas: epistémica-ecoldgica, cognitiva-afetiva e instrucional.
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Com a configuracao epistémica-ecologica do desenho, discutimos sobre
0s conceitos envolvidos, indicamos as atividades selecionadas e 0s respectivos
tipos de conhecimento matematico (comum ou avancgado) e especializado
sobre probabilidade. Ja na configuracdo instrucional discutimos sobre os
principais recursos e interagbes considerados no desenho. E por fim, com a
configuragdo cognitivo-afetiva discutimos sobre as dificuldades de docentes
concernentes ao conhecimento probabilistico e caracteristicas sobre
afetividade, motivacao e identificagdo com a proposta formativa relacionada ao
grupo em que o desenho foi implementado.

Considerando a importancia que em desenhos destinados a formagéao
continuada de professores de matematica se deve por em pratica um processo
gue esteja articulado formacdo matematica com formacao didatica, a nossa

proposta formativa traz esta contribuicéo para futuros desenhos formativos.

Acreditamos que por meio de um desenho que leve em conta o
desenvolvimento  dos  conhecimentos  didaticos-matematicos  sobre
probabilidade ¢é possivel contribuir, melhorar e ampliar a base de

conhecimentos de professores em formacdao inicial e continuada.

Apresentamos a etapa da implementacdo por meio das trajetorias
didaticas baseadas nas quatro unidades de estudo. Nessa etapa analisamos e
descrevemos o0s conhecimentos revelados pelos professores, respondendo,

desta forma, a seguinte questao de pesquisa:

v" Quais sao os conhecimentos desenvolvidos e ampliados por professores
de matematica participantes de um programa de formacédo, sobre

probabilidade, destinado aos anos finais do Ensino Fundamental?

Os conhecimentos desenvolvidos e ampliados pelos professores, com
respeito a probabilidade consistem desde o entendimento sobre aleatoriedade
e 0s termos que estdo na base para a construcao conceitual desse objeto até a
guantificacdo de probabilidades. Destacamos alguns que, para nés, foram os
mais relevantes, tais como, compreender as diferencas entre situacoes

deterministicas e aleato6rias, discernir as diferentes caracteristicas dos eventos
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aleatorios (impossivel, improvavel, provavel, mais provavel ou menos provavel,
possivel), entender sobre os significados de probabilidade (classico,
frequentista, subjetivo e formal) e compreender as diferentes possibilidades de
representacao do espaco amostral.

Destacamos a nocao de risco por meio do estudo da associacdo entre
varidveis em tabelas de dupla entrada como um novo conhecimento para 0s
professores; principalmente com respeito a abordagem com alunos dos anos
finais do Ensino Fundamental. Abordagem que deve considerar a compreenséao
dos significados relacionais dos valores apresentados em uma tabela de dupla
entrada.

De uma forma geral, conforme planejado no desenho, os professores
desenvolveram o0s conhecimentos que tinhamos previsto para 0 processo
formativo. Ademais, as atividades e as reflexdes que delas decorreram, impos
uma reconstrucdo e a reelaboracdo pelos professores de nocdes sobre

probabilidade, incluindo o préprio significado de probabilidade.

Intrinsecamente foi propiciada aos professores uma ampliacdo também
no que diz respeito as concepcdes que as pessoas tém sobre a matematica
como ciéncia, desconstruindo a ideia de uma matematica como uma ciéncia
unicamente deterministica. Compreender que a matematica trabalha também
com situacdes de carater ndo-deterministico foi uma grande contribuicdo para

0s conhecimentos desse grupo de professores.
Retomamos as duas ultimas questdes de pesquisa:

v Quais sdo os conhecimentos didaticos-matematicos necessarios ao
ensino de probabilidade nos anos finais do Ensino Fundamental?

v. Como este programa de formacdo favorece a construcdo dos
conhecimentos didaticos-matematicos com professores dos anos finais

do Ensino Fundamental?

Concernente a essas questdes de pesquisa, 0s conhecimentos
didaticos-matematicos necessarios se revelaram por meio das diferentes

configuragbes didaticas e, nas quais destacamos que o0s professores
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compreenderam que para o ensino de probabilidade, deve se ter um arcabougo
de atividades (tarefas, jogos, materiais manipulaveis, etc.) que possibilite um

processo de ensino e aprendizagem adequado com a probabilidade.

Diante das argumentacfes expostas por meio dos critérios de
idoneidade didatica (GODINO, 2012; 2013), apresentados no capitulo 6,
consideramos que as referidas questdes foram respondidas, uma vez que,
analisamos e compreendemos as possiveis contribuicbes do programa de
formagao para construgdo dos conhecimentos sobre probabilidade e sobre o
ensino de probabilidade com os professores de Matematica que participaram
do presente estudo. Consideramos a idoneidade didatica geral deste processo
de formacé&o como alta.

Por fim, o nosso papel ao longo deste experimento foi um duplo papel:
ora como pesquisador, ora como professor de professores. Todavia, essa
caracteristica foi positiva, pois durante todos os momentos, os professores e
nos, pesquisadores, estavamos a vontade, sem cerimdnias, aprendendo uns
com 0s outros, constituindo-nos como um grupo de estudos que igualmente
avanca junto. Nesse sentido, retomamos que esta foi uma pesquisa nao soé

sobre professores, mas, sobretudo, com professores de matematica.

Tal como nas consideracbes de Zeichner (1992), o grupo de
professores desta pesquisa, constitui-se como um grupo de estudo no qual os
professores puderam apoiar o0 crescimento uns dos outros. Quando um
professor amplia 0 seu conhecimento e socializa com o grupo, todos crescem
coletivamente; isso é diferente de quando o professor fica isolado e passa a
enxergar 0s seus problemas sem relacdo com o0s problemas dos outros
professores. Acreditamos que este estudo acentuou a pratica reflexiva com

respeito aos conhecimentos didaticos-matematicos relativos a probabilidade.

Aventamos questdes que, embora ndo tenham sido foco do nosso
estudo, por sua importancia, fazem jus a novos objetos de estudo e
investigacdo, tais como, a analise de pratica didatica de professores por meio
das configuracdes que descrevemos em nosso estudo e utilizando-se do

mesmo marco tedrico, investigagbes sobre os conhecimentos de estudantes
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com os diferentes recursos instrucionais para o ensino de probabilidade e
ainda, investigagbes com a implementagcdo em cursos de matematica com

professores em formacéao inicial.
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