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= Republica Bolivariana de Venezuela
I Ministerio de Educacion Superior
Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria

EXPERIMENTAL . .
LA VICTORIA La Victoria. Estado Aragua

Departamento de Ciencias Basicas

PRUEBA PARCIAL

Nombre y Apellido C.

Argumenta tu respuesta a cada uno de las siguientes preguntas.
1. El Teorema del Valor Medio para integrales plantea: Si f es una funcién continua en
b
el intervalo [a,b], entonces existe x, € [a,b] tal que If(x)dx =(b-a)f(x,).
Interprete este teorema geométricamente, explique. ’

F=7x
Jix)

2. ;Qué teorema garantiza que si F'(x)es una
b
primitiva de f(x) en [a,b], entonces J.f(x)dx = F(b)— F(a) ? Explique.

3. De acuerdo a la siguiente grafica ¢ Cudl es el valor promedio de f(x)en [1,7]?
Justifica tu respuesta.

y

1

4. Calcule: I
0

dx

1+ 5x?
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5. Bosqueje la grafica de una funcion que exprese en cada punto del intervalo [— 3,3]

el area bajo lacurva y = x> +1

6. La poblacion P, de China (en miles de millones de habitantes) la cual se puede
calcular con la funcién p(¢) =1,15(1,014)" . Si ¢ es el nimero de afios desde el
inicio del 2003. ;Cual es el valor promedio de la poblacién China entre 2003 y
20077

7. Determine el area de la region limitada por f(x)=x"+1 y g(x)=3-x"

8. Encuentre el volumen del sélido generado al rotar entorno al eje x la region limitada

por y=x"yy=8-x".

9. Se inyecta cinco miligramos de colorante en una vena que llega al corazéon. La
concentracion de colorante en la Aorta, una arteria que sale del corazén, se
determina cada 2 segundos durante 22 segundos (véase la tabla). Sea c(t) la
concentracion en la aorta de ¢ segundos. Aplique la regla trapezoidal para estimar
22

Ic(t)dt Segundos después | Concentracion
0 de la inyeccion (mgflitro)
0 0
2 0
4 0,6
6 1,4
8 2,7
10 3,7
12 4,1
14 3,8
16 2,9
18 1,5
20 0,9
22 0,5

10. La base de un sélido es la region plana del primer cuadrante limitada por
2

X
y=1—— el eje de las x y el ejedelas y.Supongamos que las secciones

transversales perpendiculares al eje x son cuadradas. Calcule el volumen del
solido.

4
11. Calcula la integral I(xz + 5)dx mediante sumas de por la derecha, tome h=0,5.
0

Puntuacion
Pregunta 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Valor 1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 2
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La Victoria, 25 de octubre de 2007

Estimado Estudiante

Me dirijo a Usted en la oportunidad de informarle que me interesa
desarrollar un proceso de estudio tendiente a mejorar la ensefianza y aprendizaje del
calculo integral que se administra en Matematica Il de la carrera informatica. Es una
actividad personal, por eso requiero de veinte (20) estudiantes de esta seccion que
quieran participar en ella.

Los estudiantes que participen en este proceso asistiran en un
horario diferente a | de las secciones 1 y 2 que lo convendremos, ya que requeriremos
del uso del Laboratorio de Informatica de la sede SOCO.

Si deseas formar parte de este nuevo grupo escribe tu nombre y
numero de cédula y sefiala en las horas en blanco del siguiente horario tu

disponibilidad.

jGracias!
Nombre y Apellido:
Seccion: Cédula de Identidad:
Atentamente,

Prof. Luis Capace
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TU HORA/DIA MARTES MIERCOLES JUEVES VIERNES
M 7:30 A 815 .
A 8:20 A 9:00
N 9:05 A 9:50
A 9:55 A 10:35
N 10:40 A 11:25
A 11:30 A 12:15
1:30 A 2:15
T
2:15 A 3:00
A 3:05 A 3:50
R 355 A 440
D 4:45 A 5:30
E 5:30 A 6:15
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MAI-203

Grupo 1 (Miércoles y jueves de 7:30 a 9:00 am.)

Apellidos y | Cédula |Seccion | Miércoles | Jueves | Observaciones
Nombres
Mora, 19468862 1 7:30 a 7:30 a
Marwuis 9:00 9:00
Guariguata, | 16849424 1 7:30 a 7:30 a
Maria 9:00 9:00
Teran, 18640130 7:30 a 7:30 a
Yeniffer 9:00 9:00
Villegas, |17598935 1 7:30 a 7:30 a
Jomaira 9:00 9:00
Guevara, |17701302 2 7:30 a 7:30 a
Diony 9:00 9:00
Pilligua, |19740705 2 7:30 a 7:30 a
Jhon 9:00 9:00
Pérez, Félix | 19471756 2 7:30 a 7:30 a
9:00 9:00
Garrido, |19136457 2 7:30 a 7:30 a
Fredy 9:00 9:00
MAI-203

Grupo 2 (Miércoles de 7:30 a 9:00 am. Y viernes 9:00 a 10:30 am.)

Apellidos y | Cédula |Seccion | Miércoles
Nombres

Pino, 19137241 1
Jesus

Chati, 22294652 1
Diana

Blanco, |19269041 2
Leonardo

Campos, |17387288 2
Alexander

Khandji, |19594668 2
Moénica

Salas, 19137557 2
Madering

Tiberio, |[17143076 2
Maryelyz
Salvatierra, | 17042160 2
Ronaldy

Viernes

Observaciones
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REPUBLICA BOLIVARIANA DE VENEZUELA

MINISTERIO DE EDUCACION CULTURAY DE PORTES

INSTITUTO UNIVERSITARIO EXPERIMENTAL DE TECNOLOGIA

EXPERIMENTAL DE LA VICTORIA

LA VICTORIA

LA VICTORIA. ESTADO ARAGUA

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

(MAI-203)

PERIODO: 2007-I HORAS PROGRAMADAS: 64

CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

SEMANA CONTENIDOS EVALUACION
1 Funcién primitiva. Integral indefinida.
Propiedades. Integrales inmediatas
2 Integraciones por sustitucion. Integracion por
partes
3 Integracion por partes. Integracion de PP1-20%
funciones racionales
4 Integracion de funciones racionales. Integraciéon de
funciones trigonométricas
5 Integracién por sustituciones trigonométricas PP2- 20%
6 Integral definida. Propiedades fundamentales de la
integral definida.
7 Funciones definidas por integrales. Teorema
Fundamental del Calculo, Teorema del valor medio para
integrales. Propiedades de la integral definida.
7 La integral vista como una sumatoria. Aplicaciones de la
integral
8 Calculo del area de regiones limitadas por funciones PP3-20%
continuas
9 Calculo del volumen de sdlidos de revolucion.
Volumenes de sdélidos.
10 Calculo del area de la superficie de un sdélido de
revolucion. Longitud de arco
1 Aplicaciones a la economia y modelos varios
12 Integrales impropias. Convergencia de integrales PP4-20%
impropias
13 Criterios de convergencia de integrales impropias
14 Integracion numérica: Newton, Trapezoidal y parabdlica o
de Simpson. Error de una aproximacion
15 Aplicaciones de integracion numérica.
16 Aplicaciones varias de la integral.
PP5-20%
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Bibliografia
Larson, Hostetler y Edward. Calculo. Editorial Mc Graw Hill Volumen 1. Espana. 1999

Edward y Penney. Calculo con Geometria Analitica. Editorial Prentice Hall.
Hispanoamérica. México. 1996

Edwin J. Purcell, Dale Varberg. Calculo con Geometria Analitica. Editorial Prentice
Hall. 1992
Hispanoamérica. México.

Piskunov N. Calculo Diferencial e Integral. UTEHA. Grupo Noriega Editores. México.
1983
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UNIVERSIDAD DE CARABOBO
FACULTAD DE INGENIERIA 2 TRD
VALENCIA -VENEZUELA i

ESCUELA DE INGENIERIA MECANICA

PROGRAMA SINOPTICO
DEPARTAMENTO Y/ O CATEDRA: MATEMATICA REQUISITO:mA1B01-MA1B02 FECHA: 082001 .
AREA DE FORMACION; CIENCIAS BASICAS CARACTER: OBLIGATORIO .

cODIGO . ASIGNATURA T P L HT uc |
MA2B03 _ ANALISIS MATEMATICO 1| 3 2 0 5 4 . °
JUSTIFICACION:

La asignatura esta estructurada de tal forma que los estudiantes adquieran un conjunto de conocimientos basicos del
catculo integral que le permiten desarrollar habitos de pensamiento logicos con los cuales podran afrontar con éxito
muchos problemas de aplicacion. También proporciona herramientas necesarias para la comprension de conocimientos
posteriores de la camera. Ademas suministra las herramientas matematicas que le permitiran alcanzar madurez en el
enfoque de problemas relacionados o no con su profesitn, asi como también lo ejercitan en las técnicas para analizar,
solucionar problemas y tomar decisiones.

OBJETIVO GENERAL :

Aplicar los conocimientos para resolver problemas analiticos, geométricos y fisicos de utilizacion frecuente en el campo
de la Ingenieria. Manejar el lenguaje del calculo integral y series, en forma clara, predisa, y ordenada. Desarroltar el
habito de razonamiento lagico estimulando la creatividad y el sentido critico. Comprender y usar los conceptos
matematicos necesarios en el aprendizaje de conocimientos posteriores. Constalar la aplicabilidad de Ia asignatura en
los sucesos de la vida cotidiana.

CONTENIDOS:
UMNIDAD |. Tema 1. Intsgral indefinida, El diferencial de una funcion y sus propiedades. Definicion de integral indefinida.
Antiderivadas. Teorema de Antiderivacion. Relacién con los diferenciales. Propiedades de la integral indefinida. integrales
inmediatas. Tema 2. Métodos de imegracion: Por descomposicién en sumandos, por cambio de variable, por sustitucion
y sustitucién trigonométrica, por partes. Infegracion de funciones trigonométricas e hiperbélicas mediante: Cambio de
variable, identidades, formula de Euler. Integracién de Funciones Racionales: Raices Reales: distintas y repetidas.
Raices Imaginarias: distintas y repetidas. Método de Hermite. Integracion de funciones trigonométrica racionales en senx
ym.mmwmm.lmmmm.mmmhm
indefinida: Problema geométricos y fisicos. UNIDAD . Tema 1. integral definida: Infroduccion. Participaciones de un
intervalo (a,b). Definicion de: longitud, subintervalo del intervalo (a,b). Didmetro de una particion del intervalo (a,b).
Sumas superior, inferior y de Riemann de una funcion sobre una particién de (a,b). Definicién de: Integral superior,
inferior, de Riemann. La integral definida como limite de suma. Funcién Integrable. Integrabilidad de funciones continuas
y de funciones mondtomas. Propiedades de la integral definida. Teorema del valor medio para integrales. Teorema
Fundamental del Caiculo de variable en una inlegral definida. Tema 3. Inlegrales Impropias. Tema 4. Aplicaciones de la
integral definida: Calculo de areas planas. Coordenadas Cartesianas. Coordenadas Paramétricas. Coordenadas polares.
UNIDAD Ii. Tema 1. Series Numéricas: Dsﬁidhdemwiem.ﬁmsdesuies.&miﬂndewpum.
Definicion de gencia y de diver . Serie geoméftrica. Serie telescopica. Serie P. Teorema de condicion
necesaria de convergencia. Criterio del lrmino enésimo para series divergentes. Propiedades de convergencia. Criterio
de convergencia: de comparacién, de comparacion por limite, de la integral, de la razén o codiente. De la raiz enésima,
de Raabe. Convergencia de una serie altema: Criterio de Leibniz. Error de series alternas. Convergencia absoluta.
ia condicional. Propiedades. Tema 2. Series de Potencias: Definicion de: Serie de Polencias. Region de
convergencia. Serie de Taylor. Serie de Maclaurin. Definicién e integracién de series de potencias. Operaciones bdsicas
para series de potencias. Serie binomial.

ESTRATEGIAS DE ENSENANZA
Exposicion teérico - practica. Resolucion de problemas. Trabajos en grupos.
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UNIVERSIDAD CENTRAL DE VENEZUELA
FACULTAD DE INGENIERIA
cicLo BAsICO
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA

CALCULO Il (0252)
SEMESTRE 1- 2006

EVALUACION

La evaluacién de curso consistira en:

« EXAMENES PARCIALES: Se realizaran tres (3) examenes parciales tedricos
practicos, en las semanas indicadas en el cronograma estimado y con los contenidos
que en él se indican. Cada profesor fijard con sus alumnos la fecha de estas
evaluaciones.

La inasistencia a dos (2) exdmenes parciales trae como consecuencia la pérdida
de la materia. La nota final del curso sera el promedio de los tres examenes parciales.

» EXAMEN DE RECUPERACION POR PARCIAL: Es un examen departamental
aue se realiza en.la semana, dia y hora que fije control de estudio. Ofrece al estudiante
la oportunidad de recuperar la menor de las notas obtenidas en las evaluaciones
parciales mediante un examen cuyo contenido sera el mismo del parcial. Tienen
derecho a presentar este examen los estudiantes que hayan acumulado un minimo de
diecisiete (17) puntos en los otros dos parciales.

Asl mismo, el examen de recuperacién ofrece al estudiante la oportunidad de
recuperar un-parcial que haya perdido por causas justificadas, la cual ha debido ser
notificada al profesor. :

La nota obtenida por el estudiante en el examen de recuperacion sustituird
totalmente la calificacién previa en dicho examen.

« EXAMEN DE REPARACION: Esta evaluacién se realizara en la fecha que fija a
tal fin la oficina de control de estudios. Tendran derecho a presentarlo los estudiantes
que hayan asistido al menos a dos (2) parciales realizados durante el semestre.

Al entregar el resultado de las evaluaciones el profesor debe fijar fecha, hora y lugar de
la revisién de prueba. Todo estudiante tiene derecho a la revision de prueba.

CONTENIDO
+ PROGRAMA SINOPTICO

Tema 1: La integral indefinida o antiderivada.
Tema 2: La integral definida.

Tema 3: Integrales Impropias.

Tema 4: Aplicaciones de la integral definida.
Tema 5: Series numéricas.
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 APLICACIONES DE LA INTEGRAL DEFINIDA.

Tema 6: Series de Potencias.

« PROGRAMA DETALLADO

1 LAINTEGRAL INDEFINIDA O ANTIDERIVADA.

1.1 Primitiva de una funcion.

1.2 \ntegrales inmediatas. Tablas de integrales.

1.3 Propiedades de la integral indefinida.

1.4 Métodos de integracion:
141 Cambio de variabla o sustitucion.

: 1.4.2 Por partes.

1.43 Integracion de funciones trigonométricas. Cambio universal. Férmulas de
reduccion.

v 1.4.4- Integrales con trinomios de segundo grado.

. 1.45 Integracion de funciones racionales por descomposicion en fracciones
parciales elementales.
1486 Integracion de funciones irracionales mediante sustitucién de funciones
trigonométricas.

. LA INTEGRAL DEFINIDA.

2 1 Introduccién. Particién de un intervalo. Notacién de sumatoria. Propiedades.

2.2 Area bajo la curva. Sumas superiores e inferiores.

2.3 Integral definida: concepto y propiedades.

24 Teoréma del valor medio para integrales. Teorema fundamental del caiculo
integral.

2 5 Calculo de integrales definidas. Teorema de sustitucién. Integracién por partes.

. INTEGRALES IMPROPIAS.

3.1 Concepto y clasificacion. Notacion.

3.2 Ejemplos de integrales impropias.

3.3 Conceptos de convergencia y divergencia.

3 4 Criterios de convergencia: comparacion directa y al limite.

4.1 Area entre curvas.
4.2 Volumen de un solido.
421 Método de las secciones paraieias.
422 Solidos de revolucién: método de discos y capas cilindricas.
4.3 Longitud de una curva dada en forma explicita y en forma paramétrica.
4 4 Area de una superficie de revolucion.
4.5 Momento y centro de masa de una l&mina y de un alambre
4.6 Teorema de Pappus.
4.7 Trabajo de una fuerza variable. Resortes. Vaciado y llenado de tanques.
Gravitacién universal (opcional).

_ SERIES NUMERICAS

5.1 Sucesiones. Convergencia.

5.2 Definicion de serie numérica.

5.3 Suma n-ésima parcial.

5.4 Convorgencia y divergencia de series numaérncas

5 5 Series particulares: geometricas, telescopicas y armonicas. Propiedades.
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5 6 Series alternas. Criterios de convergencia. Estimacién del resto.
6. SERIES DE POTENCIAS

6.1 Definiciones.

6.2 Convergencia. Radio e intervalo de convergencia.

6.3 Derivacion e integracion de series de potencias.

6.4 Desarrollos de funciones en series de Taylor y MacLaurin.

BIBLIOGRAFIA

« Guerreiro C. y Rios A.: "Calculo II". Edit. Departamento de Matematicas Aplicadas
UCV- Ingenieria. 2005.

« Thomas: “Calculo de una Variable”. Edit. Pearson. 2005

. Thom'as: “Calculo en varias variables”. Edit. Paerson.2005

« Larson, Hostetler y Edwards: “Célculo” Vol. 2. Edit. Mc. Graw Hill 1995
« Leithold L. “El Célculo con Geometria AnaIit‘gcg". Edit. Harla.

« Smith y Minfon: “Caleulo. Vol 1. Edit McGraw Hil,

« Stewart J.: “Célculo de una Variable”. Edit. Thomson Learning.
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qLeysLICA DE VENEZUCLL
MINISTER'C T EDUCaAlIOn
cimTCCIOn CPlarfma, SICTOmia, I ECLCAC IO SuP(mIp

INSTITUTO UNIVERSITARIO EXPERIMENTAL

—— DE—TEENOLOG!A DE LA VICTORIA
(& VICTORIA  ESTZDO  &RaGua

T

f XPp v R LAY
| vawvicTtoria |-

'DEPARTAMENTO DE
CIENCIAS BASICAS

-PROGRAMA
ASIGNATURA. MATEMATICA 1II

[/ semEsTRE T e |1/ms | uc
R 2do. 4 2 6 l Sj

‘.

OBJETIVOS GENERALES

Analizar problemas técnicos enmarcados en el campo de la Mecanica,
dentro de una perspectiva de correlacién con otras areas de la - es
pecialidad utilizando la metodologia adecuada y herramientas tales
como ¢ El Caleculo Integral, Resolucién de ecuaciones diferencia-
les de primer y segundo orden, con coeficientes constantes, ta -
transformada de Lapiace y la integral doble, que permita el abor

daje de situaciones complejas en el contexto futuro de desempeito.
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PROGRAMA

DEPARTAMENTQ
ASIGNATURA.  yATEMATICA IT
‘C00|GO: HAM205
([ semEsTRE T ™ fTms |
a k 2do. 4 2 6 ¢
- 4
f C ONTZE.E NI D OS CBJETIVOS TERMINALES '_‘l'“
UNIDAD 1 CALCULO INTEGRAL Y SuUs APLI
’ CACIONES - El estudiante al término de la
unidad, deber3 ser capaz de 2C

1.1.

l.2.
1.3.
L4,
1.5.

1.6.
1.7,
1.8.

1.9,

1.10
1.11

1.12

Definicidn de primitiva de una -
funcién - .

Integral indefinida

Integral definida.

Propiedades de la integral
Primero y segundo teorema funda-
mental del calculo integral.
Métodos de integracidn :sustitu
cidn e integracidn por partes
Integrales Trigonamétricas
Sustituciones trigonometricas
Método de las fracciones parciales

simples

Area bajo la grafica de una funcién

Longitud de Arco de una funcidén -
real

Volumen de solidos de revolueién

336

1.1. Mostrar destreza en el cil
culo de integrales por sus
titucion y por partes. Y
otros métodos

2.2. Aplicar la integral defini

da, en la resolucién de
problemas -geométricos y fi
sicos referentes a la Mecd
nica,

a partir del marco

tedrico analizado




PROGRAMA

DEPARTAMENTQ
ASIGNATURA:  yATEMATICA II
CooIGa HAM205
fszucsrn( T TP {T/HS | L
% \ 2do. 4 2 [ N
7 coNTENIDOS CBJETIVOS TERMINALES ;
CALCULO INTEGRAL Y SUS APLL

UNIDAD 1

1.1.

*7 1.2.

1.3.
l.4,
1.5.

l.s.
1.7.
1.8,

1.9,

1.10
1.11

CACIONES

Definicidn de primitiva de una -
funcién - )

Integral indefinida

Integral definida.

Propiedades de la integral
Primero y segundo teorema funda-
mental del cdlculo integral.
Métodos de integracion : sustitu
cidén e integracidn por partes
Integrales Trigonométricas
Sustituciones trigonométricas
Método de las fracciones parciales

simples

Area bajo la grifica de una funcién

Longitud de Arco de una funcién -
real

Volumen de solidos de revolucién
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El estudiante al término de la

unidad, deberd ser capaz de

1.1,

2.2,

Mostrar destreza en el cal
culo de integrales por sus
titucion y por partes. Y
otros métodos

Aplicar la integral defini
de

problemas geométricos y fi

da, en la resolucién

sicos referentes a la Meca

nica, a partir del marco

teérico analizado
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( ONTENI1TDOS OBJETIVOS TERMINALES :-f
1.13  Area de una superficie de revo _
lucién
‘l.lh Trabajo efectuado por una fuer
za integrable
1.15 Momento de inercia, Centro de >
masas, Centroide £
1.16 Integrales Impropias
i ‘1.17 Tipos de integrales impropias
1.18 Definicion de integral impropia _
convergente
1.19 Criterios de convergencia
UNIDAD 2 ECUACIONES DIFERENCIALES }
2.1 Definicidn de Ecuacién Diferen - |- Resolver Ecuaciones Diferenciales 20?
cial de primer y segundo orden, con - l
2.2. Ecuaciones diferenciales ordina- coeficientes constantes, que rigen
rias, parciales, lineales, homo el estado de un sistema Hecénic.o ,
’ geneas + a partir del marco tedrico analiza
2.3. Orden de una Ecuacién Diferencial do. -
2.4. Ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden :
2.4.1. .En variables separables
2.4.2, Homogéneas en X, y
2.4.3. Exactas
2.5. Factor integrante de una Fcua -
cién diferencial de primer orden i
y lineal ;
2.6. Ecuacion diferencial de Bernoulli




CONTENI1DOS 2BUETIVCS TEARMINALES

NY lor)

2.10

2,11

2.12
2.13

Problemas de valores iniciales del
_ tipo:

—(PZ) ty' + Plx)y = Q(x)

"
o

(1) :y' + P(x)y

y(%o)

]
<

y(xoL = Y

Soluciones particulares y genera -
les

Problemas que conducen a resolver

una Ecuacidn Diferencial de Primer
Orden

Ecuaciones Diferenciales de Segun-
do orden a Coeficientes Lineales

2.10.1 Homogénea

2.10.2 No Homogénea

Polinomio caracter{sticos de una -
Ecuacion Diferencial de segundo or
den

Operadores Diferenciales

Solucion general de la Ecuacién :
(H): ay" + by' + cy =0

Solucidn general de la Ecuacidn :
(N-HY: ay" + by' + cy = Q(x) .

Métodos de Variacidn de Pardmetros
Métodos de los Coeficientes Indeter

minados
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(

CONTEN

D O s

OBJETIVOS TERMINALES

UNIDAD

2.17

3.1.

3.2,

3.3.

3.4,

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.
3.9.

3.10

3.12

Problemas que conducen a resolver
una Ecuacion Diferencial de segun
do orden, con coeficientes cons-

tantes,
LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Definicidn de la Transformada de
Laplace

Propiedades de 13 Transformada de
Laplace

Transformada de Laplace de func{g
nes elementales

La Transformada de Laplace de una
funcidn periddica

Funcién escalonada unitaria de -
Heaviside

Definicidn de Convolueién de fun-
ciones

La Transformada Inversa de Laplacé
Férmulas fundamentales

Método de las fracciones parciales -
simples, ' para calcular transforma
da inversa de Laplace

Célculo de transformada inversa de
Laplace, utilizando el teorema de
Convolucion

Resolucidn de ecuaciones diferencia
les utilizando la Transformada de -
Lapl ace

Aplicacidn de 1a Transformada de La
place en el cilculo de la funcidn -

de transferencia de un sistema meci

nico.

4

El estudiaite al términc de la Unji

dad, deierd ser capaz de :

3.1. Resolver problemas de valores
iniciales, utilizando la -
transformada de Laplace

3.2, Utilizar 1a transformada de -
Laplace, para calcular la -

-y funcidn de transferencia de -
un sistema mecdnico, a partir

del marco tedrice analizado
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E NI DO S OBJETIVOS TERMINALES —~

CONT_..

UNIDAD 4 : CALCULO EN VARIAS VARTABLES

4.1, Funclones de dos o mas variables | - Aplicar la integral doble a pro-
4,2, Limite y continuidad de una fun- blemas que involucren el cdlculo
cién de dos variables de : Area, Vélumenes, Momentos -
4.3, Limites Unidimensionales, Bidi - de Inercia, etc., a partir; del
mencionales e Iterados marco teéricc analizado
4.4, Derivadas parciéles
) 4.5, El gradiente de una funcidn de 2

o mds variables

4.8. Derivada Direccional

4,7, Interpretacion Geamétrica del -
Gradiente y Derivada Direccional

4.8, Funciones compuestas

4.9, Regla de la cadena

4,10 Definicidn Integral doble de una
funcidn definida y acotada en un

i rectangul ar
) 4.11 Calculo de integrales dobles, por

integracion unidimensional reite | -
rada

4.12.  Intercambio en el orden de inte -
gracidn

4,13 Integrales dobles extendidas 3 re
giones mas generales

4.1 Cambios variables en la Integral
doble

4.15 Cambio de Coordenadas polares

4,16 Aulicaciones de 1a Integral doble
al cilculo de : Area, Vélumenes |

Centro Masa, Momentos de Inercia
4,17 Extensiones a la Integral Triple

m \

¢ p—-

— MECINIC A
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MINISTERIO DE ED'*~ACION
DRECIION GENERAL SECTORIAL DL JUCACION SUPERIOR

INSTITUTO  UNIVERSITARIO EXPERIMENTAL
DF TECNOLOGIA DE (A VICTORIA
LA VICTOMA — ESTADO ARAGUA

Nim,

ESTUDIOS BASICOS

Asiguafura: Matemdtica II Horas por Semestre: 108
Cédigo T MAE205 ‘ Horas por semana : ' .
Prelacién : MAE105 Teoria . =
Semestre : II ’ Trabajo Prictico : 2

Unidades Crédito: S

NO DERL VRATARSE MAN OE UM ATUNTD IN DABA OFiCIR

OBJETIVOS GENERALES:

Al finalizar esta asignatura el estudiante estard en capacidad de:

- Utilizar el Cilculo Integral en la resolucién de problemas

- Resolver ecuaciones diferenciales

= Aplicar las ecuaciones diferenciales en la resolucién de problemas

-iplicar la transformada de Laplace en la resolucién de problemas

Av. Rlczurte - rs, ‘naustrial SOCD-fte. Maviplancs - Telfs. (044) 214723-215031 - Apartado 109

1

-2gizs Joczzf 120 - Teiex: 44130 1UT. LY . VC - Fax 215445

342



- MINISTERIO- DE” EDUCACION: TE N
I"TITUTO UNIVERSITARIO EXPERIMENTAL -
OE TECNOLOGIA DE LA VICTORIA:
DEPARTAMENTO DE ELECTRICIDAD
[ _conTewnrnos OMIETIVES  TERMINALES P i
[; I INTEGRALES. « _ _ _
Definicién de primitive, cilculo | - Al tinalizar la uniddd el esty |30 |1
.de algunas integrales sencillas por diante estaré en capacidad de:
R _/deflniciﬁn, funcicnes integrables utfitizar los diferentes nitn-
Definicién de” Rieman ' ~ dos de Integraciém para el
ler. y 2do. :eorem del cSleuio iny. gélculo de Integrales,. .
tegrai. o R - ' 7
_ .. % .« "1 « Aplicar el cilculo integrat &-
Hétodos. de Intggracién. sustituclonf - ‘lar resolucién de problemas.
-por partes. _ .. .
Integracidn: de funcibrjes que con<- | B J}
_ teagam un. trinornlo de- sagundc gradul ) -—
Integraclén de funr.lones ra:lonales
lntegraclﬁn de funclones Irraciona~
les.
Integracion de func!ones trigonomé _
tricas , e o
- Aplicacfones del cflculo Integral, - ' B
cSlculo de Sreas longitud de- arco. . %

Y trabajo realizado: por una fuerza ' _
lntegral L L2
lntegrales Improplas _ . . Ry -

t I1.ECUACTONES DIFERENCIALES. : = L. . -
Def de. ecuacion: di- ferencial,orden - Resolver e'cmg-imes_d{fgrgmji_‘ 221:
de una. ecuacidn dlferenclal ordina Tes de primer y segundo ordem’
ria, diferenclar una eciacisn dife | - . yeilizar las ecuaciones_dife~
rencial: ardlnar[a de los. parcllles ) renciales en la. ,.,.,;..:.'an.-_dqg .
Ecuaciones diferenciales. lineales problemas. de circuitos: RC-LH‘._ sl
- - Ecuaclmdiferencial homogéneas . en series, paralelo y seriu_bﬁ, 3
: : Fcua:iﬁ?s;.ffll ferencial de ter.grden’ - ralelo. RECITY F“ : F
Hitodo de separacidn de variable ) ’
e Ptuacifn da Yaeaaniti - —
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CUHTENI‘DO,S

ORJETIVES TERNINALES. -

N Hy
T

IIT,

; . Problemas de va lores iniclales défl:_l_

a) y' +.P(x)y =0 i
’ [ Y(o) <Yo !
By PGy gt
R A IS

. todo de varfacisn de parimetros,.

.Ecuacién que rige.el estado de un 4
elreculto RCL » €N serie en paraleilo

. Solucidn de Ecvaciones diferencia-

Ecuaclones d iferenciales de *segundo.
orden, ecuaciones lineales ﬁom'gé-

neos de segundo orden
tes caﬁstantes. .
E.D.0. no homogéneos- de- segundo:gf'.
den con cueficientes constantes. M

Método de coeficlenteas indetermina-
do.

Y serie paraldlo- : /

Hasa, resorte, 3mortiguador, oscila
clones forzadas. Resonancia.

TRANSFORMADA DE. LAPLACE. s
Definicidn, teoremas; formulas- ele~
mentales la trans formada de- laplace
de una funeigq PeriGdica, escalona~-
da. unitaria de heaviside

Trans formacién inversa, (Fracciones
parclal'es/convolucl&n tablas,.

Lineales . .

con .cqéficia_ll .

Circuitos

= Resolver problemas. de valores
_Iniclales usando la transfor-
mada de laplace y sy inversa,
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REPUBLICA DE VENEZUELA
MINISTERIO DE EDUCACION
DIRECCION GENERAL SECTORIAL DE EDUCACION SUPERIOR

-
lm. INSTITUTO UNIVERSITARIO EXPERIMENTAL
DE TECNOLOGIA DE LA VICTORIA

EXPERDENTAL
LA vacTORIA LA VICTORIA - ESTADO ARAGUA

ADMINISTRACION

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS BASICAS

Asignatura: MATEMATICA II Horas por Semestre:80
Cédigo : MAA-204 Horas por Semana
Prelacién : MATEMATICA I Teoria: 3

Semestre : I1 Trabajo Prictico: 2

Unidades de Créditos: 5

OBJETIVOS GENERALES:

Al finalizar esta asignatura, el estudiante estari
en capacidad de :

- Aplicar el cédlculo integral en la resolucién de
problemas de economia.

- Aplicar el cdlculo Matricial en la resolucién de

problemas de economia.

Av. Universidad (al lado comando FAN-Peaje) y Av. Ricaurte, Urb. Industrial SOCO (frente Maviplanca) Teléfonos (044)
214878-214723 Fax (044) 215031- Apartado 109 - Cédigo Postal 2121 - LU:E:T:-L:V.
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UNIDAD I

1.1. Funcion Primitiva

1.2. Integral Indefinida

1.3. Propiedades de la Integral Indefinida

1.4. Integrales Inmediatas

1.5. Integracién por cambio de variable o sustitucién
1.6. Integracién por parte

1.7. Integracién de funciones Racionales

1.8. Integracién de Funciones Trigonométricas

1.9. Integracién por sustitucién Trigonométricas
UNIDAD II

2.1. La integral definida (Férmula de Barrow)

2.2. Propiedades fundamentales de la integral definida
2.3. Funciones definidas por integrales

2.4, Teorema Fundamental del cdlculo

2.5. Cambio de variable en una integral definida

2.6. Aplicaciones de la integral definida:

- Cédlculo del 4rea de una regién limitada
funciones continua.

- Volumen de S6lidos de revolucién

- C4lculo del &rea superficies de revolucién
- Formula del valor medio de una funcién

- Aplicaciones a la economia
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UNIDAD III

Integrales impropias
Integrales Impropias en un Intervalo infinito
Criterios para establecer la convergencia de
integrales impropias.

Integrales Impropias no acotadas

UNIDAD IV

Matrices—- Definicién- Elementos- HNotacién

Oden de una matriz cuadrada

Tipos de matrices: Uatriz columna, Matriz
fila, Matriz nula, latriz opuesta, Matriz dia-
gonal, Matriz triangular, Matriz simétrica,
Matriz inversa y Matriz Identidad.

Igualdad de Matrices

Operaciones con matrices:

- Adicidén y sus propiedades

- Sustracién

- Multiplicacién de un escalar por una matriz
- Multiplicacién de matrices y sus propiedades
Algunas matrices notables:

- Matriz escalonada por filas

- Matriz escalonada reducidas por filas

Operaciones elementales con filas

347



-

UNIDAD V

5.1. Sistemas de ecuaciones lineales
5.2. Sistemas compatibles e Incompatibles

5.3. Método de Gauss-Jordan para resolver sistemas de
de ecuaciones.

UNIDAD VI

6.1. Determinante- Definicién- Notacién

2. Propiedades de los determinantes

6.3. Método de los coefactores para hallar el determi-
nante de una matriz.
6.4. Matriz Adjunta

A= ADJ (aYH)

det (A)
6.5. Inversa de una matriz por Gauss Jordan

6.6. Regla de Cramer para resolver sistemas de n-ecua-
ciones con n-Incognitas.

l‘
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Republica Bolivariana de Venezuela
Ministerio de Educacion Superior
Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria

EXPERIMENTAL

LA VICTORIA La Victoria. Estado Aragua

Papel de trabajo:

Calculemos las siguientes integrales con ayuda del software MAPLE:

Con Maple
X > =1 .
l.je dx Int (exp(x),x)=1int (exp(x),x);
Con Maple
dx .
Z.I > > Int (1/(1+x72),x)=int (1/(1+x"2),x);
1+x
Con Maple
> with (student) ;
3 J' 2x dx >a:=Int (2*x/ (x"2+1)"3,x) :a;
’ (x2+1)3 > changevar (x"2+1=u,a,u) ;
> value (%) ;
> subs (u=x"2+1, %) ;
Con Maple
X > with (student) ;

4'J. 2x_1dx >b:=Int (x/sqrt (2*x-1),x) :b;
> changevar (sgrt (2*x-1)=u,b,u) ;
>value (%) ;

dx Con Maple
S,I— >Int (1/sqgrt (1-x"2),x)=int (1/sqrt (1-x"2),x);
1—x?
Con Maple

> with (student) :

6_[ 1 i >c:=Int (1/(sqrt(x)* (l+sqrt(x))),x):c;
: \/;(1+\/;) > changevar (1+sqrt (x)=u, c,u) ;

>value (%) ;

> subs (u=l+sqgrt (x), %) ;
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7._[ 1+ g xdx

g (0407,

X

10. Ie’“ cos(e”)dx

ll.Ixezxdx

12.Ixcosxdx

Con Maple
> Int (sqgrt (l+tan(x)*2),x)=int (sqgrt (1+tan (x)"2),x);

Con Maple
> with (student) ;
>e:=Int ((1+1ln(x))"2/x,x) :e;
> changevar (1+1n(x)=u,e,u);
>value (%) ;
> subs (u=1+1ln(x),%):

Con Maple
> with (student) ;
> f:=Int (exp (3/x)/x"2,x):f;
> changevar (3/x=u, f,u) ;
>value (%) ;
> subs (u=3/x,%) ;

Con Maple
> with (student) ;
> g:=Int (exp(x) *cos (exp (X)) ,x) :g;
> changevar (exp (x)=u, g, u) ;
>value (%) ;
> subs (u=exp (x) , %) ;

Con Maple
> with (student) ;
>h:=Int (x*exp (2*x),x) :h;
> intparts (h, x) ;
> value (%) ;
> h=%;

Con Maple
> with (student) ;
>1i:=Int (x*cos(x),x) :1;
> intparts (i, x);
>value (%) ;
> 1=5%;

Con Maple
> with (student) ;
> =1/ (x* (x=1)* (x+2) ) :73;
> convert (j,parfrac, x) ;
>map (Int, %, x);
> value (%) ;

oo T




3] dx

x(x—=1)(x+2)

x—38
14| ——
J‘x3 —4x’ +4x

Con Maple
> with (student) :
>k:=(x-8)/(x"3-4*x"2+4*x) : k;
> convert (k,parfrac, x) ;
>map (Int, %, x);
>value (%) ;

3
X
15. | ———dx
J.\/16—962

Con Maple

> with (student) :

> Int (

x"3/sqrt (16-x72),x)=int (x"3/sqrt (16-x"2),

x);

dx
16. | ——
J-x\/xz -4

Con Maple

> with (student) :

>Int(1/(x*sqgrt (x"2-4)),x)=int (1/ (x*sqgrt (x"2-4)),

X) ;

17 IL
J Ssenx+3

IS.J.xB’\/l—xzdx

19. I xzezxdx

Con Maple
> with (student) :

>Int (1/(5*%sin(x)+3),x)=int (1/(5*sin(x)+3),

X) ;

Con Maple
> with (student) :
>l:=Int(xA3*sqrt(1— 2),x):1;
> changevar (x=sin(t), t);
> subs (sgrt (1-sin(t)” ) =cos (t), %)
> subs (sin(t)"3=sin(t)* (l-cos(t)"2),%);

> expand (%) ;
>value (%) ;
> 1=5%;

Con Maple
> with (student) :
>m:=Int (x"2*exp (2*x) ,x) :m;
>ml:=intparts(m,x"2) :ml;
>m2:=op(2,0p(2,ml)) ::m2;
>m3:=intparts (m2,x) :m3;
>value (%) ;
>m=op(l,ml)-%;
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20.] =

—5x+2

dx

Con Maple
> with (student) ;
> fi=x->1/(3*x"2-5*x+2) ;
> completesquare (denom (f (x))) ;
>o0:=Int(1/(%),x):0;
> changevar (x- (5/6)=u, o, u) ;
>value (%) ;
> subs (u=x-(5/6),%) ;
> Int (f(x),x)=%;
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Republica Bolivariana de Venezuela
Ministerio de Educacion Superior
Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria

EXPERIMENTAL

LA VICTORIA La Victoria. Estado Aragua.

Departamento de Ciencias Basicas
Prof. Luis Ernesto Capace Pérez

Sesiéon N°1 La integral definida

Introduccion

La finalidad de esta sesién es la comprension del concepto de integral
definida y establecer vinculos con lo que ya se conoce de la integral
indefinida y los métodos de integracion.

Objetivo General

Comprender el concepto de integral definida y sus propiedades.

Recursos: Material de apoyo, uso del laboratorio de informatica con el software Maple
(un operador simbdlico y grafico para matematica y herramienta de calculo) y pizarra
y marcadores.

Actividades con el software MAPLE
Sesioén 1

Actividad 1:

> with(student);

> f:=x->sqrt(3+x”*2);

> plot(f(x),x=-2..6,y=0..7,thickness=2);
> rightbox(f(x),x=-1..4,3);

> rightbox(f(x),x=-1..4,25);

> rightbox(f(x),x=-1..4,100);

> leftbox(f(x),x=-1..4,3);

> leftbox(f(x),x=-1..4,25);

> leftbox(f(x),x=-1..4,100);

> middlebox(f(x),x=-1..4,3);

> middlebox(f(x),x=-1..4,25);
> middlebox(f(x),x=-1..4,100);

Actividad 2:
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> restart:

> with(student);

> g:=x->x"2-3*x+5;

> plot(g(x), x=-5..5,y=-3..15,thickness=2);

> middlebox(g(x),x=-1..4,4);middlesum(g(x),x=-1..4,4);

> evalf(%);

> middlebox(g(x),x=-1..4,25);middlesum(g(x),x=-1..4,25);
> evalf(%);

> middlebox(g(x),x=-1..4,65);middlesum(g(x),x=-1..4,65);
> evalf(%);

Actividad 3:

> restart;

> with(student);

> Sum('k','k'=1..n) = sum('k’, 'k'=1..n);

> factor(%);

> Sum('k*2',’k'=1..n) = sum('k*2', 'k'=1..n);
> factor(%);

Actividad 4:

> restart;
> Int(x*2,x=-2..1)=int(x"2,x=-2..1);

Actividad 5:

> restart:

> fi=x->x"2+1;g:=x->-x"2+3;

> solve(f(x)=g(x));

> plot({f(x),g(x)},x=-4..4,thickness=2);
> Int(f(x),x=-1..1)=int(f(x),x=-1..1);

> Int(g(x),x=-1..1)=int(g(x),x=-1..1);
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EXPERIMENTAL
LA VICTORIA

Republica Bolivariana de Venezuela
Ministerio de Educacion Superior

Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria

La Victoria. Estado Aragua.

INTEGRALES DEFINIDAS
Prof. Luis Capace

Enero 2008
Calcula las siguientes integrales definidas:
Integral Respuesta Integral Respuesta
2 7
1 1 9 1 2
1 — = dx 6 —dx
I SRE
1 1
2 10
(-12x)
2 e d } 1
)L 2eVr2e || o In(2)
-6
12n 2
; 1 1
3) f sin(x) dx _Eﬁ 8 21 " bx
347 X" +4
2
4)
2/3 1 1 9)
LS o 3 6.893586100
5+4 cos(x) j Ix2 =4 dx
0 -5
4
16 —x* ¢
5) 5 dx _§7T+ 3 10) fm(x)dx 1
X
1
2
18)
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3

I
" J<1><z>d

1 1 1
751n(3)+51n(2)+gln(5)

9 3
5 In(2) -7 In(3)

= .0655070979
2
12) 19)
3 7 11 98
[xine-nde | 4l f [2x+3 dx ?
2 3
13)
| -116 20)
j(l—x)ﬁdx 15 2 ln(ﬁ—l)
1
1 —— X
-1
14) o
! 40 21) | In(x*+1) dx (2)-2+Ln
sz(x3+l)dx 3 0 2
0
15) 22)
. 9
1 2 1-
[wfamsa | 33 g B2+ 4G
. 1+ﬁ
4
16) 23)
-3
x+2 1 1
x " 6 J'x(x_z)zdx Eln(3)+§—ln(2)
x?-15 8
4
17) 0
X LS 4
J X+x+1 9 78 1 1 1
B 2 | e $In(3) -5 In(2)
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MAI-203
Secciones 1y 2
Prof. Luis Capace

EXPERIMENTAL
LA VICTORIA

Aplicaciones diversas de la integral

1. La poblaciéon actual de una ciudad es de 3.000.000 y ésta esta creciendo
exponencialmente con una constante de crecimiento de 0,02. ;Cual sera la
poblacion promedio de la ciudad en los préoximos 50 afios?

2. Una empresa almacena 6000 unidades de un producto cada 4 meses. Si el
producto se vende continua y linealmente hasta carecer del producto a final
del cuarto mes. a) Deduzca la funcion inventario para los cuatro primeros
meses. b) Calcule el promedio de existencia del producto en el almacén en un
lapso de cuatro meses.

d_p _ 3000
di 140,25t
donde t es el tiempo en dias. La poblacion inicial (t=0) era de 1000. Escriba una

ecuacion que describa la poblacion en cualquier instante y calcula la
poblacién cuando t =3

3. El crecimiento de una poblacion de bacteria cambia a ritmo de

90000

4. La ecuacion de la demanda de cierto producto es : P=——— Calcula su
400 +3x

precio medio en [40,50].

5. Calcula el tiempo requerido para enfriar un objeto de 300 F° a 250 F° evaluando
10 300 1
22, 7-100

250

6. Los costos de mantenimiento de un departamento de produccién aumenta de
acuerdo con la antigiiedad del local donde funciona y se ha determinado que
la variaciéon en los costos, expresada en bolivares por aino del edificio donde
estd ubicado el departamento de produccidon, se puede expresar por
C'(x) =12000x> +2500000 donde x es la antigiiedad del local y C(x)es el

costo total acumulado en x afos.

7. Un pozo petrolero que produce 50 barriles de petréleo crudo al dia se agotara
dentro de cuatro afnos y ha sido estudiado que dentro de t meses el precio del
petroleo sera de 2000+0,3\/; por barril. Suponiendo que el petréleo

acumulado en la produccion mensual se vende totalmente al precio del
mercado en ese momento, calcular ;cual es el ingreso futuro obtenido de la
venta del petréleo extraido del pozo.
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8.

10.

11.

12,

13.

1
El costo marginal de una fabrica esta dado por E(x—fi)z bolivares por

articulo producido, cuando el nivel de produccién es x unidades. Deducir una
formula que permita calcular el costo total en funcion de los costos de
produccion en x unidades y de los gastos fijos CF (costo al nivel cero) y
calcule cual es el costo total en la produccion de 50 docenas de articulos, si
los costos fijos ascienden a 2000000.

Durante ciento periodos de 12 horas la temperatura al tiempo t (medida en
1

horas) fue de 47 +4t—§t2 grados. ¢ Cual fue la temperatura promedio durante

ese periodo?

Una familia espanola mantiene una reserva en euros que viene dada por
250 21.250  32.500
Et)="—¢+ 1+
27 27
promedio para el primer trimestre?

;0<7r<12 ¢Cual es la reserva en euros

La ganancia de los consumidores por una mercancia que tiene una curva de
A

demanda p= f(x) es I[f(x) —B]dx donde la cantidad demandadaes Ay el
0

precioes B = f(A).

Encuentre la ganancia (en dolares) de los consumidores para un producto con

500
curva de demanda p = —3 aun nivel de venta de 40.
x+10
Si un capital P, es colocado al ¥% anual la capitalizacion se realiza n veces
n
r
al ano. Para ello se obtiene la formula P= Po 1+ 1007 ahora bien si la

capitalizacion se realiza en cada instante del tiempo t, lo que equivale a decir

) P = p.el0 . v s .
n— oo se tiene que =P es decir una capitalizacion continua y la
férmula recibe el nombre de Ley del crecimiento exponencial.

Supdngase que se deposita diariamente en una cuenta de ahorros a razén de
Bs. 50.000.000 anual. La cuenta paga 7% de interés compuesto continuo. ;Qué
capital se tendra al cabo de 5 afnos?

Supdngase que se deposita diariamente dinero en una cuenta de ahorros a

una razén de $ 16000 anual. Determine el saldo al final de 4 afios si la cuenta
paga el 8% de interese continuos compuestos.
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14. Encuentre la ganancia de los consumidores (en délares) para un producto con

2
curva de demanda f(x) =50— 0,006X a un nivel de ventas de 20.

15. Una industria hizo un analisis de sus instalaciones de produccion y personal.
Con el equipo y numero de trabajadores actuales, la fabrica puede producir
3000 unidades diarias. Se estimé que sin cambiar la inversion, la razén de
cambio del nimero de unidades producidas por dia con respecto a un cambio

en el nimero de empleados adicionales es 80_6\/X donde X es el
numero de empleados adicionales. Encontrar la produccion diaria si se
aumenta 25 empleados a la fuerza laboral existente.

16. Un pozo petrolero produce 50 barriles de petréleo crudo al dia y se agotara
dentro de cuatro afos. Se ha estudiado que dentro de t meses el precio de
petréleo sera de 2000+0,3\/; por barril. Suponiendo que el petréleo

acumulado en la producciéon mensual lo vende totalmente al precio marcado
en ese momento. ¢¢Cual sera el ingreso futuro obtenido en la venta del
petréleo extraido de ese pozo?

17. Suponga que la poblacion mundial actual es de 5.500 millones y que la
poblaciéon dentro de t afios esta dada por la ley de crecimiento exponencial
0,023¢
P(l) = 5,56 Encuentre la poblacion promedio de la tierra en los
proximos 30 anos.

18. Una planta que produce llantas de automovil, encuentra que su costo marginal
por producir llantas es 0,04x+150dolares a un nivel de produccién de x

llantas diarias. Si los costos fijos son de $500 diarios, encuentre el costo de
producir x llantas diarias.

Bateria de situaciones varias de aplicaciones de la Integral Definida.

1. Calcula el area de la region comprendida por la grafica de la curva
f(x)=cosx, el eje x en el intervalo [0,7[].

2. Bosqueje la grafica de una funcién que exprese en cada punto del intervalo [-

3,3] el area bajo la curva y = x° +1
y

3. Calcula con la mejor aproximacién que puedas
el area bajo la curva, se desconoce la
expresion que rige la funcién.
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4. Calcula el area limitada por la grafica y el eje x en el intervalo [-3,3]. Vea la
siguiente figura:

6
5. Dada la funcién f(x)=1+—; . Calcula el area de la regién que ella encierra
X

con el eje x entre las rectas x=1y x=3.

1
6. Si '[f(x)dx =2 y | es siempre una funcion positiva. Entonces
0
f(x)<2,Vxe [O,l] justifica tu respuesta.
7. Sean fyg continuas en [a,b] con f(x)=—g(x) en todo el intervalo. ;Cémo

son las areas de las regiones que ellas encierran con respecto al eje x entre
ayb?

8. El siguiente sélido se obtiene al rotar entorno al eje x el tramo de la curva
y= 6x—x" entre dos y tres. ¢ Cual es el volumen del sélido? (Ver figura)

Lo T N O e T O SO )

9. Enuncia el Teorema del Valor Medio para integrales y aproximadamente en qué
punto de la siguiente grafica la funcién alcanza su valor medio. Justifica tu
respuesta.
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10. Se tiene una parcela rectangular de 20 x 50 metros. Se quiere
cubrir con baldosas un area de 800 m? y el resto dejarlo como
jardin. La region que se va a cubrir con baldosas tiene forma
de parabola como lo indica la figura. ; Qué parabola debemos
trazar?

11.Se quiere construir un muro de contencién

"_,.,—4
para evitar derrumbes en la carretera. Para
ello se requiere hacer un encofrado de
madera. El perfil a cubrir se muestra en la
figura y esta definido por la funcién .
1 .
f(x)=3+—parax>1  expresado en /
X' B b metros
metros. ; Cuanta madera se necesita? T /
T I metro

Vs
12. Calcula la longitud del arco de la grafica de y =In(cos x)entre x=0y x = Z

13. Al inicio de los afios setenta, la tasa anual de consumo de petréleo era dada
por 7(¢)=16,1>"” en miles de millones de barriles de petréleo al afio, donde
! es el numero de aios contados a partir de 1970. determina:

a) Determine la cantidad de petréleo consumido entre 1972 y 1974.
b) Bosqueje la grafica indicado el area representada.

14.La deforestacién es uno de los problemas mas importantes que enfrenta el
Africa del Sub-Sahara. Aunque el desmonte del terreno para la agricultura ha
sido la causa principal, la creciente demanda de madera como combustible se
ha vuelto un valor significativo. El pronéstico del Banco Mundial, la razén de
consumo de madera como combustible (en millones de metros cubicos) en el
Sudan ¢ afios después de 2007 esta dada aproximadamente por la funcién

C(t)=76,2¢""" . Determine la cantidad de madera para combustible que se
consumira de afio 2007 al 2010.

15. Determine el area limitada por las curvas y=2x"y y=x" —3x

16.La base de cierto sélido es un disco circular de diametro AB de longitud 2a.
Determine el volumen del sélido si cada seccion transversal perpendicular a
AB es un triangulo equilatero.
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17.Calculemos el area de la region R limitada por las graficasde y=Inx; y=0; x =
e.

18.Hallar el area de la regiéon R limitada por las graficas de las ecuaciones:
(x—2)°
y=—""-

2 2
Ly=—x+—,x=4
9 TS

19.Hallar el area de la regién R limitada por las graficas de las ecuaciones:

y:—§+1,x:—2,x:4,y:0

20. Hallar el area de la regiéon R limitada por las graficas de las ecuaciones:
2

X X
=—-2x+Ly=—+Ly=—x+5
y > y 3 y

21.Hallar el volumen del sélido de revolucién generado al girar alrededor del eje x,
la region limitada por la grafica de de y = \/; y=0,x=1,x=4.

22.Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar alrededor del eje x, la
. . . , . 2
superficie comprendida entre las parabolas con ecuaciones y=x",y=+x

23.Determinar el volumen del sélido obtenido al girar la regiéon del ejemplo
anterior, alrededor del eje y.

24.En cada caso calcular la longitud del arco de curva que se indica.

3
1. y:%(xz +2)A,desdex:0hastax:3

2. 9x’ =4y’ desde (0,0) hasta (2\/5 ,3)

4

1
3. xzy—+—,desdey:lhastay:2

4 8y2

25.Para estimar la superficie de un lago se han realizado mediciones que se
muestran en la figura. Estimar la superficie mediante la regla de los trapecios.
Las medidas estan en metros. Ver la siguiente figura
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26. Se inyectan cinco miligramos de colorantes en una vena que llega al corazén.
La concentracion de colorante en la Aorta, una arteria que sale del corazén, se

determina cada 2 segundos durante 22 segundos (véase la tabla). Sea c(7) la
concentracion en la aorta después de t segundos. Aplique la regla trapezoidal para

22
estimar IO c(t)dt

Segundos después | Concentracion
de la inyeccién (mg/litro)

0 0

2 0

4 0,6
6 1,4
8 2,7
10 3,7
12 4,1
14 3,8
16 2,9
18 1,5
20 0,9
22 0,5

27. Calcula el valor aproximado con 4 cifras decimales de cada una de las siguientes

integrales. Usa los métodos Trapezoidal y de Simpson.

dx n=6 b) L2\/1+x3dx n=2_8

) -L 1+x*

28. La tabla muestra la velocidad V(¢) registrada por los instrumentos de un
submarino que viaja bajo una capa de hielo polar directamente al polo norte.

b
Utilice la regla Trapezoidal y de Simpson para estimar la distancia s :I v(t)dt

recorrida por el submarino en un periodo de 10 horas de

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 h

Vit) | 12 | 14 |17 | 21 | 22 | 21 | 15 | 11 | 11 | 14 | 17 | Millas/h
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29. Una empresa almacena 6000 unidades de un producto cada 4 meses. Si el
producto se vende continua y linealmente hasta carecer del producto a final del
cuarto mes. a) Deduzca la funcion inventario para los cuatro primeros meses. b)
Calcule el promedio de existencia del producto en el almacén en un lapso de
cuatro meses.

30. Calcula el tiempo requerido para enfriar un objeto de 300 F° a 250 F° evaluando
10 %" 1

t=—o1
In2 < 7T-100

250

31. Una familia espafiola mantiene una reserva en euros que viene dada por
250 21.250  32.500
E(t)= 2+ t+

t
27 27
promedio para el primer trimestre?

;0<r<12 ¢Cual es la reserva en euros

365



Anexo F

366



Observacion del dia 23 -01- 08

El profesor hace un recuento de la integral indefinida sobre la que trabajé Newton. En
el dia de hoy se estudiara el trabajo de (Riemann), la integral definida.

Resefia historica. Problemas del siglo (XVII) 1) ; Como obtener rectas tangentes a una
curva? Pregunta que es una curva y el alumno respondié que una parabola, el
profesor aclara lo que es curva 2) ;Como determinar longitudes de curvas, areas de
regiones limitadas por curvas y volimenes de sélidos por regiones?

El profesor sugiere que los alumnos tomen apunte que luego se utilizara el
computador.

El profesor explica como obtener una recta tangente a una curva y pregunta como se
soluciona ese problema. Los alumnos no responden y el profesor aclara que es la
derivada.

En el problema a determinar areas de regiones limitadas por curvas.... (Hace el dibujo)
(Subraya el area determinada entre ellas dos). Pregunta como se calcula el area de un
triangulo, de una circunferencia, un rectangulo, etc. Explica que ese problema esta
asociado con la integral definida. Recuerda que para el estudio de area es necesario
conocer lo que es la cuadratura. Define la cuadratura. Los alumnos copian. Resefia
histérica.

Hipécrates ofrecié determinar la cuadratura del circulo. Explica y aclara que eso es lo
que hace la integral.

Dibuja en el pizarrén una curva limitada entre dos puntos. Especifica que es mas facil
hallar el area a través del computador.

Asigna la actividad N° 1 y entrega un resumen de la clase de hoy y la de mafiana.
Comienza dando las instrucciones que se van a seguir en el computador. Los alumnos
comienzan a trabajar en el computador, con el programa MAPLE. Explica los
comandos que aparecen en el computador y como deben aplicarlos.

Alumno senala que hay error en la guia de ejercicios. El profesor aclara duda al
estudiante en el computador. El profesor se va acercando a cada alumno para
observar el trabajo que realizan.

Los alumnos se interesan por las actividades con el Maple, durante éstas compartian
sus hallazgos, consultan entre si, porque se tardan mucho tiempo para graficar. El
profesor se acerca hacia dos alumnos que tienen problemas para graficar y les aclara

las dudas.
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Pregunta a los alumnos sobre el numero de rectangulos que se forman y como su
aumento se acerca mas al area requerida, los alumnos responden que cuando hay
nuevos rectangulos sobran mas espacios de la curva. Algunos alumnos que llegaron
tarde piden aclaraciones porque no pueden graficar.

Pregunta cuales son las conclusiones; un alumnos responde que a medida que
aumentan los rectangulos se acerca a la curva y el profesor le aclara que se acerca al
“area de la curva” Detalles de errores ortograficos en el pizarrén.

Pregunta que otras conclusiones se pueden obtener. Nadie responde, proporciona
mas informacién y un alumno da con la respuesta acertada. (2da. Conclusion)
Propone realizar actividad N° 2. Un caso donde se trabaje de valor medio y explica que
se van a utilizar otros comandos. A una alumna que llegé tarde y no estaba
trabajando, le entregé el material y la colocé en una computadora para que iniciara su
actividad. Se acerca a los alumnos para asesorarlos en la actividad.

Un alumno pregunta porqué no le da el grafico. El profesor aclara. Explica que al final
del grafico del computador aparece una sumatoria.

Copia en el pizarrén la reseiia de lo que desarrollé6 Riemann en base a la experiencia.
Pregunta qué representa el numerito que aparece al final de la grafica. Ese numero
representa la suma de las areas de los 0. Concluye que se aproxima cada vez mas al
area de la curva. Pregunta si esta claro y les dice que aquellos alumnos que no lo
hayan calculado trabajen con aquellos compaineros que ya lo obtuvieron.

Aclara que ahora se va a trabajar en el pizarrén, ya no geométricamente (computador)
sino analiticamente.

Pregunta qué es infinito, aclara que en un area limitada puede haber infinitos

1
rectangulos. Les recuerda que en Matematica 1 se estudioé que entre © 1 hay

infinitos nimeros.

Ejemplifica lo enunciado x=-1, y=x, jError!

Dibuja la grafica y explica como calcular las distancias entre los intervalos, y asi
determinar la base de los rectangulos.

Aclara en que cada Ax; se selecciona unr;, a través de los f(ri) determina la altura

de los rectangulos.
Pregunta si esta claro. Los alumnos responden que si.
Escribe el area de la regién (férmula).

(iDistractor!) (El encargado del laboratorio)
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Pregunta si conocen el simbolo L , 6lo un alumno responde que si.

Pregunta lo que significa que la norma tiende a 0 significa que hay un namero infinito
de rectangulos. Explica a la conclusion que llegé Riemann.

Escribe la féormula de la integral definida. La finalidad de esta clase es que se tenga la
interpretacion geométrica de la integral, experiencia vital para entender mejor a través
del uso del computador. Define suma de Riemann.

Explica en el pizarron la diferencia entre las dos sumas de Riemann.

Observacion del dia 24-01-08
El profesor comienza escribiendo en el pizarréon la formula general de la integral

gﬁgogf(n)m,-

1
. . . 2
definida. A su vez como ejemplo comienza a resolver J.x dx como
-2

I
(El profesor comenzo clase con 05 alumnos)

Toma intervalos iguales para dividir la distancia entre a y b, obteniendo 2 intervalos.

3
(Forma —), sigue explicando como se construyen los intervalos y los va denotando
n

n 3 )
por X ; sobre la recta. Explica que la succion se puede escribir Z —2+—i| Una
i=1 n

2

3.
alumna pregunta sobre el desarrollo de la potencia | —2+—i | Aclara la duda
n

2 " , . 3
desarrollando (x—a) Luego utiliza la suma de los ene primeros nimeros de —, o sea
n

3
— (1+2+3.....). Para demostrar esto por induccion, le recuerda que en bachillerato (12
n

Cs) deben haber visto progresiones y sucesiones; sin embargo obtendran esta
sumatoria utilizando la computadora para resolver el ejercicio N° 3.
Los alumnos interactian con el profesor sobre el trabajo realizado con el computador,

atiende sus dudas, pide explicaciones y hace aclaratorias. Los alumnos tienen
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algunas dudas en relacion a los comandos a usar en la computadora y el profesor la
aclara a cada uno las dudas que tienen al respecto. (Ej. Comando zoom).

Los alumnos tardan para calcular y el profesor pregunta si ya habian trabajado con
esos comandos.

El profesor pregunta qué significa la suma de los primeros numeros y a cuanto
equivale. Y asi sucesivamente.

El profesor pregunta si hay alguna duda y nadie responde.......

Una alumna tiene dudas con la férmula para trabajarla en la computadora y el profesor
se acerca para asesorarla y aclarar la situacion. (Los alumnos se tardan para hallar los
calculos)

El profesor explica los calculos obtenidos en el pizarrén. Se van incorporando otros
alumnos a la clase (después de 20 min.)

Aclara que esa era la forma en que Riemann hallaba la integral formal. Aclara que todo
este proceso se hace de forma analitica, pero ahora se va a demostrar de forma
geométrica. A su vez copia en el pizarron el teorema fundamental del calculo (Relaciéon
entre la integral indefinida con la integral definida) y aclara que todo lo que se ha visto
en la semana tiene que ver con este teorema.

Ademas el profesor hace la observaciéon que no tenemos que hacer la demostracion
como Riemann, sino que nos interesa su aplicacién (ya que no son matematicas).

1
Usando el teorema fundamental del calculo. Copia el mismo problema anterior .[xzdx
-2

y lo resuelve, obteniendo el mismo resultado de una manera mas sencilla.

¢El profesor vuelve a preguntar si hay alguna duda? (nadie responde) jo seal!
Seguidamente les recuerda que ya conocen las propiedades de la integral indefinida y
comienza a escribir las propiedades de integral definida en el pizarrén.

Les indica que se van a verificar en el MAPLE.

(Algunos alumnos estan distraidos observando la computadora)

Les propone resolver la integral resuelta anteriormente en MAPLE.

Proporciona los comandos que se van a utilizar y sugiere que se resuelva el ejercicio
4.

Seguidamente les indica que van a resolver en la computadora el ejercicio N° 5,
relacionado con las propiedades de la integral definida.

Luego de unos minutos pregunta a los alumnos si han hecho el ejercicio y como

quedaron los graficos de f y g. pregunta cual de las funciones esta por encima. Un
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alumno responde que la grafica verde (la negativa). Hace la observaciéon de que
escriben muy lento y tardan en copiar los comandos. Pregunta cual es el area mayor y
una alumna responde que la de g.

Luego copia la propiedad N° 4 y la grafica en el pizarron.

Propone resolver ejercicios de la guia utilizando la computadora comenzando con el
N° 3, usando el MAPLE. Les sugiere que se lleven la guia para traer algunos
resultados en la préoxima clase.

Copia una integral en el pizarron y pregunta como se puede resolver. Un alumno

. . . . 2 . .

indica que con cambio de variable z=x"+1 y el profesor prosigue resolviendo el
ejercicio en el pizarron. Explica que al final hay que restituir la variable y ahora no es
necesario, para ello se cambian los limites de integracion.

10
Pregunta como se resuelve la integral I—3 y cual es la férmula para resolverla. Los
u
2

alumnos no responden acertadamente.

Sigue preguntando cémo se resuelve y recordandoles la forma de resolver una
integral, hasta terminar el ejercicio.

Les pide que resuelvan el ejercicio ahora con el MAPLE.

Aclara cambios en los comandos y como el MAPLE cambia automaticamente los
limites de integracion.

Propone que resuelvan el ejercicio N° 8 en el computador, que luego se analizara en el
pizarron.

Pregunta si ya lo resolvieron y ellos dicen que estan trabajando. Luego copian el
ejercicio en el pizarron y pregunta como se hace el cambio de variable. Una alumna
responde y el profesor le corrige. Continia desarrollando el ejercicio en el pizarrén.
Vuelve a preguntar sobre los limites de integracion y los alumnos dudan al responder.
Algunos responden que 1 y el profesor preguntan porqué.

Pregunta como son la funcién log y la e* y nadie responde.

Vuelve a preguntar la forma de resolver la integral.

Sélo 1 alumno responde. Contintila resolviendo con la participacion de algunos
alumnos.

En la proxima clase se le asigna a cada alumno un ejercicio y lo van a resolver de las

dos formas.
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Observacion del dia 30-01-08

A las 7:50 el profesor comienza escribiendo en el pizarrén el teorema del valor medio
para integrales. Aclara que lo importante en esta primera parte se trabajara con teoria.
Hace una recapitulacion de lo que es la integral definida. Pregunta cual es el vinculo
entre la integral indefinida y la integral definida, recordando el teorema fundamental
del calculo. Les pregunta qué decia el teorema del valor medio para derivadas y como
no responden, el profesor lo explica en el pizarron. Luego explica el T.V.M. para

integrales. Pregunta lo que representa graficamente esa formula

(jh f(x)dx=(b—a) f()) y aclara que & no es necesariamente Unico.

Pregunta si esta claro ese concepto. Nadie responde. El profesor resuelve un ejemplo
en el pizarréon. Hace preguntas sobre el ejemplo y los alumnos no responden. Luego
procede a resolverlo. Pregunta qué es lo que nos va a dar al final. Un alumno
responde que un numero. Comienza a resolver y preguntar sobre la primitiva. Los
alumnos no recuerdan las férmulas de la integracion. Pregunta qué se hace para
resolver & y los alumnos no aciertan. Luego de calcular ¢« , grafica la funcion en el
pizarron y ubica el area, asi como el valor medio.

Pregunta si esta claro y nadie responde ¢ ?

Seguidamente escribe en el pizarron las propiedades ¢? Y las explica, haciendo
alusion a que luego se ejemplificara. Copia un ejercicio en el pizarron sobre
determinar & para que se verifique el TVM. Pregunta sobre lo que significa el nUmero
que da por resultado la integral. Pregunta como calcularian el area de las habitaciones
de su casa. Nadie responde.

Luego copia las aplicaciones de la integral definida. Copia un ejercicio y comienza a
preguntarles a los alumnos como son las rectas que limitan la funcién y ningin
alumno sabe responder. El profesor lo aclara en el pizarrén. Pregunta qué es lo que
sigue para resolver el ejercicio.

Nadie responde. Grafica la funcién en el pizarrén.

Antes de haberse iniciado la clase, el profesor habia repartido un material impreso de
ejercicios a cada alumno.

Seguidamente les da las instrucciones (comandos) para que empiecen a resolver los
ejercicios. Mientras el profesor explica, ya los alumnos estaban comenzando a hacer

los ejercicios con la computadora.
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Procede a resolver otro ejemplo (podria asignar a un alumno para que lo resolviera en
el pizarrén, bajo su guia, por supuesto). Pregunta la diferencia entre este ejemplo y el
anterior. Una alumna dice que no dan los intervalos o rectas. El profesor pregunta que
es lo que hace suponer eso. Aclara que hay que hallar puntos de corte. Factoriza la
ecuacion. Grafica la funcion.

(Se observan grandes deficiencias en conocimientos matematicos basicos)

Una alumna pregunta sobre el tipo de valores que dan en el grafico.

Explica que a veces hay regiones positivas y negativas que ameritan resolver dos
integrales. Copia el ejercicio 4, pregunta cémo se calculan los puntos de corte. Los
calcula y les asigna los comandos para que lo grafiquen en sus computadoras.

Grafica y resuelve el ejercicio en el pizarron. Luego los estudiantes se interesan por
desarrollar las actividades con el Maple que le ayudaron a resolver el problema.

Les inform6 que en los ejemplos realizados se verifica en los graficos si las areas
estan por encima o por debajo de los ejes.

Puede presentarse el caso de dos curvas, y se quiere saber el area que hay entre las
curvas limitadas entre dos valores reales. También puede presentarse el caso de

hallar la regién entre una curva y una recta.

Observaciones del dia 31-01-08

El profesor comienza repasando la clase de ayer, sobre las areas determinadas por
dos curvas y limitadas entre dos puntos del eje x.

Comienza preguntando sobre la clase anterior y sugiere resolver un problema que
copia en el pizarron. Pregunta como se puede resolver el ejercicio, algunos responden
que graficando las ecuaciones. El profesor sugiere que ademas hallando los puntos
de corte entre ambas (curva y recta).

Pregunta como se pueden resolver ambas ecuaciones. Resuelve la primera ecuacion y
pregunta quién quiere graficarla. Propone que lo hagan en el computador y le indica
los comandos. Los alumnos la grafican en el computador y el profesor pregunta cual
de los dos graficos es mayor y cuales valores le asignamos. Pregunta como se
ensambla la integral definida. Les pide que lo hagan verbalmente y no en el
computador.

Define los puntos de corte y aclara que la recta que esta por encima es la mayor
(figurativamente). Hace preguntas sobre como quedara la integral definida y resuelva

la primitiva. Termina resolviendo todo el ejemplo. Luego coloca ejercicio indicando
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que se trata de hallar el area entre dos curvas. Pregunta qué es lo que se debe hacer
primero. Indica los comandos para resolver en el computador.

Una vez que lo resuelven en el computador (puntos de corte) indica que se va a
realizar analiticamente en el computador. Indica que se va a realizar la grafica de las
dos funciones en la computadora y le indica los comandos. (Los alumnos tardan
mucho en graficar).

Luego el profesor grafica en el pizarron (analiticamente) y seiala las dos regiones que
se forman, areas que se van a calcular a continuaciéon. Pregunta como se va a
ensamblar esa integral. Pregunta cual de las regiones esta por encima y cual por
debajo.

Pregunta los intervalos de cada regiéon que vamos a calcular y co6mo se restaran las
curvas.

Luego le asigna a cada alumno un ejercicio especifico de la guia que les fue entregado
previamente. El profesor va aclarando dudas segin se van preguntando en cada

alumno.

Observaciones del dia 13-02-08

A las 7:50 AM. EI profesor ya habia copiado en el pizarron lo relativo al tema de
volumenes de soélidos de revolucion, conceptos y ejemplos. Sélo se encontraban para
ese momento tres alumnos. Comienza resefiando la clase anterior sobre aplicaciones
de la integral definida y formulé algunas preguntas que los alumnos no respondieron.
Hizo observaciones sobre la evaluacion anterior aclarando que habia que explicar
todo el procedimiento y no utilizar sélo los comandos del MAPLE. Explica lo que son
solidos de revolucion. Formula algunas preguntas relativas al tema. Luego explica los
graficos del pizarrén.

Luego sugiere que cuando Ax — 0 entonces el volumen del cilindro i es una buena

aproximacion. (Algunos alumnos (02) distraidos hablando de otras cosas)

b
Concluye que se puede calcular el volumen del cilindro asi: V:IA(n)dx, o sea que

a
con la integral calculamos el volumen del sélido sin necesidad de calcular la suma de

Riemann.
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Escribe la conclusion en el pizarron sobre el calculo de la funcion area de las
secciones transversales. Seguidamente copia en el pizarréon lo relativo a secciones

transversales perpendiculares al eje y , concepto y ejemplo.

Explica graficamente el método del disco.

Coloca un ejemplo y pregunta cuales son los pasos a seguir. Resuelve el ejercicio en
el pizarrén. Luego con la misma funcidn rota entorno a la recta X=2 y la regién limitada
por una curva y una recta. Un alumno pregunta sobre una duda en relaciéon a la
ubicacion del disco en el grafico. Se le aclaran las dudas y prosigue el profesor
resolviendo el ejercicio.

Hace un aparte para aclarar que el area de una region limitada por una curva simétrica
al eje X y explica la propiedad de dicha integral. Luego sustituye los términos y
pregunta como puede resolver la integral (jNadie responde!) Vuelve a preguntar que
se les ocurre. Nadie responde. (Desarrollo de un cuadrado) (Diferencia del cuadrado).
A los alumnos les cuesta visualizar un producto notable y por ello el profesor tiene
que resolverlo. jHorror!

Asigna un ejercicio para el dia siguiente, hallando el volumen de un anillo o arandela.
(Investigar). Les sugiere que repasen porque van a tener proxima evaluaciéon, ademas

que no se pierde tiempo en clase aclarando conceptos.

Observaciones del dia 14-02-08

A las 7:55 AM. El profesor tenia copiado en el pizarron el método del anillo o arandela:
Giro de una regién entre dos curvas.

Les pregunté a los alumnos si habian investigado al respecto y nadie lo hizo. Asi que
procederia a explicarlo inmediatamente.

El profesor aclar6 que habia un compromiso entre profesor y alumnos para asistir
regularmente y cumplir las asignaciones dadas en clase, repasar y mantener la
asignatura al dia; pero que eran muy pocos los que estaban cumpliendo dicho
compromiso.

Seguidamente comenzoé explicando el método del anillo o arandela y luego resolvié un
ejemplo. Pregunté como conseguir puntos de corte entre las funciones planteadas y
nadie respondié. Prosiguié con la explicacion graficando en el pizarrén. Luego
procedié a resolverlo analiticamente. Al preguntar los limites entre los cuales se

aplicara la integral, los alumnos respondieron.
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Luego de resolverlo, afiadi6 que ese mismo ejercicio se resolveria desde otras
perspectivas o condiciones.

Plantea el ejemplo anterior, pero estando la misma regién entorno al eje .

Pregunta como se imaginan los alumnos que quedaria la regiéon rotandola entorno a

» . Nadie responde.

Una vez graficadas las funciones explica que hay que hacer conversiones en las
variables y procede a realizar las sustituciones. Aclara cuales son los radios de las

funciones en relacién al eje y. Se va a integrar no con respecto a xsino a y.

Generalmente, cuando el profesor pregunta sobre la resoluciéon de los integrales, los
alumnos presentan serios problemas en las operaciones basicas (ejemplo,
Propiedades de las potencias, operaciones algebraicas sencillas) y no tienen bien
asentados los conocimientos relativos a las propiedades de las integrales y su
resolucion.

Luego pregunta si hay alguna duda y les manifiesta que en la préoxima media hora
resolveran ejercicio con la ayuda del MAPLE para ser entregados al profesor en una
hoja previa asignacion individual.

Resuelve otro ejemplo sobre el mismo ejercicio pero rotando la region entorno a la
recta x =—1. Grafica la funcién y pregunta sobre cuales son los radios. Nadie
responde. El profesor los escribe en el pizarron y un alumno pregunta una duda sobre
uno de los radios. El profesor aclara la duda y prosigue el ejercicio.

Para obtener una nota de significacion del curso, el profesor asigna ejercicios que
seran resueltos en la ultima media hora de clase.

Observaciones de dia 20-02-08

A las 7:45 AM. El profesor comenzé preguntando como se obtienen los sdlidos de
revolucion, los alumnos respondieron aunque no del todo acertado.

Seguidamente, una vez copiado el tema en el pizarron, se dispuso a explicar
voliumenes de solidos de secciones conocidas.

En la grafica o figura presentada explicé las diversas propiedades que se presentan y
asi comenzé a calcular la formula que determina su volumen. Luego pregunta como se
calcula la integral obtenida y nadie responde. El profesor vuelve a preguntar cémo se
resolvera ahora en el MAPLE y escribe los comandos en el pizarrén.

Una alumna lo resuelve en la computadora, y luego, el profesor comienza a resolverlo

en el pizarron. Al final pregunta a qué les recuerda esa formula, un alumno responde
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que se parece al area del A. El profesor les corrige recordandoles que es el volumen
de la piramide.

A continuacidn les asigna un ejercicio. Comienza a resolverlo y pregunta si hay duda,
nadie responde.

Una vez resuelto el ejercicio procede a explicar otro punto: longitud de arco,
explicando la diferencia entre curvas suaves. Pregunta como se calcula el area de una
circunferencia y sélo una alumna responde.

El profesor representa en el pizarron la aproximacion de la integral de un arco suave.
Al proseguir en el calculo de la longitud del arco pregunta co6mo se calcula la distancia
entre dos puntos dados. S6lo un alumno responde a medias. El profesor prosigue la
demostracion en el pizarrén. Pregunta seguidamente sobre el teorema del valor medio
de las integrales y nadie lo recuerda, y luego procede a aplicarlo a la longitud del arco.
Una vez hechos los calculos correspondientes, se obtiene la longitud del arco. (Existe
cierta distraccion entre los alumnos mientras el profesor copia en el pizarrén)

Coloca un ejemplo en el pizarrén y les indica como resolverlo en MAPLE asignhando
los comandos. Una vez asignado el ejercicio se acerca a cada uno de los alumnos
para ayudarlos con el computador. Prosigue resolviendo el ejercicio en el pizarrén,
con muy poca interaccion con los alumnos, ya que estos no recuerdan calculos
elementales.

Para finalizar asigna un ejercicio para hallar la longitud de un arco en términos de y,

para ello, antes escribe en el pizarrén la formula correspondiente.

Observaciones del dia 27-02-08

La clase de hoy sera eminentemente practica.

El profesor le asigna una bateria de problemas de aplicaciones de la integral definida.
Los alumnos escogen el primero de los ejercicios de la guia. Previamente explicé en el
pizarron el arco parabdlico de Simpson. Los alumnos proceden a realizar el ejercicio
en su respectiva computadora. Una vez que obtienen la grafica, el profesor les

pregunta que van a hacer con la grafica. El problema consiste en calcular el area de la

region comprendida por la grafica de la curva f(x)=cosx, el eje x en el intervalo
[0, 72']

El profesor dibuja la curva en el pizarron y pregunta cuales son las areas que se van a

buscar. Un alumno pasa al pizarron para rayar el area buscada. Luego pregunta cémo
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hallar los puntos de corte. Como los alumnos no responden, el profesor indica los
comandos en el pizarrén. Aun asi los alumnos no saben representar la integral
definida que se requiere. El profesor los induce a responder y s6lo un alumno lo hace
correctamente. Prosigue el profesor con el ejercicio en el pizarron resolviéndolo
analiticamente.

Luego los alumnos escogen resolver el problema N° 7, el profesor hace la observacion
de que se resuelve tedricamente, utilizando un ejemplo arbitrario de tomar dos
funciones, donde una es la opuesta de la otra, pregunta como son ambas areas
determinadas por las funciones en un intervalo dado. Indica los comandos en el
pizarron para que los resuelvan en la computadora. Una vez que grafican se llega a la
conclusion de que las areas son iguales.

A continuacion los alumnos eligen resolver el problema N° 9 y el profesor les aclara
que esta basado en la teoria del valor medio para integrales. Como nadie lo recuerda,
el profesor lo enuncia en el pizarrén.

Comienza explicando en el grafico la funcién limitada entre dos puntos, aclarando que
el rectangulo formado es igual al area de la region bajo la curva. Se resolvera por
aproximacion. Pregunta cuantos cuadritos tiene el area bajo la curva.

Una vez resuelto el ejercicio se procede a resolver el ejercicio N° 10.

El profesor grafica el area solicitada. Procede a determinar la parabola a través de la
ecuacion general de segundo grado, para sustituir el vértice. Pregunta co6mo se puede
vincular el area dada con la parabola obtenida. Los alumnos no saben responder.

El profesor nuevamente pregunta, induciendo la respuesta y por fin coloca la integral
igualandola al area dada. Se sugiere a un alumno que evalie dicha integral en el
pizarron. El alumno no puede concluir el ejercicio ya que no sabe despejar la
constante. El profesor le pregunta al resto de la clase y nadie lo quiere resolver. El
profesor concluye el ejercicio.

A continuacion se escoge resolver el problema N° 21. El profesor les hace la
observacion de que si no recuerdan las formulas usen el MAPLE, pero que por lo
menos le den el resultado. Un solo alumno resuelve el ejercicio en su cuaderno y se lo
muestra al profesor. Luego el profesor les recuerda la formula y se las escribe en el
pizarron.

Pregunta nuevamente a los alumnos quién ha resuelto el problema. Procede a

resolverlo analiticamente en el pizarréon, hasta obtener el resultado buscado.
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Informacion en crudo tomada directamente de las grabaciones y apuntes

Reconstruccion de la primera sesion de clase 23/01/08

El profesor escribe el la pizarra Integral Definida.

P: Continuando con lo previsto en el programa... nos toca ver ahora la integral
definida, nosotros hasta el momento, estdbamos viendo la integral indefinida... un
poco lo que hacia Newton, en cuanto a la manera de calcular las integrales... y
nosotros vamos enfocarnos ahora en lo que hizo Riemann (matematico Aleman). La
integral de Riemann.

P: Ahora bien... fijense. Desde la antigiliedad existian dos problemas que eran
estudiado por todos aquellos que se dedicaban a hacer matematica y que persistieron
hasta el siglo XVII... uno de ellos era, cémo obtener... rectas tangentes a una curva.
¢A qué me refiero yo cuando hablo de una curva? ;Qué es una curva?

A1: juna parabola?

P: Puede ser una parabola, cuando me refiero a una curva no me refiero a una funcion
en si, sino a la representacion grafica, a un bosquejo de como se comporta la funcioén,
cuando la funcién no es lineal, es decir no es la funciéon afin entonces puede tomar
diferentes formas curvilineas... a eso se le denomina curva.

P: Entonces fijense, uno de los problemas era como obtener una recta tangente a una
curva y, otro como determinar longitudes de curvas, areas de regiones limitadas por
curvas y volumenes de sélidos determinados por regiones.

El profesor escribe en la pizarra:

1)

Recta tangente

Tiene que ver con lo que hoy
se conoce como derivada.

/ F=7x

X

P: Esos eran los dos problemas que persistian en el siglo XVII, a estos problemas se
les trataba de dar solucion desde la antigiiedad.
P: El primero que quiere decir... yo creo que ustedes saben...la tangente a una curva,

si tengo una curva, cémo hallar la recta tangente. Este es el primer problema o uno de
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los problemas que se presentaban. ¢Hoy dia con qué se asocia este tipo de problema?
Para determinar la recta tangente a una curva ¢ qué utilizo?

A2: s La integral?

P: No,... con lo que hoy conocemos como derivada... recuerdan, la interpretacion
geométrica de la derivada de una funcién en un punto de su dominio: Es la tangente
del angulo que determina la recta tangente con respecto al eje x.

P:Y,...este otro problema en el que vamos a obviar la longitud de una curva, vamos a
obviar el volumen de un sélido limitado por regiones y nos concentraremos en lo
basico: como determinar el area de una regién limitada por curvas, a lo que nos refiere
esto, que si yo tengo ... por ejemplo estas dos curvas...

Escribe en la pizarra:

y=gx

Hoy se asocia con la
integral definida.

Region

AN

=4

...y quiero hallar el area de la region limitada por ellas, fijense que para ellos era un
problema y yo creo que para ustedes también ; ustedes saben calcular areas? ¢ El area
de un triangulo la saben calcular?

A2: base por altura entre dos.

P: ¢ El de un rectangulo también lo saben calcular? ;Y el area del circulo?

A1: Pi por radio al cuadrado.

P: Exacto, Pi por radio al cuadrado.

P: Pero fijense ustedes, ¢hay alguna férmula para hallar el area de esta region?

A1: No.

A2: No.

P: Entonces tenemos ahi un problema y este problema esta vinculado con el calculo
integral o la integral definida. Como ustedes saben porque ya lo han estudiado, el

primer problema, el de la recta tangente se resuelve con la derivada. En el segundo
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problema, desde la antigiiedad se le busca solucion haciendo cuadraturas, veamos lo
que es una cuadratura.

Escribe en la pizarra:

Cuadratura: Es una region rectilinea cuya drea es equivalente a la de una region

curvilinea.

P: Realizar una cuadratura es determinar un area rectilinea equivalente al area
curvilinea que se quiere hallar. Si puedo hallarla con eso soluciono el problema. Hubo
muchos intentos de cuadraturas, la primera que se conoce la realizé Hipécrates (450
AC) al querer cuadrar el circulo, él no lo logrd, pero llegé a determinar algo muy
interesante para su época...

El profesor dibujo6 en la pizarra:

...demostré que la suma del area de las dos lunetas era equivalente al area del
triangulo rectangulo. Asi un area rectilinea como la de un triangulo es equivalente a la
suma de dos areas curvilineas y eso es una cuadratura y eso es lo que hace la integral
por ejemplo en la integral de Riemann.

Dibujé en la Pizarra:

P: A pesar de que ya se habia trabajado en la integral definida, fue Riemann el que la
formaliz6. Riemann aleman que vivié entre 1826 y 1866, él es famoso por lo que se
conoce como la suma de Riemann y eso lo vamos a ver hoy. Para tener mayor claridad
de la suma de Riemann, vamos a trabajar en el computador pero, antes, quiero decirle
que en realidad lo que él hace es esto (Se refiere a lo que dibujo en la pizarra), él tiene
una curva y tiene ya el area entre dos puntos, entre a y b el particiona el espacio entre
a y b, bueno después le diré lo que es una particion pero él lo que hace es que

construye triangulos, perdén triangulos no rectangulos, Bien sea por el extremo
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superior de cada intervalo, o por el extremo menor, de manera tal que la base de cada
rectangulo es cada uno de los subintervalos de la particién y la altura la define la
imagen del extremo mayor o menor de cada intervalo mediante la funcién. El concluye
que cuando se construyen esos rectangulos la suma del area de los rectangulos es
equivalente, bajo ciertas condiciones, es equivalente al area de la region. Nosotros
antes para comprender, como hacer los dibujos en la pizarra no es facil y nos lleva
mucho tiempo, vamos ver que es lo que hacia Riemann con los rectangulos para ello
vamos a realizar la actividad uno en el computador.

Descripcion de la actividad 1 utilizando el Software Maple version 8

> with (student) : ‘ =%
> fi=x->sqrt (3+x"2); 3
qrt (3+x"2) | =
>plot (f(x),x=-1..4,y=0..10); %17
> rightbox (f,x=-1..4,4); | ]
> rightbox (f (x),x=-1..4,100);
4
A
=]
3 [ k]
2 2
]
ER AT 3 4 ‘HH
% ! L 1 2 3 4
ks
> leftbox (f,x=-1..4,4); > leftbox (f,x=-1..4,25);
-
4 4 44
A
|
3 3
2
1
b
o 1 3 3 [
X 1 0 1 2 3 4
X
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> leftbox (f(x),x=-1..4,100); > niddlebox (f,x=-1..4,4);

> middlebox (£, x=-1..4,25); >middlebox (f (x),x=-1..4,100);

P
4 7;:"
o~
7‘7‘5
7
3 e
-
2
1 4
4
ks

Durante la practica con el MAPLE

P: Con el comando rightbox después que se realiza la particion se construyen
rectangulos por el lado derecho es decir; el extremo superior de cada subintervalo.
Con el comando leftbox los rectangulos se construyen por el extremo menor o
izquierdo y con el middiebox se construye de acuerdo a un valor intermedio. Se pueden
construir todos los rectangulos que se quieran: 4, 25, 100...

P: Como ven ustedes los primeros rectangulos con relacién a la curva? por ejemplo
en el primero cuando eran cuatro.

A1: Sobran pedazos de rectangulos sobre la curva.

P: ¢ Qué pasa cuando construimos 25 rectangulos?

A2: Sobra menos...?
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P: jAja! Y como queda cuando se construyeron 100 rectangulos?
A3: Casi se ajustan.
P: Que conclusion podemos obtener.
A2: Mientras mas rectangulos se ajustan mejor.
P: Entonces a medida que se aumenta el niumero de rectangulo, la suma del area de
éstos se aproxima al area de la region limitada por la curva, el eje x entre
x=-1yx=4.
P: Con el left ; qué pasa?
A1: faltan pedazos para llegar a la curva
P: pasa lo mismo en cuanto a mayor numero de rectangulo, éstos se ajustan mejor a la
curva. De igual forma ocurre con Middlebox.
P: Conclusidn, qué conclusion podemos obtener de ahi.
A2: Mientras mayor numero de rectangulos pareciera estar a la altura de la data.
P: ¢Qué es la data?
A2: El area de la curva.
P: La suma de los rectangulo se aproxima al area de la curva, de todas forma eso lo
vamos a comprobar ahora.
P: Esa es una primera conclusion:
Escribe en la pizarra:
1) A medida que se aumenta el nimero de rectangulo, la suma del area de
éstos se aproximan al area de la region limitada porla curva, el eje x enfre x =-1y x =4.
P: A medida que se aumenta el nimero de rectangulo... la suma del area de éstos
se aproxima al area de la region limitada por la curva, el eje x entre x = -1 y x = 4.
P: Que otra conclusion podemos obtener... recuerden que la base de los rectangulos
son los subintervalos en que se dividio el intervalo [-1,4] ...qué se puede decir.
P: Qué pasa con la medida de la base cuando se aumenta el nimero de rectangulos.
A2: Va tendiendo a cero.
P: Va tendiendo a cero, entonces ¢ qué quiere decir?
Escribe el la pizarra mientras lo dice:

2) A medida que se aumenta el nimero de rectdngulos las bases de éstos tiende a

cero.

P: Vamos a realizar ahora mismo la actividad niumero dos con el computador.

Descripcion de la actividad 2 utilizando el Software Maple version 8
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> with (student) :

> gi=x->x"2-3*x+5;

>plot(g(x),x=-5..5,y=-3..15,thickness=2);

>middlebox (g (x),x=-1..4,4) ;middlesum(g(x),x=-1..4,4);evalf(%);

23.51562500

>middlebox (g(x),x=-1..4,25) ;middlesum(g(x),x=-1..4,25) ;evalf (%);

- y

X

1 i 9+1,2+77 3
- - LTz iy |
sl=ll71075" ) "0 s

24.15000000
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>middlebox (g (x),x=-1..4,65);middlesum(g(x),x=-1..4,65) ;evalf (%);

-1 1 3 I

L B 1y 205 3,
13~ ( 26 13') T 26 13"

24.16420118

=)
o R

Comentarios durante la ejecucion de la actividad 2:

P: Fijense que ahora vamos a trabajar con el valor intermedio Middlebox , es decir la
altura de los rectangulo va ha estar determinada por la imagen de un valor intermedio
de cada intervalo. Vamos a ver como se comporta el valor del area a medida que se
aumenta el nimero de rectangulos.

Al final de la actividad:

P: Se dan cuenta, ;qué ocurre ahi? Esa sumatoria qué representa? ¢Qué representa
numerito que aparece abajo? El numerito que esta abajo ;qué es?

A4: El resultado

P: Si pero que representa ese numerito. Cuando ustedes trabajaron con cuatro,
veinticinco y sesenta y cinco rectangulo aparece abajo un numerito, ese numerito
representa la suma de las areas de los rectangulos y de ahi que a medida que los
rectangulos se van ajustando mas a la curva, ese numerito puede aumentar o

disminuir, en este caso va aumentando, se aproxima cada vez mas al valor del area

de la region limitada por lacurva y = x2 —3x+35 el ejex, entre x =-1y x =4.

P: ¢(Esta claro? Ese numero es la suma del area de los rectangulos, la sumatoria
representa la suma del producto de la base por la altura de cada rectangulo.
P: Bien en lo que nos queda de tiempo vamos a trabajar en la pizarra, vamos a resenar

en base a esta experiencia lo que desarrollé6 Riemann.
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P: Veamos como establece Riemann esto para calcular la integral. Ahora vimos como
funciona geométricamente...geométricamente, pero ahora queremos como llego
Riemann de forma matematica, que la integral es igual a la suma del area de los
rectangulos cuando el nimero de éstos tiende a infinito.

P: Primero para estas cosas hay que tener claro lo que es el infinito. ;Qué significa
que algo tiende a infinito?

A4: ; Que va creciendo?...

P: ¢ Que crece ilimitadamente. Ahora lo que es mas dificil entender es como un area
finita como es la limitada por la grafica de una funciéon el eje x entre dos puntos, yo
pueda lograr meter ahi infinitos rectangulos. Es decir que en ella caben infinitos
rectangulos. Lo abstracto de la matematica es eso. Un ejemplo que siempre le coloco
a los estudiantes en Matematica | es el intervalo [0,1] entre cero y uno hay infinitos
numeros. ¢Ustedes creen eso? Y yo les decia a ellos que si sumo cero mas uno y lo
divido entre dos obtengo 0,5. Ahora sumo cero mas cero coma cinco y lo divido entre
dos y obtengo 0,25 este proceso es infinito y siempre encontraré otro nimero todos
ellos entre cero y uno.

Escribi6 en la pizarra:

0,125
[ | |
] 0,25 0,5 1

P: ¢ Cuantas veces se puede repetir este proceso?

A3: infinitamente.

P: Entonces no hay infinitos nimeros entre cero y uno. Fijense que esto se puede
repetir indefinidamente cada vez va aumentando el nimero de cifras decimales, que
pueden ser infinitas. Algo parecido a esto es lo que hay que tener en cuenta para
comprender la integral de Riemann. Riemann hizo...

Escribe en la pizarra:
Resefiemos en base a la experiencia anterior, lo que desarrollo Riemann

Y dibuja:
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’ 1)l
S = X
S J;(m’/
q
i
a?lxlngxz ” 3o xn—lrnb x
Axy Fib "
a=x b=1x,

P: Riemann hizo lo siguiente: El espacio entre a y b lo particioné es decir lo dividio en
subintervalos, no importa que no sean iguales los subintervalos. Por ejemplo el
colocé aqui un punto x4, un punto X, un punto Xs, ... X4, asi sucesivamente hasta x,,
al primero lo llamé x, y al ultimo x,,. Una particion no importa los pedazos que tenga.

P: Ahora fijense él llamé delta equis sub-uno a la distancia entre equis sub-uno y
equis sub-cero. Como se calcula la distancia: equis sub-uno menos equis sub-cero,

delta de equis sub-dos menos equis sub-uno, asi sucesivamente, mientras escribe:

P: i Qué esta definiendo él ahi o qué definio
A)Cl = X1 — X0

2.
Axy = xp — X P: La base de los rectangulos.
Axz = X3 — X3 P: Otra cosa es que en cada base A €l

seleccioné un 7; . Asi en cada ,y

seleccion6é 7; de tal forma que es un valor

intermedio, por ejemplo: Escribe en la pizarra

A)CZ' = x,- — xl'_l
y dice: erre sub-uno tal que es mayor que
equis sub-cero y menor que equis sub-uno,
erre sub-dos mayor que equis sub-sub —uno y

menor que equis sub-dos y asi
AX,, = X,; — X;_1
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n tal que x, <1, <X,
r, tal que x, <1, <X,
ry tal que x, <r; < x4

En cada Ax; selecciono un 7;

1. tal que x;,_| <1, <X,

r, tal quex, | <r, <X,

P: Una cosa que le iba a decir...jaja! Una de las conclusiones que ustedes sacaron de
las actividades con la calculadora era: que al aumentar el nimero de rectangulos ¢ qué
pasaba alguien dijo por ahi?

A2: Tiende a cero...

P: Tienden a cero entonces, si ellos tienden a cero, en particular el mayor de ellos que
es la norma va ha tender también a...’

A3: a cero.

P: Ahora ¢qué significa que el mayor de los subintervalos tienda a cero? Que el
numero de rectangulos tiende a infinito. Asi al decir que la norma tiende a cero es lo
mismo que decir que “ene” tiende a infinito, es decir; que el numero de rectangulos
tiende a infinito.

P: Ahora cuando trabajamos las actividades en el computador pudimos observar que
a medida que se aumenta el nimero de rectangulo, éstos se ajustaban mejor al area
de la region. Entonces con esta idea Riemann. Claro que no estamos demostrando,
so6lo estamos resefiando, pasa con el limite de la relaciéon de aproximado a la relacién
de igualdad mientras escribia en la pizarra:

Area(de la region) = Axy f()+ Axy f(1» ) + Axy f(1) + Ax3 f(1) + ...+ Ax,, f(1,) (suma de Riemann)

n
Area(de la region) = Ax; f (r;)
1

P: Al mayor de los sub intervalos le llamaremos la norma y lo denotaremos por:
Escribe en la pizarra: ”Ax”

P: El dijo que el limite, es decir; que el area de la region es igual al limite cuando la

norma de delta x tiende a cero de la sumatoria desde i igual uno hasta ene de los
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productos de los delta equis sub-i por lo efe de erre sub-i. Y esto a su vez, aunque yo

no le diga ahora mismo cémo lo van a calcular, y escribe

n b
Area(de la region) = Y Ax; f (r;) = I f(x)dx

1 a
P: es igual a la integral entre a y b de efe de equis diferencial de equis. Ahora nos falta
establecer un vinculo... de la integral como nosotros la venimos calculando hasta el
momento la integral indefinida y la integral definida. Nosotros lo que vamos a hacer
mafana con los que vienen manana y el viernes con los que vienen el viernes...y, es
que vamos a calcular una integral como lo hacia Riemann haciendo la particién y todo,
pero después vamos a ver herramientas, como el Teorema Fundamental del Calculo
que nos van a permitir calcular la integral con lo que ya venimos utilizando desde el
inicio del semestre.
Lo que yo queria que ustedes vieran en esta clase es el aspecto geométrico de la
integral definida. Asi cuando vieron derivada se hizo hincapié en la interpretacion
geométrica de lo que es la derivada, recuerden que los aspectos geométricos o
graficos son los que mas rapido se fijan en la mente.
P: Con el computador ustedes puede hacer particiones y dividir el area en mil
rectangulo y mas y pueden ver como los rectangulos se ajustan cada vez mas a la
curva. Esa experiencia me imagino que fue clave para comprender esto.
P: Nosotros trabajamos la suma de Riemann con los valores intermedio, pero también
se puede trabajar con los extremos inferiores o superiores de los subintervalos y

escribe:

P: que pasa que cuando yo hago la suma superior y la suma inferior de Riemann, por
ejemplo en esta region. Trazo primero por el lado izquierdo, que serian los azules, se

dan cuenta por el lado izquierdo. Pero si lo hago por el derecho lo hacemos en verde.
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Vemos que existe una diferencia en la suma de los rectangulos azules y la suma de las
areas de los rectangulos verde. Esa diferencia puede ser minima o tendiente a cero y
esa diferencia se asocia con la derivada asociada siempre con diferencias y la integral
asociada con la suma y de ahi que podamos establecer relacion entre el calculo de
primitiva la integral indefinida y la integral definida. A partir del momento en que se
llegan a establecer estas cosas es que se percibe que los dos problemas de los que
hablamos al principio: el de las rectas tangentes y el del calculo de area estan
intimamente relacionados. Fue a partir de este razonamiento que hizo Cavalieri y que
llevé a la conclusion de que la derivada y la integral son de alguna manera
operaciones inversas. Por eso nosotros no comenzamos el programa con lo que
estamos haciendo hoy sino, utilizando las nociones de derivada que ustedes conocen.
Cierra: Mainanas vamos a calcular integrales como el limite de la sumatoria y después
veremos el teorema fundamental del calculo y las calcularemos con lo que hemos
venido trabajando y por ultimos veremos algunas propiedades de la integral definida,

bueno vamos a dejarlo hasta aqui por hoy. Hasta mafana.
Reconstruccién de la segunda sesion de clase 24/01/08

P: Bien, en la clase de ayer estuvimos viendo un poco lo que hizo Riemann en relacion
a la integral definida ¢recuerdan? En aquella oportunidad se dijo que era una reseia.
Entonces ahora tenemos un ejemplo y el Maple nos permitira hacer algunas
demostraciones que son necesarias para desarrollar el ejemplo.

P: Riemann llegé que la integral de una funcion entre dos valores era el limite de una

sumatoria, el limite cuando la norma tiende a cero. Escribe en la pizarra:

""" $
Xx)dx = ;) Ax;
A U S
P: Estamos claro en eso, la idea era que ayer hubiésemos visto un ejemplo, pero no
fue posible, entonces...aqui tenemos el ejemplo de una integral que vamos a calcular
haciendo uso del método de Riemann. Es la integral entre menos dos y uno de equis

cuadrado por el diferencial de equis. Escribe en la pizarra:

1
sz dx
-2
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P: Es una integral que de forma indefinida es muy facil de calcular ; Como se

calcularia?

A1: Por la férmula del potencial.

P: Bien, ¢como quedaria?

A1: Equis a la tres sobre tres.

P: Entonces lo primero que tenemos que hacer es la particion, recuerde que lo primero

que hicimos ayer era la particion que se hacia del espacio de integracion, es decir; al

intervalo de integracioén en el caso de ayer era entre a y b y hoy es entre menos dos y

uno. Vamos a tomar subintervalos iguales ¢cual es la manera de tomar subintervalos

iguales?... Tomar la distancia y dividirla entre el numero de intervalos que queremos

tener. Si Usted tiene un espacio y lo divide entre dos va ha tener dos subibtervalos...si

lo divide entre tres va ha tener tres subintervalos y asi sucesivamente.

P: Entonces si la distancia es entre 4y 5 entonces se calcula b menos a entre ene,

b—a
2

en este caso el extremo superior es uno, entonces sera uno menos menos dos entre

entonces

delta equis es la longitud de cada intervalo y escribe en pizarrén: Ay —

ene, asi cada intervalo sera de longitud — y escribe en la pizarra:
n

_1==2)_3
non

Ax

P: Entonces fijense como se va a construir, estos eran los delta equis sub i

irecuerdan? Y dibuja en la pizarra:

) *1

P: Como se obtienen, equis sub-uno sera menos dos, que es el extremo menor del

intervalo mas % , €s como si en un intervalo Usted tiene el punto uno si le sumamos

dos, se obtiene que el proximo es tres, pero en este caso la longitud es % que va a

depender del valor de ene, si ene vale cuatro, la longitud sera de tres cuartos,...si ene

vale cinco, la longitud sera de tres quinto, si ene vale cien, sera tres sobre cien.

Entonces cada uno de los X; de los que hablamos ayer, el primero sera:
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3

Xj=—2+—, xp =—2+—.2 ¢Por qué?... porque se esta sumando la longitud
n n

tres sobre ene dos veces, X3 = —2 + —.3 porque se esta sumando la longitud tres

veces y asi escribe:

1 n
[x%dc= Lim Y f(r)Ax;

) |Ax|—07
1 n 2
Ixzdx: Lim Y, —2+éi 3
i) |ax| =077 n)j n

P: Cada 7; ¢recuerdan? Cada 7; va ha tener esta forma: menos dos mas tres sobre

ene por i donde i toma los valores uno, dos, tres, hasta ene; bueno eso lo dice la
sumatoria y delta equis sub-i es el valor de tres sobre ene, el valor numérico de los
delta sub-i es tres ene, ese es la medida. Recuerden estamos calculando areas de
rectangulos, esta es la base y esta la altura.

P: ¢Por qué elevamos medos dos mas tres entre ene por i al cuadrado?

P: Bueno, porque la funciéon dice que todo elemento de su dominio tiene por imagen,
él mismo elevado al cuadrado, es la funcion equis al cuadrado, por ejemplo la imagen
del dos mediante la funcién es dos al cuadrado igual a cuatro, en particular este valor
que es la forma general de la sucesion de puntos que obtuvimos, entonces la imagen
mediante la funcién sera “menos dos mas tres sobre ene por i, todo elevado al
cuadrado”. Asi lo que ustedes estan viendo se puede escribir asi y escribe en la

pizarra:

2
n 3 3
= Lim Z(—2+ij —
n—o q n n
P: Asi menos dos mas tres sobre ene por i es la forma del elemento genérico o general

es decir; la forma de los 7; es menos dos mas tres sobre ene por i y eso elevado al
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cuadrado es el efe de ene sub-i y tres sobre ene es la longitud de los delta equis sub-i

y esto se puede escribir y escribe en el pizarrén:

= Lim (3JL4 —Ei + 921'2J
n—oo\ 1 n n

P: Al elevar al cuadrado quedaria: el cuadrado del primero, menos el doble producto
del primero por el segundo mas el cuadrado de segundo esto es:

Cuatro menos doce sobre ene por i, mas nueve sobre ene al cuadrado por i al
cuadrado.

P: ¢ Esta claro o no?

A1: No

P: ¢Donde esta la duda?

A1: Ahi

P: ¢ En este desarrollo?

A1: jAja!

P: Bueno, una diferencia al cuadrado: El cuadrado del primero, menos...

A1: jAja!

P: ...el doble producto del primero por el segundo mas el cuadrado del segundo.

P: Ahora bien, que significa esto, que estamos sumando desde i igual uno hasta ene,
esto fijense que yo puedo sacar factor comun tres sobre ene: y escribe en un borde de

la pizarra:

é+§.2+§.3+...=é(l+2+3+4+...)

n n n n
P: Yo puedo escribir tres sobre ene por uno mas dos mas tres y asi sucesivamente,
entonces que da la suma de los ene primeros nimeros naturales. A qué es igual la
suma de los ene numeros naturales. Esto se demuestra analiticamente, creo que
ustedes utilizaron esta identidad cuando trabajaron con sucesiones y progresiones.
Nosotros lo vamos a demostrar utilizando el Maple, no es una demostraciéon formal,
pero el software calcula la forma general de las dos sumas infinitas que se presentan

y escribe:

14243444, 4n="00*D

P: Esto lo vamos a realizar con la actividad niumero tres con el Maple, fijense no sélo

ocurre con doce entre ene por i, sino también con nueve sobre ene cuadrado por i al
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cuadrado, va a ocurrir algo parecido, vamos a sacar factor comun nueve sobre ene

cuadrado y nos queda y escribe:

—2+%.22 +%.32 +%.42 +...:%(12 +22+3% 442 +)
n" n n n n

Que eso va resultar igual a ene por ene mas uno por dos enes mas uno sobre seis, y

escribe:

n(n+1)(2n+1)
6

P: Estas dos expresiones son la préoxima actividad con Maple, con esa actividad se

12422432 442 4 k2 =

espera ver su veracidad. El comando sum de la libreria les da la expresiéon que rige la
suma de los k primeros términos, veamos...

Descripcion de la actividad 3:

> with (student) :
>Sum('k','k'=1l..n)=sum('k','k'=1l..n);

no 11
k=-(n+1Y—-n——
,_Zl y )y =gn—y

> factor (%) ;
n

Zk:;n(nnLl)

k=1
>Sum ('k”2','k'=1l..n)=sum('k"2'",'k'=1..n);

N 1 1 1 1
K= 1 - 1 +-n+-
k; 3(n+ ) 2(n+ )+6n+6

> factor (%) ;

: 1
Y B=—nn+1)2n+1)
k=1 6

P: Fijense que existen dos comandos Sum uno con mayuscula en la inicial y otro con
minuscula.
P: ¢Nunca habian trabajado o deducido la expresion de la suma de los ene primeros

numeros naturales?
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A2: No.

P: jven que es exactamente la misma expresion! El Maple nos permite comprobar la
veracidad de la expresion. El calcula la suma de los ene primeros nimeros naturales.
Fijense si yo hago ene igual tres ;cuanto medaria la suma de los tres primeros
numeros naturales?

A3: Seis.

P: Asi, como es hasta tres yo sustituyo en la féormula tres por tres mas uno entre dos y
eso es seis.

P: si ahora quiero la suma de los tres primeros numeros elevados al cuadrado,
entonces escribo: tres por tres mas uno por seis mas uno entre seis y eso da catorce.
¢Alguna pregunta?.

P: Bien, esta claro, entonces fijense ahora yo cambio la sumatoria en la demostracion
que venimos haciendo, es decir; la suma de los ene numeros naturales es igual a ene
por ene mas uno entre dos y la suma de los ene primeros nimeros naturales al
cuadrado es igual a ene por ene mas uno por dos por ene mas uno entre seis.

Escribe en la Pizarra:

- Lz’m(gj 4n_2(@j+i(n(n+l)(2n+1))

n—oo\ 1 n n? 6

A1: ¢Por qué queda cuatro por ene?
P: Bueno, si yo sumo ene veces cuatro, quedaran cuatro por ene.

Escribe en la pizarra:

= Lim 3)[4;1 —6n—6+ i(n +1)2n+ 1)J

n—>oo\ 1 2n
. (3 3(, 2
=Lim|—|4n—-6n—6+—2n" +3n+1
n—>oo\ 1 2n

= Lim 12—18——+9+—+—2

18 27 9
Nn—>o0 n n n
= Lim(21-18)

n—0
=21-18
=3
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P: asi la integral es igual a tres, esto se hizo para que vean la forma como Riemann
calculaba integrales. Cada vez que calculaba una integral tenia que realizar este
proceso, es decir; hacer una particion, es un trabajo tanto algebraico como
geométrico: trabaja con particiones, sub-intervalos y la parte algebraica. Muchas
veces tenia que demostrar expresiones como las que nosotros comprobamos con el
maple.
P: Esa es la integral formal de Riemann, el hecho de hacerlo asi es para que ustedes
vean la relacién que tiene la integral con los aspectos geométricos.
P: ayer estuvimos viendo los aspectos geométricos mas crudos para realizar
cuadraturas hoy vemos aspectos geométricos que tienen que ver con segmentos y
particiones, que también tienen que ver con el formalismo matematico, la particion
tiene que ver con la teoria de conjuntos. Pero nosotros no lo vamos hacer asi,
nosotros vamos a utilizar lo que ya hemos trabajado, la integral indefinida.

1
Escribe en la pizarra: ijdx

-2

P: ¢ Esta integral es igual a qué?

A: A equis al cubo sobre tres.

P: Asi es; pero tenemos que evaluarla entre menos dos y uno, pero para ello tenemos
que definir un teorema: El Teorema Fundamental del Calculo, es fundamental porque
precisamente permite vincular lo que ya nosotros conocemos de la integral indefinida
con la integral definida.

Escribe en la pizarra:

Teorema fundamental del célculo: Sea f(X) una funcién continua en [a,b] y F(x)

b
una primitiva de f'(x) en [a,b] asi: [ f(x)dx =F(b) - F(a)

a
P: Bien, este teorema fundamental del calculo me establece una relacion entre la
integral indefinida y los métodos de integracion: integracion por sustitucion, por
parte, por sustituciones trigonométricas es decir; todos los que veniamos viendo en
las semanas anteriores, el teorema me permite utilizar eso para el calculo de

integrales definidas.

398



P: La notacion de Newton y Leibniz nos permite escribir la primitiva y decir entre que
valores se evaluara.

Escribe en la pizarra:

b

b
[/ Gdx= F(x)

aQ

P: Se evaluaraentreay b

P: Entonces para aplicar la integral a la resolucion de problemas no es necesario
aplicar los procedimientos originales de Riemann. Se aplica el teorema fundamental
del calculo y asi es que vamos en las proximas clases a aplicar la integral indefinida
para resolver problemas de areas, volimenes y otras aplicaciones... Por ejemplo esa
integral que acabamos de hacer, la integral entre menos dos y uno de equis al
cuadrado por diferencial de equis, nosotros la podemos calcular haciendo uso de lo
que ya sabemos.

P: ¢ A qué es igual esa integral’

A: A equis al cubo sobre tres.

P: Utilizando las formulas de integracion, que veo que muchos no la saben,
sevaluando entre que valores?

Escribe en la Pizarra:

1 3 1

fx2dx=x—

) 31-2
ro2?
3 3
3 3

P: asi nosotros llegamos al valor, sin necesidad de calcular el limite de una sumatoria
o le desarrollo que antes hicimos. Ahora nosotros vamos a hacer ejercicios de este
tipo con el apoyo del computador, pero antes veamos las siguientes propiedades:

P: ¢ Alguna pregunta?

P: ¢Ustedes recuerdan las propiedades de la integral indefinida? Si las recuerdan
veran que son las mismas.

Escribe en la pizarra:
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b b
D[ kf(x)dx =k f(x)dx parak eR
a a
P: La primera dice que la integral entre a y b de ka por efe de equis diferencial de equis
es igual a ka por la integral entre a y b de efe de equis diferencial de equis.

Escribe en la pizarra:

b b b
2)[[f (x)+ g(x)]dx =[ f(x)dx £ [ g(x)dx

P: La integral entre ay b de la suma o la resta de efe de equis y ge de equis diferencial
de equis es igual a la integral entre ay b de efe de equis mas o menos la integral entre
ayb de ge de equis.

P: La siguiente propiedad para una mejor comprension la vamos a utilizar el maple.

Escribe en la pizarra:

3)Si /'Y g son funciones integrables en [a,b] y /=g paratodo x € [a,b],

b b
entonces, I f(x)dx > I g(x)dx
a a

P: Esta propiedad es... importante para cuando estemos determinando areas de
regiones limitadas por funciones y dice: Si efe y ge son integrables en el intervalo
cerrado a, b y siempre efe toma valores mayores que ge en ese intervalo, entonces la
integral de la primera funcion es mayor. Recuerden recuerde que la integral definida la
estamos asociando al area de la regidon que encierra la grafica de la funcién y el eje

equis entreayb.

P: En el material que les entregué en la parte cinco hay un ejemplo para hacerlo con el
Maple, vamos a realizar el ejercicio cinco, aunque nos saltamos el cuatro, donde se

calculaban integrales definidas. Bueno se hacen los dos el cuatro y el cinco.

P: En el ejercicio cuatro se hace la integral que hicimos de ejemplo; recuerdan los

comandos ya lo utilizamos la semana pasada. El comando int.

Actividad cuatro:

> Int(x"2,x=-2..1)=int (x"2,x=-2..1);
1

fxzdxz?a
2




P: La semana pasada trabajamos con estos comandos,

pero con

integrales

indefinidas, es decir obteniamos una expresion simboélica, ahora se obtiene un

numero.

P: Ahora hagamos la actividad cinco.

Actividad cinco:

> solve (f (x)=g(x));

> fi=x->x"2+1;g:=x->-x"2+3;

f=x—>x*+1

g=x—>x"+3

P: ¢Qué pasé con las graficas del ejemplo? ¢;Cual toma valores mayores? ;Lo han

hecho? ¢La efe o la ge?
A4: La verde.

P: ¢ Cual es la funcion de la grafica verde?

A4: La que tiene el menos.

P: Muy bien la parabola que tiene negativo el coeficiente del término de equis

cuadrado, es decir la ge. Ahora calculemos la integral.

P: No sé qué les pasa les falta rapidez en el computador, ustedes son estudiantes de

informatica.
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A2: La ge que es la verde.

P: Es claro la ge alcanza valores mayores por eso el area bajo su grafica es mayor que
la de la funcion efe.

A3: jProfesor!

P: Dime

A3: ¢ Por qué me dice error?

P: Hay algo incorrecto, veamos... si le falté una llave.

A3: Asi no lo habia visto.

P: Bien, seguimos otra propiedad y escribe en la pizarra:

4) Si M y m son valores maximo y minimo respectivamente de la funcién f (x) en el

intervalo cerrado [a,b] y ademas | es integrable en el mismo intervalo, entonces se

b
cumple: m(b—a) < [ f(x)dx < M(b—a)
a
P: A esto nos referimos y por rapidez lo vamos hacer graficamente y bosqueja en la

pizarra:

r=fix

P: Si tenemos esta funcién, vamos a trazarla con el marcador rojo para que se vea
mejor. Esta funcion toma un valor maximo M en a, b y un valor minimo m en a, b. Si se
establecen dos rectangulos de base be menos a, pero el primero de altura My el
segundo de altura m. El area del rectangulo de altura m es menor que la integral y el
area del rectangulo de altura M es mayor que la integral, es decir que el areas bajo la
curva entre a y be. Asi la integral esta acotada por los dos rectangulos.

P: Vamos ahora a calcular algunas integrales definidas, apoyandonos en el
computador, con el Maple, es la segunda parte de la guia. Por ejemplo hagamos la

numero tres. Ahora en esta clase porque no hay tiempo, pero en la proxima vamos a
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tomar una hora para que ustedes calculen integrales definidas apoyados por el
software. Los ejercicios van ha se de la guia que les entregué.

P: Qué método vamos a utilizar para calcular esta integral, fijense que a mi también me
interesa que utilicen el software para que cuando trabajemos las aplicaciones puedan
apoyarse en él.

P: Como calculamos esta integral.

Escribe en la pizarra:

3

I 2x .
1 (x2 + 1)3
A1: por cambio de variable.

P: ¢ Cual es el cambio de variable?

A1: U igual a equis cuadrado mas uno.

P: ¢Como queda el diferencial?

A1: Dos equis.
P: Queda entonces y escribe en la pizarra:
3
2x du
_[ dx =

P: Pero aqui lo importante es... Cuando nosotros haciamos estas integrales por
cambio de variable, esta es muy sencilla, las haciamos mas complicadas con
sustituciones trigonométricas que también vamos a calcular ahora como definidas. Al
final teniamos que restituir el cambio, es decir; volver a escribirla en la variable
original.

P: Ahora no es necesario, porque vamos a obtener un valor numérico, para ello
cambiamos también los limites de integracion y al final evaluamos con esos limites.

P: ¢ C6mo cambiamos los limites?

A2: Eh...?

P: Bueno, para equis igual a uno, u es igual a uno al cuadrado mas uno igual a dos.

Escribe en la pizarra:

para x=1: u=12+1=2

P: Para equis igual tres u es igual a tres al cuadrado mas uno igual a diez.
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Escribe en la pizarra:

Para x =3; u=3%+1=10
P: Asi el limite inferior es dos y es superior diez.
P: ;Cémo hacemos para calcularla?
AS5: La integral de u.
P: Ya se les olvidé las féormulas.

Escribe en la pizarra:

P: ¢ Como hacemos para resolverla?

A5: La integral de u

P: ¢ Ya se les olvidaron las formulas?

A4: De de equis sobre equis

P: Ahora la variable es u olvidense de equis.

A7: Logaritmo neperiano de u.

P: No.

A5: Profesor es u a la ene por de, de u... se me olvido.

P: Si no se aprenden las formulas.

Escribe en la pizarra:

10 -2 10
Ju_3du—u—
) -212

A5: Esa profesor es la que yo queria decirle.

P:¢Y a qué es igual esto?

A2: Se coloca a lo que es igual u, que es equis cuadrado mas uno.
P: No.

Escribe en la pizarra:
1 [10
2u? 2

P: ¢Como lo evalio?
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A2: Bueno u es diez elevado a la dos.

P: ¢ Asi qué tenemos?

A2: Menos uno entre doscientos.

P: ¢ Qué mas?

A2: Mas uno entre ocho.

P: Muy bien y eso da.

A3: Menos uno entre doscientos mas uno entre ocho.

El Profesor escribe en la pizarra:

Lo 1o

~1+25 24 3
222 7 200 8 200 200 25

P: Muy bien, ahi tienen el valor numérico de la integral. Vamos a hacerlo con el Maple:

Descripcion de la practica:

> with (student) ;
[ D, Diff, Doubleint, Int, Limit, Lineint, Product, Sum, Tripleint, changevar,

completesquare, distance, equate , integrand , intercept, intparts , leftbox,
makeproc, middlebox , middlesum , midpoint , powsubs, rightbox, rightsun

showtangent , simpson, slope, summand, trapezoid |

>a:=Int (2*x/ (x"2+1)"3,x=1..3) :a;
3

X
22— dx
(x*+1)
1
> changevar (x"2+1=u,a,u) ;
10
1
jdu
u
2
>value (%) ;
3
25
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P: Fijense que al hacer el cambio de variable con el Maple, éste les cambia de una vez
los limites de integracion.

P: Vamos a hacer ahora la nimero ocho, pero la hacen primero con el Maple, al lado
tienen los comandos, y después la hacemos a mano. También se hace por cambio de
variable.

Los estudiantes comienzan a trabajar con el computador en la siguiente experiencia:

> with (student) :

>e:=Int ((1+1ln(x))"2/x,x=1..exp(l)) :e;
(3

2
(1+1In(x)) i
X
1

> changevar (1+1n(x)=u,e,u);
2

fuzdu
1

o\
~

> value (

W

P: Entonces ¢Coémo lo harian?

A2: Estamos trabajando.

A3: Por cambio de variable, el mismo que hicimos con el Maple. Uno mas logaritmo
neperiano de equis.

P: Bien y de de u.

A5: equis de de equis.

P: De de equis entre equis ya que cual es la derivada de uno mas logaritmo neperiano
de equis.

A5: De de equis entre equis.

El profesor escribe en la pizarra:

e 2 2
I+ In(x
j—( ( )) dxzjuzdu
1 * 1
P: Pero tenemos que cambiar los limites de integracion, para equis igual a uno, u es

uno mas logaritmo neperiano de uno. ;Cuanto da eso?
A5: Uno.
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P: ¢por qué?

A5: Uno mas cero.

P: Claro logaritmo de uno es cero y para equis igual a e, u es igual a uno mas
logaritmo neperiano de e. ¢ Cuanto vale eso?

A2: Debe ser dos, logaritmo de e debe ser uno.

P: ¢Por qué?

A2: Bueno profesor el Maple dice que es dos y como es uno mas el logaritmo de e.

P: Fijense que aunque eso lo debian recordar, el Maple le hizo deducir que logaritmo
neperiano de e es uno.

A2: Mas facil profesor.

P: No, pero tienen que tener los conocimientos tedricos para hacer un buen uso de él.
Sélo con él no van a hacer nada.

A2: Tiene razén.

P: Ustedes cursaron Matematica uno. La funcion logaritmica es la inversa de la
exponencial y viceversa. Cuando se compone una funcion con su inversa. ;Qué se
obtiene?

A1: La identidad.

P: ¢ Cuanto da la integral de u cuadrado sobre dos?

A5: u a la tres sobre tres.

P: ¢Por qué?

A5: Ehhh...

P: Acuérdense que pueden usar el Maple, pero el calculo deben entregarlo escrito en
la hoja de examen. Si esto da u a la tres sobre tres evaluado entre uno y dos.

Escribe en la pizarra.

P: ¢Como se evalua?
A3: Dos a la tres sobre tres menos uno a la tres sobre tres.

El profesor escribe:
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P: asi quiero que trabajen la proxima clase, a cada quien le voy a dar ejercicios para
que los calculen con el apoyo del software. Tienen que aprenderse las propiedades y

las férmulas y también ejercitar los comandos del Maple. Hasta Manana...

Reconstruccion de la tercera sesion de clase 30/01/08

P: ijBuenos dias! Hoy continuamos con la planificacion del contenido de este curso,
vamos a ver el calculo del area de regiones limitadas por funciones continuas.
Recapitulando lo que se hizo la semana anterior, se puede decir que la semana pasada
vimos los aspectos tedricos de la integral definida; los relacionamos con lo que
habiamos visto en la semanas anteriores, la integral indefinida. ¢ Cual fue el vinculo
entre la integral indefinida y la integral definida?

A1: La primitiva.

P: jAja! ¢Y de donde surge eso? Del teorema fundamental de calculo, este teorema
nos permite utilizar los objetos de integraciéon indefinida que venimos utilizando para
calcular integrales definidas. Otro tema importante es el teorema del valor medio para
integrales que nos quedo6 pendiente de la clase anterior.

P: Recuerdan el teorema del valor medio para el calculo diferencial. ;Qué dice? Este
teorema senala que si una funcion continua toma igual valor para dos elementos
diferentes de su dominio, es decir; efe de a igual a efe de b, entonces entre a y be
existe un valor para el cual la derivada se hace cero.

Bosqueja en la pizarra:
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P: ese es el teorema del valor medio para la derivada. El teorema del valor medio para
integrales dice algo similar, pero tiene que ver con lo que significa la integral. Fijense
lo que dice este teorema: Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, podemos
determinar un alfa perteneciente a ese intervalo para el cual se verifica esta igualdad.

Habla mientras escribe en la pizarra:

Si | es continua en [a,b] entonces, existe & € [a,b] tal que se cumpla la siguiente

b
igualdad [ f(x)dx=(b—a)f(c)
a
P: ¢ Qué significa esta igualdad?
P: La expresion be menos a por efe de alfa. ; Qué les recuerda?
A2: los rectangulos.
P: En la integral definida, be menos a es la base y efe de alfa es la altura.

Bosqueja en la pizarra:

Fileed p=fin
rd

N
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P: Esto quiere decir que existe un rectangulo, lo que hablamos, un area rectilinea que
es equivalente al area limitada por la grafica de efe de equis entre equis igual a y equis
igual be. ; Qué significa? Que ese alfa entre a y be (sefiala en el dibujo) determina en la
curva un punto efe de alfa, la imagen de alfa mediante la funcion efe. Por ese punto efe
de alfa de la curva se puede trazar un rectangulo y é area de ese rectangulo es
exactamente igual al area limitada por la curva, el eje equis entre equis igual a y equis
igual be. Eso es lo que nos dice el teorema de valor medio para integrales.

P: Ahora el alfa no es Unica, pudieran existir mas de uno para los cuales se cumpla la
igualdad.

Agrega: a no es necesariamente unico al teorema antes escrito en la pizarra.

P: Bien esta claro.

(La mayoria dice que si)

P: Bien, vamos a hacer un ejemplo, para determinar el valor de alfa.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo: Sea f (x) = x2 +4x+5 determina a para que se verifique el TVM en
[L.4].

P: Tenemos un ejemplo. {Qué funcion es esa? Es un polinomio. Determina el alfa para
que se verifique la igualdad en el intervalo uno cuatro. ; Qué debe ocurrir? Bueno yo le
resalté que la funciéon es un polinomio, porque el polinomio siempre es continuo y la
condicién del teorema dice que efe debe ser continua. ;Qué debe ocurrir?

Escribe en la pizarra:

Debe ocurrir que:

4

[ +dx+5)dc=(4-1)f ()

1
P: Que la integral entre uno y cuatro de equis al cuadrado, mas cuatro equis, mas
cinco es igual a cuatro menos uno por efe de alfa. Es lo que dice el teorema del valor
medio.
P: ¢Cémo podemos despejar alfa?
P: Primero calculamos la integral, esto debe estar claro para ustedes. Al calcular una
integral definida ¢ Qué obtenemos?

A1: Un niimero.
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P: Si siempre nos va a dar un numero... un numero. Bien entonces calculamos la
integral ;Cual es la primitiva de esto? (sefiala la integral en la pizarra).

A3: equis al cubo sobre tres.

P: ¢ Qué mas?

A2: Cuatro por equis cuadrado sobre dos.

P: Perfecto ¢ Qué mas?

A3: Cinco equis.

El profesor escribe en la pizarra:

3 4
%+2x2+5x =3/ @)

P: Eso es evaluado entre uno y cuatro, es igual a tres por efe de alfa. Evaluamos...

Escribe en la pizarra:

64 1
(?+32+20]—(5+2+5J—3f(a)

64 1
2 452-——T7=3f(a
3 3 f(a)

21+45=3f(a)
22=f(a)

P: ¢Cémo es efe de alfa?

Continta escribiendo en la pizarra:
a’+4a+5=22

2 _
a”+4a—-17=0

o) =2 ++21; ay =—2—+/21 (No pertenecea [1,4])

P: Luego alfa es igual a menos dos mas raiz cuadrada de veintiuno aproximadamente
a dos coma cincuenta y ocho.

Escribe en la pizarra;

a =-2++/21~258
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P: Fijense que la segunda solucion la descartamos porque no esta en el intervalo uno
cuatro. El alfa es aproximadamente dos coma cincuenta y ocho que si esta en el
intervalo uno cuatro. Ahora grafiquemos y veamos lo que ocurre:

Bosqueja en la pizarra:

404
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P: Entonces esta es la grafica de la funcion, si quieren ustedes la pueden hacer ahora
con el Maple. Existe un valor; menos dos mas raiz cuadrada de veintiuno que es
aproximadamente igual a dos coma cincuenta y ocho que estd mas o menos por aca
(sefala el grafico en la pizarra) para el cual efe de menos dos mas raiz de veintiuno
esta aca (sefala el grafico en la pizarra) es la imagen de ese valor. Asi el rectangulo es
igual al area bajo la curva entre uno y cuatro, pueden verificar esa imagen con el
Maple, la semana pasada estuvimos trabajando en eso, asi...

Escribe en la pizarra los comandos:

> fi=x->x"2+4*x+5;
>plot(f(x),x=0..5,y=0..40);

P: Alguna pregunta.
P: Antes de comenzar a ver las aplicaciones, vamos a ver dos propiedades que no
vimos la clase pasada y que son importantes para el calculo de areas.

Escribe en la pizarra:

1) Si [ es continua en [a,b] , [a,c] y [C,b] ; a<c<b entonces

b c b
[ f()de = [ f(x)dx +] f(x)dx
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b a
2 [f(x)de=—[f(x)dx
a b

P: A estas propiedades les veremos la utilidad, sobre todo a la primera, cuando
estemos calculando areas de regiones limitadas por funciones y nos interese dividir el
intervalo de integraciéon y calcular el area en cada uno de ellos de acuerdo a las
caracteristicas de la funcion. Fijense que la funcién es continua en el intervalo mas
grande a, be, pero también es continua en los subintervalos a, ce y ce, de. Con esto se
quiere garantizar que la funciéon no tiene puntos de discontinuidad. Asi se puede la
integral se puede escribir como las suma de otras dos, la que va de a, a ce y la que va
de ce a be.

P: La segunda propiedad pues, nosotros sabemos que en una integral definida el
limite superior se escribe en la parte de arriba y el inferior abajo, pero a veces cuando
hacemos cambios de variable, mafiana vamos a ejercitarnos sobre eso, nos quedan
invertidos, es decir arriba el menor y abajo el mayor. Buenos en esos casos se utiliza
la propiedad se invierte pero, se coloca un signo menos a la integral.

P: Buenos voy a dejarle estos ejercicios sobre el teorema del valor medio.

Escribe en la pizarra:

Determine a para que se verifique el TVM.

2
a) [Xdx=2-1)f(a)
1

2
b) j(x2+1 =(2+2)f(a)
-2

P: Son ejercicios como el que acabamos de hacer.

P: Qué deciamos la vez pasada acerca del niumero que obtenemos al calcular una
integral definida. Yo calculo una integral definida y obtengo nueve ¢Qué significa ese
numero?...Hablamos también, creo que cuando comenzé el curso, sobre si tiene un
espacio rectangular de cinco metros de largo por cuatro de ancho, entonces el area es
veinte ¢ Qué significa ese veinte?

A2: El espacio se parte en varios pedazos,...en veinte...
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P: Eso lo que significa es que ese espacio esta determinado por veinte cuadrados de
un metro de lado cada uno. Buenos ahora seguimos buscando ese mismo numero
pero en regiones curvilineas y haciendo uso de la integral.

P: La integral definida nos permite determinar el nimero que representa el area de una

region limitada por curvas y esa es la primera aplicacidon que vamos a ver.

Escribe es la pizarra:
Aplicaciones de la integral definida Calculo del area de regiones

limitadas por curvas:

P: Nosotros vamos a ver varias aplicaciones, la primera es esta y vamos a comenzar
con un ejemplo a manera de ilustracion, por supuesto que ejemplificaremos diversas
situaciones.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo 1: Determina el area de la regién limitada por f (x) =4 — x2 , el eje x entre

lasrectas x=—2y x=1.

P: Bien... eso para ustedes ahora es un problema, por eso requiere analizar la
situacion. Fijense nos dan una funcion y su grafica encierra una regiéon conjuntamente
con el eje equis y en relacion con las rectas equis igual menos dos y equis igual uno.
:.Como son esas rectas? ;Como son con relacién al plano? Son verticales u
horizontales o son oblicuas.

A2: En el espacio.

P: No, ustedes estan en el espacio, las rectas equis igual menos dos y equis igual uno
son perpendiculares al eje equis, son verticales en relacion a éste. Recuerden que
toda recta de la forma equis igual a, a es perpendicular a el eje equis y toda recta de la
forma ye igual a b es perpendicular al eje ye.

P: ¢ Qué creen ustedes que debemos hacer primero? Para tener mayor informacion.
A3: Resolver la ecuacion.

P: jAja! Pero para qué la vamos a resolver. ;Qué conseguimos con resolverla? Les
digo esto porque si yo tengo una funcion (Bosqueja en la pizarra) y tengo dos rectas
equis igual a y equis igual be y queremos determinar el area de esta region y la
funcién ye es igual efe de equis, entonces simplemente el area de la region es igual a

la integral entre a y be de efe de equis diferencial de equis.
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Mientras hablaba bosquejo en la pizarra:

P
I
bl

r=n y=fix

Region

P: ¢Eso le aclara lo que tenemos que hacer? ;Qué debemos hacer?

P: Podemos calcular directamente la integral pero nosotros no sabemos como es la
region. Les decia hace rato que si una funcién trabaja con valores negativos tenemos
que colocarle un signo menos a la integral para que el area sea positiva. Nosotros no
sabemos como se comporta esta funciéon, es posible que algunos de ustedes se
imaginen la grafica porque es una parabola. Pero hay casos que no es tan sencillo. Lo
primero que debemos hacer es graficar la funcidon sobre todo entre menos dos y uno.
Otra cosa que podemos hacer es hallar los puntos de corte con los ejes. Entonces
vamos a hacer eso primero.

Escribe en la pizarra:

Puntos de corte con los ejes

Con el eje x Conel ejey
4-x2=0 £(0)=4-07
(2-x)2+x)=0 =4
X1 =2xp =-2 y=4

P: Los puntos de corte con el eje equis: equis sub-uno igual a dos y equis sub-dos
igual a menos dos y corta al eje ye en cuatro.

P: Ahora grafiquemos.

A3: En el plano.

P: Si, dibujamos en el plano. Le damos valores a equis ¢ Qué valor le damos?

A1: Cero.

P: ¢La imagen de cero es?

A2: Cuatro.
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P: Para uno ¢ Cuanto vale?

A3: Menos uno.

P: No, pero sustituyelo en la funcion ;Qué da?
A3: tres.

P: Y para menos uno... tres también.
P: Para dos ¢ Cuanto da?

A3: Cero.

P:Y para menos dos.

A3: Cero.

P: Para tres.

A1: Uno...no menos cinco.

P: Menos cinco.

Mientras hablaba el profesor fue bosquejando en la pizarra:

-\.\_\
2_

4 U 4
-2 ¥

A4

Los calculos para la grafica los hizo el profesor conjuntamente con los
alumnos, éstos mostraron pocas destrezas en ello.

P: Entre qué valores me estan pidiendo calcular el area de la region ¢Entre qué
valores?

A2: Menos dos y uno.

P: Es decir que me estan pidiendo que halle el area de la region y lo sefiala en la
pizarra. Como trabajamos con valores positivos de la funcién no es necesario
colocarle el signo menos delante de la integral, es decir; el area esta en la parte
positiva del eje ye. La funcién toma valores positivos. Entonces, podemos construir la
integral que representa el area de esa region.

P: ¢ Como queda la integral?

A2: La integral de cuatro menos equis al cuadrado por diferencial de equis.

P: Pero, ¢ Cuales son los limites de integracion son?
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A2: Entre menos dos y uno.

A3: Menos dos y uno.

P: Bien se dan cuenta que ustedes saben lo que no quieren es hablar.

P: A qué es igual esa integral. La primitiva, nosotros hemos hecho muchas integrales,
ésta es muy sencilla. ¢ Cual es la integral indefinida de cuatro mas equis al cuadrado?
A2: Cuatro equis menos equis al cubo entre tres.

P: Muy bien, eso lo vamos a evaluar entre menos dos y uno.

Entre preguntas y respuestas ha escrito en la pizarra:

A(Re gion) = }(4 —x? )dx

-2
3
= 4x-2
-2
:(4_1)_ _8+§j
3
::4__];+.8__§
3 3
=12-3
=9

P: ¢Qué significa esas nueve unidades? Que dentro de esa region caben nueve
cuadritos de una unidad de lado. ;Esta claro?

A2: Si.

A3: Si.

P: Manana ustedes van a hacer problemas de este tipo. Ustedes estan apurado ;tienen
clase ahora?

A1: Si.

P: Ahora les voy a escribir... Ahi tienen en el Dossier que les entregué como hacer el
calculo de areas con ayuda del computador. De toda manera le voy a escribir como lo
hubiéramos hecho con el Maple.

Escribe en la pizarra:

> fi=x->4-x"2;solve (f (x)=0);
>plot(f(x),x=-4..4,y=-6..6);

417



P: Haganlo en el computador, es importante porque en la clase de manana cuando
estén trabajando pueden apoyarse en el computador y en las evaluaciones también
pueden hacer uso de él. Claro lo importante es que en el papel tienen que escribirme
todos los pasos.

P: Ya lo terminaron.

A6: No.

A2: La grafica varia un poco.

P: Bueno mas precision... en la pizarra le dimos algunos valores y unimos los puntos.
Recuerden que s6lo es un bosquejo de lo que es la grafica, la grafica es un ideal, es
decir siempre lo que bosquejamos son aproximaciones con exactitud no es la grafica.
El computador es mas preciso, sin embargo no es exactamente la grafica.

AG6: Puse restart y no aparece nada.

P: Es que estas trabajando a modo de texto. Bueno recuerden que la clase de hoy es
tedrica, si quieren los que puedan quedarse en el laboratorio y pueden ir resolviendo
problemas con el apoyo del computador y mainana vamos a la practica en las dos
horas.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo 2: Sea g(x) = x2 —7x + 6 una funcién. Halle el drea de la region limitada

por la grafica de ella y el eje x.

P: ¢ Qué ven ustedes de diferente al anterior?

A7: Que no dan los intervalos de las rectas.

P: El intervalo de integracién ¢Qué les hace suponer eso?

A7: Que tenemos que calcularlo.

P: ¢Cémo lo calculamos?

A7: Eh..?

P: Se debe entender que la grafica de ge corta al eje equis en dos puntos por lo que
determina una region. Entonces, tenemos que hallar primero. ;Qué tenemos que
hallar primero?

A3: Los puntos de corte.

P: Exactamente los puntos de corte.

Escribe en la pizarra:
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Puntos de corte con el eje x
P: Entonces igualo a cero esto es equis cuadrado menos siete equis mas seis igual a
cero.

Escribe en la pizarra:

- Tx+6=0
(x—1)x-6)=0
X1=1;X2 =6

P: Qué otra cosa debemos hacer para tener claro el problema.

A2: La grafica.

P: Claro porque no sabemos si la grafica esta por debajo del eje equis, es decir; la
funcion toma valores negativos. Bosquejemos su grafica, el problema de ustedes es
que manana vienen otra vez igualito a como vinieron hoy, el marco de la puerta tiene
algo que cuando pasan por ahi se les olvida todo. Vamos a graficar:

Escribe y bosqueja en la pizarra:

&)
4 ax’bx+c=0

21 b 7
j 2a 2

Los calculos para la grafica los hizo el profesor conjuntamente con los
alumnos, éstos mostraron pocas destrezas en ello.

P: Ahora fijense, la funcidon en ese intervalo toma valores negativos, si yo calculo la
integral me dara negativo. Por eso es necesario al calcular el area de la region,
colocarle un signo menos y asi se obtiene el area positiva.

P: Asi el area de la regiéon es igual a menos el integral entre uno y seis de equis al
cuadrado menos siete equis mas seis.

Escribe en la pizarra:

419



125
6

A3: Profe, el menos se coloca cuando la region es negativa.

P: Si, cuando la region esta por debajo del eje equis, es decir; la funcién toma valores
negativos del eje ye.

P: Asi la integral da ciento veinticinco sobre seis. Ya veo que la estan calculando en el
computador, el procedimiento es el mismo: se define la funcién, hallan los puntos de
corte con el eje equis, grafican y por ultimo integran en relaciéon con los puntos de
corte.

P: Miren, a veces... ocurre que la region a calcular el area en una parte la funcién toma
valores positivos y en otra valores negativos. Entonces, tenemos que calcular dos o
mas integrales y ese es el caso del ejemplo que vamos a hacer ahora.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo 3: Encuentre el area de la regién limitada por h(x) = x3 - 6x2 +8x, el gje

xentre x=1y x=3.

P: Primero ¢qué debemos buscar? Con la intencién de bosquejar la grafica.
P: Los puntos de corte.

Escribe en la pizarra:

Puntos de corte con el gje x.

X —6x% +8x=0
P: Factorizamos ¢ Verdad? ¢ Como lo factorizamos?

Escribe en la pizarra:

x(x2 —6x + 8)= 0
P: Factorizamos el trinomio.

Escribe en la pizarra:

420



x(x—4)x-2)=0
P: Los puntos de corte son equis sub-uno igual a cero, equis sub-dos igual a dos y
equis sub-tres igual a cuatro.
Escribe en la pizarra: x| =0;xy =2;x3 =4
P: Hagamos la grafica, como ya hemos hecho otros ejemplos y estamos corto de
tiempo, vamos a hacerla con el Maple. Para mayor rapidez le voy a escribir los

comandos:

Escribe en la pizarra:

>plot (x7"3-6*x"2+8*x,x=-1..6,y=-4..4);

P: Pueden hacer eso.

P: Se dan cuenta como es la grafica, pueden ver que en uno vale tres, en equis sub-
uno igual a cero vale cero, en equis sub-dos igual a dos vale cero y en equis sub tres
igual cuatro vale cero y en tres vale menos tres.

Reproduce la grafica realizada con el Maple en la pizarra.

P: Fijense que encierra dos areas esta (senala en la grafica) y encierra esta (vuelve a
sefalar en la grafica). Con el Maple pueden ampliar el rango en el comando plot y
veran que la grafica de la funciéon no encierra mas areas.

P: En una de las regiones, la funcion toma valores positivos la que esta entre cero y

dos y otra que toma valores negativos la que esta entre dos y cuatro. Hay una
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propiedad que la vimos temprano que dice que el intervalo de integracion a, be lo
puedo dividir en a, ce y ce, be para ce entre ay be y eso es lo que vamos a hacer.

Escribe en la pizarra:
2 3
A(R) = J‘(x3 —6x2 + Sx)a’x —_[ (x3 —6x2 + 8x)dx
0 2

P: La primera integral toma valores positivos, a la segunda integral hay que colocarle
un menos ya que la funcidn en ese intervalo toma valores positivos.

Escribe en la pizarra:
3 23

4 2 4
I S I Dol [ e, SR e
4 0 \ 4 2

P: Si quisiéramos apoyarnos con el Maple hariamos:

4

> h:=x->x"3-6*x"2+8*x;solve (h(x)=0);
>plot(h(x),x=-1..6,y=-4..4);
>int (h(x),x=0..2)-int (h(x),x=2..3);

P: Eso les daria todo lo que hicimos.

P: El tiempo no rinde, queria que hiciéramos otros ejemplos que también son
importantes, como el area de una region limitada por dos o mas curvas y cuando
trabajamos con la variable ye como variable independiente, pero... tendremos que

verlo manana.

El profesor revisa lo que hacen los estudiantes en el computador y atiende sus
preguntas en cada sitio.

P: Qué vamos a ver mafiana sobre areas ahora les voy a dar una idea grafica. Ustedes
pueden haber visto que siempre es importante graficar para ver como es la grafica,
que areas encierra. A veces decimos que la grafica esta por encima del eje equis o por
debajo, eso es figurativo ya que la pizarra esta de forma vertical. ;Qué pasa si

colocamos la pizarra en el piso? Ja..ja..
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P: Ahora yo les dije en un principio: areas limitadas por curvas y hasta ahora hemos
trabajado ejemplo con una curva, pero que pasa si tengo dos o mas curvas. Fijense si
tengo esto:

Bosqueja en la pizarra

Y=gz

NN
T~ s =

y =%

P: El area de la region es igual a la integral entre a y be de la funciéon que toma valores
mayores, es decir la ge, menos la que toma valores menores la efe y calculo esa
integral.

Escribe en la pizarra:

b
A(Re gion) = [[g(x) = f (x)|dx

P: También nosotros no hemos visto ejemplos de calculo de una regiéon donde
trabajamos la integral en funcion de la variable ye como variable independiente, eso lo
vamos a ver manana, pero si eso ocurre. Si yo tengo esto, por ejemplo...

Dibuja en la pizarra:

x=fip

x=fin

P: Fijense que estan invertida la variable.
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A5: ¢por qué?
P: Eso no lo hemos visto, mafiana le explicaré.
P: En este caso el area de esta region, aqui no es la que toma valores mayores con
relacion al eje ye sino en relacion al eje equis. ¢ Cual es la que toma valores mayores?
La roja o la que esta mas a la derecha del eje ye y la que toma valores menores la
verde o la que esta mas a la izquierda. Como en el primer caso deciamos la que esta
por arriba menos la que esta por abajo, en este ejemplo podemos decir la que esta a |
derecha menos la que esta por la izquierda.
En este caso seria:

b

ARegidn) = [[f(») —g(»)ldy

a
P: El area de la region es igual a la integral entre a y be de eje de ye menos ge de ye.
P: Esto lo vamos a ver maifana a primera hora y después vamos a hacer uno
ejercicios, yo le asigno unos ejercicios a cada uno y me lo entregan en una hoja y

pueden apoyarse en el computador.
Reconstruccion de la Cuarta sesion de clase 31/01/08

P: jBuenos dias! Hoy comenzamos con los ejemplos que nos faltaron en la clase
anterior y después les voy a asignar unos ejercicios y problemas para que los
trabajen, siempre con la ayuda del computador.

P: ¢ Qué deciamos al terminar la clase de ayer? ; Como podiamos hallar el area de una
region que esta comprendida entre dos curvas? ;Cual es el procedimiento?

P: Fijense, yo tengo dos funciones...

Bosqueja en la pizarra:

™~ Regisn =t

AN TN
a N7 b,

¥ =g

P: ¢Cémo determino esa area?

A1: Con la integral entre a y be.
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P: Si, pero como es la integral.

A2: La integral de efe de equis menos ge de equis.

P: ¢ Por qué de efe de equis menos ge de equis?

P: ¢por qué?... porque siempre a la que toma valores mayores le restamos la de que
toma valores menores. En este caso podemos ver en el bosquejo que la curva roja es
la mayor, es decir; efe de equis como lo dijo ella.

Escribe en la pizarra:

b
Aregion) = [ (x) - g(x) bix

P: ¢esta claro?

A1: Si.

A2: Si.

P: Vamos a hacer este ejemplo.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo: Determina el drea de la regién limitada por m(x) = -3 yn(x)=x-1.

P: Tenemos dos funciones y las dos son continua en R por se polinémicas, la primera
es una curva y esta (refiriéndose a la segunda) ; Qué es? LA grafica de equis menos
uno, si la bosquejamos ;Qué va dar?

A1: Una recta.

P: Es una funcion afin. ; Qué debemos hacer para determinar esa area?

A4: Graficamos primero.

P: Okey graficar y... qué otra cosa podemos hacer.

P: Ver si la funciones se cortan. ; Como hallamos los puntos de corte?

A6: Se toma equis a la dos menos tres.

P: jAja!

AG: La igualo a cero.

P: No, cuando la igualo a cero es para hallar los puntos de corte de su grafica con...
¢:Con quién?

A2: Con el eje equis.

P: Con el eje equis, pero si yo quiero hallar los puntos donde las graficas de las
funciones se cortan entonces, con quién tengo que igualar a equis cuadrado menos

tres.
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A6: Con equis menos uno.
P: Perfecto, con la otra funcion.
Escribe en la pizarra:

Puntos de corte:

Igualamos: X2 —3=x-1

P: ¢Como resolvemos esa ecuacion?

A6: Sera equis al cubo menos equis.

P: Pero no es equis al cubo es equis cuadrado.

A6: Equis cuadrado menos equis igual a menos dos.

P: ¢Como lo resolvemos?

A6: Se puede factorizar equis mas uno y equis menos dos.

El profesor escribe en la pizarra mientras pregunta y explica.

x2—3=x—1

xz—x—2:O

(x—2)x+1)=0
P: ¢ Cuales son los puntos de corte?

A6: Dos y menos uno.
El profesor escribe en la pizarra:
X] = 2; Xy = -1
P: ¢ Qué hacemos ahora?
A6: La grafica.
P: ¢Quién quiere hacer la primera grafica? Se pueden ayudar con el computador. La
grafica de la primera es...
A3: Una curva.
P: Pero qué tipo de curva. Si quieren la grafica en el maple. Definamoslas primero

Escribe en la pizarra:

>m:=x->xXx"2-3;n:=x->x-1;
>plot ({m(x),n(x)},x=-3..3,y==-5..5);

P: Fijense en la grafica que tienen en el computador

El profesor bosqueja la grafica en la pizarra:
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y= nlix}.

P: ¢ Cual toma valores mayores entre menos uno y cuatro?

A2: La verde.

P: ¢Cual es la verde?

A2: Equis menos uno.

P: ¢ Cémo es la integral que define esa region?

P: Inés entre que valores se va a integrar

A3: En los puntos de corte menos uno y dos.

P: Muy bien integramos entre menos uno y dos.

P: Entonces la integral va a estar definida entre...

A2: Menos uno y dos.

P: ¢Cémo es el integrando? Recuerden... cual toma valores mayores en ese intervalo
o, figurativamente ¢ Cual esta por encima? Y ¢ Cual por debajo?
A1: Larecta toma valores mayores.

P: Entonces a esa le restamos la otra.

Escribe en la pizarra:

A(Re gion) = ﬂx -1- (x2 — 3)]dx

-1

P: ¢ Quién quiere resolver esa integral?
P: ¢ Cémo queda el integrando?

P: Repite.

P: ¢Cémo queda?

Escribe en la pizarra:
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2
=Ipx2+x+2>k

-1
P: ¢ Cual es la primitiva de ese polinomio?
A2: Equis al cubo.
A7: Menos equis al cubo entre tres.
P: ¢ Qué mas?
A7: Uno entre dos.
P: Tienen que ejercitar mas, tienen que aprenderse las formulas de integracion.

Escribe en la pizarra:

=—§+6—l—l+2
3 3 2
=—3+6+2—l
2
_s-L
2
9
2

P: Pueden comprobar lo realizado con el Maple.

Los estudiantes trabajan en el computador, algunos estudiantes no

recuerdan los comandos del Maple y eso que tienen el material de apoyo

P: Bien ahora vamos con otro ejemplo, Podemos ayudarnos con el computador desde
el principio. Si quieren escriban restart: antes de trabajar el otro ejercicio. También en
el Maple algunos hacen unas cosas, ahora alguien escribié el comando plot y dos
puntos, como si fuese a definir una variable.

P: Otro problema y escribe en el pizarron:
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Encuentre el area de la regién limitada por X =3 — y2 yy=x—-1(x=1+y)

P: Busquemos los puntos de corte de las dos graficas. Fijense que estamos
trabajando con la variable ye como independiente. Busquemos los puntos de corte.

Escribe en la pizarra:
3— y2 =l+y

P: ¢ Qué obtuvieron con el Maple?

A3: Menos dos y uno.

P: Y la grafica la hicieron... § Qué funcion toma mayores valores en menos dos uno?
AT7: La parabola.

P: Bien veamos su grafica

Bosqueja la grafica en la pizarra:

\Y o /

r=14p

P: Fijense que la representacion la hacemos al revez, le damos valores de ye y
obtenemos valores de equis.

Escribe en la pizarra:

1
A(Re gion) = I[S — y2 — (1 + y)]:ly
-2
P: La roja esta mas a la derecha entonces a ella se le resta la verde. ;Cuanto da esa
integral con el Maple?

A5: Nueve medios.
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P: Exacto, que casualidad da lo mismo del ejercicio anterior.
P: Otro problema...

Escribe en la pizarra:

Determina el &rea de la regién limitada por k(x):x3 —6x>+8x e

Kx):xg-—4x.

P: Son dos curvas una es una parabola ;Qué debemos hacer?
A3: Buscar los puntos de corte.
P: Exacto buscar los puntos de corte.

Escribe en la pizarra:

Puntos de corte

x3—6x+8x:x2—4x

P: Si quieren a la par que lo hacemos en la pizarra, también lo hacen con en el

computador, aprovechen ese recurso.

Escribe en la pizarra:

> restart:

> k:i=x->X"3-6*x"2+8*x;1:=x->x"2-4*x;

> solve (k(x)=1(x));

>plot ({k(x),1i(x)},x=-1..6,y=-10..10);

P: Hagan eso para que después tengamos mas claridad cuando lo calculemos en la
pizarra.

P: ¢ Qué puntos de corte obtuvieron?

A5: Cero, cuatro y tres.

P: Okey cero cuatro y tres, ahora hagamoslo analiticamente. ;Cémo encontramos
esos valores en la igualdad que esta en el pizarron?

A5: Factorizando.

P: Primero tenemos que...

AS5: Agrupar.

P: Agrupar términos semejantes... ; C6mo queda?
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A5: Equis a la tres, menos siete equis al cuadrado mas cuatro equis.

El profesor escribe en la pizarra:

X —Tx% +4x=0
P: ¢ Qué podemos hacer?

A5: Sacar factor comun.

El profesor escribe en la pizarra:

x(x2 —Tx+ 4)= 0

P: ¢ Como puedo escribir lo que esta dentro del paréntesis?

A2: Como hicimos en el anterior buscando dos nimeros...

P: ¢ Cuales son?

A5: Que sumado den menos siete...

P: Es que aqui hay un error, no es cuatro equis, sino doce equis por eso no pueden

hallarlos.

Corrige en la pizarra:
x> —7x% —12x=0

x(x2 —Tx—- 12): 0
P: ¢ Cuales son?
A5: tres y cuatro
P: Menos tres y menos cuatro.
Escribe en la pizarra:
x(x=3)Yx—-4)=0
P: Vemos que los valores que anulan la expresion son: cero, tres y cuatro.
P: Hagan la grafica, usen el computador.
P: La graficaron, les pido que la hagan primero en el computador porque no es
sencilla.
A4: Si.
P: Si vemos la grafica pasa por cero. Yo la voy a bosquejar rapido en la pizarra:

Bosqueja:
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107 p=Hx

F=1x)

-1 U 1 2 3 3 g
-4 X

P: Fijense que podemos hacer la grafica paso por paso y ademas tenemos la ayuda de
Maple.

P: Ahora como hacemos para definir la integral o las integrales de acuerdo a la grafica.
Recuerden la funcion que esta mas arriba menos la que esta mas abajo.

A7: Equis al cubo menos seis equis al cuadrado mas ocho equis.

P: ¢ Esta por encima?

A7: En cero tres.

P: Entonces hay que formar dos integrales una para cada region. A esta region la
vamos a llamar uno y escribe en el grafico de la pizarra y a esta dos y vuelve a escribir
en la pizarra.

P: ¢ Qué pasa en la regiéon uno? ;Quien esta por encima? ;Ka o i?

A4: Ka.

P:Y por debajo esta i. 4 Qué pasa con la otra regién?

A4: Estai.

P: iy por debajo esta ka, es decir ocurre lo contrario, entonces ¢ Con una sola integral
podemos calcular el area?

A3: Hay que hacer dos.

P: ¢por qué?... por la forma como ellas encierran las regiones.

P: ¢Cémo pueden ser las integrales? Ayer vimos una propiedad de la integral definida
donde se puede separar, es decir; que si yo tengo la integral entre a y be, pero ce es
un valor intermedio, entonces ésta e igual a la integral entre a y ce mas la integral

entre ce y be.
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P: Escribe en la pizarra:

b c b
[ f()dx = [ fx)dx+ [ f(x)dx

P: ¢Como serian las integrales a calcular?
A1: Entre cero y tres.
P: Muy bien...

Escribe en la pizarra:

3
A(Regidn) = |

0
P: ¢Cémo es el integrando?
A5: A ka le restamos i.
P: ¢ Quién es ka?
A5: Equis al cubo, menos seis equis al cuadrado mas ocho equis.
P: Bien, y a eso le vamos a restar: equis cuadrado menos cuatro equis, mas la otra
integral ¢ Cual es la otra integral?
A3: Entre tres y cuatro.
P: ¢Cémo queda?
A5: Por encima esta i y por debajo ka.
P: Entonces i menos ka.

Mientras se da esta discusion el profesor fue escribiendo en la pizarra:
; 3 2 2 T 2 3 2

A(Re gion) =J[x —6x +8x—(x —4x)}ix+ j[x —4x—(x —6x +8x)]2’x
0 3

P: Todos trajeron el material anterior, el que les di de integral definida. Estas
integrales las pueden hacer con el Maple, pero ahora cuando hagamos la practica.
Ahora vamos a terminar el ejercicio.

P: ¢Cémo quedaria la integral?

A3: Equis al cubo.

P: Al reducir términos. ;Qué mas?

A2: Menos siete equis al cuadrado mas doce equis.

P: Y la otra.

P: Quedan los mismos términos pero con signos contrarios.
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Escribe en la pizarra:

3 4
=I(x3 —7x2 +12x}LY+I(— x3 +7x2 —12x)flx
0 3

P: Como me interesa ganar tiempo para el trabajo que va ha realizar ahora, esas
integrales ustedes las pueden concluir, pero fijense al calcular las integrales, evaluarla

y sumar los valores obtenidos esos les va a dar setenta y una sobre seis.

A partir de este momento y hasta el final del tiempo restante el profesor asigno
ejercicios individuales a los estudiantes y éstos procedieron a resolverlos.

P: iBuenos dias! Como estan?

A1: Bien.

P: Nosotros continuamos con lo que estabamos viendo la clase pasada sobre las
aplicaciones de la integral definida. En la clase pasada estuvimos viendo teoria y
haciendo aplicaciones de ¢;qué? ;En qué aplicamos la integral definida en la clase
pasada? Incluso hicieron un trabajo en el aula y lo entregaron ;Qué hicimos?

A2: Calculo de area.

P: Calculo de areas, muy bien, eso estuvimos viendo la vez pasada. Hay que estudiar y
ejercitar mas. En la evaluacion final van a tener problemas de areas, se pueden apoyar
con el Maple pero debemos manejar la teoria y deben tener destrezas.

P: Una observacion en la evaluaciéon pasada hay algunos que escribieron en la hoja
los comandos que utilizaron del Maple y la grafica y los resultados. Esa no es la idea,
la intencién es que ustedes calculen y resuelvan los problemas, el Maple es un apoyo.
Esa es la idea.

P: Hoy vamos a ver solidos de revolucion ¢ Saben lo que es un soélido de revolucion?
A3: No.

Escribe en la pizarra:

Sélido de revolucién: Es un sdlido obtenido al rotar una regién del plano entorno a
una recta llamada eje de rotacion.

P: Como se dice en la pizarra es el sélido que se obtiene al rotar una regiéon del plano

entorno a una recta que denominamos eje de rotacion.
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Dibuja en la pizarra:

P: Eso que dibujé ;qué es?

A2: Un semicirculo.

P: La mitad de un circulo, sabemos que el segmento de linea que divide al circulo en
dos semicirculos es el diametro. Si yo roto alrededor del didametro esa region.
Supongamos que coloco la region sobre un dispositivo que la haga girar a cierta
velocidad, ya no vamos a ver el semicirculo sino ¢ qué vamos a ver?

A3: ¢Una circunferencia?

P: Pero al rotar la circunferencia ¢ qué ves?

A1: Una esfera.

P: Una esfera, esto es lo que se ve...

Bosqueja en la pizarra:

P: Y el volumen de las esfera lo conocemos es cuatro tercios de pi por el radio al
cubo.

Escribe en la pizarra:

V=—7Z'I’3
3

P: Si tenemos un triangulo rectangulo y lo rotamos, por decir algunos de los muchos
ejemplos que hay

Bosqueja en la pizarra:
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P: Tengo un tridngulo rectangulo, si lo roto entorno al cateto a senalado en la figura
¢ qué obtengo?... un cono recto circular ¢Cual es la féormula para hallar el volumen de
un cono recto circular?

P: Pi por el radio al cuadrado sobre tres por hache.

Escribe en la pizarra:

P: Hache es la altura del cono y ere es el radio de la base del cono. En general cuando
nosotros tenemos un cilindro...

Bosqueja en la pizarra

_Base

P: Su volumen es el area de la base por la altura.

Escribe en la pizarra:

v = (drea de la base).h

P: Fijense ustedes como nosotros podemos construir sélidos de revolucion al rotar
regiones del plano, no importa la forma que tenga.

P: Bien tenemos un ejemplo general, una funcion hipotética ye igual efe de equis y una
recta ye igual ce, la grafica de la funcién con la recta origina una regiéon entre dos
puntos del dominio de la funcion, los puntos a y be.

Mientras habla bosqueja en la pizarra:

436



Escribe en la pizarra:
Si rotamos la regién limitada por V= f(X)y la recta y=cC entre
x=ay x =btenemos....

Bosqueja en la pizarra:

P: Todos los subintervalos son de la misma longitud Ax = donde n es el

n

numero de subintervalos. Sea R; una rebanada o rodaja de S.

P: Si la region se rota entorno a la recta ye igual ce, que voy a obtener... esa sélido que
vemos ahi, no es de una forma regular como el cono que es lineal pero si es circular.
Si a este sdlido lo rebanamos, lo que vamos a tener son cilindros, el niumero de
cilindros dependera de la particidon que se haga.

P: Esta claro hasta aqui. Entonces, como escribi en la pizarra todos los subintervalos
son de la misma longitud, ya eso lo sabemos de cuando vimos la integral definida. En

particular tenemos un intervalo que es la equis sub-i menos uno y equis sub-i que
originan la rebanada i (R;. Denotemos por Avi- Cada rebanada en la que hemos

dividido el sélido.

P: Por supuesto que delta de equis sub-i es igual a ve de ese sub-i.
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Escribe en la pizarra:
Denotemos por A,,; el volumen de la rebanada i, asi A,; =V (R;)

P: Si nosotros determinamos el volumen de todas las rebanadas de S, la suma de ellas
es el valor del volumen de S.

Escribe en la pizarra:
n
V(s)=2 Ay
i=1

P: Es algo parecido a lo que se hizo, cuando estdbamos viendo la integral de Riemann
con los rectangulos, sélo que ahora son cilindros. El primero que comenzoé con estas
ideas para calcular el volumen fue Cavalieri (1598-1647).

P: En este caso para llegar a la aplicacion de la integral veamos lo siguiente:

Escribe en la Pizarra:

Para aproximar A,,; elegimos 7; € [x,-_l,x,-] y consideramos el cilindro

Cicuya altura es A, y cuya base es la seccion transversal de R;de Senr;

/\%AJ

a ol ox b x

Bosqueja en la pizarra:

¥
P: Asi como en la integral de Riemann, elegimos un 7;, aqui también. Fijense que

estamos trabajando con la rebanada i si tenemos un 7; tendremos un disco
Escribe en la pizarra:

Esto sugiere que cuando A, tiende a cero V' (C;)es una buena

aproximacion a A,,; =V (R;)
P: ¢ Cuando delta equis tiende a cero?
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A3: Cuando son...

P: Cuando el numero de rebanadas tiende a infinito.

P: Si tenemos muchas rebanadas ¢ a qué tiende la altura delta equis de cada una?

A2: a Cero.

P: Lo que pasa es que cuando la altura del cilindro tiende a cero, entonces el cilindro
se convierte en la rebanada, entonces la rebanada es una aproximacion del cilindro.
Fijense que en el grafico dibuje el cilindro recto y pasa como en los rectangulos, que
se exceden o no llegan a la curva, cuando delta equis tiende a cero son discos que se
adaptan mas al sélido.

P: Cuando tiende a cero ocurre que:

Escribe en la pizarra:
Ay #V(C) = A(Ry )Ax = Al JAx
Como son cilindros el area de la base es A(rl) y la altura es h es A x - Entonces

sumamos los volimenes de estos cilindros de aproximacién parai = 1,2,3,4,5...n

n n
V= ZAVi ~ ZA(’?)AX
i=1 i=1

P: Recordemos que la suma de Riemann en el intervalo a, be es la integral entre a y be
de efe de equis diferencial de equis, cuando ene tiende a infinito o lo que es
equivalente delta equis tiende a cero.

Escribe en la pizarra:

Conclusion: Si el sdlido S se encuentra a lo largo de [a,b] en el eje x y tiene una
funcién area de las secciones transversales A(Xx), entonces:

b
V=] A(x)dx

a

Secciones transversales perpendiculares al eje equis.
P: Nosotros podemos calcular asi el volumen, ya que al integral de Riemann es el

limite de una sumatoria y aqui también tenemos el limite de una sumatoria.
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P: La intencion de describir este proceso es para que ustedes observen que el camino
seguido para el calculo del volumen de un sélido es el mismo de la integral de
Riemann y por eso se puede aplicar la integral para ese tipo de calculos.

P: Ahora si el solido esta a lo largo del eje ye. Las secciones transversales seran
ahora perpendiculares al eje ye. No lo vamos a desarrollar, pero vamos a establecer
las conclusiones:

Escribe en la pizarra:

Secciones perpendiculares transversales al eje y
Si S se encuentra a lo largo de [C,d ] en el eje y A( y) es la funcién area de cada

seccioén transversal, entonces...

Escribe en la pizarra:

F

4 |
d

y | AV =[A(y)dy
C

P: Igual solamente que trabaja con la variable ye como independiente y las secciones

son perpendiculares al eje ye.

Escribe en la pizarra:
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Método del disco

Albaza) =a pe
":"x

,‘/”'—\r p=f15 y=10

P: Fijense presten atenciéon, veamos lo que esta en la pizarra. Se tiene una region
limitada por ye igual efe de equis, el eje equis, entre equis igual a, a y equis igual a be.
Si rotamos esa region alrededor del eje equis, tenemos el sélido de la derecha, ese es
un solido de revolucion. Ahora en cualquier parte que yo haga una seccioén transversal
a ese solido ;Qué voy a obtener?

P: Voy a obtener exactamente un disco y muestra en la figura el disco dibujado, donde
el espesor del disco va a estar dado por delta equis y el area de la base es decir; el
area del circulo. ¢ Cual es el area de un circulo?

A3: Pi por el radio al cuadrado.

P: Pi por radio al cuadrado muy bien, entonces tenemos como lo escribi que el area de
la base es Pi por el radio al cuadrado y el radio es ye igual efe de equis.

Escribe en la pizarra:

Sabemos que los sdlidos de revolucion los dividimos en discos.

P: Cuando nosotros tenemos un disco como ya se los dije.

Dibuja en la pizarra:

- V = A(Base).h
h V=rr’h

P: Sabemos que el disco tiene una altura hache y esta es el area de la base (sefala la
pizarra). Asi el area de la base es igual a Pi por radio al cuadrado. Como el volumen es
igual a area de la base por la altura, entonces el volumen es Pi por radio al cuadrado
por hache, esa es la formula del volumen de un disco, la suma de los volimenes de

todos los disco, es el volumen de sélido. Es decir; que para hallar el volumen por el
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método de disco... el volumen va a ser igual a la integral entre ay be de Pi por el radio
al cuadrado, pero ya dijimos que el radio es efe de equis, entonces quedara:
Escribe en la pizarra:

b

v =[alfeFdx

P: Claro, cuando la figura esta paralela al eje ye, entonces es la misma integral pero en
términos de la variable ye. Vamos a hacer un ejemplo y nos podemos ayudar con el
computador.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo: Determine el volumen del sélido generado por la rotacion del area del primer
cuadrante limitada por la parabola y2 =8x ylarecta x =2, entorno al eje x.

P: Bien ahi tenemos un problema en el cual vamos a aplicar el método del disco. ;Qué
debemos hacer primero?

A4: La grafica.

P: Para qué tenemos que hacer la grafica.

A2: Para ver como es el sélido.

A4: Para sacar el volumen.

P: jAja!l Como es el sdlido, eso depende de qué.

A4: Del volumen.

P: ¢ A quién vamos a rotar? Siempre que tenemos un soélido de revoluciéon es porque
hemos rotado ¢ qué?

A1: Si es un cono es porque era un triangulo.

P: Si, pero que lo limita

A4: Una funcioén.

P: Pero lo rayado ¢ qué es? Seialando la figura anterior en la pizarra)

P: Siempre que tenemos un soélido de revoluciéon y calculamos su volumen, nos
interesa saber la region que lo origina. En el problema se habla de que el area esta en
el primer cuadrante y las funciones que la limitan, pero lo primero que debemos saber
es como es esa region, para ello graficamos.

P: Cémo tenemos ye al cuadrado igual a ocho equis esto lo podemos escribir como
equis igual a ye al cuadrado sobre ocho.

Escribe en la pizarra:
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P: Incluso ahora también lo hacemos con el Maple. Bien vamos a ver, vamos a darle
valores, para ye igual cero ¢cuanto vale equis?

A4: Cero.

P: Para ye igual uno... un octavo; Para ye igual dos... ; Cuanto vale?

A1: Cuatro...un medio.

P: Para tres... nueve octavos

P: Para cuatro ¢ Cuanto vale?

A1: Dos.

P: Entonces veamos la grafica es asi:

Bosqueja en la pizarra:

P: El problema dice que el area es limitada en ;dénde?

A3: En el primer cuadrante.

P: Entonces por eso la parte rayada es esa; Si roto esa region entorno al eje equis
¢Qué obtengo? Nosotros tenemos el Maple ocho en las versiones mas nuevas se
pueden graficar los sélidos de revolucion sin tanta programacion como en este.

P: Si rotamos la region anterior qué voy a tener. Recuerden que las dos graficas se
intersectan en los puntos dos, cuatro y dos menos cuatro, veamos:

Dibuja en la pizarra:
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P: El sdlido es asi, un paraboloide, en cualquier parte que yo haga una seccion
transversal voy a obtener un disco, el radio de la base del disco va a ser la funcién ye
igual efe de equis, es decir; el radio va a se ye igual a la raiz cuadrada de ocho equis.
El espesor del disco esta dado por delta equis. Asi utilizando el método de disco...

Escribe en la pizarra:

V=|rxydx

ﬂ(\/g )2 dx

S Oy

= 87[} xdx
0

2
=47 x°

=47(2* - 0?)

=167 Unidades cubicas

P: Fijense otro ejemplo puede se, con la misma funcién, pero rotando entorno a la
recta equis igual dos, la region limitada por ye al cuadrado igual a ocho equis y equis
igual dos pero alrededor de la recta equis igual dos.

Escribe en la pizarra:
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Con esa misma funcién pero, rotando entorno a la recta x =2 la region limitada por

Y =8xy x=2

Dibuja en la pizarra:

P: Vamos a rotar esa region, esa que esta ahi, pero entorno a la recta equis igual dos
¢como queda el sélido? ;Como se lo imaginan?

A3: Una esfera.

P: espera si esto empieza a rotar ;Como lo ves? (Seinala la regién en la pizarra)...como
una especie de pelota de football americano.

A3: jAja! Asi.

P: esta claro de todas maneras vamos a bosquejar el dibujo.

Dibuja en la pizarra:
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P: Queda esto, mas o menos...este... si yo hago una seccién transversal en cualquier
parte, por ejemplo aqui (sefiala el disco dibuja do en la figura) tengo un disco.

A3: jAjal Y si...

P: Diga.

A3: Yo creo que no es asi.

P: ¢Por qué?

A3: Usted dice que si se rota asi (Con la mano hace el gesto de una rotacion vertical)
sobre ye.

P: No, fijate aqui dice entorno a qué se debe rotar; equis igual a dos. Una recta
paralela al eje equis.

A3: Asi.

P: Fijense ahi tenemos el disco, el disco es este caso su espesor no esta dado por
equis sino por...

A2: Ye.

P: El espesor del disco ahora no se mide en términos del eje equis sino del eje ye. El
radio erre ;Como es el radio? Este radio (sefala en el dibujo de la pizarra) ;Cémo
calculamos esa distancia?

A6: En el eje equis.

P: Exacto, tengo que quitar este pedacito (senala en el dibujo). A esta distancia que va
de cero a dos le resto este pedacito, entonces ¢ Cémo seria el radio?

P: Esta distancia es dos y esta es equis Como queda el radio?

A4: Dos.

P: Dos menos qué, ya sabemos que no es toda la distancia ¢Qué le tenemos que
restar?

A5: Ese pedazo de la linea roja.

A3: Ye igual...

P: Olvidémonos de la funciéon ahora, esta distancia esta medida en términos de qué
eje.

A4: El eje equis.

P: En funcién de equis, entonces a dos le vamos a quitar equis.

Escribe en la pizarra:

r=2-—x

P: ¢Quién es equis? Segun la funcion que es la linea roja.
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A3: Ye cuadrado sobre ocho.
P: Bien queda que el radio es dos menos ye al cuadrado sobre ocho.

Escribe en la pizarra:

2
r=2-2_
8

P: Fijense que aqui estamos utilizando secciones transversales perpendiculares al eje
que le dije que era igual a...
Escribe en la pizarra:

b

[ A(y)dy

c
P: Asi el volumen en este caso va a ser igual a la integral entre menos cuatro y cuatro,
porque estamos trabajando con el eje ye. Como es el método de disco, el area de la
base es Pi ¢por quién multiplicamos a Pi?
A3: Dos menos ye al cuadrado sobre ocho.
P: Entonces quedaria; Pi por dos menos ye al cuadrado sobre ocho al cuadrado por
de, de ye.

Mientras el profesor fue escribiendo en la pizarra:

4 2
V= [a2-2
—4 8

P: Como el volumen generado por la rotacion de la region de cero a cuatro es el
mismo generado de cero a menos cuatro, entonces se puede escribir:

Escribe en la pizarra:

4 2
_ _r
—El;ﬂ'2 2 fy
4 y2

P: Esto me simplifica la evaluacion de la integral ;Como se puede calcular? ;Qué

puedo hacer?
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P: ¢Qué se le ocurre? (Se dirige a un estudiante)
P: ¢Qué se les ocurre? (se dirige a todos)
A1: Se cambia la ye por equis.
P: No, trabajamos con la variable ye. ; Qué hacemos? ;Hay alguna de las formulas que
se pueda aplicar directamente? Algo se podra hacer.
A2: Despejar ye.
P: No.
A6: Simplificamos.
P: ¢Cémo?
A4: Se desarrolla el cuadrado.
A3: Completar cuadrados.
P: No, se desarrolla la diferencia al cuadrado.
Escribe en la pizarra:
4 2 4
= 27[[ 4-2 47 fy
0 2 64
P: ¢Por qué escribi eso?
A3: Lo multiplicé por dos.
P: Ven estas cosas que ustedes olvidan les hacen perder tiempo y muchas veces no
pueden calcular la integral por cosas simples.
P: ¢ Qué se hizo ahi? No pierdo mas tiempo.
A2: La formula esa del cuadrado del primero...
P: Eso, productos notables: El cuadrado del primero menos el doble producto del
primero por el segundo mas el cuadrado del segundo.
A3: Ja...ja.
P: Fijense como después se rien de sus olvidos. ¢ Cual es la primitiva de esa integral?
A5: Cuatro equis.
P: Dos Pi por cuatro ye, estamos trabajando con ye ;Qué mas?
A5: Menos ye a la tres sobre tres.
P:Y el dos queda ye a la tres sobre seis?
A5: Si..si.
P:Y el altimo.
A3: Cinco.

P: Ye a la cinco sobre qué, multipliquen.
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A3: Sobre trescientos veinte.

El Profesor escribe en la pizarra:

3 5 4
—ordy-2 4 2

6 3200
~2n[16- 04, 1924)

I 6 320
256
=—7
5

P: Para mafiana repasen esto e investiguen cual es el volumen de un anillo o arandela.

¢Saben lo que es un anillo o arandela?

=

P: Revisen eso para manana que vamos a ver el método del anillo. jHasta manana!

Dibuja en la pizarra:

¢Cual es su volumen?

Reconstruccion de la quinta sexta de clase 14/02/08

P: En la clase de ayer estuvimos viendo volumenes de sélidos de revolucién, se
explicé lo que es un solido de revolucion y el método del disco para el calculo de
volumenes de solidos de revolucion. Hoy, vamos a ver el método de la arandela o el
anillo. Existen otros métodos como el de las capas cilindricas que no lo vamos a ver,
que es dividir el sélido en capas cilindricas, como es por ejemplo una cebolla.

P: entonces quedamos en que ibamos a comenzar con el método del anillo... Yo les
pedi a ustedes que revisaran como es el volumen de un anillo o arandela. ;Lo
hicieron?

A1: No.

A2: No.

P: Yo lo sabia, entonces el volumen de una arandela, en forma muy simple una
arandela es un disco con una perforacion central, esa perforacion o hueco, ese vacio
es otro disco.

Dibuja en la pizarra:
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P: Para calcular su volumen, consideramos el disco que origina el radio mayor,
recuerden su volumen es Pi por erre uno al cuadrado por hache y le restamos el
espacio vacio que es Pi por erre dos al cuadrado por hache.

Escribe en la pizarra:
2 2
V=rnn"h—-nmnrn-h
2

=x(n—n)h
P: Asi quedaria el volumen del anillo es Pi por la diferencia de erre uno al cuadrado, el
radio mayor, menos erre dos al cuadrado por hache. Este es el volumen del anillo o
arandela, es lo que les pedi que revisaran. Ahora vamos a ver como aplicamos eso en
un sélido de revolucion. Aqui en la pizarra tienen un esquema que les dibuje antes de
que llegaran... de una regioén del plano que va a girar entorno al eje equis. Que pasa

cuando se gira....

El dibujo es el siguiente:

A

P: Eso que vemos es precisamente un anillo o una arandela. ¢Si? O {No? Entonces
nosotros tenemos un primer ejemplo:
Escribe en la pizarra:

Ejemplo: Encuentre el volumen del sélido generado al rotar entorno al eje x la regiéon

limitada por y2 =xXYyy= x3

P: ;Como encuentro los puntos de corte?... igualando las dos funciones... claro antes

se escriben las dos funciones de forma explicita en relacién a la variable...
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A3: Dependiente.
El profesor escribe en la pizarra.
Puntos de corte

2 =x=y=x y?=x=y=x

P: Asi igualando equis al cubo igual a raiz cuadrada de equis. A resolver nos que
equis a la seis menos equis igual a cero, que se cumple para equis igual a cero y equis
igual uno. Su grafica.

Bosqueja en la pizarra:

Grafica con Maple.

>plot ({sqrt (x),x"3},x=0..2,
y=0..2);

P: Le escribi, para recordar los comandos del Maple que permiten también hacer la
grafica. El area que vamos a rotar es esta Sefala en la pizarra en el dibujo. Fijense en
la grafica de equis al cubo, que esta representada por la curva roja y la verde que
representa a la raiz cuadrada de equis. Fijense la region que encierran, si rotamos un
segmento de esa region y senala el segmento marcado en la figura, si se rota ese
segmento, ven ustedes el anillo que origina. La suma de todos los volumenes de

todos los anillos como ese da el volumen del sélido.

Bosqueja en la pizarra:
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P: Fijense que la arandela que esta en este sdlido tiene dos radios. El radio que va
desde el eje equis hasta la linea verde, que esta dado por ye igual a raiz cuadrada de
equis y, el que va desde el eje equis hasta la linea roja y que esta dado por ye igual a
equis al cubo. Entonces los radios son ere uno raiz cuadrada de equis y erre dos
equis al cubo. ;Qué dice el método del anillo?... Bueno el area va a ser igual a la
integral entre cero y uno de Pi por raiz cuadrada de equis al cuadrado, menos equis al

cubo al cuadrado por de, de equis.

V= in{(\/})z - (x3)1dx

P: Como Pi es una constante va fuera de la integral y tenemos:

Escribe en la pizarra:

Escribe en la pizarra:




P: Ese es el volumen del sélido de revolucion.

P: Un segundo ejemplo que vamos a hacer es rotar esa misma regién pero ahora
entorno al eje ye.

P: ¢Como creen ustedes que seria el solido, si roto esa misma region entorno al eje
ye? ¢Como seria?

A1: Seria horizontal.

P: Es decir, ahora nos quedaria de borde la curva roja.

Bosqueja en la pizarra.

P: Quedaria asi como la parte superior de una copa, se puede verter un liquido en ella.
Ahora si yo hago un corte aqui (Sefalando en la pizarra la figura donde ya dibujé el
anillo) en este caso es transversal y perpendicular al eje ye. Como vamos a trabajar
con respecto al eje ye el espesor de la arandela esta en términos de ye, delta ye. Los
radios también estan en términos de ye, porque la distancia se mide en equis... Asi el
radio mayor, erre uno sera raiz cubica de ye y el menos sera ye al cuadrado.

Escribe en la pizarra:

1
},.1:3); y rn :y2 O también rlzyéy 7"22)/2

P: Entonces ensamblamos nuestra integral que sera la integral entre cero y uno de Pi
por erre uno al cuadrado, erre uno es equis a la un tercio.

A3: ¢ Porqué equis profesor?

P: A no, es ye a la un tercio menos ye al cuadrado elevado al cuadrado por de, de ye.

Mientra hablaba, el profesor escribia en la pizarra:

2

VZ}?Z' y% —(yz)2 dy
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P: ¢ Como quedaria esa integral después de elevar al cuadrado?
A2: Ye a la dos tercios.

P:Y la otra.

A2: Ye a la cuatro

El profesor escribe en la pizarra:

=7 (3—1]—0 =272'
55 5

P: Ahi también tenemos el volumen de ese sdlido.

P: Bien, esa misma region... es el ultimo ejemplo que vamos a hacer antes que ustedes
comiencen a trabajar en la asignaciéon que les voy a entregar a cada quien y que se
pueden ayudar con el computador.

Escribe en la pizarra:

La misma region pero ahora se rotara entono a la recta x=-1.

P: ¢ Como quedaria si lo rotamos entorno a la recta equis igual a menos uno? ;Cémo?

Bosqueja en la pizarra:
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x=-1 ¥

P: Quedaria algo asi y si hago un corte el anillo seria este (sefiala en la pizarra).

P: Radio uno y radio dos. ¢ Cual seria el radio uno?

A4: Menos tres.

P: Fijense, el centro es el eje de rotacion, la recta equis igual uno. Desde el centro al
borde ¢ Cuanto mide el radio uno?

P: De menos uno a cero hay una unidad y de cero a la linea roja se tiene ye a la un
tercio, entonces el radio es uno mas ye a la un tercio.

A3: Y... gpor qué?

P: Te repito de menos uno a cero la distancia es uno y de cero a la linea roja esta dada
por ye a la un tercio, ahora con la verde... igual... desde menos uno a cero hay una

unidad y de cero a la linea verde esta dada por equis igual ye al cuadrado.

r1=1+y%

r2=1+y2

Escribe en la pizarra:

P: Asi que el volumen sigue siendo la integral entre cero y uno de Pi por el radio uno
que es uno mas ye a la un tercio elevado al cuadrado menos uno mas ye al cuadrado
al cuadrado por de, de ye.

Escribe en la pizarra:
1 1 2
V:jﬂ 1+y£ —(14—)/2)z fy
0

P: ¢ Qué harian para calcular esa integral?

A6: Se desarrollan los cuadrados.
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P: jAja! Cuadrado del primero mas el doble producto...

Escribe en la pizarra:

1 2 3 3
l-—-2+2+2|-0
Msszst

2 2 3 12-20+45
:72'———+— =7 —FF—
533

P: El volumen es treinta y siete sobre treinta Pi unidades clibicas... bien...fijense lo que
vamos a hacer ahora...

En el resto del tiempo los estudiantes estuvieron trabajando los ejercicios y
problemas que le asigné el profesor. Los estudiantes se apoyan con el
computador y el profesor atiende las dudas de los estudiantes en su sitio,
muchas dudas eran relativas a los comandos del software Maple.

Reconstruccién de la quinta séptima sesién de clase 20/02/08

P: jBuenos dias! Vamos a continuar con lo que estdbamos viendo la clase pasada:
volumenes de soélidos. Los soélidos que vimos de qué tipo eran...
A1: La esfera.
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P: Pero ¢ qué tipo de solidos eran?

A2: Sélidos de revolucion.

P: ¢ Como se obtenia un sélido de revolucion?

A3: Al rotar.

P: Hoy vamos a ver volimenes de solidos que tienen secciones de areas conocidas,
es decir el corte nos da: un cuadrado, un triangulo o cualquier otra figura de area
conocida.

Escribe en la pizarra:

Ejemplo: La siguiente figura muestra una piramide de base cuadrada orientada de
forma que su altura h corresponde con el intervalo [0, h] en el eje X, su base es un

cuadrado de lado b y cada seccion transversal al eje X también lo es. Determine el

volumen de la pizarra.

P: estos problemas son muy ilustrativos porque son figuras que podemos encontrar
en muchas partes. Fijense en este caso tenemos una piramide de base cuadrada y su
altura coincide con el espacio del eje equis entre cero y hache. El eje equis es el eje
de la piramide. Asi la altura de la piramide es hachee. Si hacemos un corte transversal
en cualquier parte vamos a tener un cuadrado. Claro que en cada punto vamos a tener
un cuadrado de diferente dimension de lado y el lado serda mas pequeio si nos
aproximamos a cero.

P: ¢ Esta claro? Ahora nosotros necesitamos saber en términos de equis, este... cual
es el area de esta seccion transversal porque ya nosotros sabemos de clases pasadas
que el volumen viene dado por la integral entre cero y hache de A de equis por de, de
equis.

Escribe en la pizarra:

h
V= [A(x)dx
0
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P: A de equis es el area de la seccion. Ahora que relacion podemos establecer para
esa area... Bueno lo vamos a establecer en base a una proporcion. CO6mo es una
piramide de base cuadrada todas las secciones van aumentando de tamafno a medida
que avanzamos de cero a hache o disminuyen si vamos de hache a cero. Entonces,
establezco la siguiente proporcion.

P: Fijense este punto aqui del eje equis, lo lamamos hachee (sefiala a la pizarra) y el

lado del cuadrado es b, entonces yo puedo establecer que be sobre hache la
longitud del lado de cuadrado en funcién a la posicién que ocupa de cero a hache
debe ser igual a la proporcion del cuadrado de lado S, es decir;

Escribe en la pizarra:

s b
—=—=85=—X
x h h

P: Es decir; el lado del cuadrado mas grande, be, entre hache el valor donde corta a el
eje equis donde esta ubicado, es igual al cociente del lado del cuadrado mas pequefio,
ese, entre en punto equis donde corta al eje equis, pero ;cual es el area de ese
cuadrado? (senala el mas pequeiio), si el lado es ese ¢Cual es el area de ese
cuadrado?

A4: Eh...el lado al cuadrado.

P: Y si nosotros determinamos que el lado de ese cuadrado es igual a be sobre hache
por equis ¢ Cual es su area?

A4: Eh...

P: El area de ese cuadrado es ese al cuadrado igual a be al cuadrado sobre hache al
cuadrado por equis al cuadrado.

Escribe en la pizarra:

P: Si, entonces ya podemos calcular el volumen, el volumen va a ser igual a la integral
entre cero y hache de be al cuadrado entre hache al cuadrado por equis al cuadrado
por de, de equis.

Escribe en la pizarra:

h
szixzdx
oh
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P: Calculemos esa integral:
A4:Y el cuadrado de be y hache.
P: Ah... no los escribi,
Escribe en la pizarra:
h
b? o)
V=|—x“dx
h2
0
P: ¢ Como calculamos esa integral? Si la hicieran con el Maple ;Coémo lo harian?...

Escribe en la pizarra:

>int ((b"2/h"2)*x"2,x);

P: Eso es lo que vale la integral, pero la queremos hacer manual también.

A3: Mire profesor.

P: Esa es la integral indefinida, si quieres hallar la definida escribes equis igual a cero
dos puntos seguidos y hache.

P: Esa integral a qué es igual...

A5: A equis a la tres sobre tres.

El profesor escribe en la pizarra:
b> x> |k
B 3]0

P: Esto evaluado entre cero y hache, si lo evaluamos en hache va a ser be al cuadrado
sobre hache al cuadrado por hache al cubo sobre tres y si lo evaluamos en cero va a
ser be al cuadrado sobre hache al cuadrado por cero al cubo sobre tres.

Escribe en la pizarra:

P: por lo tanto la integral va a ser igual a un tercio de be al cuadrado por hache.

Escribe en la pizarra:

_ Ly,
3
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P: Ese es el valor de ese volumen, siempre dependera del valor de la hache y be. ;Qué
notan ustedes en ese resultado? No reconocen algo...

A4: Parece la féormula del area de un triangulo.

P: Es la férmula del volumen de una piramide... recuerdan un tercio del area de la base
por la altura.

Escribe en la pizarra:
V= %A(Base)h

P: Es el volumen de un soélido que no es de revolucion, vamos a hacer otro, se lo dicto
y hago el dibujo en la pizarra:

P: Un observatorio tiene la forma de un sélido cuya base es un disco circular con
diametro A, Be y de longitud dos a. determine el volumen de este sélido si cada
seccion transversal perpendicular a A, Be es un cuadrado.

Dibuja en la pizarra:

P: La figura es mas o menos asi, estd en perspectiva, requiere imaginacion, ese
observatorio la base es circular, pero si lo vemos de lado sera asi:

Dibuja en la pizarra:

1] a 2a
(&) (B

P: De lado se vera como un arco, lo cierto es que en cualquier parte que se haga una

seccioén sera un cuadrado. Ahora como nos dice el problema que la base es circular
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de diametro dos a. Vamos a hacer algo parecido a lo que hicimos en el problema
anterior. Supongamos que este es el observatorio aqui esta A y aqui esta Be.

Dibuja en la pizarra:

5 \ / 24a

o X a Za

P: Establecemos la siguiente proporcion: el lado del cuadrado mas grande es dos ay
esta ubicado en el punto a, el mas pequeno tiene lado ese y esta ubicado en el punto
que llamamos equis. Asi ese sobre equis es igual a dos a sobre a.

Escribe en la pizarra:

s 2a
—=—=95=2x
X a

P: Luego el area del cuadrado es ese al cuadrado, es decir ese al cuadrado igual a
cuatro equis al cuadrado.

Escribe en la pizarra:

s% = 4x?

P: Si o0 no, ¢Cual es la duda?...Como son las secciones cuadradas, el cuadrado que
esta sobre el diametro, dos a, su lado mide dos a, y el que esta en equis, no lo sé lo
llamo ese. Ahora llegamos a que cualquier parte del eje equis el lado del cuadrado en
esa posicion es dos equis.
P: podemos establecer el volumen, va a ser igual a la integral entre cero y dos a. ;Por
qué?... porque recorremos todo el diametro que mide dos a. ;De quién?...del area de
la base; cuatro equis cuadrado por diferencial de equis.
Escribe en la pizarra:

2a

V= I 42y
0
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P: Calculemos esa integral, a qué va a ser igual.
A3: Logaritmo.

P: jQue logaritmo chico!

A3: No...No.

A3: Cuatro equis a la tres sobre tres.

P: Cuatro equis a la tres sobre tres.

Escribe en la pizarra:

2
3700

:ﬂ[(zaf —03]
3

= §8a3 = £a3

P: Ese es el valor del volumen. Se pueden hacer muchas aplicaciones, la semana que
viene vamos a hacer otras aplicaciones...
P: Otra cosa que vamos a ver ahora es longitud de arco.

Escribe en la pizarra:

Longitud de arco
P: Si ustedes quieren medir la longitud de una circunferencia. ;Cémo Ilo

hacen?...recuerdan.

A1: Pi por radio.

P: Dos Pi por radio...dos Pi por radio. Nosotros también vamos a medir longitudes de
arcos suaves, aplicando la integral definida.

Escribe en la pizarra:

] .z . ' .
Un arco suave es la gréfica de una funcién cuya derivada f es continua en [a,b]. La
continuidad evita la posibilidad de la existencia de puntos “esquinas” en la grafica de
P: Entonces fijense, un arco suave son aquellas funciones continuas, pero lo
importante es que su derivada sea continua. ;Por qué?..Bueno cuando ustedes
vieron derivadas estudiaron aquellos casos en que ésta no existe, las esquinas e

indeterminaciones...El hecho es que si la derivada es continua no existen esos

puntos.
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El profesor escribe en la pizarra:

Para aproximar la longitud s del arco suave C Procedemos asi:

Bajo la hipétesis de que C es la grafica de una funcion suave definida en [a,b]. Se

considera una division de [a,b] en subintervalos todos ellos de la misma longitud

A

x-

P: Fijense ahi tenemos la grafica, hacemos la subdivisiones del intervalo a, be la cual
define estos puntos en la curva, los cuales los vamos a unir con una linea recta...
supongamos que Ce es un arco suave. Primero trataremos de deducir una férmula
para medir su longitud siguiendo lo que hizo Riemann, hacemos una particiéon del
intervalo a, be. Todos los subintervalos de la misma longitud. Ahi tenemos la grafica, a
este punto lo vamos a llamar pe sub-i menos uno y a este p sub-i. A estos puntos
equis sub-i menos uno y a este equis sub-i. Pe sub-i menos uno es la imagen de equis
sun-i menos uno mediante la funcion ye igual efe de equis y pe sub-i es la imagen de
equis sub-i mediante efe. Sea pe sub-i...

Escribe en la pizarra

Sea Pi el punto de la gréfica (xi, f (xl-)) sobre el arco correspondiente al i-enésimo

punto X;.

P: Fijense que hay dos arcos el determinado por la curva suave y el determinado por
la poligonal. La idea es ver como se aproxima el de la poligonal al de la curva. Aqui
pasa como en la integral de Riemann mientras mayor sea el nimero de subintervalos
mas aproximado sera el arco de la poligonal al arco de la curva. Recuerden que C es el
arco de la curva.

Escribe en la pizarra:
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Nuestro arco poligonal “inscrito en C” es la uniébn de los segmentos:
RR, BB, B, PFy,..F, |F, Asilaaproximacion de S de C es:
P: Podemos escribir ese como la sumatoria, ese es la aproximacion del arco ce... es la

sumatoria desde i igual uno hasta ene de los pe sub-i menos uno, pe sub-i...

Escribe en la pizarra:

n
S~Y|Bap[ ()
i=1
P: Ustedes saben como se calcula la longitud entre dos puntos del plano. ;Cémo
viene definida la distancia entre dos puntos del plano? ;No recuerdan?
A1: Equis uno menos equis dos...ah...
P: O mejor asi...

Escribe en la pizarra:

d(x1,32) =[x, 35| = (62 — 1) = (£ () — £ (x2)?

P: Esta formula es la que nos va a permitir aproximar, porque la poligonal esta

formada por segmentos de cierta longitud. Asi la longitud del segmento tipico es...
Escribe en la pizarra:

La longitud del segmento tipico es:

2 2

B —B|= \/(xi —xi1) + () = f(xi21))

P: Ustedes recuerdan el teorema del valor medio de la derivada... { Puede borrar aqui?
A2: Si.

Escribe en la pizarra el teorema del valor medio.

P: El teorema del valor medio dice que si efe es continua en el intervalo equis sub-uno,
equis sub-dos. Entonces existe alfa tal que efe de equis sub-dos menos equis sub-uno
es igual a efe prima de alfa por equis sub-dos menos equis sub-uno. Esto nos
permite...

Escribe en la pizarra:

Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcién | en [xi_l,xl-] concluimos la

existencia de 7; en ese intervalo tal que f(x;)— f (xi_1)= /' (I”i)(xi - xi—l)
Asi,
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Sx) = f(xiz)= 1103 = xi1)
P_i - B|= \/ (v —xim1)* + (o) = f (i)

(i =1

i Jl ) ((f(x,-) - foc,-_l))J2 (5 —x1)

(xi - xi—l)

=\1-[/'()PAx (2) Donde A, =x; —x;_;

P: Tenemos dos ecuaciones, sustituyendo dos en una tenemos:

Escribe en la pizarra:

Sustituyendo (2) en (1) se tiene que:

n
§=3\1+[rePay
i=l1
. T 12 v
Esta es la suma de Riemann para la funcién /1 — [f (r; )] en [a,b] .Como "' es

continua tal suma tiende a la integral y la integral a la longitud del arco real S, cuando

A x 0. En base a esto se define la longitud S del arco suave C como:

b b 2
S=[J1+[fopFae=| 1+(%j dix

En el caso de que el arco suave esté dado por la grafica de X = g( y) para ) en

[C, d ] un analisis similar al anterior en base a una subdivisiéon de [C, d ] se obtiene:

d J 2
S=[\1+[g' @ Pdv=] 1+(Z;j dy

P: Vamos a hacer el siguiente ejemplo para lo cual nos podemos ayudar con el Maple.
Escribe en la pizarra:

Determinar la longitud de arco de la llamada parabola semi-cubica (aunque no es

3
realmente una parabola) y = xé en [0,5]

P: Bien qué es lo primero que tenemos que hacer...
A4: Graficar.
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P: Okey grafiquemos, se les olvidé, definan la funcién

Escribe en la pizarra

> f:=x->x"(3/2);

P: Para graficar escribimos el comando plot

P: hagan eso para que analicemos la grafica. Ese es un arco suave, que vamos a medir
ya queremos saber su longitud.

P: Para calcular la longitud de ese arco.

P: Ahora vamos a calcular esa longitud, para ello se tiene la integral entre a y b la
férmula. En este caso ¢ Cuanto vale a? ¢ Cuanto vale be?

A3: Cero.

P: ¢Y be?

A5: Cinco.

P. Entonces se nosotros queremos hallar la longitud de ese arco... tenemos que
escribir: ese es igual a la integral entre cero y cinco de la raiz cuadrada de uno mas, la
funcion que tenemos, ¢ Cual es la funcion?

P: Bueno es la derivada de la funciéon ye igual a equis a la tres medio ;Cual es la
derivada?

A1: Tres medio.

P: ¢Cual es la derivada? Si lo hacemos con el Maple, recuerden se utiliza el comando
diff ( ), pero es muy sencilla 4 Cual es la derivada?

P: Inés ¢ Cual es la derivada?

A4: Tres medio de equis...

P: La equis elevada a qué.

A3: A un medio.

P: Okey, asi tenemos la integral entre cero y cinco de la raiz cuadrada de uno menos
ye prima que es tres medio de equis a la un medio, elevada al cuadrado... {Cémo
queda la integral?

Escribe en la pizarra:

A5: Se multiplica un medio por dos...
P:Y como queda...

Escribe en la pizarra:
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>[9
S= _[ 1- Zxdx
0
P: Cémo hacemos la integral, la pueden hacer con el Maple. Es muy sencilla...con un
cambio de variable. ;Cual es el cambio?
A2: Se hace u igual a uno mas nueve cuartos de equis... y de, de u es...
A1: Nueve cuartos por de, de u.

El profesor escribe en la pizarra:

ju/du—

\Ol-lk

l\)w‘ \

P: Evaluamos. Escribe en la pizarra:

i 3
=ﬁ 1+ 5 — (1+9.Oj
4

27
8 45}
=— 1+—
27
_8 2 _335
27 4

P: Ese valor en la longitud de ese arco C

En esta clase se realizaron otros ejemplos que quedaron en grabaciéon y que
permitiran continuar con el estudio en otro momento.

Pasaremos ahora a la reconstruccion de la novena sesion de clase dejando la
octava sesion para estudios posteriores. En la novena sesién de clase se resolvieron

situaciones variadas de aplicaciones de la integral definida.

Reconstruccion de una parte de la novena y tltima sesion de clase 27/02/08
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P: Ya hemos venido conversando que la finalidad que tiene la ensefianza del calculo
integral en las carreras técnicas es la de resolver problemas propios a cada carrera.
En el material que les entregué, tenemos una bateria de ejercicios y problemas que
pueden ser resueltos aplicando la integral definida. La evaluacién final que vamos a
tener va a ser en base a ejercicios y problemas, lo haremos en este laboratorio y
pueden utilizar el computador.

P: ¢ Qué ejercicio o problema quieren resolver?

A1: El primero.

P: Léanlo primero

El ejercicio dice: Calcula el area de la region comprendida por la grafica de la curva
f(x)=cosx, el x enelintervalo [0,7[]

P: ¢ Qué se puede hacer primero?

A1: La grafica.

P: Hagan la grafica

A2: Una parte esta en la parte positiva del eje ye y otra toma valores negativos.

P: ¢ Entonces?

A3: Hay que hacer dos integrales una entre cero y pi medio y la otra con un signo
menos delante entre pi medio y pi.

El profesor bosqueja en la pizarra:

l;E".

D5 -

P: ¢Como es la integral o las integrales?
A4: Entre cero y pi medio de coseno de equis menos entre pi medio y pi también de
coseno de equis.

P: Bien y escribe en la pizarra:
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A .
A= | cosxdx— jcosxdx

° 7

P: Calculen esas integrales. ¢ Cual es la integral del coseno?
A1: seno.

A2: Menos seno.

P: No es seno.

Escribe en la pizarra.

A= senx;% — senx%

= sen(%)— sen(0) — [sen(r) — Sen(%)]
—1-0-[0-1]

=2

P: Veo que muchos ya lo habian hecho con el Maple. Vamos a resolver otro problema
¢ Cual quieren hacer?

A2: El siete.

P: El siete es una pregunta teérica léanla y analicen, también pueden construir en el
Maple dos funciones con esas caracteristicas, las grafican y saquen sus

conclusiones.

La pregunta siete dice: Sean [ Y gdos funciones continuas en [a,b] con

f(x)= —g(x) en todo el intervalo. ;Cémo son las areas de las regiones que ellas

encierran con respecto al eje X entre ay b?

A3: ¢Si ge de equis es equis al cuadrado, entonces efe de equis es menos equis
cuadrado?

P: Exacto si quiere definelas con el Maple y las graficas.

El estudiante hace lo siguiente y muchos otros también lo hacen:
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> g:=x->x"2;f:=x->-x"2;
g=x—>x

f=x—>—x*

>plot ({f(x),9(x)},x=0..10);

1004

504

Ralily

-100+

P: De acuerdo a lo que hicieron ;Cémo son las areas?

A3: Iguales.

A2: Iguales.

P: El valor numérico del area de las dos regiones es el mismo y eso pasara con
cualquier par de funciones con esas caracteristicas.

P: Quiero que hagamos ahora el diez. jLéanlo!

A5: Se tiene una parcela rectangular de 20x50 metros. Se quiere cubrir con baldosas
un area de 800 m? y el resto dejarlo como un jardin. La regién que se va a cubrir con
baldosas tiene forma de parabola como lo indica la figura. ;Qué parabola debemos
trazar?

P: ¢Como lo podemos resolver?

A2: Por el método de Riemann.

P: No la integral la vamos a resolver utilizando el Teorema Fundamental de Calculo.
Dibuja en la pizarra la figura que aparece en la guia:

P50

"
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P: Pero el punto Pe de abscisa cero y ordenada cincuenta es el vértice de la parabola.
Sabemos que una parabola se puede escribir como a, equis al cuadrado, mas be,
equis mas ce y el vértice se puede escribir en término de los coeficientes.

Escribe en la pizarra:

y=ax2 +bx+c Suvérticees: V( , )
P: ¢ El vértice a qué es igual?
A7:A,ayb.
A2:ayc.
P: ¢Cual es el vértice?
Escribe en la pizarra:

(0,50)=b=0Ac=50

P: ¢Entonces la parabola es?...recuerden que tenemos que determinar la parabola.
¢Qué paradbola debemos trazar para colocar las baldosas como nos piden?
Conocemos b y ¢ Como nos quedaria la ecuacion?
A2: Ye igual a, a por equis cuadrado mas... no.
A1: Ye igual a, a por equis cuadrado mas cincuenta.
P: Bien.
Escribe en la pizarra:
y= ax? +50
P: Esa es la parabola, pero falta conocer el valor de a. ;Cémo determinamos a? ;Qué
otro dato conocemos?
A3: El area que es ochocientos
P: ¢ Como puedo vincular ese dato para hallar a?
A4: La integral entre cero y cincuenta.
P: Estamos trabajando en funcion del eje x
A3: La integral entre cero y diez de a por equis cuadrado mas cincuenta es igual a
ochocientos.
P: ¢Por qué?
A3: La integral representa el area de la regidon que ya sabemos que es ochocientos.
P: Muy bien, entonces calculamos la integral y despejamos a.

Escribe en la pizarra:
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P: ¢Como lo despejamos?
A5: A equis al cubo sobre tres, mas cincuenta equis igual a ochocientos. A peticion

del profesor A5 escribe en la pizarra:

= 10
a— +50x =800
3 10

P: Lo evaluamos.

A5: Continta y escribe en la pizarra:

(al()?f)() + SOOJ - L— al()?f)() - SOOJ =800

2000

a+1000=800
20004 +3000 — 200
2000a +30000 = 2400
2000a =-600
_ 3
10

P: esto quiere decir que la parabola que debemos trazar es...
A5: Ye igual a menos tres sobre diez por equis cuadrado mas cincuenta.

El profesor escribe en la pizarra:

3 2
_ 22450
T

El profesor conjuntamente con los estudiantes en esta sesiéon de clase,
resolvieron muchos otros ejercicios propuestos en un material denominado
Bateria de Ejercicios y Problemas, quedaron en las grabaciones para la
continuacion del proceso de estudio.
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_ i Repablica Bolivariana de Venezuela
; ' Ministerio de Educacion Superior
el Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria
. EXPERIMENTAL

- LAVICTORIA | La Victoria. Estado Aragua
Departamento de Ciencias Bésicas
PRUEBA PARCIAL
Nombre y Apellido )‘Jnmi a_ Whaa ;i\ \i:[' ») CLATST 66w

Parte I: Argumenta tu respuesta a cada uno de las siguientes preguntas.
1. El Teorema del Valor Medio para integrales plantea: Si f es una funcién continua
]
en el intervalo [a,b], entonces existe x, E[a,b] tal que J- f(x)dx=(b-a)f(x,). .

Interprete este teorema geométricamente, explique.

PURY TR U R FPIN , PUCE
} - 10
IR VLT Y sl area d{) rec‘\'an%u\o x.f;_,
o5 Yombiey [%ua\. ol qvea bﬁjo \oy CU‘\Q"\ ' /
L
| a A 5 X

2. ;Qué teorema garantiza que si F(x)es una primitiva de f(x)en [a,b], entonces

[£(x)de = F(5)- F(a)? Explique,

3. De acuerdo a la siguiente gréfica  Cuél es el valor promedio de f(x)en [1,7]?
Justifica tu respuesta.

L
° 5
C1= mnl-\f-( Lt e AT
vox
4. Calcule: J'——-;-u{r
c1+5x°
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7.

8.

10.

. Bosqueje la grifica de una funcién que exprese en cada punto del intervaio el drea

[-3,3] el drea bajo la curva y=x"+1

La poblacién P, de China (en miles de millones de habitantes) la cual se puede
calcular con la funcién p(t)=1,15(1,014)' . Si ¢ es el niimero de afios desde el inicio
del 2003. ;Cudl es el valor promedio de la poblacion China entre 2003 y 2007?

Determine el 4rea de la region limitada por f()=x*+1 y g(x)=3-%°

Encuentre ¢l volumen del sélido generado al rotar entomo al eje x la regién
limitada por y=x* y y=8-x7.

Se inyecta cinco miligramos de colorante en una vena que llega al corazén. La
concentracién de colorante en la Aorta, una arteria que sale del corazdn, se
determina cada 2 segundos durante 22 segundos (véase la tabla). Sea c(t) 1a
concentracién en la aorta de ¢ segundos. Aplique la regla trapezoidal para estimar

n
jC(f)df Seg.lndosdcspuﬁ Conu:m.mcién
de la inyeccién (mg/litro)
o 0 [
H 2 o 0
4 0,6
6 14
] 2,7
10 3.7
12 4,1
14 3,8
16 29
18 15
w20 0.9
22 0,5

-

La base de un s6lido es la region plana del primer cuadrante limitada por y =1 —13—

el ¢je de las x y el ejedelas y.Supongamos que las secciones transversales
perpendiculares al eje x son cuadradas. Calcule el volumen del sélido.

4
11. Calcula la integral ‘{(x’ +5)dx mediante sumas  por la derecha, tome h=0,5
0
Puntuacién
Pregunta | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Valor

1 1 1 2 2 2 2 2 2 3 2

N
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L] : Repablica Bohvariana de Venezuela
i | Ministerio de Educacion Superior
| ovpemmenTaL | Instituto Universitario de Tecnologia de La Victoria
i LAVICTORIA | La Victoria. Estado Aragua
Departamento de Ciencias Basicas

PRUEBA PARCIAL
- ( & .
Nombre y Apellido___/77/€% (@mﬂmc’,& cl /7. Y. G65

Parte I; Argumenta tu respuesta a cada uno de las siguientes preguntas.
1. El Teorema del Valor Medio para integrales plantea: Si f es una funcion continua
en el intervalo {a,b]. entonces existe x, € [a,b] tal que ].f (x)dx=(b-a)f(x). ,
Interprete este teorema geométricamente, explique. ’

(‘"J"’ﬁmr'{, w"-’< Paks aq{P %

P AFICNN
Tlde b vy 2 Cunl o area tf}vr g RO //4-
: .“/m,%%@o ro ?%w(! o ¢ ra l
l;-of(: o T tve ]
| a ;jr. 5 X

2. ;Qué teorema garantiza que si F(x)es una primitiva de f(x)en [a,b],entonccs
b — B - :f .ﬁ e « f -
[/ (x)de = F(b)~ F(a)? Explique.  / Feorems Fndamecdal LoL O ((3 At
Thea fir) v [oncfo'n Lot e [a]b‘l 4 FLx) o }h e

TarthZ o o Loyh ) -

3. De acuerdo a la siguiente gréfica ;Cual es el valor promedio de f(x)en [1,7]?
Justifica tu respuesta.

a
i)
R (N
" Jh Frey o> 71 valos o
Cog
' - predfa 14 g
-,4__1__,?}33:-?_?"5‘ H k

.
(AR

§

7

=
V. f,cnro),

A%

X
{

i
4. Calcule: J'--f-mdr = A

HER S [0
U=yt
rﬂd: x dx
ii;{ 3 Jx
X
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[-33] el drea bajo la curva y=x"+1

. Bosqueje la grafica deuna funcidn que exprese en cada punto del intervaio ei drea .

6. La poblacion P, de China (en miles de millones de habitantes) la cual se puede
calcular con la funcién p(f)=115(1,014). Si 1 es el nimero de afios desde el inicio
del 2003. ;Cuil es el valor promedio de la poblacion China entre 2003 y 2007?

7. Determine el 4rea de la region limitada por f(x)=x*+1 y g(x)=3-x*

8. Encuentre ¢l volumen de! sélido generado al rotar entorno al eje x la region
limitada por y=x" y y=8-x".

9. Se inyecta cinco miligramos de colorante en una vena que llega al corazén. La
concentracién de colorante en la Aorta, una arteria que sale del corazén, se
determina cada 2 segundos durante 22 segundos (véase la tabla). Sea c{t) fa
concentracién en la aorta de f segundos. Aplique la regla trapezoidal para estimar
2

- . ' Segundos después Concentracién

Ic(r)d’ me4 de la inyeceion (mylin-o;
¢ 0 v
. e n , 2 0
. {-2—\1 O‘*‘2‘0*—2‘*):(3*"['\7'{1‘9‘)')}:)* 4 0,6
AT FERIFRS RN FFEALEN ¢ 14
2.044 6,%) 10 37
12 2
. 14 3,8
r‘]}\ x Yy, \ 16 29
" e 18 15
1] sottwacto oo de 43,7 2 09
’ 22 0,5

N

10. La base de un sélido es la region plana del primer cuadrante limitada por y =1 —-EF

el eje de las x y el ejedelas y.Supongamos que las secciones transversales

perpendiculares al eje x son cuadradas. Calcule el volumen del sélido.

4
11. Calcula la integral j(f +5)dx mediante sumas  por la derecha, tome h=0,5
L]

Puntuacién
Pregunta | 1 2 3 4 5 6 7 8 10 11
3 2

Valor 1 1 1 2 2 2 2 2

f;’i,fgfw

ele 24

Ace 05 FlOoR 05 Fia)r 0,504 0,510y 40,5 F2)4 09 /,3}?

0,5 Frn=t] 5§, 500
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