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Resumen

El presente trabajo ha tenido como objetivo principal investigar los significados que
estudiantes universitarios construyen sobre las distribuciones muestrales en un ambiente de
simulacion computacional y estadistica dindmica como el que proporciona Fathom, un
software que ha sido desarrollado para la ensefianza de la estadistica y la probabilidad. El
interés del estudio se enfoco en identificar los diferentes elementos de significado puestos
en juego por los estudiantes, las relaciones establecidas entre ellos, su evoluciéon como
consecuencia del ambiente de simulacion y el efecto de dicho ambiente en la resolucion de
problemas de carécter deductivo que van de la poblacion a la muestra.

Los principales conceptos abordados en el estudio fueron la variabilidad muestral, el
efecto del tamafo de muestra en las propiedades de las distribuciones muestrales, como son
la forma (teorema del limite central), el centro, la variabilidad, y el calculo de
probabilidades de resultados muestrales. Todos ellos en el ambito de distribuciones
muestrales de medias y proporciones.

El estudio se llevo a cabo considerando una metodologia de tipo cualitativo (estudio
de casos) y estuvo conformado por 9 actividades que contemplaban diversos tipos de
distribuciones poblacionales (binomiales, uniformes, normales, de forma irregular), algunas
de las cuales fueron disefiadas con el proposito de explorar conceptos y propiedades,
mientras que otras, con fines de calculo de probabilidades de resultados muestrales.

Los principales instrumentos de recoleccion de informacion fueron un examen sobre
sus conocimientos del tema antes de iniciar las actividades, en el que se pedia que
resolvieran problemas en forma tradicional, dos cuestionarios —uno previo y otro posterior a
las actividades-, hojas de trabajo, disquetes con el trabajo realizado en la computadora en
cada una de las sesiones y entrevistas con algunos estudiantes en la etapa final.

Los sujetos de estudio fueron 11 estudiantes voluntarios que estaban tomando un
curso de Inferencia Estadistica en la Licenciatura en Informatica en el Instituto Politécnico
Nacional. El estudio se realiz6 en 20 sesiones de trabajo, incluyendo la aplicacion de
cuestionarios y entrevistas, en un tiempo total de 30 horas en un periodo de 2 meses.

Entre los resultados obtenidos podemos mencionar que los significados construidos

por los estudiantes en el ambiente de simulacion, incorporan muchos mas elementos de



significado que los que pusieron en juego en el ambiente tradicional de lapiz y papel.
Fathom les proporciond los medios para que utilizaran diversas representaciones de los
conceptos involucrados y las relacionaran entre en si de forma dindmica y simultanea.
Dichas representaciones fueron claves en algunas etapas del proceso de simulacién para
que los estudiantes desarrollaran intuiciones e ideas correctas de diversos conceptos y
propiedades.

Sus acciones y procedimientos se orientaron a la construccion de las distribuciones
muestrales, generando las poblaciones, extrayendo muestras y calculando estadisticos, para
finalmente calcular probabilidades de muestras. Esto les permitié enfocarse tanto en el
proceso como en el resultado final al resolver las actividades. Algunos procesos que son
clave en el ambiente de lapiz y papel, se volvieron triviales e incluso innecesarios en el
ambiente de simulacion, como fue el caso de la estandarizacion de la distribuciéon muestral
y el uso de tablas de probabilidad.

El analisis de los cuestionarios y las entrevistas muestra que muchos estudiantes
tuvieron una evolucidon en sus significados acerca de las distribuciones muestrales, sin
embargo, algunos de ellos continuaron sin comprender diversos conceptos y propiedades,
no obstante que el disefio de las actividades hacia énfasis en ellos.

En términos cuantitativos observamos un incremento notable de respuestas
correctas en muchas de las preguntas del cuestionario final respecto al diagnostico;
mientras que en términos cualitativos se observa que los estudiantes han incorporando
argumentos mas so6lidos y bien fundamentados en sus respuestas, con lo que muestran que
el significado que atribuyen a las distribuciones muestrales, es mas cercano al significado
de referencia.

A lo largo del proceso de simulacion los estudiantes mostraron diversas dificultades
y algunas concepciones erréneas de diversos conceptos. Sobresalen de manera particular, la
dificultad para definir el modelo poblacional en cada una de las actividades, y otras, ligadas
con el uso de las representaciones simbolicas del software. Entre las concepciones erréneas
mas significativas se encuentra la confusion entre distribucion de una muestra y
distribucion muestral y la dificultad para pasar de los resultados de una muestra a los de una

distribucidon de muestras.
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PRESENTACION DE LA INVESTIGACION

1. Introduccion

La inferencia estadistica es una de las areas de mayor aplicacion de la estadistica practica,
ya que mediante la utilizacion de sus métodos se pueden obtener conclusiones significativas
acerca de toda una poblacion, con base en la informacion que proporcionan los datos de una
sola muestra o un experimento. Dichos métodos hacen uso del azar para seleccionar los
elementos de la muestra o asignarlos a los diversos tratamientos de un experimento, lo que
permite el uso de la teoria de la probabilidad para evaluar la confiabilidad de los resultados

obtenidos.

Un concepto fundamental en el que se apoyan los métodos de inferencia estadistica son las
distribuciones muestrales. Una distribucion muestral representa el valor que puede tomar un
estadistico (por ejemplo, la media) en cada una de las muestras aleatorias de un tamano
dado que son posibles de seleccionar de una misma poblacion. Asi, en tanto los estadisticos
constituyen un recurso para estimar el valor de los pardmetros poblacionales, el

conocimiento de su distribucion muestral, permite prever intervalos de valores que puede
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tomar un determinado parametro, o si suposiciones de valores de los parametros,

concuerdan con los valores del estadistico que proporciona la distribucion muestral.

Tradicionalmente, las distribuciones muestrales y la inferencia estadistica han sido
ensefiadas en los cursos de estadistica, utilizando un enfoque deductivo basado en teoria de
la probabilidad (ver por ejemplo: Mendenhall et al., 1994; Walpole et al., 1998). Los
desarrollos que se utilizan para su explicacion son expresados a través de un lenguaje
matematico que con frecuencia esta fuera del alcance de muchos estudiantes, y lo que es
mas importante, la distribucion muestral descrita mediante una distribucion tedrica de
probabilidad, es dificil de asociar con el proceso fisico real de seleccion de muestras de una

poblacion (Lipson, 2002, p. 2).

Desde esta perspectiva, si bien muchos estudiantes aprenden a realizar los calculos
necesarios para resolver un problema que involucra distribuciones muestrales, no siempre
logran comprender el proceso subyacente ni los conceptos involucrados, de tal forma que
conceptos y propiedades como la variabilidad muestral, el efecto del tamafio de la muestra
en la forma (teorema del limite central), centro y variabilidad de las distribuciones
muestrales, asi como el efecto del tamafio de muestra en la probabilidad obtenida, que son
considerados elementos claves para comprender e interpretar los resultados en inferencia

estadistica, permanecen obscuros e incomprendidos por muchos estudiantes.

En la literatura de educacion estadistica (Shaughnessy, 1992; Gordon y Gordon, 1992;
Moses, 1992; Rossman, 1997, Scheaffer, 1992) con frecuencia se sugiere la utilizacion de
simulacidon computacional como alternativa para abordar la problematica del aprendizaje de
las distribuciones muestrales. Se sefialan diversas ventajas de la simulacion respecto al
enfoque tradicional de ensefianza, como es el hecho de permitir un acercamiento empirico
mediante la seleccion repetida de muestras de una misma poblacion, calculando el
estadistico en cada una de las muestras y acumulandolos para formar la distribucion. Este
proceso esta mas relacionado conceptualmente con el proceso real de inferencia y requiere
de pocos antecedentes matematicos por parte de los estudiantes. Por otro lado, si este

enfoque se implementa en un ambiente de estadistica dindmica y de multiples
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representaciones, como es el caso de Fathom —el software que hemos utilizado en la
investigacion-, ayuda a que los estudiantes se involucren en la construccion de las
distribuciones muestrales, pongan en juego y relacionen los diversos conceptos y

propiedades que en ellas intervienen.

No obstante las ventajas que se le atribuyen al enfoque de simulaciéon computacional, el
cual se apoya en el enfoque frecuencial de la probabilidad, pocos resultados de
investigacion se han publicado acerca de la efectividad de las actividades de simulacion
para mejorar la comprension y el razonamiento de los estudiantes, por lo que se requiere
aun de mucha investigacion en torno al impacto de esta herramienta en los cursos de

estadistica (Chance, et al., 2004; Mills, 2002).

Teniendo en cuenta lo anterior, en el presente trabajo nos propusimos investigar en torno al
efecto que podria tener un enfoque de simulacién computacional implementado en un
ambiente de estadistica dinamica en los significados que estudiantes universitarios asignan
a las distribuciones muestrales. El software que hemos utilizado en el estudio es Fathom
(Finzer, et al., 2002). Dicho software pertenece a una categoria moderna de software
denominado de estadistica dinamica, y fue desarrollado con propositos exclusivamente de
ensefianza, teniendo en cuenta la opinion de investigadores en educacion estadistica. Una
premisa clave en su diseflo es que permite el manejo flexible de multiples representaciones
ligadas simultaneamente entre si, de tal forma que un cambio en una de las
representaciones puede ser visualizado de inmediato en las demas. A diferencia de otros
paquetes de software que permiten trabajar con distribuciones muestrales (por ejemplo,
Sampling Distributions y Minitab) los cuales incorporan simulaciones pre-construidas y
donde el usuario interactia con un modelo experto del fendmeno, Fathom permite al
usuario construir su propio modelo computacional y realizar las experimentaciones y

ajustes que ¢l desee de manera interactiva y flexible.

2. Objetivos de la investigacion
Como sefialan Godino y Batanero (1998), el propdsito especifico de la educacion

matematica como campo de investigacion, es el estudio de los factores que inciden en la
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ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, asi como el desarrollo de programas de
mejora de dichos procesos. Uno de estos factores que mayor importancia estd teniendo hoy
en dia es el uso de las herramientas computacionales. Estas herramientas poseen el
potencial de cambiar las practicas matematicas de los estudiantes cuando resuelven un
problema, el contenido y la forma de trabajar (Dorfler, 1993), por lo que existe la necesidad
de investigar el efecto que éstas herramientas tienen en la actividad cognitiva de los

estudiantes.

En este sentido, el objetivo general de este trabajo ha sido: Investigar sobre los efectos de
un enfoque frecuencial basado en simulacion computacional, en el significado que
estudiantes universitarios asignan a las distribuciones muestrales. Del objetivo general se

desprenden metas especificas las cuales sefialamos a continuacion:

1. Investigar y describir los elementos de significado, de acuerdo con el modelo
teorico elegido, que los estudiantes han construido sobre las distribuciones
muestrales como resultado de actividades en un ambiente de simulacion

computacional y estadistica dinamica.

2. Investigar hasta donde es posible que los estudiantes resuelvan problemas donde se
utilizan distribuciones muestrales mediante el uso del software, si las soluciones que
obtienen son matematicamente validas y como las consideran respecto a las

soluciones obtenidas mediante el uso de los métodos tradicionales.

3. Investigar si los significados que los estudiantes tenian de las distribuciones
muestrales antes de la ensefianza con simulacion, evolucionan hacia los significados

institucionales de referencia, como producto de la ensefianza que recibieron.

3. Preguntas de investigacion
Las preguntas de investigacion guardan estrecha relacion con nuestras metas y el marco
teorico de referencia. Especificamente, las preguntas que nuestra investigacion trata de

contestar son las siguientes:
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1. ;Cudles son los elementos de significado que los estudiantes atribuyen a las
distribuciones muestrales como resultado de una enserianza basada en un ambiente

de simulacion computacional?

Nos interesa conocer los elementos de significado (significado personal) que los estudiantes
han construido como resultado de trabajar con la herramienta de simulacién computacional
en un ambiente de estadistica dindmica. Estos elementos de significado son observables a
través del sistema de practicas que los estudiantes utilizan al resolver situaciones-problema
y estan dados por las representaciones utilizadas (expresiones, notaciones, graficas),
situaciones (problemas de aplicacion), acciones (estrategias, procedimientos), conceptos

(descripciones, definiciones), propiedades y argumentaciones.

2. ¢En qué medida el uso de la simulacion computacional permite a los estudiantes

resolver problemas que involucran a las distribuciones muestrales?

El enfoque tradicional de resolucion de problemas que involucran distribuciones muestrales
e inferencia estadistica, hace énfasis en un enfoque deductivo apoyado en la teoria de la
probabilidad, utilizando conceptos como variables aleatorias y distribuciones de
probabilidad. Sin embargo, este enfoque no estd relacionado directamente con el proceso
real de toma de muestras y calculo de estadisticos que son caracteristicos en un problema
real de inferencia, y requiere ademas de un buen manejo de recursos matematicos que no
siempre estan al alcance de muchos estudiantes. Es por ello que estamos interesados en
conocer cudl es el papel que juega la simulacion computacional en la resolucion de estos
problemas, si es posible llegar a una solucion adecuada mediante el uso del software y las

dificultades que enfrentan los estudiantes al resolverlos por este medio.

3. ¢;Como evolucionan los significados de los estudiantes sobre las distribuciones
muestrales cuando trabajan en un ambiente de simulacion computacional respecto
al ambiente de lapiz y papel?

Esta pregunta obedece al proposito de estudiar los cambios que ha sufrido el significado de

las distribuciones para los estudiantes -si es que éste se ha presentado-, como consecuencia
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de una ensefianza basada en simulacion computacional. Nuestra hipotesis es que el
ambiente de simulacion computacional con Fathom provocara ciertas reorganizaciones
cognitivas en la mente de los estudiantes e influird en una evolucion de los significados que
ellos tenian previo a la ensefianza, hacia un significado mas cercano al significado

institucional de referencia.

4. Caracteristicas generales el estudio

Las actividades, cuestionarios y entrevistas que se disefiaron para alcanzar los objetivos
planteados y responder las preguntas de investigacion, se desarrollaron durante 20 sesiones
con un tiempo total de 30 horas. Los conceptos investigados fueron: variabilidad muestral,
efecto del tamafo de muestra en la forma (teorema del limite central), centro y dispersion
de una distribucién muestral, calculo de probabilidades de resultados muestrales y el efecto
del tamafio de muestra en los valores de dichas probabilidades. Se desarrollaron 9
actividades que consideraban diferentes distribuciones poblacionales, las cuales fueron
resueltas mediante simulacion computacional, y en algunos casos, también resueltas

tedricamente.

La metodologia del estudio respondi6 a un planteamiento de construir conceptos y
descubrir propiedades, para lo cual, el papel del profesor se limit6 al de un guia que leia las
actividades y auxiliaba solo en los casos en que era estrictamente necesario, para poder
continuar con la actividad. Algunas actividades fueron abordadas en forma individual y
otras parejas. A su vez, algunas contemplaban simulacion fisica previa a la simulacion

computacional (las primeras tres actividades) y otras solo la simulacion con computadora.

La investigacion realizada es de tipo cualitativo y en ellas han participado 11 estudiantes
voluntarios que estaban tomando un curso de Inferencia Estadistica en la Licenciatura en

Informatica en el Instituto Politécnico Nacional.

5. Organizacion del documento
El documento esta organizado en 8 capitulos y 4 anexos, cuyos contenidos se describen a

continuacion:
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En el capitulo 1 se aborda el marco tedrico en que se fundamenta la investigacion. Como lo
describiremos posteriormente, éste presenta dos componentes, una que tiene que ver con el
significado y la comprension de los objetos matematicos, propuesta por Godino y Batanero
(1994, 1988) y Godino (2002, 2003), y la otra, relacionada con la utilizacion de las
computadoras como herramientas cognitivas en la educacion matematica, fundamentada en

ideas de Dorfler (1993) y Pea (1987).

En el capitulo 2, abordamos los antecedentes de la investigacion, los cuales enfatizan en la
importancia y la dificultad que tiene el aprendizaje de las distribuciones muestrales en el
estudio de la inferencia estadistica, asi como estudios previos que analizan dicha
problemdtica cuando las distribuciones se inscriben en un ambiente de simulacion

computacional.

En el capitulo 3, se describe el disefio de la investigacion y la metodologia del estudio.
Asimismo se tratan las diferentes etapas por las que se desarrolla la presente investigacion,
los instrumentos de recoleccion y las técnicas de andlisis de los datos, asi como las

caracteristicas del proceso de ensefianza basado en el ambiente de Fathom.

En el capitulo 4, se exponen los resultados de un estudio exploratorio que se realizé con un
grupo de estudiantes del Instituto Politécnico Nacional, a través de un cuestionario que
aborda diversos conceptos y propiedades relacionadas con las distribuciones muestrales,
cuyos resultados permitieron identificar dificultades que se tuvieron en cuenta en el disefio

de las actividades.

En el capitulo 5 se realiza una descripcion general sesién por sesion, de los hechos y
aspectos mas sobresalientes del estudio que tuvieron impacto en los resultados obtenidos,
como son la justificacion y objetivos de las actividades y cuestionarios, la forma de
organizacion del trabajo de los estudiantes, la cantidad de alumnos o parejas que llegaron a

la solucidn correcta y las principales dificultades que enfrentaron.

En el capitulo 6 se proporcionan los resultados de la primer pregunta de investigacion, que
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trata sobre los significados que los estudiantes asignan a las distribuciones muestrales en un
ambiente de simulacion computacional. Esto de acuerdo a los elementos de significado

especificados en el modelo teorico elegido.

En el capitulo 7, se trata la segunda pregunta de investigacion, relacionada con la
simulacion computacional como método de resolver problemas de distribuciones
muestrales. Se proporcionan resultados que muestran la forma y las dificultades a que se

enfrentan los estudiantes en el proceso de solucion.

En el capitulo 8, se analiza la evolucion de los significados de los estudiantes como
consecuencia de la ensefianza basada en simulacién computacional. Finalmente se
describen las conclusiones generales del estudio y las implicaciones que puede tener en la

ensefianza de las distribuciones muestrales.

Por su parte en el anexo 1, se describe el significado que las distribuciones muestrales
tienen para la institucion de los educadores estadisticos en un primer curso de estadistica en
el nivel universitario, el cual es fundamental para delimitar el campo de problemas que se
abordaran en las actividades de ensefianza. Dicho significado fue determinado a partir de
una muestra representativa de libros de texto utilizados en carreras universitarias como
ingenieria y ciencias econdémicas y administrativas. En el anexo 2, se muestran las
actividades de ensefianza que conformaron el estudio y los criterios que se tuvieron en
cuenta para su disefio, en anexo 3 se describen algunos fundamentos matematicos de la
distribucion muestral de la media y la proporcion, las dos distribuciones abordadas en el
presente estudio, mientras que en el anexo 4 se muestran los cuestionarios anterior y

posterior a las actividades.



Capitulo 1

MARCO TEORICO

1.1 Introduccion

El marco teérico de referencia que utilizamos en nuestro trabajo de investigacion consta de
dos componentes principales. La primera tiene que ver con una concepcidon acerca del
significado y la comprension de los objetos matematicos propuesta por Godino y Batanero
(1994; 1998) y Godino (2002; 2003). La segunda, se refiere a la utilizaciéon de las
computadoras como herramientas cognitivas, con potencial para generar cambios
estructurales en la actividad mental de los estudiantes cuando exploran conceptos y

resuelven problemas matematicos (Dorfler, 1993; Pea, 1987).

Hemos adoptado dos enfoques tedricos, porque consideramos que el planteamiento de
Godino y Batanero, aunque posee los constructos necesarios para precisar los significados y
la comprension desarrollada por los estudiantes; en nuestro caso, dichos significados estan
ligados a la herramienta computacional que se ha utilizado en la ensefianza, por lo que
requerimos de elementos tedricos que nos permitan describir el efecto que tuvo la

herramienta en los significados que los estudiantes construyeron.
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Apoyados en ambos enfoques, estamos en posibilidad de realizar una descripcion mas

detallada de todos los factores que tuvieron influencia en el estudio; ademas, como sefiala

Mariotti (2002), la investigacion centrada en aspectos cognitivos debe ser complementada

con investigacion sobre el efecto que las actividades en ambientes computacionales pueden

tener en la clase de matematicas.

1.2 Teoria del significado de los objetos matematicos

La teoria del significado de los objetos matematicos es abordada por Godino y Batanero

(1994; 1998), y sus principales supuestos epistemoldgicos y cognitivos son los siguientes:

Las matematicas pueden ser vistas como una actividad humana que involucra la
solucion de situaciones-problema socialmente compartidos, los cuales se refieren al
mundo real y social, o pertenecientes al campo de las matematicas mismas. Como
respuesta o solucion de estos problemas, surgen los objetos matematicos y
evolucionan progresivamente.

La actividad matematica crea un lenguaje simbdlico en el cual son expresadas las
situaciones-problema y sus soluciones. Los sistemas de simbolos son vistos como
unidades culturales que tienen una funcién tanto comunicativa como instrumental,
la cual modifica a la persona misma cuando los utiliza como mediadores.

La actividad matematica se propone entre otras cosas, la construccion de un sistema
conceptual (conceptos, teoremas, propiedades) l6gicamente organizado que explican

el gran nimero de problemas involucrado en el aprendizaje de las matematicas.

De acuerdo con lo anterior, dos importantes caracteristicas de la teoria y en las cuales se

fundamentan sus constructos son:

1.

La adopcion de un enfoque antropologico en el estudio de la cognicidn matematica.
Es decir, se parte del supuesto que las personas trabajan e interactuan dentro de
diferentes grupos o instituciones donde las matematicas son objeto de estudio, por
lo tanto, el conocimiento estd mediado por las caracteristicas del contexto donde se

abordan los objetos matematicos.
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2. La adopcién de un enfoque pragmatico en el estudio de los objetos matematicos.
Esto es, el significado de un objeto matematico estd en funcidon del sistema de

practicas o uso que se hace de ¢l para resolver situaciones-problema.

En este sentido, el sistema de prdcticas realizadas en determinados contextos es lo que
determina la emergencia progresiva de los objetos matemdaticos y sus significados, por lo

tanto, estos estan ligados a los problemas y a la actividad realizada para resolverlos.

De acuerdo con el enfoque antropoldgico adoptado, el significado de un objeto matematico
puede variar de una institucion a otra, por lo que no hay un significado unico de los objetos
matematicos. Lo mismo sucede con las personas, no todas exhiben las mismas practicas
para resolver un campo de problemas, asi que para contemplar lo anterior, el modelo tiene
en cuenta dos dimensiones interdependientes para el significado de los objetos

matematicos: la dimension institucional y la personal.

La dimension institucional, tiene que ver con el significado que el objeto tiene para un
determinado grupo de profesionales interesados en situaciones-problema de donde este
emerge; y la personal, esta relacionada con el significado que a un objeto matematico le
atribuye una persona (por ejemplo, un estudiante), cuando el objeto es estudiado por ella.
Desde esta perspectiva, el punto de partida de una investigacion sobre el significado de un
objeto matematico, requiere primeramente de la caracterizacion del uso que hace de ellos

en una institucion determinada, esto es, el significado institucional.

En particular, en este trabajo estamos interesados en analizar el objeto matematico
“distribuciones muestrales” y establecer el significado institucional que se le atribuye en la
institucion o grupo de educadores matematicos en el nivel universitario. Este significado ha
sido el punto de referencia para el disefio de las actividades de ensefianza que se han
presentado a los estudiantes, con el objetivo de estudiar como construyen su significado
personal en un ambiente de simulacién computacional y estadistica dindmica. Por otra
parte, desde una perspectiva pragmatica de la educacion matematica como la que adopta el

presente modelo, se atribuye un papel central a la actividad matematica que realizan los
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estudiantes ante cierto tipo de situaciones-problema. De esta manera, la nocion de
situacion-problema es la nocidon mas basica a partir de la cual se desarrollan las diferentes
nociones y conceptos tedricos del modelo. Los autores consideran que esta nocidon toma en
cuenta las principales componentes de la actividad matematica sefialados por Freudenthal
(1991):
e Desarrollar una simbolizacion adecuada para representar la situacion y las
soluciones encontradas, asi como comunicar las soluciones a otras personas.
e Producir nuevas expresiones significativas y enunciados a través de manipulaciones
simbolicas.
e Justificar (validando o argumentado) las soluciones propuestas.

e (Generalizar la solucidn a otros contextos, situaciones-problema y procedimientos

En este sentido, una situacion-problema viene siendo cualquier tipo de circunstancia en la
cual se vuelve necesario efectuar actividades de matematizacion (simbolizacion, resolucion,
validacion, argumentacion, generalizacion, comunicacion). Por ejemplo, consideremos la

siguiente situacion-problema (tomada de Walpole, et al, 1999):

Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye
aproximadamente normal con media de 800 hrs. y una desviacidon estandar de 40 hrs.
Encuentre la probabilidad de que una muestra aleatoria de 16 focos tenga una vida

promedio de menos de 775 hrs.

Para resolver dicho problema en forma tradicional (enfoque deductivo), se requiere
determinar la distribucion muestral de la media, estandarizarla y sustituir informacién como
el tamano de la muestra (16), la media poblacional (800), la desviacion estandar (40) y el
valor de la media muestral (775). Sabiendo que la poblacion se distribuye
aproximadamente normal, entonces la distribuciéon muestral sera también normal —como

consecuencia del teorema del limite central- con una media igual a 800 hrs. y una
desviacion estandar de 40/ J16 hrs., por lo que se procede a calcular la probabilidad

utilizando la distribucion normal estandarizada (¢ =0, o =1) en su version tabular.

12



Marco teorico

Para llevar a cabo todo el proceso anterior, el estudiante requiere realizar acciones como
sustituir datos y realizar cdalculos, validar etapas del proceso de solucion y justificarlas
adecuadamente poniendo en juego conceptos y propiedades, manejar simbologia para
representar el problema, como graficas y sombreado de la porcidon de interés y finalmente

interpretar resultados.

Ahora, cuando un conjunto de situaciones-problema aparece interrelacionados y comparten
diversas componentes de la actividad de matematizacién, como procesos similares de
soluciodn, representaciones, argumentaciones, etc., se dice que forman un campo de
problemas. Para resolver estos campos de problemas, las personas o instituciones hacen uso
de ciertas acciones o practicas que involucran conocimientos matematicos. En este sentido
se considerara como una prdctica a cualquier accion llevada a cabo por alguien para
resolver un problema matematico, comunicar su solucidon a otras personas, validar y
generalizar su solucion a otros contextos y situaciones. Sin embargo, mas que una practica
en particular, lo que interesa son los sistemas de prdcticas a las que las personas o

instituciones recurren para la soluciéon de un campo de problemas.

Por ejemplo, el problema planteado anteriormente pertenece a un campo de problemas de
las distribuciones muestrales donde a partir de que son conocidos ciertos parametros y la
forma de la poblacion, se pide calcular la probabilidad de que se presenten ciertos
resultados muestrales. Esto no solo en el contexto de medias, sino también en el de otros
estadisticos como las proporciones. En todos estos problemas, las acciones o sistemas de
practicas son similares: determinar la distribucion muestral, sustituir informacion
proporcionada por el problema, utilizar tablas para calcular la probabilidad de los valores

muestrales.

Estas prdcticas pueden ser significativas para una persona o para una institucion, si cumple
una funcion en la resolucion de un problema, en su comunicacidén a otra persona o en su
generalizacion a otro contexto o situacion. En este punto interesa distinguir que los sistemas
de practicas significativas pueden ser atribuidos ya sea a una persona o a una institucion. En

la parte que toca a la institucion, entre sus integrantes se establece lo que debe ser una
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practica significativa para la solucion de una situacion-problema. Por lo general, estos
sistemas de practicas y sus soluciones son socialmente compartidas por los que integran la

institucion.

En lo que corresponde a las personas o estudiantes, estos también llevan a cabo ciertas
préacticas para la resolucion de problemas, sin embargo, es posible que no todas las
practicas que efectiian se consideren correctas por la institucion de referencia, de hecho es
frecuente que existan varios intentos fallidos, errores y procedimientos infructuosos que son
abandonados, decimos entonces que sus practicas no corresponden con las establecidas
como correctas por la institucion. Por ejemplo, una practica incorrecta que es frecuente en
los estudiantes al calcular la probabilidad que se pide en un problema que involucra una
distribucion muestral de medias -como es el caso de los focos-, es utilizar la distribucion
poblacional en lugar de hacerlo con la distribucion muestral; es decir, al estandarizar la
distribucion se olvidan del tamafio de muestra. Otra practica incorrecta tiene que ver con el
uso de las tablas, al calcular en ocasiones, probabilidades de cola izquierda cuando se les

piden probabilidades de cola derecha.

= |

Si X ~ N(u,o?)—»z=""H SiX~Nu| T | |5z="#
(o2

In

s

Distribucion poblacional Distribuciéon muestral de la media

En nuestro caso podemos identificar diversas instituciones que estdn involucradas en el
estudio de conceptos de inferencia estadistica, como son las distribuciones muestrales. La
institucion de los estadisticos matematicos, constituida por personas involucradas en
resolver nuevos problemas o productores de nuevos conocimientos estadisticos, la
institucion de los estadisticos aplicados, conformada por personas que aplican los
conocimientos estadisticos a la solucion de problemas del mundo real, como serian los
actuarios, ingenieros, estadisticos y matematicos, y la instituciéon de los educadores
estadisticos, formada por los profesores e investigadores que tienen como proposito la
ensefianza de conceptos de probabilidad y estadistica.

De esta manera, el sistema de prdcticas prototipicas ligadas a un campo de problemas y
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aceptadas dentro de la misma institucion, determina el significado que dicha institucion le
atribuye al objeto matemadtico involucrado en su solucion. A este sistema de practicas se le
conoce como significado institucional del objeto en cuestion. Estas practicas son
observables mediante descripciones, representaciones, definiciones de objetos, enunciados
de proposiciones, argumentaciones y procedimientos caracteristicos de un campo de

problemas.

Precisando, el significado institucional de un objeto matemdtico O, es el sistema de
prdcticas institucionales asociadas al campo de problemas de las que emerge el objeto O,
en un momento dado, mientras que el significado personal de un objeto matemadtico O, es

el sistema de prdcticas personales que una persona lleva a cabo para resolver un campo de

problemas del cual emerge el objeto O, en un momento dado. En nuestro caso, hemos

determinado el significado institucional de las distribuciones muestrales a partir de un
analisis de textos en una muestra representativa de libros de estadistica orientados a

estudiantes no matematicos en el nivel universitario.

Por su parte al sistema de practicas que los estudiantes desarrollan para resolver una
situacion-problema, -las cuales pueden corresponder o no con las practicas consideradas
adecuadas por una determinada institucion- es lo que determina el significado personal del
objeto matematico. Dicho significado lo hemos obtenido a través de diversos instrumentos
(cuestionarios, entrevistas, hojas de trabajo, etc.) antes, durante y después de la aplicacion

de las actividades de ensefianza.

La interseccion entre estos dos sistemas de practicas (institucional y personal), es lo que la
institucion considera manifestaciones correctas, es decir, es lo que la persona conoce o
comprende acerca del objeto desde el punto de vista de la institucion. El resto de las
practicas personales son consideradas ‘“errores” de acuerdo con la institucion. En otras
palabras, decimos que en una situacion ideal y dentro de una institucion dada, una persona
comprende el significado de un objeto matemdtico o que ha captado el significado de un
concepto si es capaz de reconocer sus propiedades y representaciones, relacionarlas con

otros objetos matemdticos y usarlas en situaciones-problemas prototipicas dentro de la
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institucion (Godino y Batanero, 1998, p. 187).

1.2.1 Elementos de significado de un objeto matematico

Hemos senalado anteriormente que el significado de un objeto matematico (personal o
institucional) se concibe como el sistema de practicas vinculadas a un campo de problemas
matematicos especificos. En dicho sistema de practicas intervienen diversas entidades o
elementos que se ponen en juego de manera interrelacionada en la actividad matemadtica
involucrada en la resolucion de situaciones-problema. Para dar cuenta de dicho sistema de
practicas y describir la actividad matematica realizada, en (Godino, 2002) se propone una
clasificacion o tipologia de 5 elementos, de acuerdo con las diversas funciones que
desempefian en el trabajo matematico. Esta tipologia constituye los elementos o
componentes de significado que permiten establecer tanto el significado personal como
institucional de los objetos matematicos. Dichos elementos asi como sus funciones

especificas son:

1. Situaciones-problema (elementos fenomenologicos). Constituyen el campo de
problemas del cual emerge el concepto. Son las tareas que inducen la actividad
matematica. Por ejemplo, problemas que para su resolucion se requiere de las
distribuciones muestrales, como el calcular, cuales valores muestrales son mas
probables que otros.

2. Lenguaje (elementos representacionales). Constituye las representaciones de los
conceptos. Por ejemplo, las diversas representaciones de una distribucion muestral,
ya sea como histograma (distribucion empirica), mediante una curva suave como la
distribucion normal (distribucidon teodrica), mediante una tabla de valores o una
expresion en lenguaje de computadora. De igual forma, las distintas notaciones para
representar a los conceptos que forman parte de las distribuciones muestrales, tales
como parametros, estadisticos, poblaciones, muestras.

3. Acciones (elementos procedimentales). Es lo que hace el sujeto ante las tareas
matematicas que le son planteadas (operaciones, algoritmos, procedimientos). Por
ejemplo, estandarizar la distribucion muestral, sustituir datos y calcular la
probabilidad en utilizando la distribucion normal. En un ambiente computacional,

puede ser modelar la poblacion, tomar una muestra, calcular la media y acumular las
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medias de muchas muestras, para ver en la distribucion los valores mas probables.

4. Conceptos y propiedades (elementos conceptuales). Son los conceptos y
propiedades que se ponen en juego en la resolucion de situaciones-problema.
Ejemplos de ello serian que los estudiantes comprendan el efecto del tamafio de
muestra en el valor de la probabilidad o en la variabilidad, el centro y la forma de
las distribuciones muestrales (teorema del limite central).

5. Argumentaciones (elementos validativos). Se utilizan para validar, explicar o
comunicar las acciones realizadas o los resultados obtenidos. Por ejemplo cuando se
explica que la probabilidad de un resultado es mayor en una distribucion que en otra
como consecuencia del tamafio de la muestra, utilizando para ello una gréfica de

ambas distribuciones.

En nuestra investigacion centramos nuestra atencion en estas unidades primarias como los
entes que aportan los elementos de significado en el sistema de practicas tanto

institucionales como personales.

1.2.2 Funciones semioticas entre los elementos de significado

Las entidades primarias o elementos de significado que se han descrito en la seccion
anterior no aparecen aisladas en la actividad matematica, sino que se interrelacionan y se
establecen correspondencias entre ellas durante la misma. Esto es una caracteristica del
trabajo matematico, pues las practicas realizadas para la resolucion de problemas pueden
verse como una serie de actos y procesos interpretativos relacionados entre si. Para tener en
cuenta estas relaciones entre elementos se introduce en el modelo teodrico la nocion de
funcion semiotica. Esta nocién permite describir el razonamiento matematico (estadistico
en nuestro caso) como secuencia de funciones semioticas encadenadas.

La nocién de funcidon semidtica se concibe como la correspondencia entre un antecedente
(expresion) y el consecuente (contenido o significado) establecidas por un sujeto. El papel
de expresion-significante y contenido-significado en las funciones semidticas puede ser
desempefiado por cualquiera de las 5 entidades primarias descritas. De esta manera, la
nocion de funcidén semiodtica nos permite interpretar el conocimiento y la comprension que

de un objeto matemadtico, tiene un sujeto, en términos del contenido asignado a una

17



Marco teorico

expresion que el sujeto puede establecer en determinadas circunstancias en las cuales se
pone en juego al objeto matematico. Cuando la interpretacion que hace un alumno no esta
de acuerdo con lo esperado desde la institucion de ensefianza, se produce un conflicto

semiotico que explica muchas de las dificultades y errores observados en el aprendizaje.

Para ello, se realiza un andlisis semidtico de un texto o las respuestas de los estudiantes, el
cual consiste en descomponerlo en unidades de analisis, identificar las entidades puestas en
juego y las funciones semioticas que se establecen entre los mismos por parte de los
distintos sujetos. Una vez hecho esto, se pueden confrontar con los significados
institucionales de referencia, lo que permite formular hipotesis sobre conflictos semioticos
potenciales y contrastarlos con los efectivamente ocurridos. Estos conflictos semidticos
pueden explicar las dificultades potenciales de los alumnos en el proceso de estudio, asi
como identificar las limitaciones de las competencias y comprension matematica

efectivamente puestas en juego (Godino y Arrieche, 2001).

Para ejemplificar lo anterior, consideremos la respuesta de un estudiante a un cuestionario
con fines exploratorios sobre su comprension acerca de las distribuciones muestrales que se
aplico a un grupo de estudiantes. El problema se ha dividido en cuatro unidades

elementales de analisis (U1, U2, U3, U4).

4. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye aproximadamente
normal con media de 800 hrs. y desviacion estandar de 40 hrs. Encuentre la probabilidad de que una_

muestra aleatoria de 16 focos tenga una vida promedio de menos de 775 hrs. gl
Muestra tus calculos. Z =< x= M 7= f,:_:ﬁ.;;_. %’ﬁ -
C = 40 hrs. g U LTy -

e
he l€ S T=-23% 0

p(x< 77S) : ¥ U3

P(x<77s) = P(Z<-2.5) = 9(-2.5) = 0.0062/)
- -U4

En Ul, el estudiante representa simbolicamente los datos del problema (media poblacional,
tamafio de muestra, desviacion estandar poblacional y el nimero de horas menor al cual se
pide calcular la probabilidad) e identifica correctamente el intervalo en el cual se pide
calcular la probabilidad (x<775), pero asigna errébneamente notaciones a la media

poblacional (x en lugar de u) y al valor limite a partir del cual se desea calcular la
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probabilidad (X en lugar de X ), lo que puede considerarse como acciones incorrectas. En
U2 representa a la distribucion muestral de la media mediante una expresion simbdlica
estableciendo correctamente los elementos y el orden de las operaciones que se involucran,
realiza acciones como sustituir los datos del problema y calcular el valor de Z. En U3,
imagina y construye adecuadamente la grafica de la distribucion poblacional teniendo en
cuenta informacién del problema (la media, el valor a partir del cual se pide la probabilidad
y la forma de la distribucion) y sobre ella establece una correspondencia correcta entre los
valores poblacionales y los valores de la distribucion muestral estandarizada (z =0 para
x =800 y z=-2.5para x =775), realiza acciones como sombrear el area correspondiente
a la probabilidad pedida de manera correcta. Finalmente en U4, representa simbdlicamente
el rango de valores entre los que se pide calcular la probabilidad, estableciendo en ello de

nueva cuenta la relacién entre valores poblaciones y valores muestrales [ P(x <775) y
P(z <-2.5)]. Utiliza adecuadamente las tablas de probabilidad para la distribuciéon normal

estandarizada (4 =0y o =1), para arribar a la solucion correcta del problema.

Como podemos ver, este estudiante ha establecido una serie de correspondencias (funciones
semidticas) entre diversas entidades primarias o elemento de significado que puso en juego
en la resolucion del problema que se le plante6. Sus validaciones estuvieron basadas en el

manejo de representaciones graficas y simbolicas.

En resumen, la nocién de funcidén semidtica y la tipologia de entidades primarias nos
permitiran determinar o caracterizar los significados que los estudiantes ponen en juego en
la actividad matematica y en el proceso de ensefianza y aprendizaje donde se involucra a las

distribuciones muestrales.

1.2.3 Una agenda de investigacion asociada al modelo teodrico

En el Godino y Batanero (1998) se define una agenda de investigacion para la educacion
matematica asociada al marco teérico que se propone. En ella, las preguntas de
investigacion se clasifican de acuerdo a dos dimensiones:

1. El proposito de la investigacion.
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Se distinguen tres categorias: La caracterizacion de los significados institucionales y
personales (semiometria), el estudio de los factores que afectan el significado y el estudio
de la interdependencia de los significados (ecologia) y el estudio sobre el cambio de los

significados a lo largo del tiempo (dindmica).

2. El enfoque de la investigacion.
Un investigador podria estar interesado en el significado institucional (epistemologia), el

significado personal (cognicion) o la interaccidon entre ambos (instruccion).

La interseccion de las tres categorias del enfoque de investigacion con las tres categorias

del proposito de la investigacion, da lugar a diversas preguntas de investigacion, como se

muestra en el siguiente cuadro:

Propdsito de la investigacion
SEMIOMETRIA ECOLOGIA DINAMICA
Enfoque de la (Medicion, (Blsqueda de (Estudio de los
investigacion descripcion) relaciones) cambios)
EPISTEMOLOGIA |;Cuél es el|(Cuales son las|;Como cambia el
ANALISIS significado relaciones de O con |significado de O a
EPISTEMICO institucional de O? otros objetos? través del tiempo?
(Significados (Qué factores que
institucionales) afectan el significado
institucional?
COGNICION (Cual es el | (Qué relaciones | (COmo cambia el
‘ significado personal | establece la persona |significado personal
ANALISIS de O? entre O otros | de los objetos en el
COGNITIVO . y ; )

o objetos? tiempo como
(Significados :Qué factores afectan consecuencia de la
personales) (Qué significado gl sionificado instruccion?

personal es aplicado 12 g

durante un proceso de personat:

resolucion de

problemas?
INSTRUCCION | ;Cémo es organizada | {Como diferentes | ; Como se

ANALISIS la instruccion de O? | factores afectan la|desarrolla la
INTRUCCIONAL instruccion? instruccion a través
. 'Como diseniar la del tiempo?

(Interaccion entre O~ e
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significados enseflanza teniendo
institucionales y en cuenta  estos
personales) factores?

Las primeras dos preguntas de investigacion que nos hemos planteado en el presente
trabajo (ver presentacion de la investigacion) se ubican en la categoria cognitiva del
enfoque de la investigacion con interseccion en la categoria de semiometria, mientras que la
tercer pregunta se ubica en la interseccion de la categoria cognitiva con la de dinamica. Es
decir, estamos interesados en determinar el significado personal de los estudiantes sobre las
distribuciones muestrales en un ambiente de estadistica dindmica y el significado personal
aplicado durante el proceso de resolucion de problemas (semiometria de la cognicion), asi
como el cambio del significado personal en el tiempo como consecuencia de la instruccion

basada en simulacion computacional.

De lo anterior se desprende que nuestro interés se centra mas en los aspectos cognitivos que
en los aspectos epistemoldgicos y de instruccidon. Sin embargo, haremos uso de la categoria
epistemologica en su interseccion con semiometria cuando determinamos el significado

institucional de referencia de las distribuciones muestrales.

1.3 La computadora como herramienta cognitiva

La otra componente del marco tedrico que nos permitird analizar los resultados de nuestra
investigacion tiene que ver con la forma como la computadora puede ser utilizada en el
proceso de ensefianza de las matematicas, y particularmente de la estadistica.
Especificamente, nos apoyaremos en un enfoque que considera a las computadoras como
herramientas cognitivas, esto es, como medios para promover la actividad cognitiva de los
seres humanos.

Pea (1987, p.91) sostiene que la inteligencia no es una cualidad de la mente sola, sino un
producto de la relacion de la relacion entre estructuras mentales y herramientas del intelecto
proporcionados por la cultura. Este argumento coincide con la posicion de Vygotsky
(1978), que ve al desarrollo cognitivo como un juego interrelacionado entre el desarrollo
biologico y el ambiente social y cultural en el cual se ubica un individuo. Esto trae como
consecuencia, que las experiencias educativas sean mediadas por el contexto del estudiante,

el lenguaje de que dispone y la tecnologia con la cual estd familiarizado.
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Para Pea (1987, p. 91) una herramienta cognitiva es cualquier medio que ayuda a trascender
las limitaciones de la mente, en el pensamiento, en el aprendizaje y las actividades de
resolucion de problemas. En una tecnologia cognitiva se incluyen todos los sistemas de
simbolos, como los sistemas de escritura, sistemas de notacion matematica, y ahora, los
nuevos lenguajes de computadora; pero igualmente una herramienta cognitiva puede ser un
lapiz y papel, un pizarréon y un gis o una calculadora. Este autor sostiene que una
caracteristica comun de las herramientas cognitivas es que vuelven externos, los productos
intermedios del pensamiento, los cuales pueden ser analizados y discutidos.
Particularmente, en el caso de las computadoras, constituyen una extraordinaria y potente
herramienta cognitiva para aprender a pensar matemadticamente; con ellas se pueden
operaron no solo nimeros, sino también simbolos, y permiten almacenar y manipular

simbolos dindmicamente y permiten interacciones con los usuarios en tiempo real.

Pea (1987) sefala que hay una tendencia dominante en educacion matematica donde se ve a
las computadoras simplemente como amplificadoras de las capacidades humanas (metafora
amplificadora). Desde esta perspectiva, las computadoras son consideradas herramientas
que permiten realizar tareas de una manera mucho mas rapida y precisa, pero sin un cambio
cualitativo en lo que antes se hacia. En cambio, sostiene que otra perspectiva consiste en
ver a las computadoras como herramientas cognitivas, las cuales, cuando son usadas
apropiadamente no sélo permiten amplificar las capacidades humanas, sino que tienen el
potencial de provocar cambios estructurales en el sistema cognitivo de los estudiantes
(metafora reorganizadora) a través de una reorganizacion y transformacion de las
actividades que ellos realizan.
Apoyado en las ideas de Pea (1987), Dorfler (1993) propone un marco conceptual sobre el
uso de la computadora en la educacion matemadtica, el cual se basa en una concepcion de la
cogniciéon humana que contempla los siguientes aspectos:

1. El proceso cognitivo tiene una base concreta y no esta organizada inicamente por

reglas formales o generales.
2. La cognicion depende en buena medida de las herramientas disponibles y los

medios: es vista como un ente distribuido sobre el sistema hecho por el individuo,
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su contexto social y varios medios cognitivos disponibles (por ejemplo, los sistemas
de simbolos como la escritura y numeros decimales; sistemas representacionales y
herramientas de calculo como la computadora). El desarrollo cognitivo por
consiguiente es entendido no meramente como el desarrollo de la mente del
individuo sino ademas como un desarrollo social de los medios disponibles y
herramientas y su adquisicion por el individuo a través de actividades estructuradas
socialmente.

3. La cognicion tiende a ser situada en el contexto en el sentido de que el contexto
especifico de los objetos, propiedades, relaciones, etc. son usados y explotados y
pueden ser vistos como elementos sistémicos y partes del sistema cognitivo. Esto es

conocido como cognicidn situada.

1.3.1 Reorganizacion cognitiva mediante el wuso de herramientas
computacionales

Dorfler (1993) identifica diversas formas en las que la introduccion de una herramienta
computacional en la ensefianza puede provocar una reorganizacion en el sistema cognitivo

de los estudiantes:

1. Cambio de las actividades a un nivel cognitivo mas alto (meta-nivel).

Cuando se trabaja con una herramienta con potencial para la ensefianza, puede cambiar
partes importantes de las actividades, las tareas y los problemas que se abordan, a un nivel
cognitivo mds alto que el que ocurre en otro tipo de ambientes. Las computadoras apoyan
acciones de un nivel cognitivo mas alto mediante el resumen y simplificacién de procesos
complejos mediante entidades facilmente manipulables. Para que esto ocurra es necesario
un profundo conocimiento y experiencia sobre el modo de trabajar con la herramienta.
Como ejemplos de actividades meta-nivel se pueden mencionar la escritura de un programa
de computadora, pensar sobre los diversos etapas de calculo que requiere un problema con
relacion a los calculos mismos que realiza una maquina en forma automatica, decidir sobre
el grado de exactitud apropiado de un calculo, la eleccion de escalas de una grafica,
comparar varias graficas, adaptar la grafica a necesidades especiales, etc.

Para mostrar lo anterior en el contexto de las distribuciones muestrales, ejemplificaremos

una caracteristica de Fathom que permite el desarrollo de actividades en meta-nivel.
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Fathom requiere de la escritura de pequefios programas -por lo general con uno o dos
instrucciones o comandos-, para realizar operaciones como generar la poblacion (en
algunos casos), calcular el estadistico en cada muestra y calcular la probabilidad de ciertos
valores muestrales. Esta caracteristica permite una comunicacion directa del usuario con el
software y es capaz de proporcionar retroalimentacion de inmediato al usuario cuando se ha
cometido un error o cuando el efecto de escribir el programa se refleja en algin resultado

grafico o numérico.

2. Cambio de objetos con los que se realizan las actividades.
El uso de herramientas tecnologicas trae consigo un cambio en los objetos con los que se
trabaja. Por consiguiente, no solo cambian la estructura y la forma de la actividad, sino
también el contenido. Por ejemplo, al utilizar un software estadistico, el conjunto de objetos
se amplia y se consideran tablas con datos poblacionales, con datos muestrales, con
medidas descriptivas, con valores de estadisticos, asi como formulas y diferentes tipos de
graficas. Estas representaciones pueden llegar a ser objetos de la actividad cognitiva, al
cambiar valores de parametros, datos y escalas para ver su efecto en otros objetos con los
que se encuentran ligados. Esta capacidad del software conlleva una reorganizacion de la

actividad cognitiva y un cambio en el enfoque de atencion a un nivel cognitivo mas alto.

En Fathom, los objetos como la poblacion, las muestras, el proceso de muestreo y sus
resultados tienen un caracter concreto al existir en forma de iconos que muestran los datos
dentro de ellos, asi como en forma de tablas y gréficas, las cuales pueden ser manipuladas
facilmente para visualizar el efecto de cambiar un parametro como el tamafio de muestra o
la cantidad de muestras, en propiedades de la distribucion muestral, como la forma y la
variabilidad. Desde luego esto crea un ambiente distinto al que se genera en un ambiente de

lapiz y papel, tanto en los objetos con los que se trabaja como en contenido que se aborda.

3. Enfoca las actividades en transformacion y analisis de representaciones
Procesos que involucran resolucion de problemas y otros procesos cognitivos muchas veces
pueden ser guiados y organizados de manera exitosa por representaciones concretas,

imagenes o modelos de la situacion dada. Entonces, los procesos de pensamiento consisten
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esencialmente de transformaciones y manipulaciones de estas representaciones. Para
apoyar este proceso la computadora ofrece una gran variedad de elementos graficos,
numéricos y simbolicos para la construccion y manipulacion de representaciones. Por
consiguiente el usuario puede construir en la pantalla de la computadora diversas
representaciones de muchas situaciones, trabajar con ellas y analizarlas. Esto constituye una
ventaja sobre los ambientes de papel y lapiz, incluyendo cambios flexibles e interactivos en
las representaciones, como cambiar escalas, editarlas y transformarlas. Fathom permite
todas estas operaciones, mencionaré una de ellas. Por ejemplo, se puede representar en un
mismo sistema de ejes dos distribuciones para diferentes tamafios de muestra y ver el efecto
directamente que esta tiene en la variabilidad de la distribucion y en la probabilidad de

ciertos resultados muestrales.

4. Apoya la cognicion situada y resolucion de problemas
El aprendizaje situado postula que un aprendizaje genuino se alcanza en la investigacion de
las cualidades, relaciones y elementos de situaciones en la que esté inmerso el aprendiz. La
computadora puede apoyar tal modo de pensamiento y de resolver problemas a través de su
faceta de simulacion. Las computadoras pueden ayudar a los estudiantes a tender un puente
entre estadistica y realidad permitiendo el acceso al modelado de situaciones concretas y
datos reales. El disefio de actividades cercanas al interés y conocimiento de los estudiantes,
hace que al ser trabajadas con el software, las manipulaciones y los resultados tengan
referencia concreta al contexto de la actividad y de esta manera los estudiantes sitian su

conocimiento.
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Capitulo 2

ANTECEDENTES

En este capitulo daremos a conocer algunos antecedentes relacionados con el tema de
investigacion. Primeramente abordaremos aspectos relacionados con la dificultad e
importancia de las distribuciones muestrales en la ensefianza de la inferencia estadistica y
como objeto de investigacion, después discutiremos algunos antecedentes de investigacion

en los que se ha utilizado simulacién computacional como recurso de ensefianza.

2.1 Las distribuciones muestrales, su importancia y fuentes de dificultad

La distribucion muestral de un estadistico (por ejemplo, la media o la proporcion)
representa el valor que toma el estadistico en cada una de las muestras de igual tamafio que
son posibles de extraer de la misma poblacion. En este sentido, las distribuciones
muestrales constituyen un recurso que permite responder la pregunta esencial que

caracteriza a la inferencia estadistical: ;Con qué frecuencia este método daria una respuesta

I Se refiere a la inferencia estadistica clasica, también llamada frecuentalista, que consiste en observar el
nimero de veces que se obtiene una respuesta correcta si el método de inferencia se utiliza una gran cantidad
de veces en las mismas condiciones.
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correcta si lo utilizara muchas veces en las mismas condiciones? (Moore, 1995, p. 234).
Las distribuciones muestrales son, por lo tanto, un concepto fundamental para el estudio de

la inferencia; como lo sefiala Lipson (2000):

En inferencia estadistica se requiere que los estudiantes reconozcan que la muestra con la
que estan trabajando es solo una, del conjunto potencialmente infinito de muestras que
podrian ser extraidas de la poblacion. Los estudiantes necesitan apreciar que para hacer una

inferencia, la distribucion de todas las muestras debe ser conocida o modelada (p. 36).

En este mismo sentido se expresa Biehler (1991):

Dos aspectos del muestreo aleatorio que son particularmente relevantes son: jcoOmo extraer
una muestra aleatoria de una poblacion real? y el conocimiento teérico acerca del
comportamiento de varias muestras aleatorias de la misma poblacion . . . . Estos conceptos
son dificiles de comprender, especialmente porque contienen la idea fundamental de incluir
un solo evento (lo que actualmente esta pasando) en un sistema de eventos hipotéticos (lo

que podria haber pasado) (p. 106).

Sin embargo, las distribuciones muestrales constituyen un concepto dificil para muchos

estudiantes, como lo senalan delMas, Garfield y Chance (1999a):

Como profesores que hemos impartido cursos introductorios de estadistica por muchos afios
hemos estado particularmente decepcionados de la incapacidad continua de nuestros
estudiantes para explicar o aplicar su comprension de distribuciones muestrales. Encontramos
esta falta de comprension particularmente problematica, ya que vemos el concepto de

distribucion muestral como crucial para la comprension de la inferencia estadistica (p. 1).

Las fuentes de dificultad asociadas a las distribuciones muestrales son de diversa indole.
Por ejemplo, Chance, delMas y Garfield (2004, p. 295) sugieren que la dificultad en su
comprension se debe a que requieren la integracién y combinacion de muchas ideas de
estadistica, tales como distribucion, muestra, poblacion, variabilidad y muestreo. Lipson
(2002), considera por su parte, que la dificultad en su compresion esta asociada a la idea de
muestra, al proceso de muestreo, asi como a la diversidad de representaciones matematicas

y simbolicas que el concepto posee. Mientras que Saldanha y Thompson (2002), consideran

27



Antecedentes

problemaético que los estudiantes tienden a enfocarse en muestras individuales y resimenes
estadisticos de ellas, en vez de enfocarse en como se distribuyen las colecciones de
estadisticos muestrales. En este mismo sentido, Cox y Mouw (1992, p. 173) sefialan que en
su investigacion sobre muestreo, la mayoria de sus sujetos de estudio vieron a una muestra
como una representacion fija y exacta de una poblacidon y no tuvieron claridad en ver a un

estadistico como un estimador que resulta de una distribucion muestral.

Por su parte, Moore (1992a) considera que en el nivel universitario, la estadistica es vista
mas como una rama de las matematicas que como una ciencia de los datos en contexto,
cuyo objetivo es el estudio de la variacion. Es por lo tanto frecuente en este nivel observar
que los cursos sean mas bien cursos de teoria de la probabilidad. En este mismo sentido se
expresa Lipson (2002), cuando sefiala que tradicionalmente la idea de distribuciones
muestrales ha sido introducida en los cursos de estadistica a través de un enfoque deductivo

basado en la teoria de la probabilidad.

Desde nuestra perspectiva, la complejidad y los pobres resultados que obtienen los
estudiantes en la comprension de las de las distribuciones muestrales, radica tanto en los
diversos conceptos que se involucran, como en la forma que son abordados en la
ensefianza; esto es, utilizando formulas de manera mecénica, sustituyendo en ellas los
datos y utilizando tablas de probabilidad, sin una adecuada reflexion e interpretacion de los

resultados obtenidos.

2.2 La simulacion computacional como herramienta de ensefianza.

En la literatura de educacion estadistica (Shaughnessy, 1992; Gordon y Gordon, 1992;
Moses, 1992; Tanis, 1992; Moore, 1992b; Rossman, 1997, Batanero, 2001; Scheaffer, et
al., 1998; Sanchez, 2002) se sugiere con frecuencia la utilizacion de simulacién
computacional para la ensefianza de las distribuciones muestrales, como un recurso que
puede contribuir a la superacion de dificultades y generar en los estudiantes una mejor
comprension de los conceptos involucrados. En esta seccion abordaremos algunas

recomendaciones y los fundamentos que exponen diversos educadores e investigadores.
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2.2.1 Elsignificado de simulacion computacional

De acuerdo con Gottfried (1984) la simulacion es una actividad mediante la cual se pueden
extraer conclusiones acerca del comportamiento de un sistema dado, estudiando el
comportamiento de un modelo cuyas relaciones de causa y efecto son las mismas (o
similares) a las del sistema original. En nuestro caso, nos centraremos en un tipo particular
de simulacion, como es la simulacion aleatoria, en la cual el sistema al que se refiere
Gottfried, consiste de situaciones que contienen elementos de incertidumbre (situaciones

aleatorias).

Estamos interesados en situaciones aleatorias que pueden ser expresadas a través de un
modelo matematico que puede ser codificado en lenguaje de computadora para ser
experimentado por medio de ella; en tal caso, estaremos hablando de una simulacion
computacional. Este tipo de simulacion (computacional y aleatoria) se fundamenta en el
comando random que genera numeros en forma aleatoria de acuerdo con una distribucion
de probabilidad previamente establecida. En este sentido concebimos a la simulacion de
acuerdo con la metafora de la caja de herramientas sefialada por Sanchez y Yanez (2003),
donde para construir modelos relacionados con situaciones aleatorias se ligan situaciones y

problemas con comandos de software a través de modelos .

En una simulacion, la experimentacioén siempre se realiza sobre el modelo, por tanto, éste
debe ser una version simplificada e idealizada de la situacion que se desea modelar y debe
contener las variables mas representativas que determinan el comportamiento de la
situacion, para que sea posible experimentar con €l y transferir los resultados en forma

valida a la situacion que se estudia.

En el caso de la simulacion de distribuciones muestrales con Fathom, se puede decir que el
proceso de experimentacion consta de tres componentes:

1. Establecer el modelo de la poblacién.

2. Seleccionar una muestra de la poblacion y calcular el estadistico de interés.

3. Tomar muchas muestras de la poblacion y acumular los valores de los estadisticos

calculados.

29



Antecedentes

4. Interpretacion de resultados.
En el paso 1 se crea una poblacion a través de una representacion computacional buscando
que contenga las mismas propiedades esenciales de la poblacion real, establecidas a través
de parametros como la tendencia central y la dispersion. En el paso 2, la opcion de
seleccion de una muestra, incluye de manera directa el comando random, sin necesidad de
que sea programado por el usuario, y cuya funcion es seleccionar los elementos de la
muestra en forma aleatoria y uniforme, sin embargo, el célculo del estadistico, si requiere
introducir una expresion que determine su valor en la muestra seleccionada. En el paso 3, el
software dispone de un cuadro de didlogo en el que se introduce la cantidad de muestras a
seleccionar. La distribucion muestral obtenida puede ser visualizada en una tabla de valores

0 en una grafica como se muestra en la siguiente figura:

Measures from Sanmple of Poblacion Measures fromSanple of Foblacion|  |Hstogramw
PROPORCION V | <n¢
493 |04
494 |0.3
495 |0.5
496 |05
497 |0.6
498 |04
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500 |0.3 00 0.1 0203 04 0506 07 08 09 1.0
I FROFOROON.V

Count

RS 3838R3

Distribucion muestral de una proporcion en version numérica y grafica

2.2.2 Ventajas de la simulacion computacional en la ensefianza de las
distribuciones muestrales

Uno de los aspectos mas relevantes en los que la computadora puede ser de gran utilidad
para la ensefianza de la probabilidad y la estadistica es la simulaciéon de fendomenos
aleatorios. A este enfoque se le atribuyen diversas ventajas respecto al enfoque teorico que
ha prevalecido en la ensefianza de estas disciplinas, y en particular en topicos de inferencia
estadistica como las distribuciones muestrales y el teorema del limite central. Por ejemplo,
Krieger y Pinter-Lucke (1992, p. 198) sefialan que mediante la simulacion computacional
se pueden abordar en forma eficiente conceptos como ley de los grandes nimeros y el
teorema del limite central, que no son nada intuitivos para los estudiantes. Estos conceptos

pueden ser facilmente ilustrados mediante simulacidon, porque involucran incrementos en
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tamafios de muestra y requieren muchas repeticiones antes de que el limite llegue a ser
evidente.

Gordon y Gordon (1992, p. 208) sefialan que el aprendizaje de la estadistica tiene mucho
que ver con el reconocimiento de patrones visuales, y en ello, la simulacion computacional
puede ayudar de forma significativa a mejorar la comprension de los estudiantes de
conceptos y métodos estadisticos. Por ejemplo, los estudiantes podrian predecir
cualitativamente las conclusiones del teorema del limite central y las propiedades de la
distribucion muestral de la media basados exclusivamente en despliegues visuales. Con
ayuda de las computadoras, la mayoria de los topicos criticos en inferencia estadistica
pueden ser presentados usando simulaciones graficas las cuales permiten a los estudiantes
visualizar la distribucion de muestreo y ver como se relaciona con la poblacion de la que

proviene.

Por su parte, Moses (1992, p. 107) senala: uno con frecuencia utiliza teoria de la
probabilidad para atacar problemas de inferencia estadistica, sin embargo, ésta no es la
unica herramienta util, la simulacion puede ser de mucha utilidad para clarificar el

razonamiento analitico.

Biehler (1991, p. 173), sefiala dos areas que con las computadoras han tenido un rapido
desarrollo en probabilidad y estadistica, estas son el analisis de datos y la simulacion.
Sefiala que los programas de computadora permiten ampliar los modelos de probabilidad a
nuevos dominios via modelos mas complejos y mas realisticos; opciones tales como
cambiar los supuestos del modelo, hacer experimentos adicionales, cambiar la forma de
generar y analizar los datos, solo es Unicamente posible en ambientes computacionales.
Sefiala ademas dos aspectos de la ensefianza de la probabilidad en los que la tecnologia
computacional con una metodologia pedagogica apropiada puede ser de gran apoyo. Estos
son la “carencia de experiencia” y como “puente concepto-herramienta”. Respecto a la
carencia de experiencia, sefiala que las computadoras pueden proporcionar mucho mas
experiencia en el manejo y representacion de los datos a como seria posible en forma
manual en el mismo periodo de tiempo. Por lo que se refiere al puente concepto-

herramienta, indica que muchos problemas de matematicas dependen tradicionalmente de
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la capacidad de célculo de los estudiantes. Asi, la computadora proporciona mediante la
simulacion una estrategia alternativa para la resoluciéon de problemas y nos permite
investigar situaciones mas realistas que antes no eran posibles. .

Burrill (1998) por su parte, sefiala varias razones por las cuales la simulacién es una
herramienta poderosa en la ensefianza de la probabilidad y la estadistica:

e Permite que los estudiantes experimenten con la variabilidad inherente de los
fenomenos aleatorios.

e La comparacion de diferentes distribuciones muestrales para el mismo estadistico
ayuda a los estudiantes a comprender que conforme aumenta el nimero de
repeticiones, la distribucion adquiere una forma mas regular.

e Permite reconocer coOmo las restricciones de una situacion, tales como el tamaifio de
muestra o el nimero de muestras generadas afecta un modelo de probabilidad.

e Permite explorar la variabilidad en diferentes disefios experimentales de recoleccion
de datos estadisticos.

e Puede jugar un rol importante en la comprension de técnicas de inferencia

estadistica como los intervalos de confianza y las pruebas de hipotesis.

Hay que tener en cuenta sin embargo que a pesar que las simulaciones computacionales son
utiles en muchas situaciones didacticas, por si mismas no pueden explicar el fendmeno que
se estudia. Por lo tanto, para lograr una comprensién mas profunda se requiere hacer uso de
herramientas matematicas que determinen la solucion correcta (Bordier y Bergeron, 1998).

En el mismo sentido se expresa Biehler (1991, p. 186), “creemos que las ventajas de los
métodos analiticos para explicar los fenomenos pueden ser mas claras cuando se utilizan en

conexion con la simulacion”.

No obstante las ventajas que se le atribuyen a la simulacién computacional en la ensefianza
de conceptos estadisticos, existe en la literatura muy poca informacion que de cuenta de la
forma como ésta herramienta est4 siendo utilizada en el salon de clases, ni como impacta en
la comprension de los estudiantes con base en resultados de investigacion sistematicos. Con
relacion a lo anterior, Mills (2002) efectud una revision de la literatura publicada de 1983 al

2000, sobre el uso de métodos de simulacion computacional en la ensefianza de la
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estadistica, con el proposito de conocer como se ha usado esta herramienta en la ensefianza;
encontrd 178 referencias en diferentes bases de datos usando las palabras “statistics” y
“simulation”, 18 de las cuales estaban estrictamente relacionadas con la ensefianza y
aprendizaje de la estadistica mediante métodos de simulacién por computadora, y sélo una
de ellas proporcionaba resultados empiricos de investigacion. Esto demuestra que si bien
muchos investigadores alientan el uso de los métodos de simulacion en la ensefianza de
conceptos estadisticos, son pocos los que aportan resultados acerca de su implementacion

en el salon de clase.

Los conceptos donde con mayor frecuencia se usa la computadora, encontrados en la
investigacion de Mills (2002), son el teorema del limite central, distribucion t, intervalos de
confianza, distribucion binomial, andlisis de regresion, distribuciones muestrales, prueba de

hipotesis y encuestas por muestreo. Entre sus resultados destaca lo siguiente:

1. Los métodos de simulacion estan siendo usados en todas las areas de la estadistica
para ayudar a los estudiantes a comprender conceptos dificiles.

2. El consenso global fue de que los métodos de simulacion, ya sea fisica o con
computadora, aparecen para facilitar la comprension de los estudiantes de
conceptos dificiles o abstractos.

3. Una de las mayores desventajas evidentes en la literatura fue la falta de

investigacion tedrica y empirica que apoye tales recomendaciones.

En lo que respecta a distribuciones muestrales Mills senala:

Los métodos de simulacion computacional basados en un enfoque de aprendizaje
constructivista son una poderosa técnica que puede proporcionar insight y una comprension
mas completa de estadisticos y sus distribuciones. La mayoria de los estudiantes no ve que
cada estadistico tiene una distribucién de muestreo y usando simulaciéon computacional puede
ser una forma concreta para ilustrar esto, ademas para revelar como otros factores tales como

el tamafio de muestra afecta la distribucion de muestreo (p.13).

A manera de conclusion, Mills (2002) considera que el uso de estos métodos puede
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beneficiar a los estudiantes, pero estos deben ser evaluados y empiricamente documentados

asi como estar fundamentados en una teoria de aprendizaje.

2.3 Antecedentes de investigacion sobre distribuciones muestrales y conceptos
relacionados.

En este apartado resumiremos algunas investigaciones que se han llevado a cabo en torno a
la problematica de la ensefianza y aprendizaje de las distribuciones muestrales y su relacion
con la inferencia estadistica. Estas investigaciones nos han servido como fuente de
reflexion para el planteamiento de nuestro problema de investigacion y la forma de llevarlo
a cabo. Dichos trabajos se han realizado con estudiantes universitarios y han contemplado
en su desarrollo a la simulacién computacional, lo cual los ubica precisamente en nuestro
nucleo de interés. De igual manera, haremos mencion de algunos estudios sobre conceptos
importantes que se encuentran estrechamente relacionados con las distribuciones
muestrales, como es el caso del muestreo, la distribuciéon normal y el teorema del limite

central.

Han sido principalmente dos trabajos sistematicos que hemos encontrado en una profunda
revision de la literatura efectuada en importantes revistas de educacion matematica y
estadistica, memorias de congresos como ICOTS!, PME?, y en la seccion de publicaciones
y tesis doctorales de la pagina que la IASE3 tiene en internet. Uno de ellos —el més citado
de todos en la literatura- es el trabajo efectuado por delMas, Garfield y Chance (1999b)
sobre el papel de la simulacion computacional en la comprension de las distribuciones
muestrales; el otro trabajo fue desarrollado por Lipson (2000) y trata sobre papel de las

distribuciones muestrales en el desarrollo de la comprension de la inferencia estadistica.

La investigacion de delMas y sus colaboradores se centrd en la distribucion muestral de la
media y en aspectos que le relacionan con el teorema del limite central; mientras que el
trabajo de Lipson se enfocod en el papel que juegan las distribuciones muestrales en la

formacion de esquemas de los estudiantes sobre la inferencia estadistica y su relacion con la

I International Conference on Teaching Statistics.
2 Psychology of Mathematics Education.
3 International Association Statistics Education (http://www.stat.auckland.ac.nz/~iase/).
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comprension procedimental y conceptual. A continuacion daremos mayores detalles sobre

cada uno de estos trabajos.

2.3.1 La investigacion de delMas, Garfield y Chance

Estos autores sefialan que el estudio fue motivado por la busqueda de una comprension mas
profunda de las distribuciones muestrales, ante la evidencia obtenida después de haber
impartido muchos cursos bajo un enfoque tradicional, en los cuales los estudiantes
desarrollaban una comprension aislada y superficial de este concepto, y ante la incapacidad
de aplicarlo en el razonamiento de conceptos de inferencia estadistica. El estudio se llevo a
cabo con estudiantes de tres universidades en Estados Unidos y estuvo centrado en la
comprension de las propiedades de las distribuciones muestrales que las relacionan con el
teorema del limite central, es decir, el objetivo era que los estudiantes comprendieran
aspectos tales como la forma de la distribuciéon muestral se aproxima a la distribucién
normal conforme aumenta el tamafio de muestra, la media de la distribucidon muestral es
igual a la media de la poblacion y la variabilidad de la distribucion muestral disminuye

conforme aumenta el tamafio de muestra.

Para ello desarrollaron materiales de ensefianza y un programa de computadora
denominado Sampling Distributions (desarrollado por Robert delMas). Las actividades se
enfocaban a aumentar gradualmente el tamafio de la muestra y que los estudiantes
observaran los cambios producidos en la forma, centro y variabilidad de las distribuciones
muestrales. Para evaluar la comprension de los estudiantes se disefiaron preguntas basadas

en graficas y con énfasis en las medidas de centro y variabilidad.

Hasta cierto punto podemos decir que las simulaciones con el software son pre-construidas,
pues las distribuciones poblacionales se eligen —no se construyen- de una lista previa (Fig.
1), se puede variar el tamafio de muestra y correr la simulacién para un nlimero grande de
muestras de un tamafio dado. La distribucion obtenida se puede ver cambiando a la ventana
de distribuciones muestrales (Fig. 2). En esta ventana aparecen también medias descriptivas
de la distribucion muestral y es posible superponer a la distribucion empirica la distribucion

tedrica y la distribucion de la poblacion. Esto con el objeto de observar la diferencia entre
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la forma de la poblacién y la distribucion muestral, asi como la aproximacion de la

distribucion muestral tedrica con la distribucion empirica.
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Fig. 1: Ventana de Poblaciones Fig. 2: Ventana de distribuciones muestrales

La investigaciéon se desarrolld en varias versiones, en cada una de las cuales se iban
modificando las actividades o el software para tratar de mejorar la comprension de los
estudiantes sobre las distribuciones muestrales. En la primera de ellas apoyados en un
modelo de investigacion en salon de clase (investigacidon accion), los estudiantes fueron
instruidos para que construyeran la distribucion muestral de la media de diversas
poblaciones, incrementando el tamafio de muestra desde 5 hasta 100 y extrayendo cada vez
500 muestras. Los estudiantes registraban la distribucién muestral resultante para cada
tamafio de muestra, describian su forma, dispersion y centro, relacionando estas

observaciones con los parametros y forma de la poblacion.

Los instrumentos utilizados en esta primera version fueron un pre-test al iniciar la actividad
con la computadora y un pos-test al finalizarla. Cada examen constaba de cinco problemas,
en cada uno de los cuales se presentaba el grafico de la distribucién de una poblacion (Fig.
3) y cinco histogramas adicionales que representaban posibles distribuciones de medias
muestrales para muestras aleatorias de la poblacion dada (Fig. 4). Estas cinco distribuciones
muestrales provenian de una distribucion normal, una distribucion asimétrica positiva y otra

negativa, una distribucion simétrica bimodal o trimodal y una distribucion irregular. Los
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estudiantes debian seleccionar en cada problema el histograma que representaba a la

distribucion muestral correspondiente a la poblacion para el tamafio de muestra dado.
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Fig. 3: Distribuciones poblacionales Fig. 4: Ejemplo de un item de evaluacion

Los resultados de la primera version mostraron un cambio positivo del pretest al postest, sin
embargo un numero significativo de estudiantes no parecié6 comprender las implicaciones
basicas del teorema del limite central. Esto motivo a los investigadores a mejorar algunos
aspectos del software y realizar una segunda version basada ahora en un modelo de cambio
conceptual que propone que los estudiantes que tengan concepciones erroneas o malos
entendidos sobre un concepto necesitan experimentar una evidencia contradictoria antes de
cambiar sus concepciones actuales. Las nuevas actividades tuvieron mayor énfasis en
comparaciones de forma y dispersion que en el registro de parametros y estadisticos y
requirid6 que los estudiantes hicieran comparaciones directas de sus predicciones en el
pretest con las distribuciones muestrales producidas por el programa. En esta etapa se
identificaron por parte de los autores diferentes tipos de razonamiento en los sujetos de
estudio:
e Razonamiento correcto. Los estudiantes escogieron los dos histogramas correctos
de las distribuciones muestrales (para muestras pequefias y muestras grandes).
e Buen razonamiento. Los estudiantes eligieron un histograma que se parecia a la
distribucion normal para un tamafio de muestra grande y con menor variabilidad que

el histograma elegido para el tamafio de muestra pequeio, pero el histograma
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elegido para una muestra de tamafio pequefio se parecia mas a la poblacioén que a la
distribucion normal.

® Razonamiento de grande a pequerio. Los estudiantes eligen un histograma con
menor variabilidad para el tamafio de muestra grande, pero eligieron un histograma
con variabilidad similar que la de la poblacion para n>1, 6 bien, ambos
histogramas tenian la forma de la poblacion.

e Razonamiento de pequerio a grande. Ocurrid cuando los estudiantes eligieron un

histograma con mayor variabilidad para el tamafio de muestra grande.

Los resultados positivos de esta version se incrementaron notablemente en cuanto a la
comprension conceptual de las distribuciones muestrales y su relacion con el teorema del
limite central. El promedio de estudiantes con razonamiento correcto 6 buen razonamiento
cambio6 de 16% en el pretest a 72% en el postest, comparado con el 22% del pretest al 49%
del postest de la primera version. Sin embargo, a pesar de que hubo un cambio significativo
del pretest al postest, y no obstante que las actividades estaban dirigidas a la comprension
de las implicaciones del teorema del limite central en el comportamiento de las

distribuciones muestrales muchos estudiantes siguieron sin comprender esas implicaciones.

En una tercera version, de nueva cuenta el software fue modificado, agregdndole algunos
elementos como una “ventana de muestras” que permitiera ver la distribucion y el
estadistico para cada muestra seleccionada. Esta modificacion se hizo con la finalidad de
que los alumnos distinguieran la distribucion de una sola muestra de una distribucion
muestral, ya que en las versiones anteriores, muchos parece que aplicaron el conocimiento
de las muestras individuales a las distribuciones muestrales. En cuanto a las actividades,
estas fueron contextualizadas, ya que en las versiones previas se presentaron distribuciones
de poblaciones hipotéticas sin una motivacion real sobre lo que las distribuciones
representaban. Los resultados de esta version no fueron mejores a los de la version anterior.
Los autores sugieren que la nueva actividad y el software fueron mas complejos y
demandaban mucha atencién de los estudiantes en nuevos aspectos del software como

calculo de estadisticos y hacer comparaciones que en las versiones previas no existian.
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La conclusion de los autores es que una presentacion sencilla y clara no conduce

necesariamente a una solida comprension de las distribuciones muestrales, ademas,

mientras un software puede proporcionar los medios para experiencias ricas en el salon de

clase, las simulaciones computacionales por si solas no garantizan el cambio conceptual.

Senalan que es necesaria mas investigacion para avanzar hacia la comprension de como los

estudiantes aprenden conceptos estadisticos.

Con relacion a este ultimo aspecto que involucra las representaciones del concepto, una

dificultad que se puede presentar con el uso de algunos programas de software, es senalada

por (Lipson 2002, p.1):

Las simulaciones computacionales de distribuciones muestrales tienden a dirigirse inicamente a
la representacion empirica del concepto y deja de lado la conexiéon de representaciones al
usuario, y es precisamente el desarrollo de estas conexiones, un paso critico para el desarrollo

de la comprension de la inferencia estadistica.

Consideramos que el estudio de delMas, Garfield y Chance (1999a, 1999b) presenta

algunas limitaciones que seflalamos a continuacion:

El enfoque es mas hacia una busqueda en mejorar la ensefianza del concepto para
lograr una comprension mas profunda a como seria posible en una ensefianza
basada en papel y 1dpiz; no se plantean por lo tanto preguntas de investigacion que
el estudio debera contestar.

Abordan sdlo el concepto de distribucion muestral de la media y dejan de lado la
distribucion muestral de otros estadisticos sumamente importantes (por ejemplo, la
proporcion).

La modalidad de su software no permite al estudiante construir por si mismo las
distribuciones poblacionales y las distribuciones muestrales, es decir, el estudiante
no tiene acceso a representaciones simbolicas para generar las distribuciones, s6lo
requiere pulsar ciertos botones para obtener los resultados. Carece ademas de
representaciones tabulares con los resultados empiricos y se centra solo en las

medidas descriptivas y representaciones graficas como los histogramas.
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Sin embargo, vemos que el disefo de sus actividades contiene elementos importantes para
promover una adecuada comprension del concepto en los estudiantes, por lo que
pretendemos retomar algunos lineamientos de su disefo y adecuarlo a un software mas rico
en representaciones —como seria el caso de Fathom- y que fomente una mayor actividad en

los estudiantes para desarrollar el proceso de construccion de las distribuciones muestrales.

2.3.2 La investigacion de Lipson

El trabajo de investigacion realizado por Lipson se centr6 en el papel que juega el concepto
de distribuciones muestrales en el desarrollo de la comprension de la inferencia estadistica,
apoyandose en actividades basadas en simulacion computacional y analizando los
esquemas que los estudiantes desarrollaron a lo largo de las actividades de ensefianza. La

hipotesis fundamental que guid su investigacion fue:

Los estudiantes cuyos esquemas para distribuciones muestrales tengan conexiones con el
proceso de muestreo y cuyos esquemas para inferencia estadistica incluyan conexiones con las
distribuciones muestrales, pondran en evidencia la comprension tanto conceptual como
procedimental en inferencia estadistica, mientras que aquellos estudiantes que no integren estos
conceptos en su estructura cognitiva pueden mostrar altos niveles de comprension

procedimental pero no de comprension conceptual (p. 7).

Los sujetos de estudio de Lipson fueron estudiantes de nivel de posgrado que tomaban un
curso introductorio de estadistica y sus antecedentes matematicos eran pocos o
practicamente nulos. Los paquetes computacionales usados fueron Sampling Laboratory
(Rubin, 1990) y Model’s 'nData (Stirling, 1991), los cuales proporcionan representaciones
dindmicas ligadas al proceso de muestreo y la formacion de distribuciones muestrales. Una

pantalla de Sampling Laboratory se muestra en la Figura 5.

En este software el usuario no requiere programar y simplemente se introduce alguna
informacion como la estructura de la poblacion, el tamafio de la muestra y la cantidad de
muestras a extraer. Se despliegan simultaneamente la forma de la poblacion, la grafica de la
muestra extraida y la distribucion muestral que se va construyendo conforme se van

extrayendo las muestras. De esta manera, el proceso de muestreo puede ser observado en
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tiempo real y los estudiantes ven la forma que la distribucion muestral va adquiriendo

conforme aumentan las muestras.
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Fig. 5: Pantalla de Sampling Laboratory (tomada de Lipson, 2000)

La evaluacion del desarrollo de los esquemas de los estudiantes se llevéd a cabo por medio

de 6 mapas conceptuales, comparando en cada una de las etapas del experimento de

ensefianza los mapas construidos por ellos con mapas “expertos” que contenian los

diferentes conceptos y relaciones de lo que debe ser un esquema adecuado; estos fueron

construidos previamente por el investigador. La evaluacion de los mapas de los estudiantes

se hizo con base en el numero de proposiciones clave identificadas para cada mapa experto

y de acuerdo al investigador son de fundamental importancia para la formacién de un

esquema adecuado de comprension, ademads al final del experimento se evalu6 el éxito de

los estudiantes en términos de comprension procedimental y conceptual. Por ejemplo, el

mapa conceptual para distribuciones muestrales contenia las siguientes proposiciones:
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e Las poblaciones (distribuciones) son descritas por parametros.

e [os pardmetros son constantes

e Las muestras son descritas por estadisticos

e Los estadisticos son cantidades variables

e Ladistribucion de un estadistico es conocida como distribucion muestral

e La distribucion de un estadistico es aproximadamente normal®

e La distribucion de un estadistico es caracterizada por su forma, centro y dispersion

e La dispersion de una distribucidon muestral esta relacionada con el tamafio de
muestra

e La distribucién muestral esta centrada en el parametro poblacional

En los resultados obtenidos en el mapa correspondiente a distribuciones muestrales la
mayoria de los estudiantes (87%) entendieron la relacion entre poblaciones y muestras, que
el parametro expresa las caracteristicas de una poblacion (91%), y que las distribuciones
muestrales son descritas por estadisticos (83%). Ademas el 61% identifico correctamente al
estadistico como una variable, -un concepto fundamental cuando se construye un esquema
para distribuciones muestrales-, y el 48% observo que la distribucion muestral estaba
caracterizada por la forma, centro y dispersion. En cambio unicamente el 35% relaciono la
variabilidad de la distribucion muestral con el tamafo de muestra, solo el 9% notd que la
distribucion muestral estaba centrada en el parametro poblacional y s6lo el 9% observé que
la distribucion muestral del estadistico puede ser modelada por una conocida distribucién

de probabilidad.

Analizando los resultados anteriores observamos que si bien los estudiantes tuvieron claras
varias de las proposiciones claves incluidas en el mapa “experto” de distribuciones
muestrales, no lograron claridad en varias de las proposiciones fundamentales para la
construccion de un esquema adecuado sobre distribuciones muestrales. Al respecto, Lipson

(2000) sefiala:

La identificacion del centro y la variabilidad de la distribucion muestral y la relacion de esta

con la poblacion y el tamafio de muestra, son fundamentales para la aplicacion de un modelo

% . . , o . , . .1
Esto no siempre es cierto, pero lo sera para los estadisticos que consideramos aqui (media y proporcion).

42



Antecedentes

teorico de distribucion y la interpretacion de los resultados de inferencia. Sin embargo los

resultados muestran que muchos estudiantes no entendieron estas ideas (p. 5).

En cuanto a la conexion de las distribuciones muestrales con topicos de inferencia
estadistica se tiene que solo el 30% explicito la relacion entre las distribuciones muestrales
y la determinacion del p-valor en las pruebas e hipotesis, y solo el 13% tuvo clara la
relacion de las distribuciones muestrales en la determinacion de los intervalos de confianza.
El autor sefiala que esta falta de conexion de debe a lo inadecuado o incompleto de los

esquemas de los estudiantes.

Un analisis cualitativo de los mapas construidos por los estudiantes llevo al autor a la

categorizacion de sus sujetos de estudio en tres grupos:

Grupo 1: Los estudiantes mostraron evidencia del desarrollo del concepto de
distribucion muestral e integraron este concepto apropiadamente a sus
esquemas para inferencia estadistica.

Grupo 2: Los estudiantes mostraron evidencia del desarrollo del concepto de
distribucion muestral pero no relacionaron este a su esquema para inferencia.

Grupo 3: Los estudiantes en ninguna etapa mostraron evidencia del desarrollo del

concepto de distribucion muestral.

Algunas implicaciones de la investigacion para la ensefanza de la estadistica destacadas
por el autor son las siguientes:

e Existe evidencia de una mejoria en la comprension, producto de mantener y
moverse entre representaciones de un concepto, en este caso la representacion
teorica y empirica de distribuciones muestrales. Esto sugiere que las estrategias de
ensefanza del concepto deben esforzarse por mantener ambas representaciones.

e Se identificaron concepciones erroneas que los estudiantes desarrollaron en relacion
con la distincion entre la distribucion de una muestra (distribucion de la muestra) y
la distribucion del estadistico en todas las muestras (distribucion muestral). Como

resultado, se sugiere una estrategia de ensefianza que identifique explicitamente y
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discuta las distribuciones de la poblacion, de la muestra y del estadistico muestral.

e Se encontré que muchos estudiantes exhibieron altos niveles de comprension
conceptual con el uso de la tecnologia en areas donde ellos no habian asumido
calculos previamente, lo cual sugiere que la familiaridad con los célculos no es una
etapa importante en el desarrollo del proceso de la comprension.

e Contrario a la creencia popular, se encontrd6 que la comprension conceptual no
resulta de manera automatica de la interaccion de los estudiantes con un paquete de
software, ain en aquellos disenados especificamente para apoyar el desarrollo de tal
comprension. Sin embargo, los resultados muestran que algunos estudiantes
experimentaron una reorganizaciéon cognitiva con tales interacciones y se requiere
mas investigacion para explorar la naturaleza de tales cambios y como se relacionan
con las experiencias de ensefanza de los estudiantes.

e El estudio ha confirmado la creencia de muchos educadores estadisticos que la
comprension conceptual no necesariamente va acompafiada de comprension
procedimental en inferencia estadistica y que son necesarios nuevos instrumentos de

evaluacion.

El trabajo desarrollado por Lipson tiene algunas similitudes con lo que planteamos en
nuestro proyecto de investigacion. Para empezar compartimos la misma tematica
(distribuciones muestrales), mismo nivel (universitario) y el uso de herramientas
(simulacion computacional) en un ambiente de estadistica dindmica. Sin embargo, los
objetivos de investigacion son diferentes. Lipson se plantea como objetivo mostrar que las
distribuciones muestrales es un concepto importante para el desarrollo de la comprension de
conceptos de inferencia estadistica, esto a través de la formacion de esquemas en los
estudiantes. Por su parte nosotros nos planteamos diversas preguntas relacionadas con el
significado que los estudiantes le atribuyen a las distribuciones muestrales en un ambiente
de simulacion computacional, la forma en que resuelven problemas donde éstas se
involucran y si existe una evolucion en los significados producto de la interaccion con el
software. Sin embargo, nos parecen utiles para nuestro trabajo algunos de sus resultados y
sugerencias, las cuales las tomaremos en cuenta tanto en el disefo de las actividades como

en el desarrollo del estudio. Una lista de ellos la mostramos a continuacion:
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e Mantener y moverse entre representaciones del concepto, en este caso, la
representacion tedrica y empirica de distribuciones muestrales.

e Incorporar en la estrategia de ensefanza explicitamente las distribuciones de la
poblacion, de la muestra y del estadistico muestral, con el fin de evitar confusiones
entre ellas.

e Distinguir conceptos que pertenecen al ambito poblacional de conceptos que

pertenecen al &mbito muestral.

2.3.3 Otras investigaciones sobre distribuciones muestrales

Hodgson (1996) llevo a cabo un estudio para conocer mas acerca de la influencia de
actividades a mano en la comprension de los estudiantes en conceptos como distribuciones
de probabilidad, distribuciones muestrales y el teorema del limite central. Sus sujetos de
estudio fueron estudiantes graduados que se encontraban en pre-servicio para ser
profesores, incluso algunos de ellos ya habian impartido clases de estadistica, sin embargo,
el pretest aplicado a los estudiantes reveld que su comprension conceptual de la estadistica

era incompleta, ausente y en algunos casos completamente erronea.

Antes de la simulacion con computadora en un programa desarrollado por el autor, los
estudiantes extrajeron muestras fisicamente de una poblacion de pedazos de papel
numerados contenidos en un recipiente, empezando con tamafio de muestra pequefios y
después con tamafos mas grandes, construyeron la distribucion muestral de las medias de

los numeros ¢ hicieron inferencias acerca de la media de la poblacion.

El programa permitia seleccionar una poblacion, el tamafio de muestra, calculaba las
medias muestrales y graficaba la poblacion y el poligono de frecuencias que representaba a
la distribucion muestral de medias; de esta forma los estudiantes podian comparar el centro
y la dispersion de la distribucion muestral con la distribucion de la poblacion.
Adicionalmente los estudiantes podian variar el tamafio de muestra y observar su efecto en
la variabilidad. En teoria, una comprension del teorema del limite central surgi6 cuando los
estudiantes observaron los resultados generados por muestras de tamafo grande y un gran

numero de repeticiones.
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Los resultados obtenidos en cuanto al concepto de distribuciones muestrales sefialan que los
estudiantes exhibieron tanto comprension como malos entendidos. En relacion con lo
ultimo, muchos estudiantes creyeron que las distribuciones muestrales son empiricas mas
que distribuciones teoricas de medias muestrales. Hodgson cita la explicacion de un alumno

como resultado de la influencia de las actividades:

“Yo aprendi que la distribucion muestral de la media es una distribucion de medias
muestrales, que su centro es la media de la poblacion y que su varianza disminuye conforme
el tamafio de muestra se incrementa. La media muestral es un buen estimador de la media,

especialmente si el tamafio de muestra es grande......” (p. 244).

Se puede observar en la respuesta de este alumno algunas concepciones correctas acerca de
las distribuciones muestrales:
1. Distribuciones muestrales de la media son distribuciones de medias
muestrales.
2. Las distribuciones muestrales estan centradas en la media poblacional.
3. La varianza de las distribuciones muestrales estd inversamente relacionada

con el tamafio de muestra.

Por su parte, Meletiou-Mavrtotheris (2004) desarroll6 un experimento de ensefianza con el
proposito de explorar las capacidades y el potencial un ambiente de estadistica dinamica
denominado Fathom, -el mismo software que nosotros empleamos en este trabajo- para
introducir a los estudiantes a las nociones de distribuciones muestrales e inferencia
estadistica. El estudio explora las diferentes formas en la cual se puede desarrollar la
comprension de los estudiantes como resultado de interactuar con esta nueva herramienta

tecnologica.

La motivacion del experimento surgié de un estudio previo con estudiantes de colegio que
habian completado un curso introductorio de estadistica donde se utilizd el software
Minitab, y en el cual, los estudiantes desarrollaron una pobre comprension de inferencia
estadistica. En este estudio, las actividades de simulacion se proponian estimular a los

estudiantes a estudiar el comportamiento y propiedades de las distribuciones muestrales

46



Antecedentes

enfocandose en lo que pasa cuando varia el parametro poblacional, el tamafio de la muestra
o ambos. A pesar de ello, los resultados no fueron exitosos en ayudar a los estudiantes a
visualizar y comprender el proceso como se forma una distribuciéon muestral. En opinion de
la investigadora, los resultados obtenidos se atribuyen a que el software (Minitab) sigue un
enfoque convencional para construir la distribuciéon muestral, en el cual el software es
considerado como una “caja negra”; Después de introducir los parametros, se muestran de
inmediato los resultados, dejando al usuario la imaginacion del proceso de construccion de

la distribucién muestral.

El experimento se llevdo a cabo con 5 estudiantes universitarios voluntarios que estaban
tomando un curso introductorio de estadistica y que habian participado en el estudio previo
donde se utilizd Minitab. Los resultados de este estudio sugieren que un enfoque informal a la
inferencia estadistica empleando ambientes de estadistica dinamica tales como Fathom,
pueden ser mas efectivos que ambientes convencionales en este topico. La autora sefiala que
el uso de este software en la clase de estadistica tiene diversas implicaciones, entre las que
destaca sus caracteristicas dindmicas, interface amigable con el usuario, apoyo a

visualizaciones, representaciones constructivas.

2.3.4 El teorema del limite central
En relacion con la comprension del teorema del limite central y los diversos conceptos y
procedimientos implicitos en ¢él, Méndez (1991) llevé a cabo un estudio sobre la
comprension de este teorema en alumnos universitarios e identifica cuatro propiedades
basicas que deben entenderse para lograr una comprension del teorema:
1. La media de la distribucion muestral es igual a la media de la poblacion de donde
proviene.
2. La varianza de la distribucién muestral es menor que la varianza de la poblacion,
cuando el tamafio de muestra es mayor a 1.
3. La forma de la distribucion muestral tiende a ser aproximadamente normal a medida
que se incrementa el tamafio de muestra, independientemente de la forma de la

distribucion en la poblacion.
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4. La forma de la distribucion muestral incrementa su altura y decrece en su anchura a

medida que se incrementa el tamafio de muestra.

Para evaluar la comprension del teorema, us6 mapas conceptuales donde representd el
conjunto de conocimientos implicito en el teorema del limite central y las cuatros
propiedades anteriores como base de un modelo mental de expertos sobre el teorema

central del limite. Defini6 para ello dos niveles de comprension:

1. El primer nivel estd definido por las habilidades y conocimientos requeridos para
resolver los ejercicios presentados en los libros de texto.
2. El segundo nivel representa aspectos adicionales de conocimientos que

generalmente no estan incluidos en los libros de texto.

Senala que la comprension del teorema se limita al nivel 1 y es excesivamente formal. Los
estudiantes no son capaces de dar una explicacion intuitiva de su significado o aplicarlo a

casos reales.

2.3.5 Prueba de hipotesis

En cuanto al contraste de hipotesis estadisticas, Vallecillos y Batanero (1997) llevaron a
cabo un estudio sobre las dificultades de comprension de estudiantes universitarios sobre
algunos conceptos claves del contraste de hipdtesis estadisticas tales como nivel de
significacion, hipotesis nula y alternativa, parametro y estadistico, asi como sobre la logica
global del contraste de hipdtesis. La hipdtesis planteada en su investigacion era que los
problemas de aplicaciones incorrectas o interpretaciones erroneas de los resultados del
contraste de hipotesis, tienen origen en una deficiente comprension e interpretacion de otros
conceptos clave en el contraste de hipdtesis y no so6lo el nivel de significacion. Los

resultados que obtuvo se muestran a continuacion:
En cuanto a la interpretacion del nivel de significacion, Vallecillos concluye que son dos

las causas principales que influyeron en que los sujetos de estudio interpretaran

incorrectamente este concepto:
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1. Concepcion del contraste de hipotesis como una prueba probabilistica de la
hipotesis, o sea que los alumnos tienen la creencia de que el contraste de hipotesis
es un procedimiento que permite el calculo inductivo de la probabilidad a posteriori
de la hipdtesis en funcion de los datos.

2. La falta de apreciacion de la idea de estadistico como variable aleatoria, de la
dependencia de su distribucion en funcioén de la hipdtesis y de la relacion de esta

distribucion con el nivel de significacion.

De acuerdo con las autoras, la ultima causa genera otras dificultades y confusiones en los
estudiantes que se sefialan a continuacion:

e C(reencia de los estudiantes de que una hipotesis puede referirse indistintamente a
una poblacién o a una muestra.

e Confusion entre estadistico muestral y parametro poblacional. Esto posiblemente
también a la falta de comprension del papel de la distribucion del estadistico en el
proceso.

e Deficiente comprension de la relacion entre la distribucion del estadistico como
funcion de la hipotesis nula y la posibilidad de rechazar errbneamente un porcentaje
de hipoétesis nulas ciertas.

Por lo tanto, es la falta de apreciacion de un estadistico como variable aleatoria, de la
dependencia de su distribucion en funcion de la hipodtesis y de la relacion de esta
distribucion con el nivel de significacion, lo que mayor interés reviste para nuestro trabajo.
2.3.6 Muestreo

El muestreo es un aspecto importante cuando se desean hacer inferencias sobre pardmetros
poblacionales, de hecho, determina en buena medida la validez de la inferencia. El
concepto de muestreo estd inmerso en el concepto de distribuciones muestrales, por lo cual

nos ocuparemos de €l en esta seccion.

Dos nociones importantes aparentemente antagonicas que coexisten en el razonamiento
estadistico relacionado con el muestreo y que muchas veces son fuente de dificultades en
los estudiantes es la representatividad muestral y la variabilidad muestral . La

representatividad muestral sugiere que una muestra tomada de una poblacion debera tener
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caracteristicas similares a las de la poblacion de donde fue extraida; por su parte, la
variabilidad muestral sugiere que no todas las muestras de una misma poblacion son iguales
entre si. Una de las claves para la comprension de la inferencia estadistica es balancear

estas dos ideas (Rubin, Bruce y Tenney, 1990, p. 315).

Estos autores realizaron una investigacion sobre las concepciones que estudiantes de
bachillerato tienen sobre estos conceptos y en sus preguntas relacionaban el muestreo con
la inferencia estadistica. Las respuestas de los sujetos de estudio indicaron una falta de
experiencia para pensar en términos de distribucion de muestras generadas de una
poblacion en particular. En cambio, ellos usaron heuristicas como la de representatividad

para juzgar la probabilidad de una muestra particular.

Otros estudios que tienen que ver en parte con concepciones erroneas sobre el muestreo y
que son frecuentemente referenciados en la literatura, son los que han desarrollado
Kahneman, Slovic y Tversky (1982a). Estos autores atribuyen estos errores al empleo de
principios heuristicos que reducen la complejidad de un problema a simples juicios
valorativos. Es decir, las personas que hacen uso de heuristicas, simplifican el problema
desatendiendo informacion importante que puede ser relevante para su solucién. Aunque
estas heuristicas son bastante utiles en general, algunas veces conducen a severos y

sistematicos errores (Tversky y Kahneman, 1982a, p. 3).

De las diferentes heuristicas identificadas por los autores, la heuristica de representatividad

es la que interesa en nuestro caso, por estar ligada al proceso de muestreo e inferencia.

Heuristica de representatividad

Para evaluar la probabilidad de obtener un resultado particular en una muestra extraida de
una poblacién especifica, las personas aplican frecuentemente la heuristica de
representatividad. Esta heuristica consiste en estimar la probabilidad de obtencion de una
muestra con base en el parecido que posee con la poblacion de la que fue extraida. Las
personas que hacen uso de este tipo de razonamiento consideran que la muestra debe

reflejar las propiedades de la poblacion. Si bien, esto debe ser cierto para una muestra de
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tamafo grande, no necesariamente lo sera para una muestra de tamafo pequefio. Se crea asi
un sesgo conocido como insensibilidad al tamaiio de muestra, y que consiste en tener una
excesiva confianza en muestras pequefias. Esto es, evaltian la probabilidad de un resultado
muestral por la similaridad de este resultado con el parametro correspondiente. Entonces, la
probabilidad obtenida para el estadistico sera independiente del tamafio de muestra, lo cual

conduce a que las personas produzcan distribuciones idénticas.

A proposito de lo anterior, Tversky y Kahneman (1982a) citan un el ejemplo en el cual se
les planted a un grupo de estudiantes que obtener la probabilidad de que la altura media en
una muestra aleatoria de 10 hombres sea mayor a 6 pies; los sujetos asignaron la misma
probabilidad para muestras de tamaiio 10, 100 y 1000 hombres, lo cual es totalmente
incorrecto. Estos sujetos fallaron al apreciar el papel del tamafio de muestra a pesar de que

este aspecto fue enfatizado en la resolucion de este problema, sefialan los autores.

Otro sesgo al que conduce el uso de la heuristica de representatividad tiene que ver con
concepciones erroneas sobre el azar. Las personas esperan que una secuencia de eventos
generada por un proceso aleatorio representa las caracteristicas esenciales del proceso, atin
cuando la secuencia sea corta. Por ejemplo, en el lanzamiento de una moneda, las personas
que hacen uso de la heuristica de representatividad consideran que la secuencia AS A S S
A es mas probable que las secuencias AAASSS y AAAASA, pasando por alto, que
al nivel de eventos elementales, las 64 secuencias posibles tienen la misma probabilidad de
ocurrir. Entonces, las personas esperan que las caracteristicas esenciales del proceso se

reproduzcan no solo a nivel global sino también localmente en la secuencia.

Un sesgo mas que se introduce en el uso de ésta heuristica tiene que ver con la
representacion que los estudiantes tienen sobre secuencias aleatorias. Es comun que las
personas crean que después de una racha de un mismo resultado al lanzar una moneda debe
seguir otra racha del otro resultado para compensar y lograr la simetria. A este tipo de sesgo
se le ha llamado recencia negativa, comunmente conocido como falacia del jugador, que
consiste en esperar intuitivamente en una serie de juegos que aumente la probabilidad del

resultado contrario. Estos alumnos pasan por alto la independencia de los ensayos.

51



Antecedentes

Tversky y Kahneman (1982b) sefialan que estas concepciones erroneas se presentan incluso
en investigadores experimentados. Una investigacion con investigadores del éarea de
psicologia reveld la persistencia de la creencia en lo que se puede llamar “ley de los
pequetios numeros” de acuerdo con la cual alin muestras pequenas se consideran altamente
representativas de poblaciones de las cuales han sido extraidas. Una excesiva creencia en la
“ley de los pequenos niimeros” trae consigo incorrectas intuiciones acerca del nivel de

significacion, potencia de las pruebas y los intervalos de confianza.

2.3.7 La distribucion normal

La distribucion normal es otro concepto de suma importancia que esta ligado en forma
estrecha a las distribuciones muestrales y a la inferencia estadistica; su importancia se debe
a que muchos fenémenos del mundo real pueden ser adecuadamente modelizados mediante
ella. La distribucion normal es también una buena aproximaciéon de otras distribuciones,

como la binomial, Poisson o t-student, para ciertos valores de sus parametros.

El teorema del limite central asegura que la media y otros estadisticos que se definen como
una suma de variables tienen una distribucion aproximadamente normal para muestras de
tamafio grande, incluso en poblaciones no normales, y muchos métodos estadisticos
requieren la condicién de normalidad para su correcta aplicacion. En la opinion de
Batanero, Tauber y Sanchez (en prensa), a pesar de esta importancia, no se ha encontrado
un estudio sistematico de los errores y dificultades de aprendizaje referidos a este tema y
los antecedentes con relacion al aprendizaje de la inferencia estadistica en alumnos

universitarios son escasos.

Tomando como base lo anterior, Tauber (2001) se plantea como trabajo doctoral una
investigacion sobre la construccion del significado de la distribucion normal a partir de
actividades de analisis de datos en un ambiente computacional. El estudio lo lleva a cabo
con estudiantes universitarios utilizando para ello el software Statgraphics. Los campos de
problemas a los que se enfoca y de los cuales en su resolucion surge la idea de distribucion

normal son:
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e Ajuste de una curva al histograma o poligono de frecuencias en una distribucion de
datos empiricos como modelo tedrico aproximado.

e Aproximacion de distribuciones de variables aleatorias discretas con un numero
grande de valores, por ejemplo en la distribucion binomial para valores grandes del
parametro n.

e Obtencion de distribuciones en el muestreo de la media y otros estadisticos de
poblaciones no necesariamente normales para muestras grandes (distribuciones
asintodticas).

e Estimacion por intervalos de confianza.

Tauber (2001) sefiala que su investigacion aporta una primera informacion sobre cuales son
los elementos de significado que proporcionan mayor dificultad de comprension para los

estudiantes en la distribucion normal. Entre estos se destacan los siguientes:

e Interpretacion de areas en histogramas de frecuencia y problemas en el célculo del
area dentro de un intervalo, cuando ello implica el cambio de los extremos de los
intervalos.

e Dificultad en discriminar los casos en que una variable cuantitativa discreta puede y
no puede ser aproximada por una distribucion continua y las implicaciones que esta
aproximacion tiene.

e Diferenciacion entre los tipos de asimetria.

e Dificultad en recordar y aplicar correctamente los convenios de interpretacion de los
coeficientes de asimetria y curtosis.

e Dificultad en recordar y aplicar correctamente los convenios de lectura de los
elementos constitutivos de un grafico estadistico.

e Problemas con el calculo exacto de valores atipicos.

e No diferenciacion entre el modelo tedrico y los datos empiricos y dificultad en
distinguir cuando el programa de calculo se refiere a una u otra distribucion, asi
como no discriminacion entre los estadisticos y parametros.

e Dificultad de uso de las opciones del software que pertenecen a un mend secundario

y que son, sin embargo esenciales para el analisis.
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Entre los resultados de la incorporacion de la computadora, se tiene que esta propicid
cambios en los diferentes elementos de significado de la distribucion normal. Por ejemplo,
el manejo de las tablas de la distribucion y la necesidad previa de estandarizaciéon para el
calculo de probabilidades desaparecen; las diversas representaciones del concepto se
amplian notablemente, se propicia el trabajo con archivos de datos reales y se introduce una

filosofia exploratoria.

2.4 Antecedentes sobre el uso de simulacion en otros conceptos

La simulacion computacional ha sido explorada como herramienta de ensenanza en otros
conceptos de probabilidad y estadistica, tal es el caso de Yanez (2003) quien realizd una
investigacion sobre los efectos que podria tener la adopcion del enfoque frecuencial de la
probabilidad implementado a través de la simulacion computacional, sobre la comprension
de los estudiantes respecto a las secuencias aleatorias, la medida de probabilidad y la
probabilidad condicional. Dicho estudio fue realizado con estudiantes universitarios de
ingenieria y utilizé el software de estadistica dinamica Fathom (Finzer, et. al., 2002). Entre
los resultados de su investigacion, Yéanez (2003) destaca los siguientes:

e Los estudiantes no alcanzaron un nivel de comprension suficientemente claro del
concepto de probabilidad frecuencial.

e La simulaciéon computacional de la probabilidad permite superar algunos de los
sesgos o0 malas concepciones que los estudiantes poseian sobre las secuencias
aleatorias o sobre el valor de las probabilidades en experimentos compuestos.

e Los estudiantes no lograron desarrollar un concepto de la simulaciéon computacional
de probabilidad suficientemente so6lido que lo hiciera independiente de los
resultados en otras representaciones.

e Aunque los estudiantes resolvieron exitosamente algunos problemas de
probabilidad condicional a través de su simulacion en el paquete Fathom, incluso
respondiendo preguntas que requerian del teorema de Bayes y del teorema de

probabilidad total, su uso no fue adoptado consistentemente.
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La simulacion computacional en probabilidad se constituyd en un referente que
permite generar y justificar algunas expresiones algebraicas que subyacen en las

secuencias aleatorias.

No obstante las ventajas que se han sefialado sobre el uso de simulacion en la ensefianza de

conceptos estadisticos, es necesario advertir que su uso no estd exento de dificultades; las

investigaciones que han llevado a cabo con esta herramienta reportan algunas de ellas. Por

ejemplo, Countinho (2001) senala diversas dificultades de sus sujetos de investigacion al

proponerles situaciones en que debian construir un modelo de urnas para simular ciertas

experiencias concretas o juegos probabilisticos:

Dificultades de manejo de software si el alumno no esta familiarizado, por lo que se
recomienda usar programas facilmente manipulables que no afadan complejidad
innecesaria a la actividad de simulacion.

Resistencia a usar la simulacion y la aproximacion experimental para resolver un
problema de probabilidad en los casos en que es posible resolver el problema
mediante calculo directo.

Dificultad en aceptar datos de simulaciones que no han llevado a cabo
personalmente para obtener estimaciones de probabilidad.

Dificultad en diferenciar la estimacion de la probabilidad que proporciona la
simulacion del verdadero valor tedrico de la probabilidad (que sélo es accesible por

calculo cuando es posible).

Por su parte Yanez (2003) identifica las siguientes dificultades:

La simulacion va mas alld de la simple trascripcion de la simulacion fisica del
experimento, ya que exige la creacion de nuevos objetos y la definicion de acciones
sobre ellos.

La simulacion computacional exige procesos de abstraccion antes de realizarla, lo
cual puede dificultar su realizacion.

Para estimar la probabilidad se requiere de registros graficos para estimar el limite
de una sucesion infinita de valores, lo cual puede entorpecer la eficiencia de este

enfoque.
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2.5 Conclusiones sobre los antecedentes de investigacion

La revision de la literatura, nos ha permitido identificar diferentes fuentes de dificultad que

experimentan los estudiantes cuando se enfrentan al concepto de distribuciones muestrales

en ambientes computacionales. Estas dificultades sobre la comprension de las

distribuciones muestrales son de diversa naturaleza, sin embargo, podemos agruparlas en

dos grandes grupos:

I.

Dificultades que tienen que ver con la complejidad de los conceptos que se
involucran en las distribuciones muestrales. Por ejemplo, la idea de muestra,
poblacion, variabilidad en la poblacion, variabilidad muestral, teorema del limite
central, estadistico, pardmetro. (DelMas et al., 1999a, 1999b; Saldanha y
Thompson, 2002)

Dificultades que tienen que ver con el enfoque de ensefianza que ha prevalecido, el
cual se apoya en la teoria de la probabilidad y hace un uso extensivo del concepto
de variables aleatorias y distribuciones de probabilidad (Lipson, 2002; Moore,

1992a, Cobb y Moore, 1997).

Algunas ideas importantes recogidas de dicha revision son:

Utilizar simulacion fisica previa, en los estudios donde se incorpora la simulacion
computacional, como un recurso para volver menos abstracto el proceso y para
dirigir la atencion de los estudiantes hacia los aspectos relevantes del problema, al
momento de modelarlo en el software (Biehler, 1991; Hodgson, 1996; Gourgey,
2000)

La comprension conceptual no resulta de manera automatica de la interaccion de los
estudiantes con un paquete de software, atin en aquellos disefiados especificamente
para apoyar el desarrollo de tal comprension, por lo que el disefio de las actividades
juega un papel muy importante para promover dicha comprension (DelMas et al.,
1999a, 1999b).

Se muestra evidencia que el uso de representaciones de un concepto, asi como el
transito entre ellas, en este caso la representacion tedrica y empirica de

distribuciones muestrales mejora la comprension de los estudiantes. Esto sugiere
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que las estrategias de ensefianza del concepto deben esforzarse por mantener ambas

representaciones (Lipson, 2000; 2002).

Entre los resultados que se obtuvieron en los estudios citados, se sugiere que la simulacion
computacional, -aunque no exenta de dificultades- constituye una herramienta potencial
para que los estudiantes desarrollen una mejor comprension del tema, sin embargo, a pesar
de ello, muchos estudiantes no han desarrollado una comprension adecuada de los
conceptos involucrados. Por ello, se requiere mas investigacion sobre el tema, sobretodo
ante el surgimiento de potentes paquetes de software que generan ambientes dindmicos,
multi-representacionales e interactivos -como es el caso de Fathom-, que apenas empiezan

a ser utilizados en la investigacion.
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Capitulo 3

DISENO Y METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

3.1 Metodologia

De acuerdo con los objetivos que nos hemos fijado, el tipo de investigacion que mas se
adapta para responder las preguntas planteadas, es una investigacion de tipo cualitativo
(Miles y Huberman, 1994; Denzin y Lincoln, 1994), en tanto lo que interesa es interpretar,
describir y comprender los significados que estudiantes universitarios atribuyen a las
distribuciones muestrales en un ambiente de simulaciéon computacional y estadistica

dinamica.

Nos interesa profundizar en la comprension de las relaciones que los estudiantes establecen
en la construccion de sus significados, buscar regularidades y categorias en sus
argumentaciones, asi como el manejo que hacen de los distintos elementos de significado;
en lugar de la explicacion de los resultados mediante relaciones de causa y efecto, y para
ello, un enfoque de tipo cualitativo resulta mas apropiado que su contraparte cuantitativa,
pues como sefiala Bisquerra (1989, p. 255): “la investigacion cualitativa pretende una

comprension holistica, la cual no es traducible a términos matematicos y pone énfasis en la



Diseiio y metodologia de la investigacion

profundidad”. El método de investigacion cualitativa que se ha utilizado es un estudio de
casos (Stake, 1999), para estudiar a profundidad por el término de 2 meses, los significados
que los estudiantes construyen, y la forma como evolucionan por influencia del enfoque

didactico implementado.

3.2 Organizacion y fases de la investigacion
El disefio de la investigacion comprende fundamentalmente tres fases, las cuales se

describen a continuacion:

e Analisis del significado institucional de las distribuciones muestrales.
El objetivo de esta fase ha sido determinar el significado institucional de referencia de las
distribuciones muestrales en un curso introductorio de estadistica a nivel universitario. Este
significado constituye la base para delimitar el tipo de situaciones-problemas que se
incorporaran en las actividades y para definir los elementos de significado mas
representativos que se asignan a las distribuciones muestrales en un curso universitario de
estadistica. Para determinar dicho significado, recurrimos a la revision de 8 libros de texto
que frecuentemente se utilizan en la ensefianza de la estadistica a nivel universitario,
especialmente en carreras para estudiantes no matematicos, como son las carreras de
ingenieria, ciencias econdmicas y administrativas. El significado identificado se describe en

el anexo 1.

e Estudio exploratorio
Esta etapa constituye una primera inmersion en el campo, la cual es propia de los estudios
cualitativos. El objetivo fue explorar e identificar en los estudiantes, los elementos de
significado mas prototipicos que exhiben cuando se enfrentan con diversas situaciones-
problema que involucran a las distribuciones muestrales; esto, con la finalidad de tenerlos
en cuenta en el disefio de las actividades de ensefianza. Los resultados obtenidos se

describen en el capitulo 4.

e Desarrollo del estudio implementando simulacion computacional

El estudio donde se implementaron las actividades con simulacion tuvo una duracion de 30
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horas, en un periodo de 2 meses. En €l participaron 11 estudiantes que estaban tomando un
curso de inferencia estadistica. Se utilizaron diferentes instrumentos de recoleccion de datos
con el propodsito de triangular la informacién e identificar de forma mas precisa los

significados puestos en juego por los estudiantes.

3.3 Poblacion y muestra

La poblacion objetivo la constituyen estudiantes universitarios que cursan la materia de
estadistica en carreras como ingenieria, informdtica, economia y administracion, cuya edad
oscila entre los 19 y 22 afos. De dicha poblacién, se tomd una muestra de 11 estudiantes de
la carrera de ingenieria en informatica del Instituto Politécnico Nacional que estaban
tomando un curso de inferencia estadistica, y al momento de iniciar con el estudio ya

habian estudiado el tema de distribuciones muestrales.

3.4 Instrumentos de recoleccion de datos

Los instrumentos de recoleccion de datos tipicos en una investigacion de tipo cualitativo
son los cuestionarios, las entrevistas, las observaciones y la revision de documentos. El uso
de multiples instrumentos, también conocido como triangulacion metodolégica (Stake,
1999) es recomendado como fuente de validacion de los resultados (McKnight, et. al.,
2000). En nuestro caso, los instrumentos que utilizamos para la recoleccion de datos en
nuestra investigacion variaron de acuerdo a la fase de investigacion y se describen a
continuacion:

1. Muestra de libros de texto de estadistica para estudiantes universitarios.

Para poder implementar el marco tedrico seleccionado, se requiere primeramente
determinar el significado institucional de referencia de las distribuciones muestrales, esto lo
hemos hecho mediante una revision bibliografica en una muestra representativa de libros de

texto para estudiantes universitarios.

2. Cuestionarios.
Se han aplicado en la fase de exploracidn, antes y después de las actividades de ensefanza,
con el propdsito de identificar los significados de los estudiantes sobre las distribuciones

muestrales, en diferentes momentos de la investigacion.
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3. Diario de observacion.
En el se ha tomado nota de los aspectos mas relevantes que tienen que ver con la
interaccion de los estudiantes con las actividades propuestas, tales como manejo del
software, sus dificultades, preguntas, explicaciones, argumentaciones que realizan para

validar sus procesos y respuestas.

4. Hojas de trabajo para las actividades.
Cada actividad ha sido acompafiada con una de hoja de trabajo en la cual los estudiantes

anotaron sus respuestas a las tareas y problemas planteados.

S. Entrevistas.
Se realizaron entrevistas con algunos estudiantes, con el propodsito de efectuar un analisis
mas detallado y mas profundo, que las repuestas que han dado en sus actividades, pues es
sabido que los estudiantes saben mucho mas de lo que son capaces de expresar en una

actividad.

6. Grabacion en video.
Se grabaron algunas sesiones de trabajo para tener informacion sobre la forma en que los
estudiantes interactian con el software y las actividades, asi como los procesos que siguen

al momento de resolverlas.

7. Disquetes de computadora.
Cada estudiante entregd diariamente un disquete con las actividades resueltas, con el

proposito de complementar la informacion que se obtendria con las técnicas anteriores.

3.5 Técnicas de analisis de datos
En una investigacion de tipo cualitativo los datos estan dados mas en forma de palabras
mas que de nameros. Las palabras estan basadas en la observacion, entrevistas o revision de
documentos, por lo que requieren de cierto procesamiento para ser analizados y poder
extraer conclusiones validas de ellos.

De acuerdo con la vision del andlisis cualitativo de datos de Miles y Huberman (1994), el
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analisis cualitativo consiste en tres flujos de actividad concurrentes: reduccion de datos,
despliegue de datos y obtencion de conclusiones y verificacion. La reduccion de datos se
refiere al proceso de seleccionar, simplificar y transformar los datos que aparecen en las

notas de campo o transcripciones (resumir, codificar, hacer agrupamientos, categorias, etc.).

En nuestro caso, realizaremos primeramente una descripcion general del estudio, dando
cuenta de los detalles mas importantes que se presentaron en cada una de las sesiones y que
tuvieron efecto en los significados desarrollados por los estudiantes. Posteriormente
centraremos nuestra atencion en los conceptos que nos hemos propuesto investigar y el
lugar que ocupan en las diferentes etapas del proceso de simulacion. El andlisis se hara
teniendo en cuenta los elementos puestos en juego por los estudiantes en cada una de las

actividades.

3.6 Caracteristicas del proceso de ensefianza

El estudio estuvo conformado por 9 actividades, las cuales se desarrollaron durante 20
sesiones (incluyendo la aplicacion de los cuestionarios y las entrevistas), sumando un total
de 30 horas de trabajo. Este tuvo lugar en un salon de computo con 11 estudiantes de
Informatica (19-22 afios) que estaban tomando un curso de inferencia estadistica en el
Instituto Politécnico Nacional, y que al momento de iniciar ya habian estudiado el tema de

distribuciones muestrales.

En las actividades se contemplaron diferentes tipos de poblaciones (binomial, uniforme
discreta, normal, irregular discreta) y se estimulaba a los estudiantes a variar el tamafo de
muestra con el proposito de que entendieran su efecto en la variabilidad muestral, forma,
centro y dispersion de las distribuciones muestrales (teorema del limite central), y en el
valor de las probabilidades de ciertos resultados muestrales. Se buscaba ademas, que los
estudiantes resolvieran los problemas teéricamente y mediante simulacion, con el propdsito
de que establecieran conexiones entre ambos resultados, que los compararan y ver cual era
su opinidén sobre la simulacion como método para resolver problemas. En las primeras
actividades se desarrollaron simulaciones fisicas previo a la simulacion con Fathom,

atendiendo diversas recomendaciones de algunos autores como Gourgey (2000) y Hodgson

62



Diseiio y metodologia de la investigacion

(1996), que una simulacion manual previa a la simulaciéon computacional hace menos
abstractos los diversos conceptos y procesos que hay que considerar en la simulacion con
computadora, pero después se dependid solamente de la simulaciéon computacional.
Algunas actividades fueron resueltas de manera individual por los estudiantes y otras
fueron resueltas en parejas. El papel del investigador fue el de un guia que se limitaba a
leerles cada actividad hasta que la comprendieran, y solo proporcionaba ayuda cuando era
necesario para que pudieran continuar por ellos mismos. Asi, en la mayor parte de las
actividades, fueron los mismos estudiantes los responsables del proceso de resolucion de

los problemas mediante simulacion.

3.7 Propuesta didactica apoyada en simulacion computacional con Fathom

Como lo sefialamos anteriormente Fathom es un software que ha sido disefiado para
propositos de ensefianza, cuya premisa clave es que todos los aspectos de un analisis estan
ligados entre si para que los usuarios puedan ver como los cambios que se generan en una
representacion se reflejan en otra. La interface del software contiene los elementos claves
de un ambiente de estadistica dinamica como “arrastrar y soltar” objetos ya existentes,
transformarlos o construir nuevos objetos, de tal forma que los estudiantes puedan

investigar conceptos estadisticos.

En cuanto a las distribuciones muestrales concierne, los datos de una poblacion pueden ser
introducidos directamente o simulados, a partir de ellos seleccionar muestras de un tamafio
especifico, calcular estadisticos y desplegar la distribuciéon en forma numérica o grafica.
Veamos a continuacion las diversas etapas y los lineamientos que se siguieron en la

implementacion de las actividades mediante simulacién con Fathom:

1. Generar una poblacion (introduciéndola directamente o generdndola mediante

instrucciones del software).
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Poblacion Uniforme Poblacién normel
Cara Estaturas B
1 1 = [randomNormal (1.6, 0.15)
2 (2 1 1.27978
3 |3 2 |[1.89713
4 |4 3 |1.66982
E 5 |5 E 4 |1.8928
6 |6 5 |1.727134
| Poblacion Uniforme | Poblacion norrrel N

Para generar una poblacion Fathom utiliza el comando random el cual tiene diversas

opciones segun sea el tipo de distribucion. Por ejemplo, randomNormal(1.6,0.15) genera

una poblacién normal con media 1.6 y desviacion estandar 0.15.

2. Calcular las medidas descriptivas de la poblacion y representarla graficamente

Robacion Uiforrre | Hstogram+

1

Count

Poblacién Uniforme | Summary Table

4 >
35
Cara | s708087
S1= ()
2= )

En las primera actividades se mantuvieron visibles estas representaciones con el fin de que

los estudiantes pudieran observar, si sus caracteristicas cambian o se mantiene constantes, y

al final pudieran contrastar la distribucion muestral obtenida y sus parametros, con la

distribucion de la poblacion.

3. Tomar muestras de la poblacion

Sample of Poblacién ...

Cara

(|0 |IN|=
N =2 BN

| Sanrple of Poblacion Uniforme
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Para tomar una muestra (aleatoria simple) solo se requiere seleccionar la opcion

correspondiente en uso de los menus del software e indicar el tamafno de muestra que se

desea y si habra reemplazo o no.

4. Se define el estadistico que se desea calcular en cada muestra

=NENY=

Cazez Measures Comments Display |Sample
Measure Value Formula |
media 25 mean [cara)

En las primeras actividades se procedia a tomar varias muestras con la opcion de animacion

habilitada, para visualizar el proceso de muestreo en forma dindmica, con la idea que los

estudiantes observaran la variabilidad muestral. Posteriormente se deshabilito esta opcion y

se procedia a tomar un mayor nimero de muestras y disminuir el tiempo de la actividad.

5. Calcular el estadistico en muchas muestras hasta lograr una estabilizacion de

los resultados muestrales.

[ Measures from Sample of Poblacién Uniforme

Measures from Sa...
media B
4
5
2
3.33333
3
4.66667
2.66667

1.33333

O IN|oja|(~h|WIN|=~

Consideramos que una buena aproximacion de la distribucion empirica a la distribucion

tedrica se obtiene a partir de 1000 muestras, por lo que ese fue el nimero que manejaremos

en las actividades. Sin embargo, algunos estudiantes llegaron en algunos casos a simular

2000 muestras.
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6. Construir una tabla con los valores del estadistico y una representacion grafica

de la distribucion muestral y sus medidas descriptivas (parametros).

60-
50+
40
30+

Count

204
104

Measures from Sample of Poblaci(Histogram -

1.0 2.0

3.0 4.0 5.0 6.0
media

Measures from Sample of Pobla...

& =
3.5116

m edia 0.78693327

S1=mean ( )
S2 = stdDev ( )

7. Superponer la distribucion tedrica sobre la

empiricamente

distribucion muestral obtenida

Measures from Sample of Poblaciér| Histogram
0.6
>
= 0.4
g -
0 0.21
10 20 30 40 50 60
media
1.87
- Count = X, 3.5, —
(35 7)

8. Estimar la probabilidad de que se presente algin resultado muestral.

Measures from Sa...
media

5.2

4.2

4.2

4.2

4.4

4.2

4.6

O IN|O(a B[O |IN (=

4.2

media > 4

|Measures from Sample of Poblaciar Histogram w

05
0.5
=04
wr
0.3
O hal Measures from Sample of Pobl...
0. e =
40 20 30 4D S0 60 media 117
media 0.234
. 1.87 S1= (media > 4)
— Coyrt = Normalbensity [x . 3.5, «JS_) S0 = (media > 4)
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En todo el proceso descrito anteriormente se fue aumentando gradualmente el tamafio de la
muestra seleccionada, con el fin de que los estudiantes construyeran significados acerca de
las diversas propiedades de las distribuciones muestrales y la resolucion de problemas que

son funcidon del tamafio de la muestra.
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Capitulo 4

ESTUDIO EXPLORATORIO

4.1 Introduccion

El objetivo principal que nos planteamos al realizar este estudio, fue explorar los
significados mas representativos que estudiantes universitarios poseen sobre las
distribuciones muestrales una vez que han concluido un curso de inferencia estadistica.
Para ello, se disefid un cuestionario que contempla diversas propiedades de las
distribuciones muestrales y conceptos estrechamente relacionados, como el teorema del
limite central. El cuestionario se aplico a 31 estudiantes de Ingenieria en Informatica en el

Instituto Politécnico Nacional, cuya edad oscilaba entre los 19 y 22 afos.

En lo que sigue, analizaremos los elementos de significado que nos propusimos explorar en
cada una de las situaciones-problema y los contrastaremos con los significados que los
estudiantes mostraron al momento de contestar cada situacion.

4.2 El cuestionario y sus resultados

1. En una urna se tienen 4 bolas etiquetadas con los nimeros 2, 4, 6 y 8. Se seleccionan muestras de
dos bolas al azar simultineamente y se calcula la media de los numeros que aparecen en ellas.

Describe mediante una tabla 6 grafica la distribucion muestral que resulta.



Estudio exploratorio

Objetivo:

Investigar el significado que los estudiantes asignan al proceso de construir una distribucién

muestral a partir de una poblacién pequena en un esquema de muestreo.

Elementos de significado previstos en la situacion:

Situacion problema (elementos fenomenologicos): Problema que implica la
construccion de la distribucion muestral de la media en un contexto de muestreo
repetido de una poblacidon pequena. Este tipo de problemas es representativo cuando
se emplea un enfoque de simulacion.

Lenguaje (elementos representacionales): Histogramas, poligonos de frecuencias,

tablas de frecuencias y de probabilidad, notacion simbélica de la media (x).
Acciones (elementos procedimentales): Determinaciéon del conjunto de muestras
posibles para el tamafio dado, céalculo de medias muestrales, calculo de
probabilidades para cada valor de la media a partir de la tabla de frecuencias.
Conceptos 'y propiedades (elementos conceptuales): Poblacion, muestra,
combinaciones, medidas descriptivas (media), frecuencia, probabilidad, distribucion
muestral, orden de los elementos en las muestras, suma de probabilidades,
reemplazo.

Argumentos (elementos validativos): Comprobacion del total de muestras posibles,

comprobacion de suma de probabilidades igual a 1.

Elementos de significado identificados en las respuestas de los estudiantes.

Situacion problema: En esta situacion se ha construido una distribucion muestral de
la media en un contexto de muestreo repetido, que es distinto al tradicional, donde
se hace uso de variables aleatorias.

Lenguaje: 7 estudiantes utilizaron correctamente tablas de frecuencias e

histogramas para representar y organizar los valores de las medias muestrales

obtenidos, algunos incluso, colocaron la notacion (x) en la columna

correspondiente. Sin embargo, el resto de los estudiantes no mostr6 un lenguaje

adecuado.
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e Acciones: Los alumnos que mas avanzaron en el problema realizaron acciones
como seleccionar correctamente las muestras y calcular sus medias, sin embargo
s6lo uno concluyé el problema calculando la frecuencia relativa para cada valor
muestral. Identificamos algunas acciones incorrectas como sumar los nimeros en
lugar de calcular la media, determinar mas muestras de las correctas al considerar el
orden de los elementos.

e (Conceptos y propiedades: Observamos que algunos estudiantes no tuvieron en
cuenta, propiedades del muestreo, como es el hecho de considerar el orden en los
elementos de las muestras, lo cual lo condujo a seleccionar mas muestras de las que
realmente eran. No se observo que los estudiantes usaran en forma explicita la
formula para determinar las combinaciones posibles.

o Argumentos: Se observd que muchos estudiantes generalizan la propiedad de
normalidad en las distribuciones muestrales atin para poblaciones no normales y con

pequetios tamafnos de muestra.

En cuanto a la generalizacion de la normalidad en las distribuciones muestrales para casos
en los cuales no es valida, conjeturamos que se deba a que el significado institucional local
implementado por el profesor (observado a través de sus notas) ponia énfasis en
distribuciones muestrales normales.

A continuacion haremos un analisis semidtico global de la respuesta de Emmanuel, el tinico

estudiante que contesto bien este problema.

Sf
9 U3
3
: +4/\‘*
' —t—t—t—tt
o1 23 % s 6 3 Meda

Podemos considerar tres unidades elementales de andlisis (U1, U2 y U3). En todas las
unidades Emmanuel hizo uso del lenguaje (simbolico) para representar sus resultados,

realizd acciones para resolver el problema y tuvo en cuenta propiedades de los conceptos
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involucrados. Emmanuel interpreta correctamente el problema, por ejemplo en Ul
representd mediante arreglos de dos niimeros a las muestras de tamafio 2 que eran posibles
de la poblacion, realizd acciones para seleccionar las posibles muestras como combinar
sistematicamente cada nimero con el siguiente sin llegar a considerar la misma muestra dos

veces mediante el cambio de orden de los nimeros, mostrando conocimiento de una

propiedad del muestreo. En U2, representa a las medias mediante el simbolo (x) en la
parte superior de la tabla, maneja conceptos y realiza acciones como calcular la media en
cada muestra y representarlas mediante un ntmero; mientras que en U3 grafica la
distribucion de las medias, realizando acciones como colocar adecuadamente en los ejes los
valores de las medias y su frecuencia. Por ultimo, el alumno a través de elementos
ostensivos del lenguaje (graficas) nos proporciona informacién acerca de elementos no
ostensivos (ideas, concepciones) como es el caso de suavizar la distribucion muestral como
si fuera una distribucion normal. Consideramos finalmente que este alumno describio
correctamente el concepto de distribucion muestral ya que los elementos de significado que

exhibid coinciden con los elementos previstos en el significado de referencia.

Otro estudiante (Andrés) contesto de la siguiente manera:
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Andrés realiza varias acciones incorrectas en la busqueda de la solucion del problema. En
primer lugar, la forma en que selecciona las muestras no es la adecuada ya que no es
consciente de una propiedad del muestreo (el orden no es importante) lo que lo lleva a
repetir alguna de ellas. En segundo lugar, calcula la suma de puntos en vez de la media de
la muestra y aunque grafica correctamente los valores obtenidos, los errores previos lo

llevan a graficar una distribucién de manera incorrecta.

Concluimos que el significado personal de Andrés no contempla de manera correcta
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conceptos y propiedades que intervienen en el problema planteado, como es el caso del

calculo de la media.

2. De una poblacion con distribucién normal se extrajeron 500 muestras aleatorias de cada tamafio (5, 10, 15,

20 y 25). Se calculd la media de cada muestra y los resultados se dibujaron en los histogramas que se

muestran en la siguiente figura.

a) Coloca a un lado de cada histograma, el tamafio de la muestra que corresponda.
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b) Explica las consideraciones que tomaste en cuenta para llevar a cabo la asignacion de los

tamafos de muestra a los histogramas.

¢) ¢(Cual es el valor de la media de la poblacion de donde se extrajeron las muestras?

Objetivo:

Investigar si los estudiantes comprenden propiedades importantes que ligan a las

distribuciones muestrales con el teorema del limite central.

Elementos de significado previstos en la situacion:

o Situacion problema (elementos fenomenologicos): Problema que implica la

identificacion correcta de la variabilidad de la distribucion muestral en funcion del

tamafio de la muestra y la identificacion de que la media poblacional es igual a la

media de la distribucion muestral.

o Lenguaje (elementos representacionales): Simbolo de la media poblacional y

muestral, expresion de la desviacion estandar 6 la varianza de la distribucion

muestral.
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Acciones (elementos procedimentales): Asignar el tamafio de muestra al histogran;
correspondiente, determinar la media de la poblacioén por inspeccion de la media de
la distribucién muestral.

Conceptos y propiedades (elementos conceptuales): Variabilidad, media, tamafio de
muestra, la media de la distribucién muestral es igual a la media poblacional y no
depende del tamafo de la muestra, la variabilidad de la distribucion muestral esta en
funcién del tamafio de la muestra y es mayor entre menor sea el tamafio.
Argumentos (elementos validativos): Validar las propiedades anteriores explicando

la forma como el tamafo de muestra interviene en ellas o utilizando expresiones

como o = = u o0 expresiones verbales que expresen la relacion anterior.

S i

Elementos de significado identificados en las respuestas de los estudiantes

Situacion problema: Problema que implica la asignacion correcta del tamafio de la
muestra, teniendo en cuenta que conforme aumenta el tamafio de la muestra la
variabilidad de la distribucion muestral disminuye, o viceversa, asi como identificar
que la distribucion muestral esta centrada en la media poblacional.

Lenguaje: Ningun alumno utilizd los elementos de lenguaje previstos, solo
asignaron los tamanos de muestra y determinaron la media de la poblacion sin usar
la simbologia correspondiente.

Acciones: Asignaron los tamafios de muestra en funcion de diversos criterios como
centrarse en la altura y el nimero de barras del histograma, pero sin tener en cuenta
la dispersion, como es lo correcto.

Conceptos y propiedades: No relacionaron la variabilidad y el centro de las
distribuciones muestrales en funcién del tamafio de la muestra como se habia
previsto y solo 8 estudiantes identificaron correctamente que la media de la
distribucion muestral es igual a la media de la distribucion poblacional.
Argumentos: En los argumentos de los estudiantes para la asignacion de los
tamafios de muestra no contemplaron las propiedades anteriormente citadas, sino
que recurrieron a otro tipo de argumentaciones. Por ejemplo, un grupo de ellos se

fij6 en la altura de la barra mas alta para asignar el tamafio de muestra mas grande, y
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asi sucesivamente hasta a asignar el tamafio mas pequefio al histograma con la barra
mas pequefia. Esto, si bien los llevd a una asignacion correcta, el razonamiento
involucrado no tiene en cuenta el efecto del tamafio de muestra en la variabilidad de
la distribucion. Algunas respuestas de estudiantes de este grupo se sefialan a

continuacion:

“Consideré¢ la altura del rectangulo mas alto en cada histograma”.
“La altura tiene que ver con el tamafio de la muestra”

“Me apoy¢ en la altura para asignar los tamaifios de muestra”

Mientras que otro grupo de estudiantes se fijaron en el niimero de barras del histograma.

Algunas de sus respuestas se sefialan a continuacion:

“Entre mas pequefio sea el tamafio de muestra el histograma saldrd con menos
barras”

“Debido a que el tamafio aumenta, los intervalos de igual forma aumentan”.

Consideramos que en este item se contemplan dos importantes propiedades de las
distribuciones muestrales, que tienen que ver con los efectos del tamafio de muestra en su
centro y su variabilidad, y en las cuales se establece una relacion entre distribucion
poblacional y distribuciéon muestral, sin embargo, los significados de los estudiantes sobre

estas propiedades muestran que no contemplan los elementos correctos.

3.Relaciona cada simbolo de la primer columna con la informacion correcta de la segunda columna.

Simbolo Se refiere a:
- cs/-\/; 1)  variabilidad de observaciones en una muestra
X 2)  variabilidad de la media en una distribucion muestral
o 3) variabilidad de las observaciones en una poblacion
s 4) centro de las observaciones en una poblacion
____ © 5)  centro de las observaciones en una muestra
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Objetivo
Investigar si los estudiantes manejan correctamente la simbologia y las notaciones de los
elementos que intervienen en las distribuciones muestrales, y distinguen el &mbito muestral

del poblacional a nivel simbolico.

Elementos de significado previstos en la situacion:

o Situacion problema (elementos fenomenologicos): La presente situacion implica la
identificacion de elementos de lenguaje para representar conceptos que intervienen
el ambito de las distribuciones muestrales.

o Lenguaje (elementos representacionales): Notaciones para la media muestral y
poblacional, la desviacion estdndar muestral y poblacional y la variabilidad de la
distribucion muestral.

e Acciones (elementos procedimentales): Identificar la notacion correspondiente a
cada unos de los conceptos.

o (Conceptos y propiedades: media de la poblacion, media de la muestra, desviacion
estandar de la poblacion, desviacion estdndar de la muestra, desviacion estandar de

la distribucidén muestral.

Elementos de significado identificados
Los elementos identificados solo tienen que ver con el lenguaje. La mayor parte de los
estudiantes confunde las notaciones de la desviacion estandar de una muestra y la de una

poblacion (entre s y o), y en menor medida confunden los simbolos de la media de una

muestra y la de una poblacion (entre x y ).

4. Marca con una cruz en la celda que corresponda para cada simbolo de acuerdo con la informacién de los

encabezados.
Soélo se calcula | Solo se calcula en | Representaun | Representa Es una Varia de una
en una muestra | una poblacién parametro un estadistico | constante muestra a otra
s
u
X
(o2
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Objetivo
Investigar los significados que los estudiantes tienen sobre las diferentes propiedades y
conceptos que intervienen en las distribuciones muestrales y el ambito de participacion

(muestral o poblacional).

Elementos de significado previstos en la situacion:

e Situacion problema: La presente situacion implica la identificacion de propiedades
y conceptos que intervienen el 4&mbito tanto muestral como poblacional de las
distribuciones muestrales.

e Acciones: Identificar la propiedad para cada uno de los conceptos previstos.

e Conceptos y propiedades: poblacion, muestra, media de la poblacion, media de la
muestra, desviacion estandar de la poblacion, desviacion estandar de la muestra,

parametro, estadistico, variabilidad muestral.

Elementos de significado identificados en las respuestas de los estudiantes

Los elementos identificados solo tienen que ver con propiedades de los conceptos
implicados. Se identificé que muchos estudiantes no tienen en cuenta las propiedades del
caracter constante de los pardmetros y el caracter variable de los estadisticos, asi como
tampoco tiene claro en el ambito que participan.

5. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye aproximadamente normal

con media de 800 horas y una desviacion estandar de 40 horas. Encuentre la probabilidad de que una muestra

aleatoria de 16 focos tenga una vida promedio de menos 775 horas. Muestra tus calculos.

Objetivo:
Investigar los elementos de significado que los estudiantes asignan al proceso de resolver

un problema prototipico de distribuciones muestrales.
Elementos de significado previstos en la situacion:

e Situacion problema: Problema que involucra a la distribuciéon muestral de la media,

en el cual se requiere calcular la probabilidad de un resultado muestral.
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o/In

Lenguaje: Expresion para estandarizar la distribucion muestral {Z _x-pu ],

gréafica de la distribucion normal, representacion del area sombreada bajo la curva

de la distribucién normal, notaciones de la media muestral x , media poblacional s,

desviacion estandar poblacional o, tamafio de la muestra n, expresion en forma de

desigualdad que indica la probabilidad a calcular P(X <a), P(z<a).

Acciones: Estandarizar la distribucion muestral y sustituir los datos, dibujar la
distribucion muestral y sombrear el 4rea correspondiente, usar las tablas de la
distribucion normal estandarizada para calcular la probabilidad.

Conceptos y propiedades: distribucion normal estandarizada, media muestral, media
poblacional, desviacion estandar poblacional, tamafio de muestra.

Argumentos: Uso de simetria para calcular probabilidades, correspondencia entre
valores de la distribucion real y la distribucion estandarizada (entre x y z),
estandarizar para poder usar tablas de probabilidad, sombrear cola izquierda por que

la probabilidad que se pide es del tipo P(X < a).

Elementos de significado identificados en las respuestas de los estudiantes:

Situacion problema: En esta situacion se ha resuelto un problema de distribuciones
muestrales mas prototipicos, donde se pide calcular la probabilidad de que ocurra un
resultado muestral.

Lenguaje: La mayoria de los estudiantes tuvo un manejo aceptable de las distintas
notaciones, pero fueron muy pocos los que utilizaron la representacion grafica de la
distribucion normal y su respectiva drea sombreada, hubo manejo aceptable de la
formula de estandarizacion, hubo incluso algunos estudiantes que hicieron un
manejo pulcro de todo el proceso.

Acciones: La mayor parte de los estudiantes estandarizo bien la distribucidén pero
mucho se quedaron a ese nivel, siendo pocos los que calcularon la probabilidad
correctamente.

Conceptos y propiedades: La estandarizaciéon comprende la mayor parte de los

conceptos involucrados y hubo un buen desempefio en su ejecucion.
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o Argumentos: Un reducido nimero de estudiantes utiliz0 todos los argumentos

previstos.

A continuacidon haremos un analisis de la respuesta de Eduardo, un estudiante que mostro la
mayor parte de los elementos de significado previstos en el problema. Podemos considerar

cuatro unidades elementales de analisis (U1, U2, U3, U4).

4. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracién que se distribuye aproximadamente
normal con media de 800 hrs. y desviacion estandar de 40 hrs. Encuentre la probabilidad de que una_

muestra aleatoria de 16 focos tenga una vida promedio de menos de 775 hrs. gl
Muestra tus calculos. Z = x=H 2= E_;ﬁ&_ 4 . =

C= 40 his. T r= e
Mg = 800 hee | U1 T~ 7I5-800 _ . . e

he 16 S e o L =25 0

P(x< 77S) a% U3

F(Xxyyg) = P(T < -9.5) = Q(-S’.E) = O.Q{‘EE’:{/
- u4

En Ul, Eduardo comete dos errores en las notaciones de los datos del problema, al

representar la media poblacional mediante x en lugar de x y a la media X , mediante X ;

en U2, escribe primeramente la formula para estandarizar una distribucion, posteriormente
la ajusta al caso de distribuciones muestrales considerando en forma adecuada los
conceptos que en ella intervienen, sustituye los datos y calcula el valor de z; en U3,
construye la grafica de la distribucion poblacional (distribucion normal) y sobre ella
localiza los valores del centro y el valor de la media a partir de cual debe calcular la
probabilidad, sombrea ademads, el area correspondiente. Es importante sefialar que el
estudiante establece en la misma grafica una correspondencia con los valores de la
distribucion normal estandarizada (z=0 para x=800 y z= -2.5 para x=775), finalmente en
U4, expresa mediante el lenguaje adecuado la probabilidad que se le ha pedido P(x<775) y
su correspondiente notacion para usar la distribucion estandarizada P(z<-2.5). En resumen,
Eduardo ha mostrado los elementos de significado previstos en la resolucion del problema,
ha utilizado el lenguaje adecuado, realiza las acciones correctas, tiene en cuenta los

conceptos y las propiedades involucradas y ha realizado las argumentaciones previstas.

4.3 Conclusiones

De acuerdo con el modelo tedrico en que se fundamenta nuestra investigacion, se dice que
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un estudiante comprende un concepto matematico, cuando éste se ha apropiado de los

diferentes elementos de significado que componen el significado institucional previsto.

Esto es posible observarlo a través del sistema de practicas que los estudiantes desarrollan

para resolver una situacion-problema.

No obstante, que para determinar con mayor precision la comprension que los estudiantes

han desarrollado sobre el concepto, se requiere de diversos instrumentos de recoleccion de

datos como cuestionarios, entrevistas, etc., es posible en este caso, advertir que los

estudiantes han desarrollado después de un curso de inferencia estadistica un significado de

las distribuciones muestrales que carece de diversos elementos importantes que sefialamos

a continuacion;

Manejo muy pobre del lenguaje, es decir, no hacen uso de muchas representaciones
y notaciones disponibles y confunden la simbologia que se utiliza para representar a
los diversos conceptos que intervienen en las distribuciones muestrales.

En cuanto a las acciones que se requieren para enfrentar las situaciones planteadas,
en donde mejor desempeio tuvieron los estudiantes fue en el problema de calculo
de probabilidades; al parecer se hizo énfasis en este tipo problemas durante el curso.
En cuanto a la construccion de una distribucion muestral en un ambiente de
muestreo repetido -la cual no se aborda cominmente en una ensefanza tradicional-,
fueron pocos los estudiantes que realizaron las acciones apropiadas.

En lo relativo a conceptos y propiedades que se involucraban en las actividades, no
mostraron evidencia que comprendieran el efecto del tamafio de muestra en la
variabilidad y en el centro de la distribucion muestral, el cardcter constante de un
parametro y el cardcter variable de un estadistico, propiedades muy importantes de
las distribuciones muestrales.

En las argumentaciones, podemos decir que los estudiantes aplicaron pocos
elementos de este tipo, por lo general daban sus respuestas, pero sus validaciones no

estaban bien fundamentadas.

Entonces, como conclusion final podemos sefialar que el enfoque de ensenanza a que han

estado sujetos estos estudiantes, el cual ha hecho énfasis en el uso de formulas y
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procedimientos para resolver problemas, ha desatendido elementos conceptual;
importantes para una comprension adecuada de las distribuciones muestrales. De esta
manera el significado de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales suele estar muy
ligado a representaciones simbodlicas y procesos algoritmicos, y sus argumentos para
comunicar o validar resultados dependen en buena medida de este tipo de representaciones.
Podemos decir, por lo tanto que el significado de los estudiantes es parcial respecto al

significado institucional de referencia.
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Capitulo 5

DESCRIPCION GENERAL DEL ESTUDIO

5.1 Introduccion

En el presente capitulo realizaremos una descripcion general de los hechos y aspectos mas
relevantes que se presentaron en la fase de estudio con los estudiantes participantes. Entre
otros aspectos, se efectuara la justificacion de cada una de las actividades y sesiones que
conformaron el estudio, se analizardn las caracteristicas y objetivos de los cuestionarios
previo y posterior a la ensefianza, la organizacion de las sesiones, el tipo de ayuda que
recibieron los estudiantes de parte del investigador cuando ésta fue requerida, la forma de
trabajo entre los estudiantes, la cantidad de alumnos o equipos que arribaron a la solucion
correcta, asi como las principales dificultades a que se enfrentaron al resolver las

actividades planteadas.

El estudio contemplo la aplicacion de dos cuestionarios —uno previo y otro posterior a la
enseflanza-, una fase de familiarizacién con el software, el desarrollo de 9 actividades

disefiadas para explorar el significado de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales
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en un ambiente de simulacion, asi como algunas entrevistas al final de la fase de estudio.
Para ello, se requiri6 de un total de 20 sesiones que sumaron un total de 30 horas de trabajo.
Las primeras 3 actividades contemplaron una simulacién fisica previa a la simulaciéon con
computadora, con el propdsito de volver mas concreto el proceso de simulacion con el
software, sin embargo, en el resto de las actividades se dependid solo de la simulacion

computacional para resolver los incisos planteados.

En las primeras dos actividades -que consideramos introductorias-, se planted solo la
exploracion de conceptos relacionados con las distribuciones muestrales, como es el caso
de la variabilidad muestral y el teorema del limite central; en las actividades 3, 4, 5y 9 se
planted tanto la exploracion de tales conceptos como la resolucion del problema (célculo de
probabilidades de muestras), mientras que en las actividades 6, 7 y 8 solo se pidi6 calcular
las probabilidades de ciertos resultados muestrales. A excepcion de las actividades 4 y 5,
donde los datos de la poblaciéon se proporcionaron mediante un archivo de computadora, el
resto requeria la formulacién del modelo de la poblacidon para iniciar con la simulacion.
Una descripcion mas detallada sobre las caracteristicas de las actividades se encuentra en el

capitulo 6.

Respecto a la disponibilidad de equipo de computo, cada estudiante dispuso de una
computadora, pero en algunas actividades se formaron equipos de dos estudiantes para

trabajar con una computadora, con el fin de observar la interaccion entre ellos.

5.2 Analisis de las sesiones de trabajo
En lo que sigue, describiremos cada una de las sesiones y los aspectos que consideramos
mas relevantes para ser tomados en cuenta en el andlisis y reporte de los resultados que se

proporcionan en los siguientes tres capitulos.

e  Primer sesion. Aplicacion del cuestionario diagnostico:
Antes de iniciar propiamente con la experimentacion de las actividades de ensefianza, se
aplicé un examen diagnoéstico de 14 items a 30 estudiantes que cursaban la materia de

Estadistica en la Licenciatura en Informatica de UPICSA en el Instituto Politécnico
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Nacional, en la cual se contempla el tema de distribuciones muestrales, que fue el tema de
nuestra investigacion. Al momento de aplicar el examen, los estudiantes ya habian cubierto
la unidad de estadistica descriptiva y distribuciones muestrales, por lo que consideramos
que era el momento adecuado para investigar sobre los significados que sobre el tema
habian construido en la ensefianza recibida. La duracion del examen fue de

aproximadamente 1 hora.

De los 30 estudiantes que contestaron el cuestionario se seleccionaron 11 de ellos, que
reunieron varias caracteristicas, como el hecho de haber contestado el cuestionario
completo, eran estudiantes con asistencia regular —de acuerdo con informacién
proporcionada por el profesor- y mostraron voluntad y compromiso para a asistir a todas las
sesiones del estudio. Se les inform6 que su desempefio en el estudio seria tomado en cuenta

en la evaluacion final de la materia.

Los conceptos que nos propusimos investigar en el cuestionario fueron: variabilidad de una
distribucion, variabilidad muestral, efecto del tamafio de muestra en la probabilidad de
resultados muestrales y las implicaciones del teorema del limite central en el
comportamiento de las distribuciones muestrales. Estos conceptos que estan estrechamente
relacionados y consideramos que deben ser construidos en un curso de distribuciones

muestrales.

Los resultados del cuestionario mostraron que muchos estudiantes no comprendian muchos
de los conceptos y propiedades involucrados, como se podra observar en el capitulo 7,
donde se analiza la evolucion de los significados de los estudiantes, como resultado de la
implementacion del enfoque de simulacidon computacional. El cuestionario completo se

puede consultar en el anexo III de este documento.

e Segunda y tercera sesion. Familiarizacion con el software.

Otra tarea previa al inicio formal de la experimentacion, fue la familiarizacion minima que
los estudiantes deben tener con el software para poder trabajar en las actividades que se les
propusieron. Para apoyar esta tarea, se elabor6 un pequefio manual con los elementos

basicos de Fathom para abordar el tema de distribuciones muestrales. El tiempo que se
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dedico a la familiarizacion fueron dos sesiones de 1.5 horas cada una. Los comandos y
acciones que se mostraron a los estudiantes fueron los siguientes:
e Crear o generar una distribuciéon poblacional. (New collection, New Case Table,
New Cases, Edit Formula, Random Numbers).
e Tomar muestras de la poblacion. (Sample cases, Inspect Sample Cases).
e Definir el estadistico que se desea calcular en cada muestra (Measures).
e Seleccionar un numero grande de muestras y calcular el estadistico en cada una de
ellas (Collect Measures).
e Construir una tabla con los valores de las medias y un histograma o diagrama de
puntos (Case Table, New Graph).
e Calcular medidas descriptivas de la distribucion muestral como la media y la
desviacion estandar (Summary Table, Add Basic Statistics).
e Superponer la distribucion muestral tedrica a la distribucion empirica obtenida
como un medio de validar los resultados (Edit Formula, Plot Function).
e Calcular la proporciéon de casos que caen dentro de cierto intervalo como una

estimacion de la probabilidad (New Filter, Add Formula).

En la segunda sesion se abordo la distribucion muestral de medias, mientras que en la tercer
sesion se trabajo con la distribucion muestral de una proporcion. Durante estas sesiones de
familiarizacion observamos que los estudiantes mostraron habilidad para el manejo del

software y siguieron sin dificultad las acciones indicadas por el investigador.

e Cuarta sesion. Primera parte de la actividad 1.
En esta sesion iniciamos con la primera parte de la actividad 1, la cual era de caracter
exploratorio, y consistiéo en una simulacion fisica apoyada en el lanzamiento de monedas.
Esta actividad se trabajé en forma individual y se acumularon los resultados de los 11
estudiantes para lograr un mayor nimero de muestras. Los registros de los datos, sus
graficas y sus observaciones los realizaron sobre sus hojas de trabajo.

Actividad 1

Considera la poblacion que se compone de todos los resultados que obtendriamos si lanzaramos una
moneda al aire un niumero infinito de veces. Si la moneda es justa se espera que la proporcion de
aguilas de esta poblacion sea igual a 0.5
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Primera parte
a) Toma 10 muestras de 10 lanzamientos cada una y obtén la proporcion de aguilas en cada
muestra. Construye una grafica con las proporciones, calcula el centro y la dispersion de la
distribucion. Comenta tus observaciones.

b) Acumula tus resultados con los tus compafieros y construye una nueva grafica con los
valores de las proporciones. Centra tu atencion en el centro, la dispersion y la forma de
la distribucion. Comenta tus observaciones.

Un hecho que llamo la atencion del investigador fue el error que todos los estudiantes
cometieron al graficar los 10 valores de las proporciones obtenidas. El error consistié en
colocar en forma temporal a como fueron sucediendo los valores de las proporciones, sin
tener que en cuenta la frecuencia con que aparecian. Un ejemplo de ello es la grafica hecha

por Denis.

a) Tema [0 muestras de 10 lanzamientos cada una y obitén la proporeion de aguilas on cada
muested. Construye una gralicy con lus proporeiones, ealouly el contio v Ta dispersion de

la distrhuciot. (]'omch'lu [ts obsavaeiones,

Fas | ‘

Liral

Grafica realizada por Denis

Una vez sefialado el error por parte del investigador, los estudiantes procedieron a

corregirlo y no lo repitieron en la parte donde se acumularon los resultados.

No obstante que el propoésito principal de la primera parte de la actividad (simulacion
fisica) eran volver mas concreto el proceso de simulacién con Fathom, y ante los pocos
datos de que disponian, los estudiantes tuvieron un primer acercamiento con propiedades
importantes que nos proponiamos investigar con mayor detalle en la parte de simulacion
computacional. Algunas observaciones fueron las siguientes:

e Lamedia de la distribucion coincide con el parametro poblacional.

e La forma de la distribucion muestral tiende a ser acampanada cuando se tienen

muchas muestras.
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e Como consecuencia de lo anterior, los valores mas frecuentes de las medias
muestrales se encuentran alrededor del centro de la distribucidon muestral. Otra

manera de decirlo seria que los valores extremos son menos frecuentes.

e Quinta sesion: Segunda parte de la actividad 1 .
En esta sesion abordamos la segunda parte de la actividad 1 (simulacion con Fathom).

Segunda parte
¢) Utiliza Fathom para simular el proceso de muestreo, considerando muestras de tamafio 10,
20y 30. Registra tus resultados en el cuadro que se te proporciona.

d) Calcula el centro y la dispersion de las distribuciones muestrales tedricas y compara los
resultados con los de las distribuciones muestrales obtenidas por simulacion.

En esta parte, se pedia a los estudiantes calcularan las medidas descriptivas de la
distribucion muestral tedrica y la distribucion empirica obtenida mediante simulacién. La
hoja de trabajo incluia un cuadro donde se debian colocar la forma de la distribucion, su
media y su dispersion. Se pretendia que comparan los resultados obtenidos para los
diferentes tamafios de muestra e identificaran patrones, ademas de que compararan los
resultados tedricos con los resultados de la simulacion. Esta idea de dibujar la forma de la
distribucion, fue desechada en las siguientes actividades, pues los estudiantes invirtieron
mucho tiempo en ello y finalmente la calidad de los dibujos no permitieron hacer una
comparacion entre ellas. Se optd entonces por hacer la comparacion directamente de la

pantalla de la computadora.

En esta parte de la actividad los estudiantes tuvieron algunas dificultades con el manejo del
software, dado que era su primer actividad y ain no estaban lo suficientemente
familiarizados con €l. Las principales dificultades que se observaron fueron las siguientes:
e Dificultades para definir la poblacion
e Dificultades para tomar las muestras. Confundian la cantidad de muestras con el
tamafio de la muestra.

e Dificultad para introducir la férmula del estadistico en forma correcta.

En el capitulo 6 daremos mayores detalles de estas dificultades.
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Debido a los problemas que se presentaron con el manejo del software y después recibir la
ayuda del investigador para resolver dichas dificultades, solo 7 estudiantes lograron
construir la distribucién muestral para el tamafio de muestra 10, en el tiempo de la sesion,
mientras que el resto no logr6 terminar el trabajo. Se quedé en el acuerdo que la siguiente
sesion se continuaria con las muestras de tamafio 20 y 30 aprovechando la estructura del

programa para la muestra de tamafio 10.

e Sexta sesion. Continuacion con la segunda parte de la actividad 1.
La quinta sesion se inicid corrigiendo los errores de algunos estudiantes que no lograron
construir la distribucion muestral para el tamafio de muestra 10 en la sesion anterior.
Posteriormente construyeron las distribuciones para los tamafios de muestra 20 y 30. En
esta sesion se tuvieron menos dificultades en el manejo del software. Una vez concluida la
construccion de las tres distribuciones, los estudiantes anotaron sus observaciones y
conclusiones centrando su atencién en la forma, el centro y la dispersion de las

distribuciones en relacion con el tamano de la muestra.

Observamos que muchos estudiantes mostraban cierta comprension de las propiedades de
las distribuciones muestrales aunque sin un manejo adecuado del lenguaje, y centraban su
atencion en aspectos poco relevantes como son las milésimas de las medidas y en las

alturas de las distribuciones en lugar de la dispersion.

e Séptima sesion. Primera parte de la actividad 2
En esta sesion iniciamos con la primera parte de la actividad 2, la cual consistié en una
simulacion fisica apoyada en bolsas de chocolate de la marca M&M’s. A esta actividad,
igual que la anterior le dimos el caracter de introductoria y fue trabajada en forma

individual, para posteriormente acumular los resultados de todos.

Actividad 2

En las bolsas de chocolates de la marca M&M's en su presentacion de chocolate con leche (bolsa
café) aparecen chocolates de diversos colores. Segin la compaiiia, el 30% de ellos son de color
café.

Primera parte
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a) Selecciona dos bolsas de chocolates y determina la proporcion de chocolates color café en
cada una. Acumula tus resultados con los de tus compaferos y construye una grafica.
Determina el centro y la dispersion de la distribucion. Comenta tus observaciones centrado
tu atencion en la forma, centro y dispersion de la distribucion muestral.

b) Determina la proporcion de chocolates de color amarillo en cada bolsa y reune tus
resultados con los de tus compaiieros. ;Cudl seria tu estimacion de la proporcion de
amarillos en la poblacion de M&M's?

A cada estudiante se le proporcionaron dos bolsas de chocolates en su presentacion Milk,
que de acuerdo con la pagina de internet de la empresa, el 30% de la produccion es de color
café. La idea de esta actividad fue tomar muestras fisicamente una poblaciéon con

distribucion binomial con parametro p = 0.3, a diferencia de la anterior actividad donde se

abord6 una poblacion con distribucion binomial con pardmetro p =0.5.

De nueva cuenta, varios alumnos cometieron errores al graficar la distribucion de las
proporciones, a pesar de la advertencia que se les hizo en la actividad anterior. Tal es el

caso de Denis, que por segunda ocasion realizd mas su grafica.
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Grafica de Denis

En la grafica puede verse como Denis dibuja cada valor muestral conforme fue apareciendo
en el transcurso del tiempo.

Los alumnos sefialan en sus observaciones que no creen que la compaiiia llene los sobres
con el 30% de chocolates café, pues la media de 22 bolsas (muestras) fue de 18 chocolates
café y solo una bolsa se acerco al valor del pardmetro que fue de 28%. Este resultado es
poco probable, pero sin embargo ocurrid. Nos hubiera gustado obtener mas bolsas con mas
del 30% de chocolates café¢ para que la distribucion de muestras hubiera estado mas

centrada en el valor del pardmetro; pero lo importante es que los alumnos desconfian de la
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declaracion, que en promedio el 30% de los chocolates son café, dado que 22 muestras

arrojan un valor mucho menor.

e Octava sesion. Segunda parte de la actividad 2

Segunda parte
¢) Simula el proceso anterior mediante Fathom, tomando muestras de tamafio 5, 15 y 30.
Registra tus resultados en el cuadro que se te proporciona.

d) Compara los resultados tedricos con los que obtuviste mediante simulacion.

En esta sesion iniciamos con la simulacion computacional del problema. Previo a esta
actividad ya se habia simulado un poblacion binomial (lanzamiento de una moneda) con

parametro p =0.5, por lo que esperabamos que los estudiantes transfirieran su aprendizaje
a la nueva situacion (binomial con p =0.3). Sin embargo, estdbamos conscientes que el

hecho que hubiera 6 colores diferentes de chocolates y de los cuales sélo se sabia que el
30% era color café, les iba a representar problemas a los estudiantes para modelar la

poblacion, y efectivamente asi ocurrio.

Se observo que los estudiantes hacian esfuerzos por establecer el modelo para la poblacion
y no lo lograban; algunos lo hicieron incorrectamente y continuaron con el proceso, sin
embargo, en las siguientes etapas se percataban que algo andaba mal. Otros no lograban
pasar de la modelacion y llamaban al investigador para que les ayudara. Se les pidi6 que
hicieran un poco mas de esfuerzo por resolver la situacion y que de no lograrlo se les
ayudaria a saltar este obstdculo. En el momento que todos habian modelado la poblacion,
ya sea correcta o incorrectamente se les pidi6 que guardaran su trabajo para tener evidencia
de lo que hicieron. También se les pidi6 que mediante la opcidon de texto que dispone
Fathom dieran una explicacion del porque habian modelado la poblacion de la forma como
lo hicieron. La ayuda fue individual y siempre promoviendo la reflexion para que ellos
mismos modelaran la poblacion y que no fuera el profesor quien les diera la solucion. Cabe
aclarar que solo 2 estudiantes (Libnia y Edgar) lograron modelar la poblacion sin ayuda. La
mayor parte de la sesion se invirtid6 en formular el modelo de la poblacion y apenas se

empez06 a construir la distribucion muestral para el tamafio de muestra igual a 5.
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A manera de conclusion de esta parte de la actividad podemos sefialar que el paso de la
lectura del problema a la modelacion en Fathom ha sido dificil para los estudiantes. Parece
ser que la simulacion fisica previa con los chocolates poco ayudé a identificar las variables
relevantes para modelar la poblacién. Se observd ademds que algunos estudiantes
incurrieron en el sesgo de equiprobabilidad al colocar todos los colores en la misma
proporcidn, mientras que otros asignaban arbitrariamente los colores en distinta proporcion.
En el capitulo 6 se proporcionan todos los detalles de estas dificultades. En cuanto al
manejo del software se observaron menos errores que en la actividad anterior, solo 2
alumnos cometieron errores de sintaxis al introducir la formula del estadistico, pero una vez

corregidos lograron construir la distribucion sin mayor dificultad.

e Novena sesion. Continuacion con la segunda parte de la actividad 2.
En esta sesion se les pidid a los estudiantes que concluyeran las distribuciones muestrales
que habian empezado y que escribieran sus conclusiones sobre el comportamiento de las
distribuciones, teniendo en cuenta el centro, la forma y la dispersion. Observamos que al
comparar los resultados tedricos con los que proporciona Fathom, los estudiantes centran su
atencién en la minima diferencia que resulta en ocasiones y no observan la convergencia de
los resultados empiricos a los tedricos. En esta sesion también se resolvid el inciso b, que
pide una estimacion de los chocolates amarillos que hay en la poblacion, con base en las 22
bolsas que se examinaron. Los resultados fueron que algunos estudiantes no utilizan la

media de las proporciones muestrales para estimar la proporcion poblacional.

e Décima sesion. Actividad 3 y Actividad 4.
La primer media hora se dedicé a que los estudiantes concluyeran la actividad 3 que se les
habia dejado de tarea. Sin embargo, no se obtuvieron los resultados que se esperaban, pues
muchos no la concluyeron por lo que nos se reportan los resultados de esta actividad en el
documento. En la segunda parte de la sesion se inicid con la actividad 4, la cual no
contemplaba simulacién fisica, solo con Fathom; ademads, esta actividad no requeria
formular el modelo de la poblacion, ya que esta se les proporciond mediante una coleccion
datos a través de un archivo, y era la primer actividad que ademas de explorar conceptos se

pedia el calculo de probabilidades. La idea de esto, es que pensamos en una poblaciéon con
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un comportamiento irregular y la forma mas facil de hacerlo era de esta manera, por lo que
no se presentaron en este caso los problemas con la formulacion de la poblacion que se

presentaron en las actividades anteriores.

Ademéds, es importante sefialar que se hicieron algunas modificaciones a la actividad a
como habia sido concebida originalmente, con el proposito de enfocar mas la atencion de
los estudiantes a los conceptos y propiedades que nos interesaba investigar, ya que en las
actividades anteriores no se habian centrado en los aspectos de nuestro interés. En
particular se les pidid que enfocardn su atencion en las cuatro distribuciones obtenidas
mediante simulacion para que identificaran patrones, hicieran la comparacion la poblacion
y tuvieran en cuenta el efecto del cambio en el tamafio de muestra, de igual forma se pidi6
que calcularan en forma tedrica la distribucion muestral y compararan los resultados con

los obtenidos mediante simulacion.

Actividad 4
Se han recolectado 1000 monedas y se observo su fecha de fabricacion y su edad al presente afo.
Los datos han almacenado en un archivo de Fathom denominado Monedas.ftm.
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Considera las 1000 monedas como una poblacion.

a) Determina el centro y la dispersion de la poblacion.

b) Utiliza Fathom para construir distribuciones muestrales de la poblacion anterior para
muestras de tamafio 5, 10, 15 y 30. Registra los resultados en el cuadro que se te
proporciona a continuacion:

c¢) Compara entre si el centro y la dispersion de las cuatro distribuciones muestrales y saca
tus conclusiones.

d) Compara el centro y la dispersion de las cuatro distribuciones muestrales con el centro
y la dispersion de la poblacion. Saca tus conclusiones.

e) Compara la forma de las distribuciones muestrales con la forma de la poblacion. ;Qué
pasa cuando el tamafio de la muestra se incrementa?

f) Calcula el centro y la dispersion de las cuatro distribuciones muestrales utilizando las
férmulas que conoces y concentra los resultados en el cuadro siguiente:
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g) Compara los resultados que obtuviste mediante simulacién con los que dan las
formulas. Saca tus conclusiones.

h) Intenta enunciar en la forma mas precisa posible, las propiedades (forma, centro y
dispersion) de las distribuciones muestrales que has observado.

i) Ahora, ;Cual sera la probabilidad que si se toma una muestra de tamafio 30, la edad
promedio de las monedas sea mayor de 10 afios? . Calcula dicha probabilidad tanto en
forma teorica como con Fathom.

Consideramos que fue una actividad muy productiva, pues los estudiantes empezaron a
enfocarse e identificar conceptos y propiedades, como es el caso del teorema del limite
central y el efecto del tamafio de muestra en la probabilidad. Ademas, pudieron apreciar

que la proximidad entre resultados teéricos y empiricos.

A estas alturas, eran cada vez menos los problemas con el software y era practicamente una
alumna la que seguia presentando dificultades para introducir correctamente la formula
para la media de la muestra. Otro aspecto que es fuente de dificultad y que se observé por
primera vez, es cuando los estudiantes hacen el ajuste de la distribucion tedrica con la
empirica, pues confundian las medidas de la distribuciéon muestral y las medidas de la

poblacion.

Sesion 11. Actividad 5.

Al igual que la actividad anterior, la actividad 5 tampoco requeria formular el modelo
poblacional, ya que esta fue proporcionada mediante una coleccion de datos. Seguimos el
mismo lineamiento de modificar la actividad para enfocar més la atencion de los
estudiantes y que comparar resultados entre distribuciones y entre resultados tedricos y
empiricos.

Cabe sefialar, que ambas actividades fueron desarrolladas sin mayor contratiempo, pues los
estudiantes ya habia aprendido a utilizar el software y se habia apropiado de los pasos
requeridos para el proceso de simulacion.

Actividad 5
Consideremos los siguientes 500 datos como una poblacidon cuya forma se muestra en la siguiente
grafica:
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Los datos se han almacenado en un archivo de Fathom cuyo nombre es Beta.fim

a) Determina el centro y la dispersion de la poblacion.

b) Utiliza Fathom para construir distribuciones muestrales de la poblacion anterior para
muestras de tamafio 1, 10, 20 y 30. Registra los resultados en el cuadro que se te
proporciona a continuacion:

¢) Compara entre el centro y la dispersion de las cuatro distribuciones muestrales entre si, y
con el centro y la dispersion de la poblacion. Saca tus conclusiones.

d) Compara la forma de las distribuciones muestrales con la forma de la poblacién.

e) Calcula el centro y la dispersion de las cuatro distribuciones muestrales utilizando las
formulas que conoces y concentra los resultados en el cuadro siguiente:

f) Compara los resultados que obtuviste mediante simulacidén con los que dan las férmulas.
Saca tus conclusiones.

g) Intenta enunciar en la forma mas precisa posible, las propiedades (forma, centro y
dispersion) de las distribuciones muestrales que has observado.

h) Abhora, ;Cual sera la probabilidad que si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio 30,
la media sea menor a 0.3? Calcula dicha probabilidad tanto en forma tedrica como por
simulacion. Comenta tus conclusiones.

1) ¢Cual sera la probabilidad que si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio 20, la
media sea menor a 0.3? Calcula dicha probabilidad tanto en forma tedrica como por
simulacion. Comenta tus conclusiones.

Sesion 12. Repaso de contenidos vistos.

Esta sesion se dedico a dar un repaso de los contenidos vistos, pues se estaba regresando de
un periodo de dos semanas de inactividad, ya que los estudiantes estuvieron en un periodo
de exdmenes que el IPN aplica a la mitad de cada semestre. El instructor tomé uno de los
ejemplos ya vistos y lo trabajé paso a paso, explicando a los alumnos y pidiendo su
participacion en la explicacion del porqué de ciertas propiedades y resultados en los
ejercicios tratados. Se hizo énfasis en que vieran la variabilidad muestral como una variable
que estd en funcion del tamafio de la muestra, igualmente la forma y la dispersion de la
distribucion muestral. Se empezé con un tamafo de muestra de 10 y se pidid que
observaran el rango de variaciéon de la media muestra y lo compararan con la media

poblacional. Se les pidid entonces que dieran una opcion para disminuir la variabilidad y
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que la media muestral estuviera mas cercana a la poblacional, solo dos estudiantes dijeron
que aumentado el tamafio muestral. Esto no hace reflexionar que no ha sido facil que ellos
capten el efecto del tamafio de muestra en la variacion de los resultados. Aunque en los
ejercicios lo han mencionado ha sido porque observan como el valor de la desviacién
estandar disminuye cuando aumenta el tamafio de la muestra. Pero en el repaso se abordd
de otra manera, tomando muestras una a una y viendo directamente la variacion de la media
muestral y no con la desviacion estandar. Respecto a la forma se dan cuenta de inmediato
de la normalidad de la distribucion, pero no atienden que la poblacion puede tener forma

muy distinta y a pesar de eso la distribucion muestral tiende a la normalidad.

En las sesiones se han percatado de la relacion entre tamafio de muestra y dispersion
observando como varian los valores de la desviacion estandar, pero en el repaso se les pidio
que vieran la relacion observando los histogramas y no centran su atencion en la
variabilidad o dispersion, sino en las irregularidades del histograma. No les resulta facil

decir que a mayor tamafio de muestra, menor variabilidad observando las graficas.

Sesion 13. Actividad 7.

En esta sesion iniciamos con la actividad 7, en lugar de la actividad 6, que la trasladamos
para la siguiente sesion. La actividad traté de una maquina embotelladora de refrescos,
cuyo volumen sigue una distribucién normal y solo se centraba en calcular probabilidad de
resultados muestrales. Esta fue la primera y tUnica actividad que contemplaba una
distribucion continua, lo que de entrada causé dificultad a los alumnos para generar la
poblacion, pues las actividades previas consistian de distribuciones discretas y la forma de
introducir la poblacion difiere segun el tipo de variable. Con el propodsito de que fueran
ellos mismos los que encontraran la solucidn, se les pidid que revisaran su manual de
Fathom, donde aparecia un ejemplo similar, sin mayor problema entonces, generaron la
poblacion.

Actividad 7:

Una maquina de refrescos se ajusta para que la cantidad de bebida que sirve promedie 240 ml con
una desviacion estandar de 5 ml. La maquina se verifica periddicamente tomando una muestra de 40
bebidas y se calcula el contenido promedio (media).

= ;Cudl es la probabilidad de que en una muestra seleccionada al azar se tenga un contenido
promedio menor que 239ml.?
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= ;Sila maquina se ajusta cuando el contenido promedio de la muestra sea menor a 239 ml y
mayor a 241 ml. ;Qué proporcion sera ajustada la maquina?

a) Construye con Fathom la distribucion muestral de la media para muestras de tamafio 40 y
contesta los incisos anteriores.

b) Resuelve tedricamente los incisos y comparalos con los resultados de la simulacion.

¢) Sien lugar de tomar una muestra de 40 bebidas, se toma una muestra de 20 bebidas. ;Qué
pasa con la proporcion de veces que la maquina es ajustada?

Un error que llamo la atencion del investigador, debido a que lo cometieron la mayor parte
de los alumnos, fue que con una sola muestra pretendian responder los incisos que se les
plantearon, en lugar de hacerlo con la distribucion muestral. Esta situaciéon no se habia
presentado en las actividades anteriores donde los estudiantes ya habian adquirido la rutina
de seleccionar muchas muestras, por lo que atribuimos a las dos semanas de receso por
examenes el olvido del proceso. Esta dificultad ha sido reportada por Saldanha y Thompson
(2002), donde los estudiantes no consideran la distribucion de las muestras y en cambio
utilizan solo una de ellas para calcular probabilidades de resultados muestrales. Es decir,
los estudiantes confunden la distribucién de una muestra con la distribucion muestral, sobre
todo porque en poblaciones normales, y con tamafos grandes de muestra, ambas son muy

parecidas en forma (acampanada).

Sesion 14. Continuacion de la actividad 7.

En esta sesion se continud con el problema de los refrescos, de hecho decidimos volver a
iniciarlo de nuevo, dado que en la sesion anterior se cometieron algunos errores.
Observamos que sin mayor dificultad los alumnos resolvieron el problema, salvo al
momento de calcular las probabilidades algunos tuvieron problemas para introducir el
codigo adecuado, sobre todo con los signos de desigualdad. Sin embargo, cuando
compararon los resultados tedéricos con los de la simulacidon se dieron cuenta que eran
bastante diferentes. Entonces los alumnos, con la certeza que habian hecho bien el
procedimiento con Fathom, pensaron que el error podria estar en los calculos con las
formulas o en el manejo de las tablas. Se dieron a la tarea de revisar su procedimiento una y
otra vez, sin encontrar error alguno, entonces de nueva cuenta generaron la distribucién
muestral en Fathom llegando a los mismos resultados que tenian anteriormente. Estos
resultados desconcertaron al mismo investigador que al revisar el problema se dio cuenta

que los alumnos estaban bien en todo el proceso de simulacion, solo que la poblacion de
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1000 refrescos para el caso de una variable continua resultaba insuficiente para dar los
mismos resultados que en el caso tedrico, aumentd a 2000 refrescos y los resultados
coincidieron. En la préxima sesion se plantea que los estudiantes corrijan de nuevo esa

situacion y terminen el problema.

Sesion 15. Terminacion de la actividad 7.

En esta sesion se termind la actividad 7 después de 2 sesiones de trabajo con ella. El
desarrollo de la actividad transcurri6 sin mayores problemas en los equipos, excepto con el
equipo de Monica y Coral que tuvieron errores en el manejo de tablas, lo que provoco que

no coincidieran sus resultados teoricos con los de la simulacion.

Para calcular las probabilidades pedidas, se podian utilizar diferentes alternativas. Una de
ellas consiste en introducir una féormula en la tabla resumen, otra es utilizar un filtro con los
casos deseados y determinar con una calculadora la proporcion de casos filtrados. La Gltima
opcion tiene mucha utilidad si se complementa con el sombreado de los casos filtrados
sobre la distribucién muestral. Sin embargo, muchos estudiantes solo filtraban pero no

sombreaban.

Los resultados con el software y tedricos fueron similares, por lo que sefialan que el
software si es confiable. Hacen un buen manejo teérico y de las tablas. Senalan que la
probabilidad aumenta cuando disminuye el tamafio de la muestra (correcto) y que a mayor

tamafio de muestra el error es menor (correcto).

Monica y Coral, después de correr dos veces la simulacion encuentran resultados diferentes
con los tedricos, pues estdn manejando mal las tablas. Utilizan dos distribuciones
muestrales para resolver cada inciso, cuando lo pueden hacer solo en una y utilizan la
opcion de filtro al igual que Viridiana y Denis.

Jorge y Omar realizaron bien la simulacion y encontraron resultados similares con los
tedricos, después de haber aprendido a manejar bien las tablas, pues al principio no lo
hacian. Hicieron un manejo bastante eficiente del software pues agregaban la distribucion

muestral tedrica a la empirica aunque de manera incorrecta, pues no establecian las
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conexiones apropiadas entre ellas. En un principio tenian problemas con el conectivo, pues
utilizaban and en lugar de or, lo que se derivo de un error de redaccion en la pregunta de la

actividad.

Sesion 16. Actividad 6.
En esta sesion se inicié con la actividad 6 que trataba de una poblacién discreta con
distribucion binomial y fue la primer actividad donde se video grabo a una pareja de

estudiantes (Libnia y Edgar) y el resto trabajo en forma en parejas.

Actividad 6
En una fabrica de cojinetes para automovil se ha desajustado una maquina y el 30% de su
produccion esta saliendo defectuosa.

e Si se toma una muestra de tamafio 80. ;Cuantos cojinetes defectuosos esperarias en la

muestra?

e ,Cuadl es la probabilidad de que en una muestra de tamafio 80 existan 30 6 mas
defectuosos?

e ;Cual es la probabilidad de que aparezcan 20 o menos defectuosos en la muestra de
tamafio 807

a) Utiliza Fathom para construir la distribucion muestral de la proporcion de defectuosos.
b) Contesta los incisos del problema con los resultados de la simulacion.

¢) (Como podrias verificar que los resultados de la simulacion estan correctos?.

d) Realiza la verificacion

En esta actividad se presentd un problema cuando los estudiantes estaban resolviendo la
actividad. El problema consistio en que la informacion sobre los cojinetes defectuosos se da
en porcentaje, mientras que las probabilidades que se piden estan en cifras absolutas. Todos
los estudiantes calcularon proporciones como lo habian venido haciendo en las actividades
anteriores, pero al calcular la probabilidad se dieron cuenta que debian cambiar desde un
principio la formula de la proporcion de defectuosos en las muestras por la cifra absoluta.

Lo comentaron con el investigador y ellos mismos procedieron hacer la correccion.

Sesion 17. Actividad 8.

Actividad 8

Una tienda departamental ha decidido premiar la preferencia de sus clientes; para ello, dispone de
una tombola con 500 esferas, todas con premio y en igual proporcion. Las esferas estan marcadas
con premios que van desde 1000 hasta 15000 pesos. El cliente selecciona de manera aleatoria 3
esferas y su premio consiste en la media de las cantidades seleccionadas. Después se regresan las
esferas a la tombola para que un nuevo cliente haga su seleccion.

Utiliza Fathom para contestar lo siguiente:
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Construye la distribucion muestral de la media.

(Cudl crees que sea la ganancia media esperada de los clientes?

(Cual es la probabilidad de que el premio de una persona sea menor a 10000 pesos?

(Cual es la probabilidad de que el premio de una persona se encuentre entre 3000 y 10000
pesos?

Interpreta los resultados. Explica que significan.

Comprueba tedricamente los resultados usando Fathom o papel y lapiz.

balbal e

oW

Se observd de nueva cuenta que los estudiantes tuvieron dificultades para formular el
modelo de la poblacion, de hecho hicieron muchos intentos hasta que lograron formularla.
En sus primeros intentos, trataban de utilizar la distribucion normal, posteriormente y dado
que el problema sefala que existe igual proporcion de premios buscaron la opcion random
en su version randominteger, sin embargo tampoco obtenian los resultados deseados.
Algunos les resultaban decimales y a otros enteros, pero se trataba que los premios eran
multiplos de 1000. Algunos recordaron el parecido del problema con el de los chocolates y
empezaron a introducir la poblacion directamente, a otros se les tuvo que hacer la

sugerencia.

En esta sesion se videograbd a Gerardo y Jorge y los detalles de su proceso se muestran en

la transcripcion.

Sesion 18. Actividad 9.

Se dio inicio a la ultima actividad. Se video grabé a Omar y Ana Lilia, el resto de los
alumnos trabajo en parejas. En esta ocasion no se tuvo mayor dificultad en la formulacion
del modelo, pues se trataba de un ejemplo sencillo que ha habia sido abordado en la
familiarizacion del software. Se observdo que los alumnos se habian apropiado del
procedimiento para resolver problemas, ya que cuando lograban pasar la etapa de

modelacion no tienen mayor problema.
Para este momento, hemos observado en las hojas de trabajo de los estudiantes que han

identificado importantes propiedades de las distribuciones muestrales y han resuelto el

problema correctamente. Esto ha sido producto de un proceso continuo y progresivo donde
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se han ido aproximando cada vez mas a los conceptos y producto de haberse familiarizado

con la herramienta.

Sesion 19. Entrevistas.
Esta sesion la dedicamos a entrevistar algunos estudiantes para conocer a un mayor nivel de

profundidad los significados que construyeron sobre los conceptos involucrados.

Sesion 20. Cuestionario posterior a las actividades.

En esta sesion aplicamos un cuestionario que fue disefiado teniendo en cuenta los mismos
conceptos que el cuestionario diagndstico, como son, el teorema del limite central, la
variabilidad muestral, calculo de probabilidades y el efecto del tamafio de muestra en el

valor de las probabilidades.

Los resultados indican que los significados que los estudiantes tenian de las distribuciones
muestrales han evolucionado producto de las actividades y el ambiente de simulacioén en
que trabajaron. La evolucidon se ha dado no solo en términos cuantitativos, ya que fueron
mas los estudiantes que contestaron correctamente después de la ensefianza, sino también
en términos cualitativos, al mostrar que han sido conscientes de diversas propiedades y las

relaciones entre ellas. El analisis completo del cuestionario se presenta en el capitulo 8.
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Capitulo 6

SIGNIFICADOS DE LOS ESTUDIANTES SOBRE LAS DISTRIBUCIONES
MUESTRALES EN UN AMBIENTE DE SIMULACION COMPUTACIONAL

6.1 Introduccion

En este capitulo daremos respuesta a una de las principales preguntas que motivaron esta
investigacion: ;Qué significados atribuyen los estudiantes a las distribuciones muestrales
como resultado de una enseiianza basada en un ambiente de simulacion computacional y
estadistica dinamica?. La pregunta anterior ha surgido después de hacer un andlisis
profundo de la literatura sobre la utilizacion de herramientas computacionales en la
educacion estadistica. Algunas investigaciones (por ejemplo, Lipson, 2000; Meletiou-
Mavrotheris, 2004) sugieren que cuando éstas herramientas son disefiadas y utilizadas en
forma adecuada en el salon de clases, poseen el potencial de ayudar a los estudiantes a que
construyan y desarrollen ideas e intuiciones correctas sobre conceptos estadisticos, que

dificilmente podrian desarrollar en un ambiente tradicional de lapiz y papel.

Una forma de emplear la tecnologia, sugerida en diversos trabajos de investigacion en

educacion estadistica (por ejemplo, Behrens, 1997; Lipson, 1997; Moore, 1990; Biehler,
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1991; Shaughnessy, 1992; Tanis, 1992 y Ben-Zvi, 2000) para ayudar a los estudiantes a
mejorar la comprension de las distribuciones muestrales, es a través de la simulacion
computacional. En muchos de estos trabajos se resalta la idea de que la simulacion
computacional permite a los estudiantes construir por ellos mismos la distribucién muestral
de un estadistico, enfocandose tanto en el proceso de construccion, como en el resultado
final.

Recientemente han surgido paquetes de software educativos que permiten la simulacion de
distribuciones muestrales en un ambiente de estadistica dindmica. El software que hemos
utilizado en este trabajo (Fathom), pertenece a esta moderna linea de software dinamico que
permite ligar los diversos conceptos que intervienen en las distribuciones muestrales por
medio de representaciones multiples (graficas, tablas, formulas) en forma simultanea, de tal
manera que el cambio de datos o parametros en una representacion puede ser visualizado de
inmediato en las demds representaciones. Pea (1987, p. 96) sefiala que un software con
estas caracteristicas contribuye a que los estudiantes accedan de una forma mas inmediata a
una comprension intuitiva de las interrelaciones entre graficas, formulas y otras

representaciones de un concepto.

Nos hemos interesado entonces, por investigar el efecto que puede tener la herramienta de
simulaciéon computacional en un ambiente de estadistica dinamica -como el que
proporciona Fathom-, en los significados que los estudiantes atribuyen a las distribuciones

muestrales.

En los siguientes apartados, dichos significados seran descritos de acuerdo con el marco
tedrico que guia esta investigacion; esto es, por el sistema de practicas matematicas
(representaciones, acciones, conceptos, propiedades, argumentaciones) que los estudiantes
utilizan al resolver las situaciones-problema a las que se enfrentaron en las actividades de

ensefianza, y la forma como el software influy6 en la construccion de dichos significados.
De manera breve podemos adelantar que los significados construidos por los estudiantes,

distan mucho de los significados que habian construido en la ensefianza tradicional que

recibieron en el curso, antes de las actividades. El ambiente de simulacion propiciéo que

101



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

hicieran uso de diversas representaciones de los conceptos involucrados, principalmente
representaciones graficas y numéricas. Sus acciones y procedimientos se enfocaron a
construir la distribucion muestral por ellos mismos, explorar conceptos, propiedades y
calcular probabilidades, a diferencia del ambiente tradicional donde se enfatiza mucho en el

uso de representaciones simbolicas y procedimientos rutinarios basados en férmulas y

tablas de probabilidad.

La herramienta computacional ha traido consigo que algunos procedimientos que son clave
en el ambiente tradicional se vuelvan triviales, o ni siquiera se requieran en el ambiente de
simulacion como es la estandarizacion de la distribuciéon muestral y el uso de tablas de

probabilidad.

6.2 Marco de analisis de los resultados

El anélisis de los significados se hara teniendo en cuenta los diferentes instrumentos de
recopilacion de informacion que se utilizaron en el estudio, como son las hojas de trabajo
que los estudiantes utilizaron en cada actividad, el trabajo realizado con el software por
cada estudiante y que diariamente fue entregado y guardado en un archivo de computadora,
las entrevistas que se realizaron con algunos estudiantes y el examen posterior a las
actividades donde fueron incluidos diversos conceptos y propiedades estrechamente

relacionadas con las distribuciones muestrales.

El marco de andlisis tendra en cuenta las diferentes etapas que se requieren en el proceso de
simulacion de la distribucion muestral de un estadistico y su aplicacién a la resolucion de
un problema. Estas etapas son:
1. Formular el modelo de la poblacion.
2. Construir la distribucién muestral.
a) Seleccionar una muestra de un tamano dado de la poblacion y definir
sobre ella el estadistico de interés.
b) Repetir el proceso de seleccion de muestras muchas veces y formar una
coleccion con los estadisticos calculados, para dar lugar a la distribucion

muestral, tanto en version tabular como en version grafica.
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3. Seccionar o dividir la coleccién de estadisticos (distribucion muestral) para
determinar qué proporcion (probabilidad empirica) de estadisticos estdn mas alla
de un valor o entre dos valores dados.

La razon de utilizar este marco de analisis, es que en las etapas mencionadas del proceso de
construcciéon e interpretacion de las distribuciones muestrales, intervienen diversos
conceptos y propiedades que son producto de diferentes acciones e interacciones con el
software, y son de nuestro interés analizarlos por separado. En cada una de las etapas del
proceso de simulacion haremos un andlisis cualitativo de los elementos puestos en juego
por los estudiantes, asi como un analisis semidtico de algunas de sus respuestas, para
interpretar de manera mas precisa sus significados. A su vez, en cada etapa se hard un
analisis del papel que jug6d la herramienta computacional en la construcciéon de los
significados.

De acuerdo con el modelo tedrico que guia el trabajo, los elementos que componen el
significado de un concepto son:

e Situaciones-problema (elementos fenomenologicos). Campo de problemas o

situaciones de las que emerge el concepto en estudio.

e Lenguaje (elementos representacionales). Cualquier representacion verbal o escrita

que se utiliza para referirse o representar a los conceptos y propiedades que
intervienen en un problema. Por ejemplo, notaciones, simbolos, tablas, graficas,
formulas.

e Acciones (elementos procedimentales). Procedimientos o estrategias que se utilizan

para resolver los problemas. Por ejemplo, definir el modelo de la poblacion, calcular
el valor del estadistico en cada muestra, acumularlos en una tabla.

e Conceptos y propiedades (elementos conceptuales). Conceptos, propiedades y sus

relaciones con otros conceptos que se ponen en juego cuando se resuelve un
problema. Por ejemplo, el teorema del limite central y su efecto en el
comportamiento de las distribuciones muestrales.

e Argumentaciones (elementos validativos). Argumentos o validaciones que se

utilizan para obtener un resultado, comunicarlo a otros o convencerse a si mismo de
su validez. Por ejemplo, sefialar que la variabilidad de una distribucion disminuye

conforme aumenta el tamafio de la muestra, apoyandose en que el denominador de
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la formula contiene la raiz cuadrada del tamafio de la muestra, es un recurso

validativo.

6.3 Situaciones-problema (elementos fenomenoldgicos)
En el significado institucional de las distribuciones muestrales (ver anexo 1), se observa
que el campo de problemas del que emergen las distribuciones muestrales es bastante
amplio para considerarlo en su totalidad en un estudio de esta naturaleza, en el cual se
dispone de un tiempo y espacio limitado. Asi que nos hemos restringido a una parte
importante del campo de problemas que tiene que ver con hacer predicciones sobre las
muestras seleccionadas de una poblacion. Este tipo de situaciones es muy comun en todos
los libros de texto y se abordan previo al estudio de los métodos de inferencia. En ellas, se
suponen conocidas, la distribucion de la poblacion y sus parametros, o bien, el tamafio de la
muestra es lo suficientemente grande como para aplicar el teorema del limite central y
suponer normalidad en la distribucion muestral. Por ejemplo, la actividad 6 trata de lo
siguiente:
En una fdbrica de cojinetes para automdvil se ha desajustado una maquina y el 30% de su
produccion esté saliendo defectuosa. Si se toma una muestra de tamafio 80.

a. ;Cuantos cojinetes defectuosos esperarias en la muestra?

b. ¢(Cual es la probabilidad de que en una muestra de tamafo 80 existan 30 6 mas

defectuosos?
c. (Cual es la probabilidad de que aparezcan 20 o menos defectuosos en la muestra de

tamano 807?

Evidentemente el problema anterior trata de una poblaciéon binomial con parametro
p =0.3 y lo que interesa es conocer la probabilidad de que se presenten ciertos resultados
en una muestra de tamafio 80. En este tipo de problemas se aplica un enfoque deductivo,
dado que a partir de la poblacién cuya distribucion es conocida, se desea conocer

informacion de las muestras seleccionadas.
En los contextos de aplicacion que hemos identificado son muy comunes las situaciones de

control de calidad, en especial las de inspeccion de productos de la industria suelen ser muy

utilizadas en la ensefianza, probablemente porque en esas situaciones no es dificil suponer
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caracteristicas en la distribucion y realizar muestreos aleatorios. Otras situaciones

familiares son la de sondeos de preferencias electorales, estudios de mercado y estudios

que tienen que ver con medidas relacionadas con los seres humanos, como estaturas,

calificaciones y coeficientes de inteligencia. Se considera que esas situaciones tienen

sentido para los estudiantes, le proporcionan la posibilidad de imaginar de donde surgen los

parametros y de interpretar el sentido de los resultados.

En el siguiente cuadro se muestran las diferentes actividades y situaciones-problema que

conforman el estudio, sus objetivos y algunas de sus caracteristicas.

Actividad Objetivo Tipo de distribucioén | Etapas que se
poblacional requieren”
1 Explorar conceptos y propiedades. Discreta. Binomial 1,2
con p=0.5
2 Explorar conceptos y propiedades Discreta. Binomial 1,2
con p=0.3

3 Explorar conceptos y propiedades. Discreta Uniforme. 1,2y3
Resolver problema. Célculo de
probabilidades.

4 Explorar conceptos y propiedades. Discreta con forma 2y3
Resolver problema. Célculo de irregular
probabilidades.

5 Explorar conceptos y propiedades. Discreta con forma |2y 3
Resolver problema. Célculo de irregular
probabilidades.

6 Resolver problema. Célculo de Discreta. Binomial 1,2y3
probabilidades con p=0.3

7 Resolver problema. Célculo de Continua con 1,2y3
probabilidades distribucion normal

8 Resolver problema. Célculo de Discreta Uniforme 1,2y3
probabilidades

9 Explorar conceptos y propiedades. Discreta Uniforme 1,2y3
Resolver problema. Célculo de
probabilidades.

En el caso de las actividades 4 y 5 no se requiere formular el modelo, pues la poblacion fue

proporcionada a través de una coleccion de datos.

6.4 Formulacion del modelo de la poblacion

Se refiere a las etapas del proceso de construccion de la distribucion muestral, sefialadas en parrafos

anteriores.
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Definir el modelo de la poblacion implica identificar y abstraer propiedades relevantes de la
poblacion, como el tipo de variable y el valor de sus parametros, para plasmarlas a través de
los recursos del software, de tal forma que su comportamiento en la representacion
computacional sea lo mas similar posible al comportamiento que tiene en la realidad. En
Fathom, el modelo consiste de una coleccion finita de casos que se introducen o generan
mediante alguna instruccion en una tabla de datos. Sin embargo, la opcion de reemplazo
permite generar poblaciones hipotéticamente infinitas y constituye un recurso para lograr

que los parametros de la poblacidon se mantengan constantes en el proceso de muestreo.

El tipo de variable de la poblacion influye en la forma de plantear el modelo. Si la variable
es discreta, el modelo de la poblacion se puede formular como un modelo de urna en el que
se introducen directamente los elementos de la poblacidon hipotética, de acuerdo con el
valor del parametro (ver Fig. 1). Si la variable es continua, se requiere seleccionar una
funcion del editor de formulas e introducir los pardmetros que permitan reproducir las

caracteristicas de la poblacion (ver Fig. 2).

En las diferentes actividades que conformaron el estudio, se pueden distinguir poblaciones
discretas y poblaciones continuas. Entre las poblaciones discretas se encuentran de tipo
binomial, uniformes e irregulares, mientras que en las poblaciones continuas se encuentra

una poblacion con distribucién normal.

belacion|
cojinetes| B

1 |D

2 |D

3 |D

4 |N

belacion| Rerandonrize 5 [N

6 |N

S S S S S 7 [N

D D D N N 8 [N

E E B B E 9 _IN
N N N N N Jom N B
[

Fig. 1: Representacion iconica y tabular de una poblacion hipotética con distribucion binomial con
parametro 30% defectuosos (D).
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Poblacion
refrescos
= [randomNormal (200, 5)
Poblacion | Rerandomize | 794 1195086
| 795 (204.824
e b e 796 |[198.312
194.392 192402 207.747 198527 201.611 :

797 (200.198
y B o 798 | 196317
204.357 203941 209.034 200.962 201.889 799 | 197383
S S S 800 |207.547
205394 20946 201.335 196969 199.184 801 |198.605

[ [

Fig. 2: Representacion iconica, tabular y simbdlica de una poblacion con distribucion normal con
media 200 y desviacion estandar 5.

6.4.1 Lenguaje (elementos representacionales)

Las representaciones utilizadas en esta etapa fueron tabla de casos, para el caso de variables
discretas; formulas para generar la poblacion y tablas de casos, en el caso de variables
continuas. En ambos casos se utilizaron gréaficas para representar a la poblacion y tablas

resumen para calcular algunas de sus medidas descriptivas (Fig. 3).

Un elemento importante para una formulacion correcta de la poblacion tiene que ver con la
seleccion de la representacion adecuada. Si la poblacion es discreta los elementos
hipotéticos se escriben en una tabla de casos, si la poblacion es continua los elementos se
generan mediante una férmula. Este criterio no fue atendido por la mayoria de los
estudiantes en casi todas las actividades, a excepcion de la ultima, donde todos los
estudiantes establecieron el modelo sin ayuda del investigador. Mayores detalles de estas

dificultades se proporcionan en el apartado de acciones y procedimientos.

Es importante sefialar que en el caso discreto, el software permite una representacion exacta
de la poblacion, colocando los diferentes elementos que la integran en la tabla de casos en
la proporcion indicada por el pardmetro y con la opcidon de reemplazo activada. No asi, en
el caso de las poblaciones continuas, donde se requiere generar una gran cantidad de
elementos para poder tener una buena aproximacion a la poblacion teorica. En la actividad

donde se trabajo con este tipo de poblacion, se generaron 2000 casos, pues se presento la
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situacion que con 1000 casos, los resultados tedricos con coincidian con los resultados de la

simulacion.

R)blacion|

cojinetes | Poblacion Bar Chart =

1 (D 81

2 (D 74

3 |D 61

4 [N gi' Poblacion| Summary Table

5 [N S

5 N O 4 ¢ ':>| |

24 . D 3
7 [N 1 cojinetes
N 7

8 [N : :

9 [N D N Column Summary 10

10 |N cojinetes S1=count ()

count ()
Caso discreto
Roblacion
refrescos
= (200, 5)
Poblacion Hstogram+

794 | 195086 160!

795 (204.824 1401

796 |198.312 1201

797 | 200198 §1£ belacion| Sunmrery Table
798 |196.317 © 6o < ':>|—|
799 |197.383 40+ refrescos 200.04052
800 | 207 547 20+ 5.2349691
801 | 198605 180 190 200 210 220 S1= C)

S2= ()
refrescos

Caso continuo
Fig. 3: Diferentes elementos representacionales en la formulacion de la poblacion
De todas las representaciones, la mas utilizada fue la tabla de casos (numérica) pues su uso
es obligado para formular la poblacion. La tabla resumen con medidas descriptivas y la
grafica de la poblaciéon no fueron utilizadas en todas las actividades, mientras que la
formula (simbdlica) para generar una poblacion solo fue requerida en la actividad 7, que
trataba de una poblacion continua. La representacion iconica que permite ver a la poblacion

como una urna con bolas doradas dentro de ella (ver figuras 1y 2) no fue utilizada.

6.4.2 Acciones (elementos procedimentales)
Los procedimientos y estrategias que utilizaron los estudiantes en la formulacién del

modelo fueron: crear la poblacion mediante una tabla de casos en el caso discreto, y generar
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la poblacion mediante una formula en el caso continuo. En algunos casos, se construyeron
graficas y calcularon medidas descriptivas de la poblacion. Sin embargo, lo que mas
dificultad presentd a los estudiantes fue formular el modelo de la poblacion. Por ejemplo,
en la actividad 1 (introductoria) que consistia de una poblaciéon de resultados de una
moneda cuando es lanzada un nimero indefinido de veces, solo dos estudiantes (Ana Lilia
y Edgar), lograron formular el modelo correctamente en el primer intento. Ana Lilia define
10 casos, en los que 5 eran aguilas y 5 soles, mientras que Edgar define una poblacioén con

2 casos, 1 4guilay 1 sol (Fig. 4).

MONEDA |
TABLA | |
1 S
2 S
3 S
4 S
5 S
6 (A Volado
7 _|A Aguilas B
8 |A 1 |aguila
9 |[A 2 sol
10 (A
I | [

Fig. 4: Poblaciones definidas por Ana Lilia y Edgar.

En el caso de Ana Lilia, aunque se dispuso de 10 elementos sin que hubiera necesidad de
ello, tuvo en cuenta la equiprobabilidad de los resultados, mientras que Edgar solo
introdujo los 2 resultados elementales que se pueden obtener al lanzar una moneda. El resto
de los estudiantes no entendi6é cudles eran los elementos que integran la poblacion y
escribieron resultados numéricos relacionados con las proporciones que ellos esperaban, en
lugar introducir los resultados posibles en la poblacion (ver figura 5). Una causa probable
para que estos estudiantes hayan escrito los valores de las proporciones esperadas, en lugar
de los elementos de la poblacion, es que en la simulacion fisica que previamente realizaron

con monedas, se pedia que tomaran 10 muestras de 10 lanzamientos.

En la actividad 2 (poblacion binomial con p =0.3), esperabamos que los estudiantes
transfirieran su aprendizaje de la actividad 1 (poblacién binomial con p =0.5) a la nueva

situacidn, pues se trataba del mismo tipo de poblacion, aunque con parametro diferente,
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pero no fue asi. En esta actividad, la principal dificultad radico en que no identificaban que
el pardmetro poblacional era la proporcion de chocolates café¢ y el resto de colores no
importaba en qué proporcidn apareciera, asi que el hecho de que habia 6 colores diferentes

de chocolates les represento dificultad para plantear el modelo correctamente.

Collection 1 |
— Collection 1 |
moneda | .
T Tos M ONEDAS |
2 05 1 0.4
3 05 2 0.5
+ Jos LS
5 0.5 5 0.6
6 0.5 -
6 0.7
7 0.5
8 |05 ! 0.5
° 0'5 8 0.6
. O. 9 0.4
- 10 0.5
| | | [

Fig. 5. Modelos incorrectos de la poblacion desarrollados por algunos estudiantes

En esta ocasion, s6lo Edgar logré6 modelar correctamente el problema, al generar una
coleccion con 10 casos en los que 3 son café y los demds son de otro color (Fig. 6).
Obsérvese que Edgar no tuvo dificultad con los otros colores al etiquetarlos con la letra “o”
y tuvo claro el valor del pardmetro que era 30% de chocolates café, a los que etiqueta con la
letra “c”. Sin embargo el resto de los estudiantes tuvo diversos problemas en identificar el

parametro de interés.

Entre los diferentes modelos que se plantearon podemos identificar tres categorias:

1. Formulacién correcta. Se identifica correctamente el valor del pardmetro

(chocolates café) y no se tienen en cuenta los demas colores. (caso de Edgar).

2. Formulacién parcialmente correcta. Se identifica correctamente el valor del

parametro (30% de chocolates caf€) pero se involucra a los demas colores (Fig. 7).
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NBMS |
Cafe | -
1 |c
2 |c
3 |c
4 |o
5 |o
6 |o
7 |o
8 |o
9 |o
10 |o

Fig. 6: Modelo de Edgar para la poblacion de chocolates con 30% color cafe.

Por ejemplo, en los primeros tres modelos se utilizaron 10 casos, en los que 3 son café y el
resto se asigna de manera arbitraria. Mientras que en el cuarto caso, que corresponde al
modelo de Jorge, se utilizaron 100 casos, donde 30 corresponden a café y el resto se coloca

de manera arbitraria.

Colection 1 | Collection 1 | B Collection 1 | VEMS
chocolate| B CAFE | cafes | B Cho_color ||
1 |ca 1 [C 1 |AwvA %6 | Cafe
2 A 2 ¢ 2 |AZU 27 | Cafe
3 |GA 3 _|¢ 3 |CAF 28 |Cafe
4 |AM 2 A 4 |ROJ 20 |cafe
5 _|AM > R 5 |AVA 30 |Cofe
6 |VE 6 1A 6 |AZU 31 | A
T_VE r_ IR 7 _|CAFE 32 |Azul
8 |AZ 8§ IR 8 |cAFE B | A
9 |AZ 9 |a s |roy | rou
10 [Na 10 |R 10 1rou Y
| | |

Fig. 7: Diferentes modelos poblacionales desarrollados por los estudiantes.

3. Formulacidn incorrecta. Se consideran que todos los colores son equiprobables, por

lo que no se identifica correctamente el valor del parametro (Fig. 8).
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MM Luneta
chcolates B cafe |
1 |cafe 1 |r
2 |amarillo 2 |c
3 |roo 3 [m
4 |azul 4 |z
5 |naranja 5 |n
6 |v
| [ |

Fig. 8: Modelos poblacionales incorrectos

Este tipo de dificultades persistio en las siguientes actividades. Por ejemplo en la actividad
6 (la actividad 3 no se reporta porque se dejo de tarea y no aport6 resultados, mientras que
las actividades 4 y 5 no requerian la formulacion del modelo poblacional), que trataba de
una poblacion binomial con el 30% de cojinetes defectuosos, los estudiantes siguieron
teniendo dificultades con la modelacion, pues en la clase anterior habian trabajado con un
problema de distribuciones muestrales de medias (caso continuo) y pretendian hacerlo de la
misma manera, incluso algunos estudiantes argumentaban que hacian falta datos. Fue hasta
que vieron que el problema se parecia al de los chocolates (actividad 2) cuando lo pudieron
formular, después de varios intentos fallidos. Para tener una idea de las dificultades que se
enfrentaron en esta actividad, veamos un extracto de la conversacion entre dos estudiantes

Libnia (L) y Edgar (E) que fueron video grabados en esta actividad.

L: Primero vamos a generar la poblacion cojinetes. Supongo que es la media [se
refiere al tipo de distribucion muestral que hay que construir]. Tengo una duda aqui,
para generar la poblacion forzosamente necesitamos algo.

E: Generamos una poblacion de 10 con 3 [acertadamente sefnala Edgar].

L: Pero para generar la poblacion necesitamos una féormula. [en la clase anterior se
trabajo un problema que requeria de una féormula para generar la poblacidn, en este
€aso noj.

L: Te acuerdas, entonces, que formula ponemos, ¢la de la media?

E: ;Randomnormal?

[...]

L: Ahora si, la formula, randomnormal, ;qué datos?

E: (Qué le poniamos?, la desviacion estandar.

L: Los datos que nos daban, pero aqui, ;qué datos nos dan?, nada més que el 30% de
la produccion se desajusta.

E: No sé, en el otro nos daban la media

L: Aqui no nos dan nada, ni media ni desviacion. Nos dan un dato pero no es lo
suficiente como para obtenerlo por nosotros

E: Porque eso seria como que p, esto seria p
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L: Seria 0.70

E: O uno menos 0.30

L: La media era p por q

E: {p por q?

L: Aja.

E: (0.30 por 0.70?

L: Si la formula de la media seria asi, y la desviacion estandar era n por p por q
[contintan haciendo céalculos sobre el papel].

[...]

I: Yo recuerdo que Edgar al empezar el problema dijo algo que estaba muy acertado,
no se si lo recordards Edgar. [Edgar de inmediato toma el teclado y empieza a
escribir correctamente la poblacion].

E: 7 bien, 3 mal, esa es nuestra poblacion.

L: jAh! como las primeras que usabamos.

I: {Qué significa la b?

L: b son bien y m son mal, si tenemos la proporcion del 30% bien y 70% mal, en la
poblacion de 10, 3 van a estar mal y 7 van a estar bien. (ver Fig. 9).

caojinetes |
poblacion| [
1 |b
2 |b
3 |[b
4 |b
5 |[b
6 |[b
7 |b
8 |m
9 |m
10 |m
\

Fig. 9: Modelo establecido por Edgar en la actividad 6

Como vemos en la transcripcioén anterior, el proceso de formulacion del modelo no fue
sencillo para los estudiantes. Al empezar el problema abrian y cerraban cuadros sin estar
convencidos de lo que estaban haciendo, tenian en mente el problema anterior que se trato
de una distribucion muestral de medias e intentaban hacerlo de igual manera, pero en este
caso de trataba de una distribucion muestral de proporciones y la informacion de la que
disponian les generaba conflicto con el esquema del problema previo, pues consideraban
que les hacian falta datos. Edgar llegd incluso a pensar en una aproximaciéon a la
distribucion normal cuando sefala que la media es igual a n por p, pues en el enfoque

tradicional, en algunas situaciones se acostumbra aproximar una distribucion binomial a
una distribucién normal, cuyos pardmetros son [ =np y O =-/npq . Este estudiante

habia concebido desde un inicio correctamente el modelo de la poblacion al sefialar que
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debia contener 3 defectuosos de 10, pero se dejo llevar por las ideas de Libnia. Es hasta que
el investigador decide sefialarle que ¢l habia planteado algo correctamente desde el
principio, cuando toma la iniciativa para formular el modelo. La principal dificultad en el
problema era que Libnia no atendio el tipo de representacion adecuado que era una tabla de

casos, e insistia en modelarlo como una variable continua a través de una féormula.

Por su parte, la actividad 7 trataba de una maquina que embotella refrescos con un volumen
medio de 240 ml. y una desviacion estandar de 5 ml. Este problema era el primero que
trataba de una variable continua, por lo que el proceso para construir el modelo de la
poblacion es diferente a cuando la variable es discreta. En este caso se requiere seleccionar
una funcion del editor de formulas, que genere una poblacion con las caracteristicas
especificadas en el enunciado del problema. Sin embargo, los estudiantes intentaron
generar la poblacion como si se tratara de una variable discreta, pasando por alto que ahora
se trataba de una variable continua con distribucion normal. Fue hasta que se les pidié que
revisaran un pequefio manual para uso del software que se les proporciond cuando por si

solos pudieron formular el modelo.

En la actividad 8 se plante6 un problema de una tombola con esferas cuya distribucioén
poblacional era discreta uniforme, e igualmente los estudiantes tardaron mucho tiempo en
entender como formular el modelo. De nueva cuenta el proceso de formulacion transcurrid
con grandes dificultades para los estudiantes, hasta que el investigador sugiri6 la solucion.
Los estudiantes intentaron formular la poblacidon con una generacion de niumeros aleatorios
con distribucion normal, posteriormente buscaron otras alternativas en el editor de férmulas
y la mayoria lo intent6 con el comando randominteger (ver figura 10). Este era un comando
que no se habia utilizado, pero les parecié apropiado para modelar la poblacién, sin
embargo, no cumplia las condiciones del problema, ya que se trataba de 15 esferas con
premios multiplos de 1000, desde 1000 a 15000 pesos y el comando proporciona resultados

enteros como los que se muestran en la tabla de la figura 8.

Una informacion que causé conflicto a los estudiantes fue el tamafio de la poblacion. En el

problema se sefialaba que la tombola contenia 500 esferas y que al tomar una y ver el

114



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

premio, esta se volvia a regresar a la urna, de tal manera que las caracteristicas de la
poblacion permanecian constantes. Los estudiantes consideraban que el modelo de la
poblacion deberia contener 500 datos, uno por cada esfera. Esta situacién no se presentd en
el caso de los chocolates y los cojinetes porque no se hablé en ellas, del total de la

poblacion, solo de las proporciones en que participaban los elementos.

Sorteo -
esferas |
@ 490 |6871
randominteger (1000, 150007 491 | 4462
492 (9387
493 (10155
ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ +- Attributes 494 | 2113
+- Functions
ﬁ ﬂ ﬂ j ﬂ Global Values 495 | 12519
ﬂ g g ﬂ ﬂ +- Icon Mames 496 (9627
] al
0] .| 0] £ |7 497 |1810
ﬂ E ﬂ M and| 498 | 12633
=] ﬂ ﬂ ﬂ ﬂ Cancel| [ Apply | OK 499 | 2245
500 | 7195
Ii

Fig. 10: Una propuesta de modelacion para el problema de la actividad 8.

En la actividad 9 se trataba de un dado, y a diferencia del problema de la moneda con el que
se iniciaron las actividades que también era un problema sencillo, en este caso no hubo
ninguin problema para formular el modelo. Al parecer a estas alturas de la experimentacion,
los estudiantes empezaron identificar los elementos esenciales de la poblacion para poder
plantear su modelo en forma exitosa. Un ejemplo de lo anterior, lo observamos en una
entrevista con Omar (O) al terminar las actividades de ensehanza, cuando se le pidi6 que
explicara una serie de preguntas en torno al proceso de construccion de una distribucion
muestral a través de simulacion:

I: Omar, {me muestras tu poblacion?, ;Como le hiciste para construirla?.

O: Pues, lo que nos decia el problema era que solo el 30% de la poblacion era los
que salian defectuosos, entonces lo que hice fue tomar una poblacion de 10 y poner
el 30% defectuosos y aqui estan. Cojines defectuosos, si y no, 7 no son defectuosos.
I: ;Por qué escogiste 10?

O: Porque se me hizo mas facil

I: ;Qué otra cantidad podias haber escogido?

O: Cualquier cantidad, solamente calculando el 30% que fueran defectuosos

I: ;Solo que se mantuviera el 30%?

O: E130%

Como puede verse, al final del estudio Omar ya habia desarrollado cierta habilidad para

identificar los elementos clave para formular la poblacion. El sefiala que escogid 10
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elementos por facilidad, pero independientemente de la cantidad de elementos, hay que

buscar que se mantenga el valor del parametro.

6.4.3 Conceptos y propiedades (elementos conceptuales)

En la formulacion del modelo se requeria que los estudiantes identificaran propiedades
esenciales de la poblacion para plasmarlas en el software a través de sus comandos. Dos
propiedades importantes eran: el tipo de variable de los datos de la poblacion y los
parametros poblacionales, como son la proporcion de elementos de interés en el caso de las
poblaciones discretas, la media y desviacion estdndar en el caso de las poblaciones
continuas (solo se trat6 el caso de la normal). Sin embargo, dichas propiedades no fueron
identificadas de manera sistematica por los estudiantes, lo que les hubiera ayudado en

buena medida a la formulacion del modelo.

Por ejemplo, la actividad 1 se trataba de una distribucién binomial con parametro p = 0.5,

por lo que los resultados son equiprobables. S6lo dos estudiantes tuvieron en cuenta esta
propiedad y modelaron la poblacion correctamente. Por su parte en la actividad 2, s6lo un
estudiante logré modelar correctamente la poblacion, al tener en cuenta que el pardmetro de
interés era el 30% de chocolates café, y que el color del resto de chocolates, no importaba.
Por su parte en la actividad 6 que trataba con una poblacion similar a la de la actividad 2,
solo un estudiante (Edgar) tuvo en cuenta el valor del parametro e identifico los dos
posibles resultados de interés: los cojinetes defectuosos (30%) y los no defectuosos (70%).
Mientras que en la actividad 7, que fue la tinica con distribucion continua, los estudiantes
no identificaron de nueva cuenta el tipo de variable y trataron de formular la poblacion
como si fuera discreta. En la actividad 8, los premios de la tombola existian en igual
proporcion, sin embargo, los estudiantes con la idea de generar los datos mediante el

comando randominteger tardaron un rato en identificar la propiedad.

6.4.4 Argumentos (elementos validativos)
Las pocas validaciones que se presentaron en esta etapa fueron de tipo verbal, de hecho la
actividad 2, fue la tinica donde se pidi6 a los estudiantes expresaron las razones que los

llevaron a plantear el modelo de la forma que lo hicieron, y utilizaron la componente de
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texto de Fathom para escribirlas. Por ejemplo, Ana Lilia y Monica fueron casos
representativos del grupo de estudiantes que consideraron equiprobables todos los colores.

Ana Lilia argumento:

Yo escribilos seis colores que existen en una bolsa de M&M,
r=rojo

c=cafe

m=amarillo

z=azul

n=anaranjado

v=verde

utilizando la segunda letra de los que comienzan con "a" y con ello
calcular la proporcion que puede existir de lunetas color cafe en una
bolsa.

Mientras que Monica escribio:

Decidi poner cafe, amarillo, rojo, azul y naranja por que son todas las
opciones que tenemos en la bolsita de chocolates, como en el ejemplo
del dado que tenia 6 caras la bolsita de chocolates tiene 5 sabores, es
por eso que seleccione esa poblacion.

Por su parte, Edgar que fue el unico estudiante que contestd correctamente de primera

intencidén argumento:

Observaciones: La poblacion fue definida por dos elementos, los
chocolates Cafes "c" (objeto de nuestro estudio) y Otros "0", los
chocolates cafes segun la M&M, su proporcion de la produccion total del
los chocolates de bolsa cafe es del 30%, esto quiere decir que el 70% es
de otro color de chocolates.

Por lo tanto 0.70 + 0.30= 1.0, la poblacion total siempre es igual a uno. asi
que hice equivalente el 30% y el 70%, en base a 10.

Dejando como resultado el 30% de "c"y el 70% de otros.

123 45678910
ccc 000000 O

En las argumentaciones de Edgar, se observa que tuvo perfectamente claro cual era el
pardmetro de interés y los posibles resultados de la poblacién. No interfirio en el
planteamiento de su modelo, el color de los demdas chocolates. Aplica muy bien
propiedades de un experimento Bernoulli (dos resultados posibles en cada ensayo) como el
que involucraba el problema. Por su parte Omar pertenece al grupo de los estudiantes que
asignaron correctamente el 30% de los chocolates café pero tuvieron en cuenta los colores

restantes, asignandolos a su criterio.
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La poblacion la elegi de esa forma, devido a que los chocolates eran de seis colores en cada
muestra, ademas la probabilidad de los chocolates de color cafe es de 30%, por lo tanto, tome
10 chocolates (colores), de los cuales seleccione tres veces el color cafe, y las otras siete de
colores distintos segun los chocolates.

En una entrevista con todos los estudiantes al final de las actividades donde se les cuestiond
sobre diversos aspectos relacionados el proceso de simulacion de las distribuciones
muestrales, casi todos coincidieron en que la formulacion del modelo fue la etapa mas

dificil de todo el proceso. En el siguiente cuadro se muestras sus respuestas.

Tabla 1: Respuestas de los estudiantes a la pregunta ;Qué etapa del proceso de
simulacion te causé mas problemas?

Alumno Respuesta

Edgar La definicion de la poblacion y la definicion de la formula para
recolectar las muestras.

Omar Muchas veces las condiciones de mayor o igual, menor o igual,
cuando quiero meter una formula.

Jorge A veces la creacion de la poblacion. Otras veces era la formula para
la recoleccion de muestras, no siempre me quedaba bien.

Denis Me confundo mucho cuando quiero generar cierta cantidad y tenemos
que tomar muestras
La parte intermedia (la recoleccion y poner la formula), que es donde

D . ,
onovan nos pide hacer las formulas y ya de ahi se puede desarrollar con mas
facilidad.
Coral Al definir la poblacion.
Méni En la parte del Fathom, obtener la poblacion, definirla.
Onica
Viridiana Por simulacion es a veces sacar la poblacion.
Ana Lilia En simulacioén, al principio, la coleccion de medidas.

6.5 Construccion de la distribucion muestral

A diferencia de la distribucion muestral teorica, la cual es exacta y contempla los valores
del estadistico en todas las posibles muestras aleatorias de igual tamafio seleccionadas de
una poblacion, la distribucion muestral empirica obtenida por simulacion, contempla los
valores que toma el estadistico en muchas muestras, pero quizd no en todas, por lo que se
considera una aproximacion a la distribucidn muestral tedrica. Dicha aproximacion es

mayor entre mas muestras se toman de la poblacion, lo cual es una tarea muy sencilla en un
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ambiente como el que proporciona Fathom.
Una vez que se ha definido el modelo de la poblacion, los pasos siguientes en el proceso de
simulacion son seleccionar una muestra, calcular el estadistico en la muestra (por ejemplo,
la media o la proporcion de ciertos casos de interés), repetir el proceso de muestreo una
gran cantidad de veces y acumular los valores del estadistico, para dar origen a la
distribucion muestral. En este proceso vamos a distinguir dos niveles que Fathom impone
de manera natural:

1) Seleccionar una muestra de un tamafo dado de la poblaciéon y definir el estadistico

de interés a calcular en ella.
2) Repetir el proceso de seleccion de muestras muchas veces y acumular los valores

obtenidos del estadistico (en una tabla y en una gréfica).

6.5.1 Lenguaje (elementos representacionales)

En las primeras actividades se pidi6 a los alumnos que tomaran muestras una y otra vez
desplegando los resultados en una tabla de casos, una grafica y una tabla resumen con la
media y la desviacion estandar. El objetivo de ello era que visualizaran la variabilidad
muestral y el efecto que sobre ella tiene el tamafio de la muestra, asi como que compararan

los estadisticos obtenidos con el valor de los parametros poblacionales (figura 11).

Sin embargo, en actividades posteriores ya no se hizo énfasis en este proceso, porque el
interés se centrd en el proceso de construccion de la distribucion muestral para estudiar el
efecto del tamafio de muestra y la distribucion de la poblacion en sus propiedades de forma,

centro y variabilidad, asi como en el calculo de probabilidades.

Daclo
Dada Summary Table Sample of Dado | Sample of Dado |Summary Table‘
Lados
Il o ‘ Lados IL o |

— 35 1 32
2 Lados — Lados
I 1.7075251 2 14832397

Sl=meani ) 3 Sl=meani )
4 52 = popStdDev [ ) — S2=gtdDev( )

5 Ao Histogram 5 | ||5ample of Dada Histogram w
|

— 1
Sample of Dado 2

il

POBLACION MUESTRA

Count
Count

1.2 3 4 5 8 7
Lados

Fig. 11: Esquema multi-representacional del muestreo
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Asi, el siguiente paso consistio en tomar una muestra de la poblacion y definir el estadistico

a calcular. El elemento representacional de mayor peso en esta etapa fue la formula que le

indica al software el calculo que debe realizar, como se muestran en la siguiente figura:

&

Mboneda

Moneda

Lados |

Aguila

Sol

Poblacion

Sanrple of Moneda

Sanple of Moneda

Lados

Aguila

Aguila
Sol
Aguila
Sol

A [W[IN|=

Muestra

@ g_i

Cazesz Measures Comments Display | Sample

Measure Value Formula |

proporcion_aguilas (0.5 proportion [Lados = "Aguila™)

=MEW =

Inspector con la formula para calcular el estadistico

Muchos alumnos tuvieron dificultades en esta parte de la simulacion, al escribir la formula

del estadistico, sobre todo en las primeras actividades. En una entrevista con todos los

estudiantes al final de las actividades, muchos de ellos sefialaron que después de la

formulacion del modelo de la poblacion, esta parte fue la que mas dificultades les presento

(ver Tabla 1 en la seccion anterior).

Por ejemplo, veamos el caso de Ana Lilia, que cometi6 varios errores en el uso de esta

representacion. En el primer caso comete un error al introducir la férmula, ya que le falta

indicar a qué resultado de “TABLA?” le interesa calcular la proporcion, por ello el software

despliega el valor 1. En el segundo caso, el error consiste en que no coloca el argumento de

la funcidon y el software le despliega un error. Mientras que en el tercer caso, le hace falta

indicar el atributo de la funcién (ver figura 12).

@

Measure

Cazez Measures Commerts Display Sample

Value Formula

@

PROPORCION

<NE=

proportion (TABLA )

@

Cazez Measures Comments Dizplay  Sample

Measure Value Formula

medias  |#&rgument court . | mean ()
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&

Cazez Measures Comments  Display  Sample

Measure Value Formula

-y

proporcion proportion (e

=NeEyy=

Fig. 12: Diversos errores en la escritura de la formula del estadistico
En la segunda parte del proceso de construccion de una distribucién muestral, se procede a
seleccionar muestras en forma repetida y se acumulan los valores del estadistico en una
coleccion en forma de tabla, -el software hace la acumulacion de manera automatica- . Los

resultados pueden ser graficados para dar lugar a la distribucion muestral (ver figura 13).

Measures from Sanple of ...
cojin_defec | B
993 (17
994 |22
995 |22 Measures fromSanple of Collection 1| Hstogram =
996 |23 2

997 |27
998 |24
999 (27

1000 | 26

=

Count

10 15 20 25 30 35 40
\ T cojin_defec

Fig. 13: Representacion iconica, tabular y grafica de una distribucion muestral con 1000
estadisticos

Otro tipo de representaciones que se utilizaron para acompanar la grafica de la distribucioén
muestral fueron las tablas resumen con algunas medidas descriptivas como la media y la

desviacion estandar (error estandar).

Measures from Sanple of Colle...

4 >

24.011

cojin_defec 41485044

S1=mean ()
S2 = stdDev ( )

En las primeras actividades este proceso se desarrollé tomando pocas muestras y poco a
poco se fue aumentando el nimero de ellas, para observar los efectos tanto del tamafio de

muestra como la cantidad de ellas, en la forma y las medidas de la distribucion muestral
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(ver figura 14). En actividades posteriores el proceso de simulacion fue mas directo e
incluso se desactivo la opcion de animacion de muestras, dado que el interés se centro en el

calculo de probabilidades.

Measures from Sample of Collection 1 | Histogram = Measures from Sample of Collection 1 | Histogram =
16+ E
141 200:
121 1601
< 104 = 1
5 5 120
o 84 9
(@] o b
6+ 80-
M 401
2 i
12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 5 10 15 20 25 30 35 40 45
cojin_defec cojin_defec

Fig. 14: Distribuciones muestrales para 100 y 1000 muestras respectivamente

6.5.2 Acciones (elementos procedimentales)

Las acciones principales que los estudiantes desarrollaron en esta etapa consistieron en
tomar una muestra de la poblacion, definir el estadistico a calcular en la muestra, repetir el
proceso de muestreo muchas veces acumulando los valores del estadistico, desplegar la
tabla de estadisticos, construir la grafica de la distribucion muestral y una tabla resumen
con sus medidas descriptivas. En las primeras actividades se empez6 tomando muestras
poco a poco para que los estudiantes visualizaran el proceso de construccion de las
distribuciones muestrales y la forma que iba adquiriendo la distribucion conforme
aumentaba el tamafio y numero de muestras.

Una dificultad que se observo en algunos estudiantes -sobre todo en las primeras
actividades-, consistid6 en utilizar la opcidn Sample cases para repetir el proceso de
muestreo, en lugar de utilizar Collect measures, que era lo correcto. Esto dio lugar a tener
muchas muestras de una muestra, en lugar de tener muchas muestras de una poblacién. La
diferencia entre las dos opciones es que Sample cases sirve para tomar muestras de la
poblacion; pero una vez que se ha tomado una muestra y se ha definido el estadistico a
calcular, la opcion Collect measures permite repetir el proceso de muestreo con solo indicar
la cantidad de muestras deseada. En la figura 15 se muestra el caso de Denise, una

estudiante que cometio este error.
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- Measures from Sanrple of Collectio...
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Fig. 15:
Resultados de 1000 muestras de una muestra Resultados de 1000 muestras de una poblacion

Obsérvese la diferencia entre las dos tablas. En la primera se tienen los elementos
poblaciones que fueron seleccionados en un proceso de doble muestreo, mientras que en el
segundo caso se tienen las proporciones que aparecieron en cada una de las 1000 muestras
que fueron tomadas (la distribucion muestral). Otra dificultad de mayor envergadura, que se
observo en las primeras actividades, es que cuando se les pedia que tomaron 1000 muestras

de tamafio 10, muchos estudiantes tomaban una muestra de tamafio 1000 (ver figura 16).

Este error tiene que ver con la dificultad de pasar de los resultados de una muestra a los
resultados de una distribucion de muestras, es decir, estos estudiantes tuvieron problemas
para ver los resultados desde una perspectiva distribucional. Saldanha y Thompson (2000)
reportan esta dificultad en su estudio con estudiantes de bachillerato, y la definen como un
paso complicado para adquirir un buen razonamiento e interpretacion de los resultados de
distribuciones muestrales. Sefialan que como consecuencia de lo anterior, los estudiantes
tienden a confundir distribucion muestral con distribucion de una sola muestra, lo que trae
consigo que los estudiantes malinterpreten los resultados de la simulacion, como un

porcentaje de casos en lugar de un porcentaje de proporciones muestrales.

6.5.3 Conceptos y propiedades (elementos conceptuales)
En esta etapa se pusieron en juegos diversos conceptos y propiedades, como son la

variabilidad muestral de un estadistico y las implicaciones del teorema del limite central en
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la forma, centro y variabilidad de las distribuciones muestrales. En las primeras actividades
se hizo énfasis en la variabilidad muestral de un estadistico, permitiendo que los estudiantes
visualizaran el proceso de muestreo a través de diversas representaciones ligadas en forma

dindmica entre poblacion y muestras (ver figura 11).

Sample of MONEDA Sanle of Foblacion 1 |

TABLA |_ Cara_de_la_moneda |_
992 |A 993 | Aguila
993 |A 994 |Aguila
9% |S 995 | Aguila
995 |S 996 |Aguia
996 |S 997 | Sol
997 |A 998 | Sol
998 |A 999 | sol
200 S 1000 | Aguila
1000 | A

| |

Fig. 16: Tablas con los resultados de Ana Lilia y Omar
Este juego dindmico entre representaciones de la poblacion y las muestras —una
caracteristica que promueve la actividad cognitiva- tuvo repercusiones importantes en la
comprension de la variabilidad y representatividad muestral de algunos estudiantes.

Veamos el caso de Moénica en una entrevista con el investigador posterior a las actividades.

I: ;Qué observas Monica?

M: Obviamente la media y la desviacion estandar varian.

I: ;Qué harias para que la variacidon fuera menor?

M: Tomar mas muestras

I: ;Mas muestras o aumentar el tamafio de muestra?

M: Si, si, aumentar el tamafio de muestra

I: Aumenta a 10.

M: Esta mas cerca la media muestral a la media poblacional

[: Aumenta a 50

M: La media varia mucho menos y la desviaciéon estandar es casi igual.
Posiblemente contando todos los decimales que tienen de 3.5 y 1.70 [los parametros
poblacionales].

I: {Qué conclusion puedes obtener de ello?

M: Que entre mas grande sea la muestra mas se acercan a la poblacion.

I: ;Con respecto a la forma de la poblacion que me puedes decir?

M: Que la forma de la poblacion estd pareja [se trata de una distribucion uniforme]
y la de la muestra no, en la de la muestra hay variaciones por lo mismo que no toma
la misma cantidad de datos

I ;Crees que en algin momento la forma de la muestra se llegue a parecer a la
forma de la poblacion?

M: Si
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I: ;Cuéando, en que momento?

M: Cuando tome casi toda la cantidad de datos que tiene la poblacion.

I: Ahora aumenta a 1000, ;qué pasa con las medidas descriptivas?

M: Son casi exactas y la forma es casi igual a la poblacional.

I: Aumenta a 2000

M: Se acerca todavia mucho mas. Yo creo que entre mas grande sea la muestra
mucho mas se va acercar a los datos que tenemos en la poblacion. Pienso que no va
haber tanta variabilidad en los datos.

Mobnica ha tenido claras varias propiedades involucradas, como es el caso de que las
muestras y sus medidas descriptivas varian al seleccionarse de la poblacion, que la
variabilidad de la muestra disminuye conforme aumenta el tamafio de ésta y que la media
muestral se acerca mas a la media poblacional, por lo que muestras mas grandes son mas
representativas. Por su parte, Omar respondié de la siguiente manera, cuando se le

cuestiono sobre los mismos aspectos que a Monica:

I: Te voy a pedir que tomes una muestra de tamafio 10.

I: Ok. junto a eso agrega una tabla resumen y una grafica también.

I: Muy bien ahora toma varias muestras, pero que se vea el proceso. Observa que es
lo que esté sucediendo con la proporcion de defectuosos?

O: No pasa del 30%

I: Como no, ahi tienes 5, 5 ya es la mitad, es el 50%

O: No se aleja mucho de 3

I: (Porqué crees que no se aleja mucho de 3?

O: Pues porque nos dice que en promedio el 30% son los que salen defectuosos

I: ; Te parece logico lo que esta sucediendo?

O: Si

I: ;Coémo esperarias que variara esa proporcion?, ;la variacion que hay en el nlimero
de defectuosos como es?,

O: Pues

I: De donde a donde, donde mas o donde menos

O: Que no fuera muy mayor a 3 ni muy menor a 3

I: Por ejemplo, dame ciertos limites que tu crees que podrian . . .

O: Pues casi siempre va a salir entre 2 y 4 mas o menos

I: ;La mayoria de las veces?

O: Aha

I: Esta muestra, cada vez que tomas una muestra crees que sea representativa de la
poblacion?

I: Pues si

I: (Por qué?

O: Porque se esta tomando de la poblacion. Obviamente entre mayor sea la muestra
mas va a ser representativa.

I: Muy bien. Pero en este caso la muestra es de tamafo 10.

O: pero por lo mismo, de que mi poblacion es de 10. En este caso si seria
representativa.

I: Pero, ¢tu crees que es de 10 la poblacion?

O: Pues aqui la tengo de 10
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I: Ahora, observa como es la proporcion de defectuosos cada vez que tomas una
muestra y comparala con la proporcion de defectuosos en la poblacion. ;jHay alguna
similitud o algo?

O: En este caso estaria coincidiendo con la poblacion.

I: Toma otra

O: Ya aumento la proporcion de defectuosos

I: jtu crees que haya alguna relacion entre la proporcion muestral y la proporcion
poblacional?

O: Pues de cierta forma, porque la proporcion poblacional es ahora si que la
proporcion real y la muestral no nos sale exactamente igual porque no estamos
tomando toda la poblacion, simplemente es una muestra.

I: ;Pero?

O: Pues, obviamente la de la muestra va a ser diferente a la de la poblacion

I: Pero ;qué tan diferente?

O: Pues no muy, Bueno, va a ser, entre menor sea (la muestra) puede ser mas
diferente a la poblacion. Obviamente entre mayor sea la muestra mas se va acercar a
la real.

De lo anterior, podemos deducir que Omar tiene una idea correcta de la variabilidad de la
proporcion alrededor del pardmetro poblacional al sehalar que la mayoria de las veces la
proporcidon muestral caerd entre 2 y 4 defectuosos, igualmente considera que entre mayor
sea la muestra, serda mas representativa de la poblacion. Sin embargo, erroneamente
considera que la poblacion es de tamafio 10 —no tiene en cuenta el efecto del reemplazo-,

por lo que para ¢l la muestra es representativa ya que es igual al tamafio de la poblacion.

En el examen diagnostico antes de las actividades, Omar mostrd dificultades para

comprender la variabilidad muestral, como se muestra en el siguiente item:

3. Si una moneda bien fabricada es lanzada una gran cantidad de veces. la proporcion de aguilas

que aparecera serd muy cercana a 0.5, Supongamos que tomas 5 muestras de 10 lanzamientos
cada una. Escribe cudntas aguilas esperarias que aparecieran en cada una de las 5 muestras.

N? de aguilas en la muestra 1: o

N® de aguilas en la muestra 2: <

N de daguilas en la muestra 3: ¢

N® de aguilas en la muestra4: ¢

N® de aguilas en la muestra 5: &

Explica por qué.

L O oL 4 e Ep Lo Sealdey

(H AT (e &

En cuanto a las implicaciones del teorema del limite central en el comportamiento de las
distribuciones muestrales, las actividades contemplaron diferentes formas poblacionales y
se hizo variar el tamafio de la muestra para que los estudiantes investigaran el efecto de

estos factores. En las actividades que nos propusimos explorar estas propiedades se incluia

126



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

un cuadro para que los estudiantes dibujaran la forma de la distribucidon, colocaran su

centro y su dispersion (ver tabla 2).

Tabla 2: Cuadro para capturar informacion sobre el comportamiento de distribuciones muestrales

Tamafio de Forma de la Centro Dispersion
muestra distribucion (Media) (Des,V1ac10n
muestral estandar)
n=10
n=20
n=30

Sin embargo, la idea de dibujar la forma de la distribucion fue desechada en la siguiente
actividad y se opto por hacer la comparacion directamente de la pantalla de la computadora
(ver figura 17).

En las primeras actividades nos dimos cuenta que no era sencillo que los estudiantes
tuvieran una comprension inmediata de las implicaciones del teorema del limite central en
las distribuciones muestrales, con solo variar la poblacion y el tamafio de muestra. Si bien
algunos estudiantes sefialaban algunos rasgos de comportamiento, otros centraban su
atencion en situaciones triviales como el grosor de las barras de los histogramas o en los
decimales de las medidas descriptivas. Veamos algunas respuestas que dieron algunos
estudiantes en la actividad 1, sobre las propiedades que observaron:

hMeasures from Poblacion 10 Hiztogram
]

200

Measures fram Poklacion 10 Jary]

£ 150

S L
100
0.4953
s |—| (OERL 015897542
A s I A.- 1= mean {1

oo oz 0.4 0B o8 1.0 =2 = stdDev [ )
prop_a

Measures from Poblacion 20 Histogram ~w

=]

Measures from Poklacion 20 bry]

E 150 | o =] |

=
© 100 0.4971
prop_A_20 -
50 011445388
=1 = mean ()

0.2 0.4 0.6 0.8 g Sesstdbew (0
prop_a_20

heasures from Poblacion 30 Histogram

250 P

=00 Messures from Foblacion 30 }ary |
— =)
£ I = 0.50253333
S rop_a_30 ’

1o prapA- 0.092939634

50 =1 = mean (1
=2 = staDev [ )
[ 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 17: Esquema de comparacion entre diferentes distribuciones muestrales (Omar)
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Nos damos cuenta que conforme se aumenta el tamafio de la muestra la desviacion
(dispersion) disminuye, es decir tiende a cero. También entre mayor sea la muestra,

el centro (media) tiende a 0.5 (Omar).

Forma: Las graficas son similares, en el centro hay mas proporcion de aguilas,
tiende a haber un parecido global y aumentar el tamafio de las barras centrales.
Centro o media: va aumentando milésimamente conforme aumenta el tamaiio de la
muestra, acercandose a la media poblacional. Dispersion: Contrario a la media, esta

va disminuyendo segun aumenta “n” (Jorge).

Es la misma forma en las tres graficas y la dispersion si cambia, en 10 es mas ancha
que en 20 y 30; el centro es casi el mismo. La media se podria decir que gira
alrededor de 0.5 en las tres muestras y esa es la media de nuestra poblacion, no hay

gran variabilidad (Monica).

En las respuestas de estos estudiantes observamos que hay una comprension intuitiva de las
propiedades de las distribuciones muestrales -a pesar de que se trata de la primer actividad
introductoria-, sobre todo en la respuesta de Monica, quien ha identificado que la media no
se ve afectada por el tamafio de la muestra y que coincide ademés con la media de la
poblacion. La dispersion aumenta cuando es menor el tamafio de la muestra y la forma se
mantiene en los tres casos. Sin embargo el resto de los estudiantes se centra en aspectos que
no son relevantes, tomando en consideracion lo que se pretendia explorar. Por ejemplo:

Sobre la forma de la grafica en los 3 casos no varia mucho, conserva la misma

forma basicamente, el grosor de las barras varia de acuerdo al tamafio de muestra.

Las medias realmente no varian mucho, se mantienen en el rango, la desviacion

estandar varia un poco mas que las medias, pero comparada con la de la poblacion

varia enormemente (Libnia).

La media en los tres casos no varia mucho, cambia por milésimas pero la dispersion
varia en decimales. En cuanto a la forma, cambia en la proporcion de la altura en los
tres casos (Edgar).
Estos estudiantes sefialan que la media y la desviacion varian, pero no relacionan la

variacion con el tamafio de la muestra, ademas se centran en aspectos irrelevantes como el
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grosor de las barras y los decimales de las medidas descriptivas.

En la actividad 2, se observdé que los estudiantes se centraron con mas detalle en las
propiedades de interés y tuvieron una mayor aproximacion a ellas, ademas, abundaron mas
en sus explicaciones. Por ejemplo:

Nos damos cuenta que entre mayor sea la muestra, se acercara a la media dada que

es del 30%, asi mismo la dispersion tiende a cero (Omar).

Mis resultados fueron casi exactamente los mismos que obtuve con Fathom y los
que obtuve tedricamente. La media se mantuvo constante en las 4 muestras y la
dispersion si varia. En la muestra de tamafio 1 fue mayor a la muestra de tamafio 30,

o sea fue disminuyendo (Ménica).

El centro se mantuvo similar en los diferentes tamafios de muestra, asi mismo, la
dispersion tiende a disminuir conforme va aumentado la muestra, no sé si sea una
regla general o no, pero asi parece (Jorge).

La media de las distintas muestras [quiere decir distribuciones muestrales] no varia
mucho, a lo mas una centésima, pero la desviacion estandar si varia mucho mientras
mas grande se hace el tamafio de muestra mas pequeia es la desviacion (Libnia).
Entre mas grande es la muestra se apega mas al centro que es 0.3 y con la muestra
de 30, si se redondea 0.2997 da 0.3. En cuanto a la dispersiéon cada vez que se

aumenta la muestra la dispersion disminuye (Gerardo).

Cuando aumenta la muestra la media se acerca con diferencia de décimas y

centésimas a la media esperada y la dispersion disminuye gradualmente (Edgar).

El centro en cada una de las muestras no cambia mucho solo una cuantas

milésimas, aunque en la muestra de tamafio 5 dio exacto (Denise).

En esta actividad hemos observado que los estudiantes se han aproximado mas a algunas
propiedades de las distribuciones muestrales que estan en funcion del tamafo de la muestra.
Por ejemplo, identifican que la media de las tres distribuciones permanece mas o menos

constante, pero a algunos les hace falta relacionarla con la media poblacional y ver que son

129



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

iguales. En cuanto a la desviacidon estdndar han observado correctamente que esta varia
conforme aumenta el tamafio de la muestra. Finalmente, en cuanto al efecto del tamafno de
muestra en la forma de la distribucion sefiala la mayoria que la forma se mantiene. Esto por
que la poblacidon es simétrica y la normalidad se alcanza desde pequefios tamafios de

muestra.

Hemos observado que los decimales que resultan de la simulacion constituyen un obstaculo
para que los estudiantes sefialen con mayor precision algunas propiedades, como que las
medias muestrales son iguales entre si e igual a la media poblacional. Por ejemplo, las
distribuciones de Gerardo tuvieron las siguientes medias: 0.497, 0.499 y 0.503, si aplica un
redondeo a dos decimales, en los tres casos le hubiera resultado 0.5, que es la proporcion
poblacional. El sefialé que la media se acerca muchisimo al 0.5. Un caso similar es el de
Coral que obtuvo las medias: 0.4961, 0.4997, 0.4963, y sefiala “El centro es similar para
los tres casos, se desvia por centésimas”. Por su parte Monica sehal6 “La media se podria
decir que gira alrededor de 0.5 en las 3 muestras y es la media de nuestra poblacion”.

No obstante que en esta actividad, los estudiantes han mostrado una comprension intuitiva
de las propiedades de las distribuciones muestrales, en las siguientes actividades (4 y 5) se
redisefiaron las preguntas para enfocar mas la atencion de los estudiantes en aspectos
relevantes a las propiedades que se estaban investigando, como es el caso de comparar las
medidas descriptivas entre distribuciones muestrales y respecto a las medidas
poblacionales, asi como comparar los resultados de la simulacion con los resultados
tedricos. El objetivo se logrd, ya que algunos estudiantes que no habian apreciado
correctamente las propiedades en las actividades anteriores, en este caso si lo hicieron.

Veamos algunas respuestas de las actividades 4 y 5.

Realmente el centro no es muy variable, esta entre 17. 2 y 17. 4 sin importar el
tamafio de la muestra, pero la dispersion si es muy variable, entre mayor sea el
tamafio de la muestra menor sera la dispersion . . . . Entre mas se incremente el

tamafio de muestra la distribucion toma la forma de distribucion normal (Viridiana).

En el centro la cantidad no varia mucho y se encuentra entre 17.09 y 17.33 y me di

cuenta que conforme aumenta el tamafio de muestra la dispersion disminuye. . . . el
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resultado de los centros [muestral y poblacional] es muy parecido, no varia mucho. .
. conforme cambia el tamafio de muestra hay mejor distribuciéon en las barras

(Denise)

No importa el tamafio de la muestra, la media es casi igual, solo es diferente por
decimales, en cambio la desviacion si afecta, entre mayor sea el nimero mas
pequeiia es la desviacion . . .El centro tanto en las muestras como en la poblacion es
igual con diferencia en decimales, pero la dispersion si varia e influye el tamafio de
muestra. . . Cuando la muestra se incrementa hay un mayor ajuste en la curva de la

distribucion normal (Ana Lilia).

Si redondeamos el centro de la poblacidon es igual al centro de cada una de las
distribuciones, mientras que la dispersion tiende a disminuir cada vez que aumenta
el tamafio de la muestra. . . . Las barras se adelgazan mientras el tamafio de la

muestra aumenta (Jorge).

El centro de la poblacion y las muestras [se refiere a las distribuciones muestrales]
es el mismo, en la dispersion solo es igual al de la poblacion con la muestra de 1,
pero a partir de la muestra de 10 va disminuyendo. . . . La distribucion de la
poblacion y la muestra son parecidas, a partir de la muestra 10 empieza a tomar una

distribucion normal, existiendo un mejor ajuste en la muestra de 30 (Ana Lilia )

Los ultimos dos casos corresponden a la actividad 5, en la cual se agregd un tamafio de
muestra igual a 1. Es de observarse la respuesta que dio Ana Lilia que fue una estudiante
que tuvo diversos problemas con el proceso de simulacion. Nos parece que se ha percatado

de rasgos importantes de las propiedades de las distribuciones muestrales.

En la ultima actividad, la cual estaba enfocada a resolver un problema de distribuciones
muestrales principalmente, se coloco una parte exploratoria sobre estas propiedades que ya
se habian abordado en las actividades intermedias, y observamos que la mayoria de los
estudiantes tuvo un mayor acercamiento a las implicaciones del teorema del limite central.
En esta ocasion se hizo uso de una opcioén que proporciona Fathom donde se colocan sobre

el mismo sistema de ejes coordenados las distribuciones muestrales (Fig. 18).
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Measures fromSanple of Dado Hstogramw
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Fig. 18: Distribuciones muestrales para n=5 y n=30 sobre un mismo sistema de ejes
Veamos la respuesta que dio Gerardo, como un ejemplo de ello:

La media no varia en nada a comparacion de la media poblacional, se mantuvo en

3.50, en cuanto a la desviacion pues disminuye conforme el tamafio de la muestra se

va incrementando. . . En la grafica de tamafio 5 los valores son muy dispersos y

varian de 1 a 6, mientras que la grafica de tamafio 30, los valores estan mas cerca de

la media. . . . Los resultados con Fathom y los resultados de forma tedrica son los

mismos, en los 2 casos el resultado es idéntico (Gerardo).

Gerardo es un estudiante que en las respuestas de las actividades anteriores no se habia
enfocado en las propiedades, sin embargo, en esta actividad revela que ha comprendido el

efecto del tamafio de muestra en el centro y la dispersion de las distribuciones muestrales.

En una entrevista sobre los conceptos involucrados en esta etapa, la cual tuvo lugar al final

de las actividades, Monica contestd lo siguiente:

I: Si en lugar esta forma uniforme de la poblacion se tuviera una poblacion como
columpio, ;crees que eso repercutiria en al forma de la distribuciéon muestral?
M: No, por lo regular la forma de la distribucion muestral siempre nos da asi,
normal.

I: Independientemente de la forma de la poblacion?

M: Si.

[....]

I: ;Qué pasa con la media de la distribucion muestral comparada con la media de la
poblacion?

M: La media por lo general siempre se acerca a la media poblacional.

I: ;Como le harias para que se acercara mas?

M: Tomando mas.
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I: {Mas muestras?

M: O tomar la muestra mas grande o sea aumentar el tamafio de la muestra.

I: /Que pasa con la desviacion estandar?

M: La desviacion estandar es la que si varia, por lo regular se hace mas pequeia.
I: ;Qué mide la desviacion estandar?

M: Es el ancho de las columnitas

I: ;De cada columnita?

M: Aja. No s€ que sea exactamente la desviacion estandar. Lo que sé que entre mas
disminuye mas chiquitas se hacen las columnitas.

I: Ahora toma 1000 muestras de tamafio 15 y construye su distribuciéon muestral.
Compara las dos distribuciones con la misma escala para que sean comparables.
Fijate en los valores que tienes en las tablas resumen, ;qué pasa con la media?

L..]

M: La media es casi la misma, es casi exacta. Es casi igual a la de la poblacion.
I: {Qué pasa con la desviacion estandar de la de tamafio 5 y la de tamafio 15.
M: Es mas pequefia la de la muestra de 15.

I: pero me decias que no sabias que te media la desviacion estandar.

M: Aja

I: ;qué diferencias encuentras entre las dos graficas?

M: El ancho. Es mayor en la de la muestra de tamafio 5 a la de la muestra de 15.
Entonces mide el ancho de la grafica.

Observamos que Monica tiene claro que la forma de la poblacidon no repercute en la forma
de la distribucion muestral cuando el tamafio dela muestra aumenta, la media de la
distribucion muestral se acerca o es igual a la media poblacional y la desviacion estandar se
vuelve mas pequefia conforme aumenta el tamafio de la muestra. Sin embargo, en la
entrevista identificamos una idea errébnea de Monica acerca de lo que mide la desviacion
estandar; para ella esta mide el ancho de las barras del histograma. Cuando esta alumna fue
expuesta a dos distribuciones muestrales de diferente tamafio de muestra y se le pidi6 que
comparard las medias y las desviaciones estandar super6 dicha confusion y logré entender

que la desviacion estandar mide el ancho de la grafica (dispersion).

6.5.4 Argumentaciones (elementos validativos)

Una de las aportaciones de los ambientes dindmicos de estadistica es que permiten que los
estudiantes se apropien de mecanismos de control, validacién y correccion de sus
soluciones, sin que dependan totalmente de la presencia o aprobacion del maestro. En este
caso, las validaciones que los estudiantes utilizaron en esta etapa, estuvieron mediadas en
buena medida por los recursos propios del software y por la comparacion de los resultados

de la simulacion con los obtenidos en forma tedrica. Uno de los recursos de validacion que
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utilizaron los estudiantes cuando introducian la formula para calcular el estadistico, fue el
inspector de formulas. Este recurso, los alerta al cometer errores de sintaxis, de tal manera
que los estudiantes podian corregir el error antes de continuar. Por ejemplo, en la actividad
1, Ana Lilia cometi6 un error al introducir la férmula de la proporcion (ver figura 18) y se

percato cuando tom6 1000 muestras y todas le dieron 1 como resultado.

Measures from Sanple of NDNE]A10l
PROPORCION1 | <new>

992
993

1

1

994 (1

E@. Lj‘ 995 |1
Cases Measures Comments Display | Sample 9% |1
Measure Value Formula 997 |1
PROPORCION 1 proportion [ TABLA ) 998 |1
=newws 999 (1

1000 | 1

Fig. 18: Inspector de formulas como recurso de validacion

Otro error de sintaxis que cometidé Ana Lilia consistié en lo siguiente:

@

Cazes Measures Comments |Display | Sample

Measure Value Formula

medias #argument count .| mean )

=NEV=

En este caso el software desplegd un error de argumento, que de inmediato fue observado

por la estudiante y la obligd a corregirlo.

Otro recurso de validacion que utilizaron algunos estudiantes fue superponer la distribucion
tedrica a la distribucidon empirica para medir el grado de ajuste. Sin embargo, este recurso
de validacion no fue sencillo para muchos estudiantes, ya que requiere que combinen
adecuadamente en la férmula, informacion poblacional con informacidon muestral. A saber,
que la media de la distribucion muestral es igual a la media de la poblacion y que la

desviacion estandar de la distribucion muestral es igual a la desviacion estandar poblacional

6

dividida por la raiz cuadrada del tamafio de muestra, esto es (L. =Ly O_ = In ). Por
X X n

ejemplo, Gerardo obtuvo la siguiente grafica en la actividad 4.

134



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

Measures from Sanple of 1000Monedas | Hstogramw

0.61
0.5
0.44
0.31
0.24
0.14

Density

5 1 15 2 2 3
Media
— Density = normalDensity (X, 17.3125, L“z)

15

Gerardo llama al investigador para preguntarle por qué la curva tedrica no se ajustaba a la
distribucion empirica. El estudiante se percaté que algo andaba mal, pero no sabia que, asi
que el investigador revisod sus calculos y encontrd que los parametros de la distribucion
tedrica no eran los correctos, que ¢l estaba introduciendo la media y la desviacion estandar
de la distribucion muestral empirica, en lugar de introducir sus correspondientes valores
poblacionales. Cuando se le sefal6 su error sin mayor problema lo corrige, como se

muestra en la figura 19.

Measures from Sanple of 1000Monedas | Hstogram v
0.161
0.144
0.121

%‘ 0.104

S 0.084

© 0.061
0.044
0.024

5 10 15 20 25 3
Media

— (x, 17.264, 96—]25)

15

Fig. 19: Distribuciones tedrica y empirica obtenidas por Gerardo
Entonces, la confusion entre medidas de la distribucion muestral y las medidas de la
poblacion condujo a muchos estudiantes a obtener distribuciones tedricas y empiricas que
no se ajustaban.
Otros elementos validativos que se utilizaron a lo largo de las diversas actividades fueron
las graficas y las tablas con medidas descriptivas que les permitieron hacer comparaciones
para enunciar propiedades y validar resultados. Igualmente fue utilizada la comparacion de

los resultados obtenidos mediante simulacidon con los obtenidos de manera tedrica.

6.6 Seccionar la distribucion muestral para calcular probabilidades de valores
muestrales

El proceso de construccion de una distribucion muestral concluye en la etapa anterior, con

la representacion numérica y grafica de la coleccion de estadisticos. Sin embargo, resta la
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etapa de calculo de probabilidades de valores muestrales, que es la aplicacion que se le da a
las distribuciones muestrales en el campo de problemas al que nos hemos limitado en este
estudio. En lo que sigue, analizaremos los diferentes elementos de significado que los

estudiantes pusieron en juego en el proceso de calculo e interpretacion de probabilidades.

6.6.1 Lenguaje (elementos representacionales)

Para calcular la probabilidad de algunos resultados muestrales, se requiere de la
representacion tabular y grafica de la distribucion muestral construida en la etapa anterior.
La representacion tipica para ello en esta etapa, es una tabla resumen, donde se introduce
una expresion con el intervalo en el cual interesa calcular la proporcion de casos
(probabilidad empirica). Un recurso adicional consiste en utilizar una féormula para filtrar
en la representacion tabular de la distribucion muestral, los valores del estadistico que caen
en el intervalo deseado. La ventaja de esta representacion es que permite sombrear el area
respectiva en la representacion grafica de la distribucion muestral, con lo cual los
estudiantes pueden establecer una correspondencia entre el area sombreada y el valor
obtenido de la probabilidad. Solo un par de estudiantes (Modnica y Coral) hicieron un uso
sistemdtico de ambos tipos de representaciones cuando calcularon probabilidades (Figura
20).

En la actividad 7, estas estudiantes trabajaron en equipo y usaron una férmula para filtrar
los casos en los que la media del volumen de los refrescos era superior a 239 e inferior a

241 y calcularon la proporcién en una tabla resumen adicional (ver figura 21).

Measures from Sanple of Collecti...
media | <new> | B

92 |241.424

93 |238.447

94 |238.611 heazures from Sample of Collection Histooram w

95 |241.168 B0 4

96 |238.639 S04

97 |238.438 *g‘ 404

98 |241.427 S 30

99 |[24153 201

100 |238527 104

101 | 241.061 N 235 239 240 241 242
(media <239) or (media>241) media

Fig. 20: Opcidn de filtrado y sombreado en una distribucion muestral
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Measures from Sanple of Collection 1 | Summary Table

¢ S
24013544

media 0.202

S1=mean ( )
S2 = proportion (media < 239) + proportion ( media > 241)

Fig. 21: Tabla resumen con la formula para calcular la probabilidad
Lo ideal seria complementar estos dos tipos de representaciones, asi cuando se comete un
error en el filtro o en la formula para calcular la probabilidad en la tabla resumen, el
estudiante podria darse cuenta de ello, al no coincidir la representacion gréafica del area
sombreada con la representacion establecida en la formula. Por ejemplo, Jorge y Omar
tuvieron diversos problemas en esta actividad para establecer los limites del intervalo en el
que deseaban calcular la probabilidad (ver figura 23). Si ellos hubieran utilizado la
representacion de filtro y sombreado posiblemente ellos mismos se hubieran percatado del
error sin la ayuda del profesor, dado que este constituye un recurso de control y validacion
que proporciona el software. Otros estudiantes que eventualmente utilizaron este juego de
tres representaciones fueron Gerardo y Ana Lilia, pero sin sacarle el provecho del
sombreado, ya que este no es automatico al introducir el filtro, por lo que finalmente

dependian s6lo de la tabla resumen (ver figura 22).

Measures from Sarrple of Collection 1 | Summary Table

i€ => proporcion
240.13083
0.2

S1= )
S2= ( (proporcion >241) or (proporcion < 239))

Fig. 22: Tabla resumen construida por Gerardo y Ana Lilia en la actividad 7

Obsérvese la diferencia entre la formula de Monica y Coral con la féormula de Gerardo y
Ana Lilia. Mientras que Modnica y Coral usaron el simbolo + para suma ambos resultados,

Gerardo y Ana Lilia utilizaron el conectivo or.
Las principales dificultades que se tuvieron con el manejo de representaciones en etapa

consistieron en el uso de los conectivos or y and, y con los signos de desigualdad. Tal es el

caso de Jorge y Omar que en la actividad 7 utilizaron and en lugar de or.

137



Significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales. . . . . .

Mequina_de_refrescos_40 | Summery Table
U >
Refrescos 5389658
S1=mean ()
S2 = proportion ( (Refrescos <239) and (Refrescos > 241))

Estos alumnos también tuvieron problemas con el sentido de las desigualdades e hicieron

varios intentos antes de lograr escribirlos correctamente (ver figura 23).

Measures fromSanple of Maquina | Sunmrery Table Measures fromSanple of Maquina_de Refrescos fary|
4 = € =
. 240.78476 . 239.97198
Media 0612 Media 0.207
S1= () S1= ()
S2= ( (241 > Media) and (239 < Media) ) S2 = ( (Media < 239) or (Media > 241))

Fig. 23: Dificultades de Jorge y Omar en la introduccion de la formula para calcular la probabilidad

También Monica y Coral cometieron errores al escribir la féormula. En este caso fue un

error de incompatibilidad.

Measures fromSanrple of Collection 1 | Summary Table

g =] |
240.13544
#Type(s) incompatible#

media

S1= ()
S2 = ( proportion (media < 239) ) or ( proportion (media >241) )

Sin duda el elemento representacional mas utilizado en esta seccion fue la tabla resumen
con la férmula para calcular la probabilidad. Su uso no estuvo exento de dificultades para
muchos estudiantes, ya que tuvieron problemas con los conectivos or y and, asi como con
los simbolos > y <, para introducir el intervalo en el que deseaban calcular las
probabilidades. La opcion de filtro y sombreado que era deseable complementar con la

tabla resumen fue poco utilizada.

6.6.2 Acciones (elementos procedimentales)
Las acciones de los estudiantes en esta etapa consistieron en introducir una formula en la
tabla resumen para calcular la probabilidad pedida, y en algunos casos, el uso de férmulas

para filtrar y sombrear los resultados de interés.
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Un error que llama la atencion debido a que lo cometieron la mayor parte de los alumnos en
una de las actividades (actividad 7) fue el considerar una sola muestra para calcular la
probabilidad que les pedia, en lugar de utilizar la distribuciéon muestral. Un ejemplo de ello
lo tomamos del trabajo conjunto de Jorge y Gerardo. En la figura 24, se observa que estos
estudiantes tomaron una muestra de 40 refrescos y utilizaron la opcidn proportion para
calcular la probabilidad de que la media de refrescos fuera menor a 239 en el primer caso y

mayor a 241 en el segundo caso.

Sarple of Coleection 1 | Hstogram+
H
Sarrple of Collectio... 8
. 7
2ol 61 Sarple of Collection 1 | Summary Table
36 |240.039 = 0 = poblacion
37 |244636 S4 240.35528
38 | 245.866 3 0.5
39 |236.201 ? 04
G S1=mean ( )
40 |238.913 ; ; : } ; ; S2 = proportion (poblacion < 239)
25 20 2% 240, 245 220 2% S3 = proportion (poblacion >241)
[ | poblacion

Fig. 24: Acciones realizadas por Jorge y Gerardo en la actividad 7 para calcular la probabilidad

Es importante hacer la observacion que los datos que se encuentran en la muestra son
valores tomados directamente de la poblacion —son volumenes de refrescos- y no son
medias de una muestra de refrescos como las que aparecen en una distribucion muestral,
por lo que calcular la probabilidad de esta manera, es totalmente incorrecto. Esto implica
que los estudiantes estarian calculando la probabilidad de que un intervalo de volimenes se
presentara en una muestra, en lugar de calcular la probabilidad de un intervalo de
volumenes se presentara en un conjunto de muestras. Este error ha sido reportado también
en el trabajo de Saldanha y Thompson (2002), el cual lo atribuyen los autores a una
dificultad de los estudiantes en pasar de los resultados de una muestra a los resultados de

una distribucidén de muestras.

Un ejemplo adicional de este tipo de dificultad lo observamos en la video-grabacion del
trabajo de Libnia y Edgar en la actividad 6, que trataba de una poblacion con un 30% de
cojinetes defectuosos. Cuando se les pide a estos estudiantes calcular la probabilidad de que

en una muestra de tamafo 80 existan 30 o mas cojinetes defectuosos, quisieron utilizar una
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muestra de las 1000 que habian tomado (la ultima muestra con sus datos, siempre queda

registrada cuando concluye el proceso de construccion de la distribucion) (ver figura 25).

Measures fromSanrple ...
formula | 4
991 (18
992 |24
993 (30
994 (24
Sanple of cojinetes | Sunmmary Table 995 (25
4 = | 996 |28
b 0 997 |19
poblacion 998 | 21

m |24
Colunm Sunmrery 24 £ 18
1000 | 24

S1 = count (poblacion = "m")

Fig. 25. Tabla resumen con los conteos de una muestra y distribucion de los conteos en 1000
muestras.

Su argumentacion se basaba en que el enunciado dice “la probabilidad de que en una
muestra . . .”, por lo que se advierte que estan teniendo problemas de interpretacion, pues
de lo que se trata es de una muestra, pero de cualquiera de las 1000 que fueron tomadas

vistas como un conjunto o distribucién. Veamos un extracto de su conversacion:

E: Ahora lee el inciso b. [Es el inciso al que nos referimos, donde se pide la
probabilidad de que existan mas de 30 defectuosos en una muestra de tamafio 80].

E: Pues ninguna, pues son 24.

E: Faltan las 1000 muestras de tamafio 80 [Acertadamente opina Edgar].

L: Me confunde, aqui me esta usted pidiendo una muestra de tamafio 80. Esta es una
muestra de tamafio 80. [Sefiala la muestra que aparece en la pantalla].

E: Exacto.

L: Si yo trabajo sobre las 1000 muestras de tamafio 80 no va a ser lo mismo, no voy
a contestar lo que usted me esta pidiendo, entonces que onda, ;trabajamos sobre la
muestra de tamaiio 80 o sobre las 1000 muestras de tamaifio 80?. Porque, es que aqui
dice que trabaje sobre la muestra de tamafio 80, y la muestra de tamafio 80 es esta.

I: Entonces, ;con cual muestra trabajarias?

L: Apegandome estrictamente al texto, con la muestra de tamafio 80.

I: {El problema ya estaria de esa manera?

L: Practicamente, el inciso b también

De lo anterior, podemos ver nuevamente que Edgar tiene una idea correcta de lo que se
debe hacer para calcular la probabilidad —tener en cuenta las 100 muestras de tamafno 80-,

pero Libnia impone su opinion y lo hace dudar.
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6.6.3 Conceptos y propiedades (elementos conceptuales)

Los principales conceptos y propiedades que se pusieron en juego en esta etapa fue el
calculo de probabilidades y el efecto del tamafo de muestra en el valor de la probabilidad.
Para ello, en algunas actividades se hizo énfasis en variar el tamafio de muestra y observar
lo que sucedia con el valor de la probabilidad. Por ejemplo, en la actividad 5 se les pidi6 a
los estudiantes la probabilidad de que la media fuera mayor a 0.3, tanto en una muestra de
tamafio 20, como en una muestra de tamafio 30 y que explicaran la diferencia. Todos los
estudiantes hicieron los calculos pero muy pocos dieron la explicacion. Algunas
explicaciones fueron:

Se incrementa el tamafio de la probabilidad cuando es menor el tamafio de muestra,

esa es la diferencia (Omar).

Supongo que la diferencia de resultados en los dos incisos se debe al tamafio de la

muestra, ya que fue lo inico que vari6 (Jorge).

La diferencia existe porque la probabilidad aumenta cuando la muestra es mas

grande hay mayor precision (Ana Lilia).

Tanto Jorge como Omar explican adecuadamente la diferencia en los resultados, no asi Ana
Lilia quien considera que entre mas grande es la muestra, mayor es la probabilidad.

Por su parte en la actividad 7, se cambi6 el término desviacion estandar por error estandar
que es como se maneja en muchos libros de texto, y se les pidié que explicaran el efecto del
tamafio de muestra en la probabilidad en el error estandar. En esta ocasion casi todos los

estudiantes explicaron sus resultados.

Cuando la muestra es pequena el error es grande y cuando crece la muestra el error

disminuye (Ana Lilia).

El error estandar aumenta cuando la muestra es menor (Libnia).

El error aumenta al disminuir el tamafio de la muestra (Edgar).

El error tiende a disminuir cuando el tamafio de la muestra aumenta (Jorge).
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Finalmente en la ultima actividad (actividad 9), se les plante6 de nuevo que explicaran la
diferencia entre las probabilidades de que la media fuera mayor a 3, para tamanos de
muestra 5 y 30. En esta actividad se les plante6 a los estudiantes que construyeran sobre un
mismo sistema de ejes las dos distribuciones muestrales (ver figura 26) como un apoyo
adicional a la tabla resumen y los resultados tedricos que habian hasta entonces habian sido

el recurso en el que se habian basado para contestar.

Measures from Sanrple of Dac| Hstogram+
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Fig. 26: Distribuciones muestrales sobre un mismo sistema de ejes

En esta actividad se pedia la probabilidad de una cola derecha a partir de un valor que esta
detras de la media, por lo que la probabilidad debe ser mayor cuando el tamafio de muestra
sea mas grande, a diferencia de la actividad 5, donde se pedia la probabilidad de una cola
derecha de un valor que estd delante de la media, por lo que la mayor probabilidad se tiene
cuando la muestra es menor. Todos los estudiantes identificaron adecuadamente el efecto
del tamafio de muestra en la probabilidad. Muchos de ellos se apoyaron en los resultados,
mientras que otros se apoyaron en la grafica. Algunas repuestas fueron.

Mientras sea mas grande la muestra el resultado va a ser mayor (Gerardo).

A que el tamafio de la muestra 30 tiene una media 3.5, por lo tanto hay mayor

posibilidad de que la media de puntos tienda a ser mayor a 3 (Jorge).
Se la atribuyo al tamafio de muestra, pues al tener 30 en lugar de 5 es mas probable

encontrar puntos mayores a 3. Mientras mayor sea la muestra, mayor sera la

probabilidad (Edgar).
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Podemos observar que conforme se fue avanzando en el desarrollo de las actividades y
cuando se incorpord una representacion grafica simultanea de las dos distribuciones, los
estudiantes comprendieron mas facilmente el efecto del tamaio de muestra en el valor de la
probabilidad. Veamos un fragmento de la entrevista que se realizd6 con Monica al final de

las actividades, sobre los conceptos involucrados en esta etapa:

I: (En cual de las dos distribuciones es mas probable que aparezca una media de 4 o
mas?

M: En la de tamafio 5

I: {Porqué?

M: Porque en la de 5 tenemos mas datos. [parece que no entendio la pregunta].

I: ;En la de 5 tienes mas datos?, creo que tienes los mismos 1000. Observa bien la
grafica.

M: Ah, ya le entendi, en la de tamafio 5.

I: {Porqué?

M: Porque tenemos muchos mas valores hacia aca. Hacia la derecha de 4, en la otra
tenemos poquitos.

I: Si se tratara de hacer apuestas, ja qué valores le apostarias? Para tener mas
confianza de ganar. Dame un rango de valores a los que estarias apostando en la
distribucion de n=5.

M: Entre 3y 4

I: ;Crees que entre esos valores tienes mas probabilidades de ganar?, ;porqué?
M: Porque es el centro.

I: y si te dijera que aumentes tu probabilidad de ganar.

M: Entonces elegiria entre el 2 y el 5

I: Asi siempre estarias ganando?, ;cuando estarias perdiendo?

M: Cuando cayera fuerade 2 y 5.

I: Ahora si se trata de tener mas precision, ;cual de las dos escogerias?, con cual
muestras te gustaria jugar con muestras de tamafio 5 o tamafo 15, apostando al
mismo rango entre 2 y 5. O sea tener menos probabilidades de perder.

M: Con 5

I: ;Por que?. Fijate bien en las graficas.

M: Si porque quedarian muy pocos datos fuera y en la otra quedan mas datos
todavia.

I: {Segura?

M: Ah, entre 2 y 5, entonces escojo la de tamafio 15, porque todos los datos estan
entre 2 y 5 y nunca perderia. Entonces me conviene escoger el tamafio de muestra
mayor.

Observamos en las respuestas de Monica que tiene claras muchas ideas relacionadas con el
efecto del tamafio de muestra en el calculo de probabilidades y prediccion de resultados.
Por ejemplo, expresa que es mas probable un valor mayor a 4, en la distribucion con menor
tamafio de muestra, porque es mas variable, lo cual es correcto. En otra parte de la

entrevista, cuando se le pide un intervalo para tener una buena probabilidad de ganar,
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Monica establece un intervalo razonable alrededor de la media, el cual amplia cuando se le
cuestiona sobre el intervalo para tener una mayor probabilidad. Podemos decir entonces,
que Monica ha identificado de manera correcta la relacion que existe entre tamafio de
muestra, probabilidad de un resultado muestral y variabilidad de la distribucion, lo cual es
muy importante en inferencia estadistica. Por su parte, Omar contesta lo siguiente en la

entrevista:

I: Que es lo que hay adentro de esa grafica [de la distribucion muestral] o como la
podrias describir?

O: Pues en esta grafica estan contenidos todos los nimeros o todos los cojines en
este caso defectuosos que aparecieron en cada una de las muestras

I: Entre que valores estda la mayor parte de los cojines defectuosos? Viendo la
grafica.

O: Entre 2 y 4

I: Cuales son los valores con menos cojines defectuosos?

O:El8yel9, buenoel 0

Puede verse que Omar no tiene dificultades para interpretar los resultados de una
distribucion muestral cuando sefiala que representa a todos los cojinetes defectuosos que
hay en cada una de las muestras seleccionadas, ademas explica bien sobre los valores mas
probables. Igualmente sucedié con Libnia y Edgar cuando fueron video grabados en el

problema de los cojinetes:

I: {Qué significan esos nimeros de la coleccion?
L: Significan, como ya le habia dicho, de estas 1000 muestras de tamafio 80, todos
los defectuosos de esa muestra, de cada muestra de tamafio 80.
I: Me lo vuelve a repetir
L: Las 1000 muestras de las muestras de tamafio 80, todos los defectuosos de cada
muestra. O sea esta es una muestra de tamafio 80.
I: Por ejemplo, en la muestra 1, ;cudntos defectuosos tuvo?
L: 29
I: La segunda,
L: 28
I: La tercera
L: 24 y asi sucesivamente.
Libnia ha mostrado que para ella la distribucion muestral representa el conjunto de

defectuosos en cada una de las muestras.

6.6.4 Argumentos (elementos validativos)
Los principales elementos validativos que se emplearon en esta etapa fueron la

comparacion de resultados de simulacion con los resultados tedricos, los calculos de
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probabilidades en las tablas resumen para los diferentes tamafios de muestra, la
representacion simultanea de las distribuciones muestrales en una grafica, y en menor

medida, el sombreado de areas.

En cuanto a los resultados tedricos como elemento de validacion, cabe sefialar que
frecuentemente fue fuente de confusion, dado que los estudiantes cometian diversos errores
al emplear las férmulas y utilizar las tablas de probabilidad. En estos casos no sabian donde
se encontraba el error, si en la simulacion o en el uso de las formulas. Asi, que este recurso

de validacion no fue muy eficiente en algunas ocasiones.

6.7 Conclusiones

Los estudiantes han abordado el concepto de distribuciones muestrales desde un enfoque
completamente distinto al que se adopta en un ambiente de lapiz y papel. El ambiente de
simulacién computacional les ha permitido participar activamente en el proceso de
construccion de una distribucion muestral: definiendo la poblacion, extrayendo muestras en
forma repetida, calculando estadisticos en cada una de ellas, acumulédndolos para formar la
distribucion y calculando proporciones (probabilidades empiricas) de ciertos resultados
muestrales. En dicho proceso, han puesto en juego diversos elementos de significado para

resolver las situaciones planteadas.

Sin duda, un elemento que sobresale sobre los demas fue el uso abundante de
representaciones (numéricas, graficas y simbolicas) para visualizar conceptos y
propiedades. Los estudiantes hicieron uso de ellas desde la formulaciéon misma del modelo
poblacional hasta el calculo de probabilidades. En la segunda y tercer etapa del proceso de
simulacion, algunas representaciones jugaron un papel importante para que los estudiantes
desarrollaran intuiciones e ideas correctas de diversos conceptos, como es caso de colocar
sobre una misma grafica varias distribuciones para distintos tamafios de muestra, lo que
ayudoé a deducir propiedades de forma, centro y dispersion, asi como el efecto del tamaino
de muestra en la probabilidad de resultados muestrales.

Los diversos conceptos que intervienen en las distribuciones muestrales, asi como las

relaciones entre ellos, pudieron ser explorados gracias a las caracteristicas del ambiente
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dinamico de simulacion proporcionado por Fathom. Asi, los estudiantes pudieron visualizar
propiedades como la variabilidad muestral y el efecto que sobre ella tiene el tamafio de
muestra, y las repercusiones del teorema del limite central en el comportamiento de las

distribuciones muestrales.

De esta manera, consideramos que el significado construido por los estudiantes es mas
amplio que el significado que ellos habian construido en el ambiente tradicional de lapiz y
papel antes de participar en el estudio, en el cual se utilizan en forma predominante las
representaciones simbolicas y tablas de probabilidad (numéricas). Sin embargo, el proceso
de simulacion no estuvo exento de dificultades, incluso algunas de ellas persistieron a lo
largo de todo el estudio, como es el caso de la formulacion del modelo poblacional, pues en
la mayoria de las actividades que lo requerian, fueron a cuando mas dos estudiantes que
lograron plantearlo correctamente. La definicion de la expresion para calcular el estadistico
en las muestras y las expresiones para calcular las proporciones de casos, fueron
dificultades de menor frecuencia que se presentaron sobre todo a principios del estudio.
Surgieron ademas algunas concepciones erroneas como es el caso de confundir la
distribucion de una muestra y la distribucion muestral de un estadistico y algunos

estudiantes tuvieron problemas para ver las muestras como una distribucion.

Sin duda, la herramienta computacional tuvo impacto en los significados de los estudiantes,
ya que requirid de otro tipo de acciones y procesos, representaciones, validaciones, y
posibilitdé una exploracion de conceptos y propiedades de una forma que no es posible en
un ambiente de lapiz y papel. Por ejemplo, en el caso de la poblacion, en un ambiente de
lapiz y papel, tipicamente se parte del enunciado que sefiala que la poblacion y sus
parametros son conocidos, sin ninguna referencia concreta sobre el concepto, de tal manera
que la poblacion existe para los estudiantes s6lo como un concepto abstracto que aparece en
el enunciado del problema. En cambio, en el ambiente de simulacion, los estudiantes se
vieron obligados a construir la poblacion y la pudieron visualizar a través de un icono y una
tabla de casos con los elementos poblacionales hipotéticos, llegando en algunos casos a
complementarla con una grafica y sus medidas descriptivas. De esta manera, el objeto

“poblacidén” se volvid visible y mds concreto para los estudiantes. Esto sin duda condujo a
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los estudiantes tareas de mayor nivel cognitivo que el que ocurre en una ensefianza
tradicional basada en formulas y procesos rutinarios, al permitirsele a ellos mismos

construir la poblacion.

En un ambiente de lapiz y papel la distribucion muestral se construye a través de un
proceso matemadtico y cuando el estudiante se enfrenta a alguna aplicacion, solo selecciona
la distribucion muestral correspondiente, sustituye la informacion, estandariza la
distribucion y calcula la probabilidad mediante tablas. Ningun indicio de exploracion de
conceptos y propiedades aparece desde esta perspectiva. En cambio, en el ambiente de
simulacion, los estudiantes tomaron muestras de un tamafio dado repetidamente de la
poblacion y acumularon los estadisticos calculados para dar lugar a la distribucion
muestral, sin necesidad de recurrir a formalismos matematicos. Las probabilidades fueron
obtenidas como proporciones de casos de interés en el total de casos, llegando en ocasiones
a filtrarlos y sombrearlos, para separarlos del resto de casos, 1o que volvié mas concreto el

calculo de probabilidades.

Como consecuencia de este cambio en los objetos de ensefianza, las actividades realizadas
por los estudiantes fueron de mayor nivel cognitivo (meta-nivel). Esto fue posible
observarlo a través de la transformacion y analisis de representaciones que frecuentemente
realizaron los estudiantes a lo largo del proceso de simulacion. Superponer una distribucion
tedrica a una distribucion empirica, sombrear areas correspondientes a la probabilidad
calculada, comunicarse con la maquina mediante la introduccion de una férmula y recibir
retroalimentacion de los posibles errores, son ejemplos del nivel cognitivo en que se
movieron los estudiantes y que no estd presente en las actividades que realizan en un
ambiente tradicional, donde la actividad se resume al empleo de formulas y tablas de

probabilidad.

Sin duda, un ambiente de estadistica dindmica vuelve obvios y triviales muchos
procedimientos tediosos tipicos en las aplicaciones de las distribuciones muestrales, como
fue el caso de la estandarizacion de la distribucion muestral y el uso de tablas de

probabilidad, los cuales son fuente de diversos errores al resolver problemas, y en este caso,
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no fueron requeridos. En este sentido podemos decir que amplifica las capacidades
mentales de los estudiantes y permite que los estudiantes construyan por si mismos el

proceso y que a su vez observen el resultado.

Podemos senalar entonces que el significado personal que los estudiantes han construido en
el ambiente de estadistica dindmica y simulacion computacional, se acerca mas al
significado institucional que se ha obtenido del andlisis de libros de texto, ya que incorpora

conceptos y propiedades que no lograron desarrollar en su ensefianza tradicional.
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Tabla 3: Resumen de los elementos de significado puestos en juego durante el proceso de simulacion de las distribuciones muestrales

ETAPAS DEL ELEMENTOS DE SIGNIFICADO
PROCESO DE | Representaciones Acciones y procedimientos Conceptos y propiedades | Argumentaciones y
SIMULACION validaciones
Numéricas: Tablas de casos|Caso  discreto:  Crear una|Poblacion, parametros | Sintesis de propiedades
Formulaciéon  del | (todos los alumnos), tablas|coleccion (poblacion) | poblacionales  (proporcion, | de la poblacion.
modelo resumen con medidas | introduciendo los elementos. media, desviacion estandar),
descriptivas (en algunos casos). | Caso continuo: Generar una |equiprobabilidad de
Simbolicas: ~ Formula  para | coleccion mediante una formula. | elementos.
generar la poblacion (solo|Graficar y calcular medidas
actividad 7). descriptivas en algunos casos.
Grdficas:  Histogramas  (en
menor medida).
Numéricas: tabla de casos|Tomar una muestra, definir el | Muestreo, variabilidad | Inspector de formulas,

muestrales (Sample cases), tabla

estadistico, repetir proceso de

muestral, teorema del limite

superposicion de

Construccion de la | resumen con medidas | muestreo muchas veces, formar | central. distribucion teodrica con
distribucion descriptivas (Summary table), |una coleccion con estadisticos distribucién empirica,
muestral tablas de estadisticos (Collect|calculados, desplegar la tabla de resultados tedricos.

measures). estadisticos y  graficar la

Simbolicas:  Férmula  para|coleccion de estadisticos

calcular el estadistico de interés. | (distribuciéon muestral), construir

Graficas: Histograma para la|tabla resumen con medidas

distribucién muestral. descriptivas de la distribucion

muestral.

Numéricas: Tabla resumen con | Introduccion de formulas para | Céalculo de probabilidades y | Comparar resultados de

medidas descriptivas (Summary | calcular ~ probabilidades, para|efecto del tamafio de|simulacion con

table), tablas de estadisticos | filtrar resultados y sombreado. muestra en el valor de la|tedricos, calculo de
Calculo de | (Collect measures). probabilidad. probabilidad para
probabilidades Simbdlicas:  Formulas  para diferentes tamafios de

calcular probabilidad y filtrar
resultados de interés.
Graficas:  Histograma  para
distribucién muestral,
sombreado de areas.

muestra y sombreado
de areas.
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Capitulo 7

LA SIMULACION COMPUTACIONAL COMO METODO PARA
RESOLVER PROBLEMAS DE DISTRIBUCIONES MUESTRALES

7.1 Introduccion

Este capitulo gira alrededor de la segunda pregunta de investigacion que nos hemos
planteado: jEn qué medida el uso de la simulacion computacional constituye un método
que permite a los estudiantes resolver problemas que involucran distribuciones
muestrales?.

El enfoque tradicional de resolucion de problemas que involucran distribuciones muestrales
e inferencia estadistica, se apoya en los conceptos de variable aleatoria y distribuciones de
probabilidad. Sin embargo, como lo sefiala Lipson (2002), este enfoque no esta relacionado
directamente con el proceso real de toma de muestras y calculo de estadisticos, como es
caracteristico en un problema real de inferencia, requiere ademas de un buen manejo de
recursos matematicos que no siempre estan al alcance de muchos estudiantes. En literatura
de educacion estadistica (por ejemplo, Lipson, 2000; Meletiou-Mavrotheris, 2004), con
frecuencia se sugiere que un enfoque de simulacion computacional en un contexto de
estadistica dindmica, puede ayudar a que los estudiantes encuentren mayor sentido a los

problemas que resuelven, en tanto este enfoque permite relacionar el proceso de resolucion
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con el proceso real en que se suscita un problema, ademas que puede ayudar a comprender
relaciones importantes entre los diversos conceptos que intervienen en las distribuciones

muestrales.

Por su parte Biehler (1991), resalta el hecho que la simulacion computacional puede
constituir un recurso para la resolucion de problemas, y no solamente para explorar y
construir conceptos como frecuentemente se piensa. Sin embargo, considera que alin se
requiere investigar sobre los diferentes roles, objetivos y perspectivas pedagogicas de la
simulacion en la resolucion de problemas. Entre los puntos favorables de la simulacion

computacional en la resolucion de problemas, Biehler (1991), seiala los siguientes:

1. Aspecto representacional. Los estudiantes piensan y formulan modelos en términos
concretos como urnas o ruletas, no hay necesidad de expresar modelos
simbodlicamente en términos de espacios de probabilidad.

2. Aspecto computacional. Procesar los datos generados para estimar una probabilidad
desconocida puede ser mas facil para los estudiantes que utilizar métodos analiticos
y combinatorios, puede ademads, ser la unica forma de incluir problemas de
probabilidad més complejos y reales en el curriculum.

3. Aspecto concepto de modelo. Para resolver un problema de probabilidad por
simulacion se requiere disefiar un escenario experimental y pensar en un modelo

primeramente en lugar de empezar con calculos.

Es por ello, estamos interesados en investigar cudl es el papel que juega la simulacién
computacional como método para resolver este tipo de problemas, las dificultades que
enfrentan los estudiantes al utilizar esta herramienta y si es posible arribar a soluciones

aceptables en comparacion con las soluciones que se obtienen tedéricamente.

De manera breve podemos adelantar que los estudiantes lograron calcular probabilidades de
resultados muestrales y aceptaron la solucion como valida respecto al resultado tedrico,
dada la proximidad entre ambos resultados. Esto, una vez que lograron superar todos las

dificultades que implico la modelacion de la poblacion en algunas actividades. Consideran

150



La simulacion computacional como método para resolver problemas de distribuciones muestrales

que el método de simulacion tiene varias ventajas respecto al método tedrico, ya que les
permitio explorar los conceptos y calcular las probabilidades como parte de todo el proceso

en que participaron.

7.2 Analisis de los resultados

Entre las actividades planteadas a los estudiantes existen algunas que fueron disefiadas con
el proposito de explorar conceptos y propiedades, otras con el proposito de resolver un
problema (calcular probabilidades de resultados muestrales), y algunas contemplaban
ambas situaciones. En este capitulo abordaremos solamente las actividades que

involucraron resolucioén de problemas.

En la mayoria de las situaciones planteadas buscamos que los estudiantes establezcan la
conexion entre los resultados tedricos y los resultados obtenidos mediante simulacion,
atendiendo la recomendacion de Biehler (1991, p. 186), en el sentido de combinar el
enfoque tedrico y el experimental en lugar de establecer la preponderancia de un enfoque
sobre otro. Cada problema fue resuelto primeramente por simulaciéon y después

tedricamente.

La informacién con la que haremos el analisis proviene de las hojas de trabajo donde los
estudiantes plasmaron sus soluciones teoricas, de los archivos de computadora donde los
estudiantes resolvieron los problemas mediante simulacion y de las respuestas que dieron a
una entrevista final sobre su concepcion sobre la simulacion como método para resolver
problemas de distribuciones muestrales.

Actividad 4:

Se han recolectado 1000 monedas y se observé su fecha de fabricacion y su edad al presente afo.
Los datos han almacenado en un archivo de Fathom denominado Monedas.fim.

1000Pennies Histogram ~w
2501
2001
€ 1501
3
100
50
0 10 20 30 40 50 60 70
Age
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(Cual sera la probabilidad que si se toma una muestra de tamafio 30, la edad promedio de las
monedas sea mayor de 20 afios?. Calcula dicha probabilidad tanto en forma tedrica como con
Fathom.

En esta actividad y en la siguiente no se requeria plantear el modelo de la poblacion, ya que
¢ésta se dio directamente a los estudiantes mediante una coleccion de datos, asi que no se
presentaron las dificultades que ya se describieron en el capitulo anterior sobre la
formulacion del modelo. En el siguiente cuadro se muestran los resultados obtenidos por

los estudiantes.

Estudiante Solucion tedrica |Solucion con simulacion
Jorge 0.054 0.062
Donovan 0.061 0.056
Libnia 0.059 0.065
Omar 0.061 0.059
Edgar 0.065 0.069
Gerardo Incompleta 0.060
Monica Incompleta Incompleta
Coral Incompleta Incompleta
Ana Lilia Incompleta Incompleta
Denis Incompleta 0.061
Viridiana Incompleta 0.061

La solucién tedrica es: P(x >20) =0.061 y la solucién con simulacion se obtuvo tomando
2000 muestras de la poblacion. Como puede verse de la tabla anterior, fueron mas los
estudiantes que resolvieron el problema correctamente mediante simulacién que mediante
el enfoque tedrico, y quienes dejaron incompleto el problema con simulacién, llegaron
hasta la construccion de la distribucion muestral, faltandoles solamente calcular la

proporcion.
La solucion mediante simulacién estuvo muy cercana y en algunos casos coincidio con la

solucion teodrica. Ilustremos el caso de un estudiante (Edgar) que resolvid correctamente el

problema mediante los dos métodos.
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Measures from Sample of 1000Monedas30 Histogram| & l
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— Density of media = normalDensity (x, 17.28125, (%125))
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Actividad 5:

Consideremos los siguientes 500 datos como una poblacion cuya forma se muestra en la siguiente

grafica:

a) ¢ Cual es la probabilidad de que si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio 30, la media

Measures from Sample of 1000Monedas30

|

17.28125
media 1.7890123
0.069
S1=mean ( )
S2 = stdDev ( )

S3 = proportion (media > 20)

Solucién con simulacion computacional

Solucidn tedrica

Frequency of X

Histogram | = !

sea menor a 0.3? Calcula dicha probabilidad tanto en forma tedrica como por simulacion.

b) ¢Cual sera la probabilidad que si selecciona una muestra de tamafio 20, la media sea menor a

0.3?. Calcula dicha probabilidad tanto en forma teérica como por simulacion.

Estudiante

Inciso a

Inciso b

Sol. teorica

Sol. simulacion

Sol. teodrica

Sol. simulacion

Jorge

0.0004

0.0005

0.006

0.005
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Libnia 0.0013 0.0015 0.0089 0.009
Omar 0.0006 0 0.0039 0.004
Edgar 0.0007 0.0005 0.0049 0.003
Gerardo 0.0021 0.0025 0.010 0.0145
Monica X Incompleto X Incompleto
Coral X Incompleto X Incompleto
Ana Lilia 0.003 0.002 0.015 0.014
Denis 0.0013 0.001 0.0075 0.0065
Viridiana 0.001 0 0.007 Incompleto

Es importante aclarar que las diferencias en las soluciones tedricas se deben al manejo de
decimales que hicieron los estudiantes. Aparentemente las respuestas suelen ser muy
diferentes pero estamos a nivel de milésimas y diezmilésimas partes de enteros. Lo mismo

sucede con las soluciones por simulacidon, pues se trata una pequena parte de la cola

izquierda (x < 0.3) como se ve en la grafica de la distribucion muestral (ver figura 1), que
en algunos casos cuando el tamafio de muestra es de 30, resultd ser cero inclusive.
Debemos tener en cuenta también que la poblacidn tiene una forma de columpio, por lo que
la distribucion muestral de la media no es tan aproximada a una normal y suele presentar

pequefias fluctuaciones en tamafio de muestra de 20 y 30.

Mo
Measures from Sample of Collection 1 Histogram| 3 l

» )

N

Density of BETA

02 03 04 05 06 07 08
BETA

— Density of BETA = normalDensity (x, 0.50, &j

/30

Fig. 1: Distribucion muestral de la media en 2000 muestras
La mayoria logro resolver el problema mediante simulacion y sélo dos estudiantes dejaron

el proceso incompleto. La solucién de Denis se muestra a continuacion:

Inciso a)
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Measures from Sanle of Collection 1 | Hstogram+
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Actividad 6

En una fabrica de cojinetes para automovil se ha desajustado una maquina y el 30% de su
produccidn esté saliendo defectuosa.

a) ;Cuadl es la probabilidad de que en una muestra de tamafio 80 existan 30 6 mas defectuosos?

b) (Cual es la probabilidad de que aparezcan 20 o menos defectuosos en la muestra de tamafio 80?

Como se describio en el capitulo anterior, este problema requiere de la formulacion del

modelo de la poblacion, lo que fue complicado para los estudiantes. Este problema lo

resolvieron en parejas, veamos las soluciones obtenidas.

Parejas Inciso a Inciso b
Sol. tedrica Sol. simulacion | Sol. teérica | Sol. simulacion
Jorge y Omar 0.072 0.081 0.166 0.195
Libnia y Edgar X 0.074 X 0.199
Gerardo y Ana Lilia 0.07 0.093 0.17 0.188
Moénica y Coral 0.072 0.087 0.166 0.20
Denis y Viridiana 0.07 0.08 0.17 0.20

Obsérvese que todos los estudiantes lograron resolver el problema mediante simulacion y

que la soluciéon obtenida es muy cercana a la solucion tedrica. Veamos como ejemplo, la

solucion de Gerardo y Ana Lilia:

.3%5
e e
Sia
k=
2_. = l_é-{;,
. A
) p (P 23v) -
Car :Cb""\lv\o-eﬂ
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Measures fromSanple of Collection 1 Hstogramw
2001
1801 —
Measures fromSarrple of Collection 1 | 12&
& => nodefec £ 120
24.115 8 1%
0.093 601
0.188 404
S1=mean ( ) 201
S2 = proportion (nodefec >29) T T T T f T T
S3 = proportion (nodefec < 21) 0 15 20 25 30 35 40 45
nodefec

Por simulacion (2000 muestras)

Actividad 7:

Una maquina de refrescos se ajusta para que la cantidad de bebida que sirve promedie 240 ml con
una desviacion estandar de 5 ml. La maquina se verifica periddicamente tomando una muestra de 40
bebidas y se calcula el contenido promedio (media).

a) ;Cual es la probabilidad de que en una muestra seleccionada al azar se tenga un contenido
promedio menor que 239ml.?

b) (Si la maquina se ajusta cuando el contenido promedio de la muestra sea menor a 239 ml y
mayor a 241 ml ;Qué proporcion serd ajustada la maquina?

De la misma manera que el problema anterior, esta actividad fue abordada en parejas y la

solucion mediante simulacion requirié de formular el modelo de la poblacion.

Parejas Inciso a Inciso b
Sol. tedrica | Sol. simulacion |Sol. teérica | Sol. simulacion

Jorge y Omar 0.103 0.106 0.207 0.207
Libnia y Edgar 0.103 0.10 0.207 0.215

Ana Lilia y 0.103 0.127 X 0.208
Donovan

Moénica y Coral 0.103 0.076 X 0.202
Denis y Viridiana 0.103 0.102 0.207 0.21

Obsérvese que en este problema las soluciones teodricas estuvieron muy cercanas a las

soluciones obtenidas por simulacion. Esto se debe a que las muestras son de tamafio 40 y la
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poblacion es normal. De acuerdo con el teorema del limite central, la distribucién muestral

de la media debe ser normal. Veamos la solucion de Moénica y Coral:

Measures from Sample of Collection 1 Measures from Sample of Collection 1
madia 240.16058 . 240.13544
0.076 media 0.202
S1=mean(.) . S1=rmean ()
S2 = proportion (media <239) 82 = proportion ( (media <239) or (media> 241))
Actividad 8:

Una tienda departamental ha decidido premiar la preferencia de sus clientes; para ello, dispone de
una tombola con 500 esferas, todas con premio y en igual proporcion. Las esferas estan marcadas
con premios que van desde 1000 hasta 15000 pesos. El cliente selecciona de manera aleatoria 3
esferas y su premio consiste en la media de las cantidades seleccionadas. Después se regresan las
esferas a la tobmbola para que un nuevo cliente haga su seleccion.

Utiliza Fathom para contestar lo siguiente:

a) ¢Cual es la probabilidad de que el premio de una persona sea menor a 10000 pesos?

b) (Cual es la probabilidad de que el premio de una persona se encuentre entre 3000 y 10000 pesos?

En este problema solo se pidio resolver el problema por simulacion, se pidid ademas que

interpretaran los resultados obtenidos. La solucion teorica del problema es:

a) P(x <10000) = 0.788
b) P(3000 < x < 10000) = 0.765

Parejas Inciso a Inciso b
Jorge y Omar 0.782 0.751
Libnia y Edgar 0.772 0.755
Ana Lilia y Gerardo 0.782 0.751
Monica y Coral 0.761 0.737
Denis y Viridiana 0.778 0.754
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Al igual que en el problema anterior, en este caso se obtuvieron soluciones muy cercanas a
la teorica, solo que ahora los estudiantes no pudieron hacer las comparaciones, porque solo
lo resolvieron mediante simulacién. Veamos como ejemplo las soluciones encontradas por

Jorge y Omar.

Measures fromSanple of Collection 1 | Surmrery Table

T = media
7898
0.782
0.751

S1=mean ()
S2 = proportion (media < 10000)
S3 = proportion ( (media >3000) and (media < 10000) )

La interpretacion que hicieron estos dos alumnos de los resultados obtenidos fue la
siguiente:

En el inciso c representa la probabilidad de que una persona gane un premio menor a
10000 que es igual a .782 y en el caso de que se seleccionen 100 personas, ganarian 78
personas un premio menor a 10000

En el inciso D muestra la probabilidad de que una persona gane mas de 3000 y menos de
10000 y esto es .751 y en el caso de que se seleccionen 100 personas, ganarian 75
personas un premio entre ese rango.

Observamos en las respuestas anteriores una adecuada interpretacion de las probabilidades
calculadas, sin embargo, los demas equipos se limitaron a calcular las probabilidades, mas

no dieron una interpretacion de ellas.

Actividad 9
Considera como una poblacion a los posibles resultados que pueden aparecer al lanzar una dado.
a) Si se toma una muestra de tamafio 30 de la poblacion, ;cudl serd la probabilidad de que
la media de puntos sea mayor a 3?
b) Si se toma una muestra de tamafio 5 de la poblacion, ;cual sera la probabilidad de que
la media de puntos sea mayor a 3?
¢) Si se toma una muestra de tamafo 30 de la poblacion. ;Cual sera la probabilidad de que
la media de puntos sea mayor a 4?
d) Si se toma una muestra de tamafio 5 de la poblacion. ;Cual sera la probabilidad de que
la media de puntos sea mayor a 4?

Este problema se resolvio solo por simulacion y de manera individual por cada uno de los
estudiantes. La solucion tedrica esta dada por:

a) 0.946
b) 0.742
¢) 0.053
d) 0257
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Estudiantes Inciso a Inciso b Inciso ¢ Inciso d
Jorge 0.941 0.685 0.059 0.197
Libnia 0.928 0.704 0.046 0.217
Edgar 0.917 0.689 0.042 0.20
Gerardo 0.937 0.675 0.048 0.192
Moénica 0.933 0.696 0.057 0.22
Coral 0.931 0.692 0.058 0.215
Denis 0.927 0.706 0.055 0.206
Donovan 0.94 0.68 0.052 0.239

Haciendo un analisis de los resultados anteriores observamos que en los incisos a y ¢ todos
los resultados estan muy cercanos de los valores teoricos, incluso algunos coinciden con
ellos, no asi en el inciso b y d, donde todos se quedan por debajo del valor teérico. Nuestra
respuesta a lo anterior se debe a que el tamafio de muestra es mas pequefio (n=5) en estos
incisos que en los otros (n=30). Esta explicacion esta relacionada con el teorema del limite
central que sefala que a mayor tamafio de muestra la distribucién muestral se aproxima mas
a la distribucion normal. La diferencia se explica porque tedricamente utilizamos la

distribucion normal mientras que por simulacion no requerimos hacer este supuesto.

Otro factor que repercute en la precision de los resultados obtenidos mediante simulacion,
es la cantidad de muestras tomadas de la poblacion. Por ejemplo, Gerardo, Jorge, Coral y
Mobnica construyeron su distribucion muestral con 1000 muestras, en tanto que Libnia la
construy6 con 500 muestras. Por eso Libnia siempre se quedd por debajo de los valores
teoricos. El resto de los estudiantes utilizd 2000 muestras. Veamos como ejemplo las

soluciones de Gerardo:

Measures from Sample of Collection 1

Measures from Sample of Collection 1
media

media

3.4946333 3.464
0.937 0.675
0,048 | o192

S1=mean ( )
S2 = proportion (media > 3)
S3 = proportion (media > 4)

S1=mean ()
S2 = proportion (media > 3)
S3 = proportion (media > 4)
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7.3 Analisis del proceso de solucion

En el capitulo anterior se hizo una descripcioén detallada de los elementos de significado
que los estudiantes desarrollaron en cada una de las etapas del proceso de simulacion y las
principales dificultades a las que se enfrentaron los estudiantes al resolver los problemas.

Haremos un recuento de ellas en este capitulo.

1. La formulacion del modelo.

Esta etapa ha sido sin duda el principal obstaculo en el proceso de simulacién de una
distribucion muestral y la resolucion de los problemas. Esto se debid a que los estudiantes
no adoptaron una estrategia que relacionara el tipo de variable del problema y el valor de
los parametros con las acciones a realizar. Sin embargo, en la ultima actividad los
estudiantes pudieron formular por si solos el modelo de la poblacion. Es decir, conforme
fueron transcurriendo las actividades los estudiantes pudieron finalmente identificar la

estrategia adecuada para formular la poblacion.

2. Definir la formula para calcular el estadistico en las muestras.

Esta accion también presentd dificultades para muchos estudiantes, sobre todo en las
primeras actividades, pero posteriormente conforme se fueron familiarizando con el
software, ya no tuvieron mayores problemas. Las dificultades consistieron en escribir el
comando sin indicar el atributo, o bien, indicar el atributo pero sin senalar el valor sobre el
que habia que realizar la operacion. Los comandos principales que se utilizaron fueron los

relacionados con medias, proporciones y conteos.

3. Definir la formula para calcular las proporciones de casos (probabilidades empiricas).
Fueron pocos los estudiantes que tuvieron dificultades en esta parte, y €stas consistieron
basicamente en el manejo de los operadores or y and, principalmente cuando se les pedia

calcular la probabilidad de un intervalo central de la distribucion.
Al final del estudio, se entrevistd a los estudiantes sobre la opinién que tenian de la forma

de resolver los problemas mediante el enfoque tedrico y simulacion, asi como veian los

resultados obtenidos. El siguiente cuadro muestra sus respuestas.
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Es diferente la forma como resuelves
un problema con simulacion y el
enfoque tedrico?

. Como ves los resultados que
obtienes con ambos enfoques?

Edgar

Si, con el software es un poco mas facil
tal vez, porque creas tus muestras y le
puedes dar 100 muestras, 200 o las que
creas convenientes para trabajar con
ellas, en cambio en el enfoque teodrico
pues ya te especifican lo que tienes que
ir haciendo y no puedes aumentar el
valor de las muestras

Considero que es mas exacto
Fathom, por la cantidad de
muestras que podemos tomar,
pero en la tedrica no es tan
exacto porque no podemos
utilizar 1000, a lo mas podemos
utilizar 30 y eso ya seria
bastante laborioso.

Jorge

Si, mucho, muy diferente. Aqui es un
poco mas rapido y mas facil y tienes
nivel de exactitud, es mas facil de tomar
en muestras mas grandes.

Muy similares

Denis

Si, cuando utilizamos Fathom realmente
es muchisimo mas practico, realizar, o
sea generar la poblacion y calcular la
distribucion a cuando lo hacemos
tedricamente. Tedricamente si se nos
complica un poco mas acerca que
formula vamos aplicar o si estamos bien,
consultar tablas y todo eso.

Son similares,

mucho.

S€ accrcan

Donovan

La operacion tal vez sea la misma, pero
al ver las cosas como se llevan a cabo es
de diferente forma

Con el de simulacion nos ayuda
a aprender a usar el sistema y
desarrollarlos. El teérico me
serviria para comprobar y
obtener las cantidades, y ya en
este se simularon con mayor
exactitud. Porque en el tedrico
no tenemos cantidades exactas
sino cercanas.

Coral

Si, mucho muy diferente, aqui se tiene
que saber lo que es una coleccion de
datos, un measures que sigue de la
coleccion de datos, y sin embargo
cuando uno hace tedrico todas esas
cosas, nunca saca una coleccién de
datos, siempre los datos que nos dan son
minimos, ademas los problemas nos
dice, (cuadl es la probabilidad de que la
media sea menor a 1.5, y aqui no nos lo
da, uno tiene que estar resolviendo el
problema desde que no lo dan. Con
pocos datos tu sdcame la muestra que es
lo mas dificil que se me ha hecho, el

Hasta ahora han sido cercanos.
A fuerza tienen que coincidir
unos con otros, porque se
supone que el Fathom que es el
sistema pues nos da los datos
mas precisos que los teoricos.
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sacar la poblacion. Y voy armando todo
el problema paso a paso y cuando es
tedrico no, la definicidon del problema ya
nos la da. Utilizas formulas y es como si
hicieras pasos mecanicos.

Mobnica

Si, bueno a mi se me hace mas facil
utilizar fathom, bueno, hasta cierto
punto, lo que se me complica mas en
fathom es sacar la poblacion, porque hay
que ponerle mucha atencién al ejercicio
y hay que saber exactamente que es lo
que nos estdn pidiendo para poder
definir la poblacion. Ya obteniendo la
poblacion pues ya lo demés es mas facil.
Y en el aspecto como lo haciamos con
formulas, pues practicamente en el
enunciado nos daban todos los datos, ya
lo Gnico que se requeria era aplicar la
formula y lo que se me complicaba ahi
era el manejo de las tablas.

A mi se me hace que fathom es
mucho mas preciso, porque por
decir, a lo mejor tedricamente
podemos sacar casi exactamente
los mismos resultados, pero
teoricamente  no  utilizamos
todos los decimales que se
deberian utilizar y posiblemente
fathom por ser un software pues
si utiliza todos los decimales y
se obtiene un resultado mucho
mas aproximado

Viridiana

Realmente se parecen mucho,
nada mas que con el software
siempre es mas exacto

Ana
Lilia

Si, porque cuando usas la computadora
como en este caso, me muestra la
grafica, de que aumente o disminuya la
proporcioén, como afecta una poblacion,
como afecta una muestra. En cambio
tedricamente, a lo mejor los nameros
varian pero no me dicen mucho.

A veces salen un poquito
diferentes, me imagino Yyo
porque lo tedrico. Bueno mas
bien la maquina utiliza niimeros
mas grandes, cuando lo hacemos
tedrico utilizamos calculadora y
los  resultados son  mads
pequefios, menos precisos. Es
mas preciso en la computadora

Libnia

Si, en papel y 1apiz lo unico que hago es
sacar los datos y se me hace mas dificil
tedrico, y asi se me hace mas facil
porque puedo sacar mis muestras, puedo
poner las graficas, puedo jugar con el
software y eso me ayuda a mi a entender
mejor

Finalmente tienen que ser
practicamente iguales. Siempre
se acercan mucho, varian por
décimas o centésimas.

Obsérvese que las opiniones acerca de resolver los problemas mediante simulacion giran en
torno a que es mas facil, mas practico, mas rapido y madas exacto. Esto ultimo no
necesariamente es cierto, pero ellos sefialan que proporciona mas decimales que el tedrico

y por la cantidad de muestra que pueden tomar. Otra consideracion importante que tienen
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en cuenta, es que mediante simulacion ellos mismos se encargan de todo el proceso,
mientras que tedricamente, se les especifica lo que tienen que ir haciendo y los pasos son
mecanicos, elegir la formula, sustituir los datos y usar las tablas para calcular la
probabilidad. Respecto a la validez de los resultados, la mayoria de los estudiantes los

considera muy cercanos a los teéricos y los aceptan como validos.

Otro aspecto que hay que resaltar de la resolucion de problemas mediante simulacion, es
que no aparecen varias acciones que son cruciales en el enfoque tradicional, como son las
siguientes:
e La distribucion muestral obtenida no requiere estandarizacion y sobre ella se
calculan las probabilidades de los valores muestrales de interés.
e No se requiere el uso de tablas de probabilidad, el valor se encuentra directamente

como un subconjunto del total.

7.4 Conclusiones

La conclusion a la que hemos llegado es que los estudiantes pudieron resolver problemas de
distribuciones muestrales, a pesar de los diferentes errores y dificultades que se presentaron
en el proceso, con la ayuda del investigador s6lo cuando fue necesario para poder continuar

con el trabajo, y sobre todo en la etapa de formulacién del modelo de la poblacion .

Entre las ventajas que observamos al resolver problemas mediante simulacion podemos
mencionar las siguientes:

e Los estudiantes fueron participes de todo el proceso, desde la formulacion de la
poblacion hasta el céalculo de probabilidades, utilizando para ello diversas
representaciones (aspecto representacional, que sefala Biehler, 1991) que
estuvieron a su alcance su la mayoria de los casos. Esto permitio a los estudiantes
enfocarse en el proceso y también en el resultado, a diferencia del ambiente
tradicional, donde usualmente el énfasis se centra en los resultados.

e La facilidad con la que los estudiantes pudieron calcular e interpretar las
probabilidades de resultados muestrales, como proporciones de casos de interés en

un total de casos observados y que ellos mismos generaron mediante la toma de
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muestras, ayudados sobre todo por las caracteristicas del software, el cual les
permitio calcular los resultados mediante una expresion definida por ellos mismos,
y en algunos casos filtrarlos y hasta sombrearlos.

e E] ambiente de simulacion volvid triviales y en algunos casos hizo innecesarios
(aspecto computacional, que sefiala Biehler, 1991), procesos que son laboriosos y
complicados en un ambiente de lapiz y papel, como es la estandarizacion de la
distribucion muestral y el uso de tablas de probabilidad, los cuales son fuente de

diversos errores al resolver los problemas.

Observamos ademas, que los estudiantes le encuentran sentido a la resolucion de problemas
de distribuciones muestrales mediante simulacion, ya que han construido por ellos mismos
las distribuciones, generando las poblaciones, tomando muestras, definiendo estadisticos y
calculado sus probabilidades como proporciones de casos que se han presentado, situacion
que no sucede en el ambiente tradicional de lapiz y papel, donde usualmente se enfatiza
demasiado en representaciones simbdlicas y tablas de probabilidad, como recurso para
calcular las probabilidades, y donde la comprension de los resultados obtenidos no siempre

es lograda por los estudiantes.

En cuanto a la aceptacion de los resultados mediante simulacion, estos fueron considerados
validos por los estudiantes, dada la cercania de la solucion por simulacion con la solucién
teorica sobre todo en los casos que las distribuciones poblacionales no eran muy

asimétricas.

Podemos decir entonces, que los estudiantes pudieron resolver problemas de distribuciones
muestrales mediante simulacion computacional, una vez que se apropiaron de los recursos
del software y después de haber abordado algunas actividades. Cuando se cuenta con la
guia del profesor se facilita mas el proceso, pues hay que recordar que en el estudio, los

estudiantes solo recibieron ayuda cuando no podian avanzar en el proceso de solucion.
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Capitulo 8

EVOLUCION DE LOS SIGNIFICADOS DE LOS ESTUDIANTES SOBRE
LAS DISTRIBUCIONES MUESTRALES

8.1 Introduccion

En este capitulo nos proponemos dar respuesta a la pregunta: ;Como evolucionan los
significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales cuando trabajan en un
ambiente de simulacion computacional respecto al ambiente de lapiz y papel?. La pregunta
que nos hemos planteado obedece al proposito de estudiar los cambios que ha sufrido el
significado -si es que éste ha ocurrido-, como consecuencia de una ensefianza basada en

simulacion computacional como la que se implement6 en las actividades de ensefianza.

De acuerdo con la agenda de investigacion para educacion matematica que plantean Godino
y Batanero (1998) y que fue descrita en el marco tedrico, nuestra pregunta la ubicamos en
la interseccion de la categoria cognitiva (significados personales) con la componente
dindmica (estudio de los cambios). Especificamente, la pregunta planteada por los autores
es ;como cambian los significados personales de los estudiantes en el tiempo o como

consecuencia de la ensefianza?
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Como fundamento para el estudio de los significados, disefiamos un proceso de aprendizaje
donde se plante6 que fuera el mismo estudiante con su accidon sobre los problemas
propuestos el que construyera significados sobre los conceptos involucrados. Cada
problema involucraba diferente distribucion poblacional y se tomaban muestras de diferente
tamafio para construir diferentes distribuciones, con el propdsito de que los estudiantes
descubrieran propiedades y construyeran conceptos. Los resultados tedricos siempre fueron

un referente de los estudiantes para evaluar la precision de los resultados de la simulacion.

Para el analisis de la evolucion de los significados de los estudiantes hemos tenido en
cuenta diversos instrumentos de recoleccion de informacién como son: un examen tedrico
sobre distribuciones muestrales que se aplico antes de iniciar la investigacion, un
cuestionario previo y otro posterior, asi como entrevistas con algunos estudiantes al final

del estudio.

8.2 Analisis del significado de los estudiantes en el examen tedrico

El examen tedrico se aplicd dias antes de empezar con el estudio y formé parte de la
evaluacion de la unidad de distribuciones muestrales. El examen consistié de 5 problemas
en los que se incluian distribuciones muestrales de medias, de proporciones, de diferencias
de medias y diferencias de proporciones. Sin embargo, el analisis que haremos se reducira a
las distribuciones de la media y la proporcidn, por ser los estadisticos a los que hemos

limitado nuestro estudio.

8.2.1 Situaciones-problema

El campo de problemas contemplados en el examen corresponde a una categoria que
denominamos deductiva, la cual se reporta en el significado institucional de referencia (ver
anexo 1). En este tipo de problemas, se puede asumir que la distribucion muestral del
estadistico es normal o aproximadamente normal, ya sea porque la distribucion de la
poblacion es normal o porque el tamafio de muestra es lo suficientemente grande para
aplicar el teorema del limite central. Lo que usualmente se busca es conocer o hacer
predicciones sobre la ocurrencia de ciertos resultados muestrales. Los problemas

considerados en el examen son los siguientes:
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Problema 1:
La cantidad de dinero en efectivo que llevan consigo los estudiantes de una escuela es de 85 pesos
con una desviacion estandar de 8.5 pesos. Si se toma una muestra aleatoria de 36 alumnos de dicha
escuela. Encontrar la probabilidad de que el total de dinero en efectivo que traen entre ellos sea:

a) Menor de 3100

b) Entre 2900 y3100 pesos

Problema 2:
La duracion media del producto de un fabricante es de 5 afios con una desviacion estandar de 1 afio.
Suponiendo que la duracion de estos productos sigue una distribucion normal. Obtener la
probabilidad de que una muestra aleatoria de 9 de tales productos tenga una media:

a) entre 5.1y 5.5 afos

b) menor a 5.2 afios

Problema 3:
Supongamos que se sabe que en cierta poblacion de personas, el 8% de sus habitantes son
daltonicos. Si se selecciona una muestra aleatoria de 150 personas de dicha poblacion, ;cual es la
probabilidad de que la proporcion de daltonicos en la muestra sea:

a) mayora0.11

b) mayor a 0.04 y menor a 0.13?

8.2.2 Representaciones
Las representaciones tipicas mas frecuentes que se utilizan en la resolucion de problemas
de distribuciones muestrales en un ambiente tradicional de ensefianza son las siguientes:

1. Representaciones simbolicas:

e Representacion de la distribucion muestral en su version estandarizada.

o, : X— H
a) Distribucion muestral de la media: Z = P donde o =

b) Distribucién muestral de la proporcion: Z = ——  donde o, = 7.

e Representacion de las probabilidades que desean calcular.

a) Intervalo de cola izquierda: P(X < a), P( ;9 <a)
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b) Intervalo central: P(a < X <b), P(a< ;A) <b)

¢) Intervalo de cola derecha: P(X >a) , P( ;7 > a)

2. Representaciones grdficas
e Grafica con el area sombreada correspondiente a la probabilidad que se desea

calcular tanto en version de datos reales como version estandarizada.

/ \ 1 Area
/’/ | t \\-«. ‘
T P } /'*\ “‘--.____X E
(..{.E = 5- s 2 ' . 6 z
Grafica con datos reales Grafica estandarizada

3. Representaciones numéricas

Tablas de probabilidad de la distribucion normal estandarizada.

Tabla A.3 Areas bajo la curva normal

z .00 01 02 .03 04 05 .06 07 08 09
—-34 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
-3.3 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
-3.2 ‘ 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005
-3.1 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007

-3.0 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010
!

De los 11 alumnos que participaron en el estudio se dispuso del examen de 9 de ellos.

Veamos el tipo de representaciones que utilizaron:

Representaciones simbolicas:

Todos los estudiantes identificaron correctamente el tipo de estadistico y la férmula
correspondiente. Cuando se trataba de proporciones elegian la distribucion de la proporcion
y cuando se trataba de la media seleccionaban la distribucion de la media. Sin embargo 5 de
los 9 estudiantes, cometieron errores en el manejo de la formula de Z (distribucion muestral
estandarizada), ya sea en la sustitucion o en las operaciones. En cuanto a la representacion
simbolica del intervalo que deseaban calcular se observd que algunos estudiantes no

establecen la diferencia cuando trabajan en el &mbito de datos reales y cuando trabajan con
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datos estandarizados, por lo que usan indiscriminadamente valores de Z y valores de x y

N

p. Por ejemplo, Gerardo identifica que se trata de la distribucidon muestral de una

proporcion y hace un manejo simbdlico correcto de todo el proceso (ver figura 1); mientras

que Viridiana comete diversos errores, como simbolizar mediante Z el intervalo de

probabilidades, cuando debidé hacerlo utilizando p, ya Z se refiere a valores
estandarizados, sustituye 0.8 en lugar de 0.08 y no logra identificar el valor de q (ver figura

2).
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Fig. 1: Problema resuelto por Gerardo

B!

Fig. 2: Problema resuelto por Viridiana

Representaciones numéricas

La unica representacion numérica fue la tabla de la distribucién normal estandarizada.
Todos los alumnos tuvieron al menos un error en el manejo de tablas, a excepcion de

Monica. Los errores consistieron en:
1. Cuando se pide una probabilidad de cola derecha no se resta el valor obtenido del

area total, que es igual a 1. Esto es necesario dado que las tablas dan valores de cola

izquierda.
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2. Cuando se pide la probabilidad de un intervalo central, en vez de restar las

probabilidades algunos estudiantes restan los valores de Z .

Por ejemplo, Omar comete el error de cola derecha al querer calcular la probabilidad de que

la media sea mayor a 4.8. El valor que obtuvo es de la cola izquierda P(x < 4.8), por lo que

le hizo falta restar el valor encontrado de la probabilidad total que es igual a 1, para obtener

la cola derecha.

b) Pl2an < 2< 3¢ )

Representaciones grdficas
Estas representaciones son muy utiles en el célculo de probabilidades. Sin embargo,

muchos estudiantes ( 5 ) no hicieron uso de ellas.
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Una tabla resumen con el manejo de representaciones se muestra a continuacion:

Alumno | Utiliza correctamente | Utiliza correctamente | Utiliza Numero de
representaciones representaciones representaciones | incisos resueltos
simbolicas numéricas graficas correctamente

Omar Si Si No 5de6
Monica Si Si Si 6 de 6
Viridiana No No No 0de6
Denis 2 de 6 veces 3 de 6 veces No 2de6
Coral 4 de 6 veces 2 de 6 veces Si 4de6
Gerardo Si 5 de 6 veces No 5de6
Ana Lilia 2 de 6 veces 1 de 6 veces Si l1de6
Donovan 4 de 6 veces 4 de 6 veces Si 4de6
Libnia No No No 0de6
Total 4 27 de 54

8.2.3 Acciones y procedimientos
Las acciones y procedimientos que se requieren para resolver un problema desde este
enfoque son:

1. Identificar la informacion relevante del problema, como los pardmetros de la
poblacion, el tamarnio de la muestra y los valores entre los cuales hay que
determinar alguna probabilidad o proporcion de valores muestrales.

2. Elegir la formula segun el tipo de distribucion muestral y sustituir la informacion
del problema para determinar el valor de Z.

3. Hacer un dibujo de la distribucién muestral y sombrear el area correspondiente a la
probabilidad solicitada.

4. Utilizar las tablas de la distribucion normal estandarizada para calcular la
probabilidad de los valores muestrales.

Las principales dificultades en torno a sus acciones y procedimientos que siguieron los
estudiantes tuvieron que ver con el poco uso de representaciones graficas y errores en el

uso de tablas para calcular probabilidades.
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8.2.4 Conceptos y propiedades

En una ensefanza tradicional basada en el uso de formulas y tablas como a la que
estuvieron expuestos los estudiantes, el manejo de los diversos conceptos que intervienen
en las distribuciones muestrales se realiza de manera superficial o aparece oculto en la
mayoria de los casos. Por ejemplo, la variabilidad muestral, que es un concepto intrinseco a
las distribuciones muestrales, el efecto del tamafio de la muestra en dicha variabilidad y en
el valor de las probabilidades, ni las implicaciones del teorema del limite central se
examinaron en la evaluacion realizada a través del examen. El énfasis se centrd
principalmente en la manipulacién de formulas y la obtencion de resultados. Por lo que
podemos decir que el principal concepto que se puso en juego fue el calculo de

probabilidades mediante procesos algoritmicos.

8.2.5 Argumentaciones y validaciones
Las pocas argumentaciones y validaciones que se realizaron se basan en el uso de férmulas
y tablas de probabilidad. Poco uso se hace de las representaciones graficas como medio par

validar resultados.

8.2.6 Conclusiones sobre el examen teorico.

Si tomamos el examen como referencia de la ensefianza que los alumnos recibieron,
podemos concluir que el significado que éstos desarrollaron sobre las distribuciones
muestrales, estd marcado por un fuerte énfasis en el uso de representaciones simbolicas y
procedimientos para calcular probabilidades. Se ha hecho poco uso de representaciones
graficas, se cometen errores frecuentes en el uso de representaciones numéricas, se realiza
un manejo superficial del amplio recurso conceptual y propiedades que subyacen a las
distribuciones muestrales y se presentan pocos elementos argumentativos. Esto conduce a
que los estudiantes desarrollen un significado parcial de las distribuciones muestrales y una

vision procedimental de ellas.

8.3 Analisis del significado de los estudiantes en el cuestionario diagndstico.
El cuestionario diagnostico se aplico a un total de 27 alumnos, de los cuales se

seleccionaron a los 11 que participaron en el estudio. El proposito fue investigar los
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significados que los estudiantes tenian sobre las distribuciones muestrales, poniendo
especial énfasis en la variabilidad muestral y las implicaciones del teorema del limite

central. Especificamente, los conceptos y los objetivos contemplados fueron:

1. Variabilidad de un conjunto de datos desde un punto de vista grdfico.

a) Dadas dos distribuciones de datos, decidir cudl tiene mayor variabilidad.

b) Dadas tres distribuciones y sus correspondientes desviaciones estandar,
asignar la desviacion correcta a cada distribucion.

2. Variabilidad muestral
a) Predecir posibles resultados atendiendo la variabilidad en muestras.
b) Identificar la variacion del estadistico alrededor del parametro poblacional.
3. Efecto del tamario de muestra en la variabilidad, centro y forma de la distribucion
muestra (teorema del limite central).

a) Dadas diferentes distribuciones muestrales y diferentes tamafios de muestra,
asignar correctamente el tamafo a la distribucion correspondiente.

b) Dada una poblacion y dos distribuciones muestrales, asignar correctamente
el tamafio de muestra a cada distribucion mediante la identificacion de
variabilidad y forma.

4. Efecto del tamaiio de muestra en la probabilidad de resultados muestrales.

5. Resolver un problema de distribuciones muestrales.

Como puede verse, a diferencia del examen teérico que sOlo enfatizaba en el uso de
formulas y seleccion de procedimientos para resolver problemas, en este cuestionario se
busca conocer la comprension de los estudiantes sobre los diversos conceptos que subyacen
e involucran a las distribuciones muestrales. Los resultados de este cuestionario y el
examen tedrico nos serviran de base para realizar el andlisis de la evolucién de los
significados después de la implementacion de las actividades con simulacion

computacional.

A continuacion haremos un andlisis cualitativo y daremos algunas descripciones

cuantitativas de los resultados que se obtuvieron en cada uno de los items del cuestionario.
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1. Marca con una X la distribucion de datos que tiene mas variabilidad (dispersion).

Collection 1 Histogram = Collection 2 | Histogram w
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Explica con

todo detalle las razones de tu eleccion.
El proposito de este item fue investigar las ideas de los estudiantes sobre la variabilidad o
dispersion de una distribucion de datos representada graficamente. Los resultados en el

grupo de 11 estudiantes fueron:

Resultado Frecuencia
Respuesta correcta 3
Respuesta incorrecta 8
Total 11

Cabe sefialar que aunque tres estudiantes seleccionaron la respuesta correcta, solo la
explicacion de uno de ellos (Omar) contiene los elementos que muestran una comprension

adecuada de la variabilidad.

“Porque la grafica ocupa un mayor rango en el evento a las calificaciones,

por lo tanto es mas variable”.

Denis también selecciona la respuesta correcta, pero su explicacion no es tan clara como en

el caso de Omar:

“Para mi la primera tiene mas dispersion ya que tiene mayor numero de

calificaciones y esta contando de 0 a 10

Mientras que Libnia contesta:

La seleccioné porque tiene mds barras en el histograma”.
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Los ultimos dos estudiantes relacionan la variabilidad con un mayor numero de datos o
barras del histograma, lo cual es incorrecto. Como veremos posteriormente, esta idea de la
variabilidad la exhibieron varios estudiantes ain después de las actividades con la
simulacion.
Por su parte, las respuestas de la mayoria de los estudiantes que seleccionaron la opcidén
incorrecta, se centran en la diferencia entre las alturas de las barras (irregularidad) del
histograma. Veamos algunos casos:
“Por mostrar los resultados en diferentes niveles” (Ana Lilia).
“Porque hay mas diferencia entre las alturas de las barras” (Edgar).
“La segunda tiene mds variabilidad ya que las barras del histograma
suben y bajan en diferente proporcion a comparacion del primero”
(Gerardo).
Se presento6 el caso de un estudiante (Jorge) que no seleccioné ninguna de las dos opciones,
y mostrd las dos concepciones anteriores.
“Si el numero de variables son las barras del histograma, la que tiene mas
variabilidad es la distribucion 1, pero si la variabilidad es el tamario o la
diferencia que tienen las barras, entonces el histograma 2 tiene mas
variabilidad”.
Entonces, como resultado del andlisis de este item, podemos sefalar que surgieron dos
concepciones equivocadas de la variabilidad de un conjunto de datos:
1. A mayor cantidad de datos o barras hay mas variabilidad.
2. A mayor diferencia entre la altura de las barras de un histograma (irregularidad) hay

mayor variabilidad.

2. En las siguiente grafica aparecen tres distribuciones poblacionales cuya mediaes =10y

sus desviaciones estandar son o =1, o0 =2 y o =3 respectivamente. Coloca sobre cada
una de ellas la desviacion estandar que le corresponde.

no data | Function Plot =

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20
0.15
0.10

0.05

0. —
2 4 6 & 10 12 14 16 18

—y = normalDensity (x. 10, 1)
—y = normalDensity (x. 10, 2)
— v = normalDensity (x. 10, 3)
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El proposito de este item fue el de investigar si los estudiantes relacionan en forma correcta

la desviacion estandar con la variabilidad de una distribucion. Los resultados fueron los

siguientes:
Resultado Frecuencia
Respuesta correcta 8
Respuesta incorrecta 3
Total 11

Como en el caso anterior, no todos los que contestan correctamente, argumentan bien su
respuesta. En este caso 2 de los 8 estudiantes que asignaron correctamente las desviaciones
no dan argumentos correctos. Los otros 6 estudiantes hacen referencia a las alturas a al
ancho de las distribuciones. Veamos algunos casos de estos:

“Porque la desviacion estandar se encuentra mds cerca de la media”

(Monica).

“Entre mas pequena es la desviacion, la curva es mas alta” (Gerardo).

“Porque entre mds alta es la desviacion la curva se va ampliando”

(Donovan).

“Entre mayor es la desviacion estandar mas aplanada es la curva” (Ana

Lilia).

Por su parte los estudiantes que asignaron incorrectamente las desviaciones consideran que
a mayor altura en las distribuciones existe mayor desviacion.

“La altura determina la desviacion” (Jorge).

“Porque entre menor sea la desviacion menor sera la curva en la grafica”

(Omar).
Como conclusion de este item, podemos sefialar que existe la idea incorrecta de algunos
estudiantes de una relacion directamente proporcional entre altura de una distribucion y su
desviacion estandar, cuando en realidad es lo contrario. Comprender la desviacion estandar
como una medida de la variabilidad de una distribucion es un elemento importante que se
pone en juego en el estudio de las distribuciones muestrales, sin embargo, muchos

estudiantes no mostraron comprension de ello. Esto constituye un ejemplo de que la
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ejecucion de procedimientos no siempre conduce a la comprension de los conceptos, pues
estudiantes que tuvieron éxito en resolver problemas del examen donde se contemplaba el
uso de la desviacion estandar, fallaron cuando se les cuestiond sobre el significado en un
escenario diferente, lo que refuerza el sefialamiento que hicimos en la seccidon anterior
sobre el manejo superficial de conceptos y propiedades que se presenta en un enfoque

basado en férmulas y procedimientos.

3. Si una moneda bien fabricada es lanzada una gran cantidad de veces, la proporcion de aguilas que
aparecera sera muy cercana a 0.5. Supongamos que tomas 5 muestras de 10 lanzamientos cada una.
Escribe cuantas aguilas esperarias que aparecieran en cada una de las 5 muestras.

N° de aguilas en la muestra 1:

N° de aguilas en la muestra 2:

N° de aguilas en la muestra 3:

N° de 4guilas en la muestra 4:

N° de aguilas en la muestra 5:

Explica por qué.

El propoésito de este item fue investigar las ideas de los estudiantes sobre la variabilidad

muestral. La clasificacion de las respuestas para los 11 estudiantes del estudio fue:

Resultado Frecuencia
Apreciacion correcta de la variabilidad 6
Apreciacion incorrecta de la variabilidad 5
Total 11

Los 6 estudiantes que apreciaron correctamente la variabilidad de las muestras escribieron
resultados alrededor de 5 aguilas, como: 5, 2, 2, 3, 0; 4, 6, 3, 4, 5. Sin embargo, pocos
argumentos normativos se dieron como explicacion. Mientras que quienes contestaron
incorrectamente escribieron 5, 5, 5,5, 5; 1, 1, 1, 1, 1. Los argumentos que se dieron en
este tipo de respuestas contienen elementos de probabilidad. Por ejemplo:

“Porque la proporcion de dguilas y soles es equiprobable en 0.5, por lo

tanto en cada lanzamiento se espera la misma probabilidad” (Jorge).

“Porque la probabilidad no cambia” (Omar).
De lo anterior podemos expresar que muchos estudiantes no apreciaron correctamente la

variabilidad muestral y que en su lugar optaron por los resultados mas probables. Quienes

la apreciaron correctamente no fueron capaces de proporcionar argumentos normativos.
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4. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye aproximadamente
normal con media de 800 hrs. y una desviacion estandar de 40 hrs. Si se toma una muestra de 16
focos, {Cual sera la proporcion de focos con una vida promedio menor a 775 horas? Muestra todos
tus calculos.

El proposito de este problema fue investigar si los estudiantes podian resolver un problema
de distribuciones muestrales y el tipo de dificultades que se presentaban en su resolucion.
Esperdbamos una tasa alta de respuestas correctas, pues este tipo de problemas fue
frecuente en la ensefianza que recibieron antes de aplicar el cuestionario. Sin embargo, s6lo
4 estudiantes lograron resolver el problema correctamente, 2 llegaron hasta calcular el valor
de la distribucion estandarizada (Z), 4 cometieron errores en la estandarizacion y 1 de ellos

no lo contest6. Por ejemplo, Coral contestd correctamente el problema.

KoM, 37800 =25,
Y e o
An
Mzgo0  n=16

V=490 x=15
2 ,0 X. ’ Tf-dr Mt minal ma avieaiaran SN mnectrac al

Como podemos ver, la mayoria de los alumnos tuvo dificultades para resolver un problema
representativo de las situaciones que fueron enfatizadas en su ensefianza previa, lo que nos

indica que atn, la comprension a nivel procedimental no les resulto sencilla.

6. De una poblacion con distribucion normal se extrajeron 500 muestras aleatorias de cada
tamano (5, 10, 15, 20 y 25). Se calcul6 la media de cada muestra y los resultados se
dibujaron en los histogramas que se muestran en la siguiente figura.

a) Coloca a un lado de cada histograma, el tamafio de la muestra que corresponda.

Explica la razén de tu asignacion
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El propdsito de este item fue el de investigar si los estudiantes relacionan en forma correcta
el tamafo de la muestra con la variabilidad de la distribucion muestral y si identifican que

la distribucion muestral esta centrada en el parametro poblacional.

Resultado Frecuencia
Respuesta correcta 2
Respuesta incorrecta 9
Total 11

Ninguna de las argumentaciones que dieron los dos estudiantes que contestaron
correctamente se puede considerar adecuada, por lo que podemos decir que ningun
estudiante tuvo claro el efecto del tamafio de muestra en la variabilidad de las
distribuciones muestrales. Por su parte las respuestas de los que contestaron

incorrectamente fueron confusas y poco claras.

b) (Cual es el valor de la media de la poblacion de donde se extrajeron las muestras?. Explica por

qué.

Soélo 4 estudiantes identificaron que la poblacion de las que se extrajeron las muestras tiene
uuna media igual a 100. El resto proporciond otros valores o no contestd. Como resultado

de este item, podemos concluir que los estudiantes fallaron en identificar propiedades de
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suma importancia que se deben enfatizar en la ensefianza de las distribuciones muestrales

como son el efecto del tamafio de muestra en su centro y variabilidad.

6. Una muestra de 50 datos es seleccionada de una poblaciéon de temperaturas obteniéndose una
media muestral de 20 °C. ;Cual seria tu mejor estimacion de la media poblacional p?
a) Seria exactamente 20 °
b) Seria cercana a 20 °
¢) No seria posible hacer una estimacion, pues p es un parametro desconocido y la
informacion que se tiene se refiere s6lo a una muestra.
d) Otra respuesta

El proposito de este item fue el de investigar si los estudiantes son conscientes que la

variabilidad muestral conlleva un error de muestreo al momento de hacer una estimacion.

Resultado Frecuencia
Seria exactamente 20 ° 1
Seria cercana a 20° 3
No es posible hace una estimacion 5
Otra respuesta 2
Total 11

Solo tres estudiantes contestaron correctamente que la estimacion seria cercana al
pardmetro poblacional, mientras que 5 estudiantes consideran que no es posible hacer una

estimacion con base en los resultados de una muestra.

7. En la figura se muestra la distribucion de una poblacioén y dos distribuciones muestrales
para muestras de tamafio 2 y 15. Coloca el tamafio de muestra a la distribucion que

corresponda. Nota: se tomaron 500 muestras en cada caso.
El proposito de este item fue ver si los estudiantes comprenden las implicaciones del
teorema del limite central en la forma y la variabilidad de las distribuciones muestrales.

Distribucion de la poblacion
no data Function Plot =
0.304

0.254
0.20
> 0.154
0.104
0.054

5 10 15 20 25 30
X
=y = exponentialDensity (x, 5, 2)
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Distribuciones muestrales
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Explica las razones de tu asignacion

Respuesta Frecuencia
Respuesta correcta 3
Respuesta incorrecta 8
Total 1

Sélo 3 estudiantes asignaron correctamente los tamafos de muestra a las distribuciones
muestrales, por lo que podemos decir que la mayoria no tuvo en cuenta la forma correcta
como el tamafio de la muestra afecta la variabilidad y la forma de las distribuciones
muestrales. Ahora, quienes contestan correctamente lo hacen de forma casual ya que en sus
explicaciones no tienen en cuenta las propiedades correctas. Veamos algunos de estos
casos:

“Porque en el primer histograma tenemos mds valores grandes de la media

que en el segundo histograma” (Gerardo).

“Porque en muestras mds grandes hay mayor variabilidad en los datos”

(Monica).

8. En relacion con el item anterior. Si la muestra fuera de tamafio 30, dibuja la forma que podria
adoptar la distribucion muestral.

Measures from Sample of HistogTs
0.3 7
0.2 1
0.2 1
0.1 1
0.1 1
0.0 T

5 10 15 20 25 30
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Este item es una continuacion del anterior. El propodsito era investigar si los estudiantes
eran conscientes que para un tamafio de muestra de 30, la distribucion muestral debe ser
muy semejante a la distribucion normal a pesar de que la poblacion es de tipo exponencial.
Sin embargo, ningun estudiante dibujé una distribucion muestral normal. 2 estudiantes
dibujaron una distribucion parecida a la de tamafio 15 del inciso anterior, acampanada pero
muy sesgada hacia la derecha. Por su parte 5 estudiantes dibujaron una distribucion

semejante a la de tamafio 2 en el inciso anterior y 4 estudiantes no contestaron el item.

Como consecuencia del analisis de los dos items anteriores, concluimos que los estudiantes
no comprenden las repercusiones del teorema del limite central en el comportamiento de las
distribuciones muestrales. De ahi que su utilizacion en la resolucion de problemas se realiza
en forma de receta, “para muestras grandes, generalmente mayores a 30, la distribucion

muestral es aproximadamente normal”.

9. Consideremos como una poblaciéon una gran urna que contiene el 70% de bolas rojas. Si se
selecciona una muestra aleatoria de la poblacion ;Qué consideras que sea mas probable de ocurrir?
a) 7 bolas rojas en una muestra de tamafo 10.
b) 70 bolas rojas en una muestra de tamafio 100.
¢) Ambos casos se tiene la misma probabilidad de ocurrir

Explica.
Respuesta Frecuencia

7 bolas rojas en una muestra 1
de tamaiio 10
70 bolas rojas en una muestra 0
de tamafio 100
Ambos casos se tiene la misma 10
probabilidad de ocurrir

Total 11

El proposito de incluir este item fue el de verificar si los estudiantes consideran el efecto
que el tamafio de muestra tiene en el valor de las probabilidades de un resultado muestral.
Como puede verse, casi todos los estudiantes consideran que son igualmente probables los
dos eventos presentados, al fijarse solo en los valores de las proporciones, por lo que no

estan considerando el efecto del tamafo de muestra en el valor de la probabilidad.
10. La compaiiia de chocolates M&M's sefiala que el 30% de los chocolates que vienen en la

presentacion de bolsa amarilla, son de color café. Se tomd una muestra de 10 bolsas y se resulto que
la proporcion de chocolates café era de 25%.
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a) (Como explicas el resultado anterior?

En este item nos proponiamos investigar si los estudiantes podian explicar el resultado

muestral como una causa de la variabilidad.

Respuesta Frecuencia
Porque varian los resultados de 4
las muestras
Porque el tamaiio de la muestra 3
fue pequeiio
Esta equivocada la compafiia 1
No contesto

Los estudiantes que se ubican en las primeras dos respuestas, tienen en cuenta elementos
adecuados para la validacion del resultado, ciertamente los resultados varian y en pocas
bolsas existe la posibilidad de que no se reproduzcan las caracteristicas de la poblacion.
Observamos que en este contexto, la mayoria de los estudiantes tuvieron un razonamiento
adecuado acerca de la variabilidad muestral, lo que no sucedié en otros contextos como el
de las monedas en el que también nos proponiamos investigar sobre la variabilidad

muestral.
b) Cual es el estadistico y cual es el parametro en el problema anterior?

El proposito de este inciso fue ver si los estudiantes establecen correctamente la diferencia

entre estadistico y parametro.

Respuesta Frecuencia
El estadistico es el 25% y el 5
parametro es 30%
Otra respuesta 4
No contesto 2

11. Bajo condiciones similares, tres compafiias encuestadoras han realizado un estudio para
determinar la opinidon de los ciudadanos sobre el desempefio del presidente de la republica.
(Esperarias que obtuvieran el mismo resultado? Explica tu respuesta.

De nueva cuenta, este item obedece al propdsito de investigar sobre las ideas de
variabilidad muestral de los estudiantes, solo que ahora en un contexto de encuestas, que se

supone son familiares a la mayoria de los ciudadanos actualmente.
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Respuesta Frecuencia
No esperarian el mismo resultado 7
Si esperarian el mismo resultado 3
Dieron otras respuestas 1
Total 11

Del cuadro podemos observar que la mayoria (7) no esperarian el mismo resultado, lo cual
es correcto. Veamos algunas de sus explicaciones:

“No, porque no seria la misma seccion de la poblacion” (Libnia).

“No, porque todos tenemos diferentes tipo de vista u opinion” (Denis).
“No, porque las medias muestrales tienen un parametro de variacion con
respecto a las medias poblacionales” (Jorge).

“«

0, porque no son los mismos ciudadanos y cada uno piensa diferente”

(Monica).

Como puede verse, las respuestas de los estudiantes atienden la variacion de los resultados
de una muestra a otra, pero por distintas causas. Mientras que las respuestas de Libnia y
Jorge atienden la variabilidad muestral como resultado de que solo se considera una parte
de la poblacion, Denis y Monica consideran a la variabilidad por otras causas, como el que

las personas piensan diferente.

Entre los que respondieron que si esperarian el mismo resultado estd Ana Lilia cuya

explicacion fue la siguiente:

“Si, pues se supone que van a encuestar a personas de la misma edad,

mismo nivel de estudios y con preferencias similares”.

8.3.1 Conclusiones sobre el cuestionario diagnostico

El cuestionario abord6 diversos conceptos que se consideran importantes para una
comprension adecuada de las distribuciones muestrales, como es el caso de la variabilidad
muestral, las implicaciones del teorema del limite central y el efecto del tamafio de muestra

en la probabilidad de resultados muestrales. Consideramos que los resultados obtenidos
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estan muy por debajo de las expectativas que se pueden tener para alumnos que recién han

concluido el tema de distribuciones muestrales.

A continuacién haremos un resumen de los principales conceptos que se abordaron y las

dificultades que tuvieron los estudiantes en su manejo:

1.

Se identificaron dos concepciones equivocadas de la variabilidad de un conjunto de

datos:

a) A mayor cantidad de datos hay mads variabilidad.

b) A mayor diferencia entre la altura de las barras de un histograma (irregularidad)
hay mayor variabilidad.

Existe confusion en muchos estudiantes sobre la desviacion estandar como medida

de wvariabilidad. Algunos consideran que existe una relacion directamente

proporcional entre altura de una distribucion y su desviacion estandar cuando en

realidad es lo contrario.

Muchos estudiantes no aprecian la variabilidad muestral en ciertos contextos,

mientras que en otros se desenvuelven mejor. El principal obstaculo para muchos es

que consideran los valores mas probables como el unico resultado que puede

ocurrir.

A pesar de que en sus clases se fomentd la resoluciéon de problemas mediante

formula y tablas de probabilidad, un problema tipico de la distribucién muestral de

la media solo pudo ser resuelto completamente por 4 de 11 estudiantes, lo que

significa que ni siquiera a nivel procedimental han desarrollado la habilidad de

resolver problemas.

Desconocen por completo las implicaciones del teorema del limite central en el

comportamiento de las distribuciones muestrales, por lo que se limitan a aplicarlo

en la resolucion de problemas en forma “ciega” como una receta.

No mostraron comprender el efecto del tamafio de la muestra en el valor de la

probabilidad de algunos resultados muestrales.

En nuestra opinion, existen al menos dos razones para explicar los bajos resultados

obtenidos:
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1. La complejidad del concepto de distribuciones muestrales y las multiples relaciones
entre los conceptos que se involucran en ellas, como el tamafio de la muestra, la
variabilidad de la poblacidn, la variabilidad de la distribucion muestral, estadisticos,
parametros, etc.

2. El enfoque de ensefianza implementado poco contribuye a la comprension adecuada
de estos conceptos, pues el énfasis se centra en seleccionar formulas, sustituirlas y
usar tablas de probabilidad, sin profundizar en la compresion de conceptos y

propiedades que intervienen y la forma como afectan el resultado.

En resumen, podemos concluir que los estudiantes mostraron un significado muy
superficial y restringido de las distribuciones muestrales, sus argumentaciones no
contemplan, en la mayoria de los casos, la relacion correcta entre conceptos y propiedades
que se involucran en las distribuciones muestrales. Su lenguaje ha sido insuficiente en

algunos casos para explicar correctamente muchos de los resultados.

8.4 Analisis del significado de los estudiantes en el cuestionario posterior a las
actividades de ensefianza.

Este cuestionario se aplicd un dia después que concluyeron las actividades con simulacion
computacional. Su proposito fue investigar el efecto que pudo haber tenido el ambiente de
simulacion computacional sobre las ideas y concepciones de los estudiantes acerca de los
conceptos investigados. Conforme vayamos analizando cada item, haremos algunas
reflexiones en torno a los resultados obtenidos en el cuestionario diagndstico, para ver si
hubo alguna evolucion en el pensamiento de los estudiantes sobre los conceptos

involucrados.

1. Observa las siguientes distribuciones muestrales y subraya la opcidon que consideres correcta.

A B
Measures fromSanple of Collection 1 | Hstogram+ Measures from Sanple of Collection 1 | Hstogramw
104 101
81 81
= 2
2 6 2 6
a a
4 4
2 24
010 015 020 025 030 035 040 045 050 010 015 020 025 030 035 040 045 0.50
Pop_D Rop_D
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a) La distribucion A tiene mayor variabilidad que la distribucion B.
b) La distribucion B tiene mayor variabilidad que la distribucion A.
¢) Ambas distribuciones tienen la misma variabilidad.

Explica con todo detalle las razones de tu eleccion.

El proposito de este item fue investigar si los estudiantes tienen una idea correcta de la
variabilidad de una distribucion de datos desde el punto de vista grafico. Como
antecedente, sabiamos que algunos estudiantes consideran que la variabilidad de una
distribucion esta relacionada con la irregularidad de su forma ya que en el cuestionario

diagnostico varios estudiantes exhibieron esa idea. Los resultados fueron los siguientes:

Respuesta Frecuencia
a) La distribucion A tiene mayor variabilidad que Ia 2
distribucion B
b) La distribucion B tiene mayor variabilidad que la 4
distribucion A
¢) Ambas distribuciones tienen la misma variabilidad. 5

En el cuestionario diagndstico, 3 estudiantes contestaron correctamente pero sélo 1 mostro
evidencia que realmente comprendia el significado de la variabilidad de una distribucion de
datos. Asi en términos cuantitativos hubo una ligera mejoria en este cuestionario al pasar a
5 alumnos que contestaron correctamente el item; pero ademas, sus explicaciones
estuvieron bien fundamentadas por lo que podemos hablar también de un cambio

cualitativo en sus respuestas. Algunos argumentos se muestran a continuacion:

“Porque en Prop. D, ambas distribuciones se encuentran en el mismo
rango de 0.10 a 0.50” (Monica).

“Aunque se ve con un mayor numero de resultados en la B, pero el rango
de los valores es el mismo” (Ana Lilia).

“Tienen la misma variabilidad ya que las dos tienen el mismo rango hacia

la derecha e izquierda de la media” (Omar).

Omar fue el unico estudiante que en el cuestionario diagnostico contestd y fundamento
correctamente su respuesta y lo confirm6 en el cuestionario posterior, los otros 4
estudiantes cambiaron sus concepciones incorrectas de variabilidad de una distribucion que

habian mostrado en el diagndstico a una concepcion de variabilidad que contempla el rango
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de la distribucion. No hubo ningtn estudiante que retrocediera del diagnoéstico al posterior.

Por su parte, en las argumentaciones de los estudiantes que consideran que A tiene mayor
variabilidad que B (inciso a) se hace con frecuencia referencia a la irregularidad de las
distribuciones. Por ejemplo:
“El histograma de la distribucion A tiene mas resultados diferentes, arriba y
abajo, tiene mas variables los resultados” (Jorge).
“A tiene mayor variabilidad en la longitud de las barras, es decir, no es tan
uniforme como en la grdfica B, la grafica A tiene mayor inconsistencia y no
es tan normalizada como la grdfica B” (Edgar).
Estos dos estudiantes mostraron la misma concepcion de variabilidad en el cuestionario

diagnostico y persistieron en ella después de las actividades.

En cuanto a los estudiantes que consideran que hay mayor variabilidad en B que en A,
sefialan que se debe a que hay mas datos en la distribucion B que en la distribucion A. Sin
embargo, esto no es cierto, ya que se trata de la misma distribucion pero fue transformada
para que tuviera una forma mas regular. Estos estudiantes mostraron una concepcion
incorrecta de la variabilidad, donde se considera que ésta esta en funcidon proporcional al
nimero de datos.

“Que en la grdfica B se tiene un mayor numero de muestras y por eso la
grdfica tiene mas datos que la A, hay mas variabilidad en los resultados”™
(Gerardo).

“Porque la distribucion B tiene mas elementos que la distribucion A”
(Libnia).

“En la B hay una distribucion mas exacta que en la A” (Donovan).

“B tiene mayor variabilidad, esto quiere decir que es una muestra mds

grande que la A” (Viridiana).

Al igual que en el cuestionario diagndstico se identifican dos formas incorrectas de
concebir la variabilidad de distribucion grafica de datos:
1. Entre mas irregular sea la grafica de una distribucion sera mas variable.

2. Una distribucion es mas variable que otra si tiene mayor nimero de datos.
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A manera de resumen acerca del significado que los estudiantes mostraron sobre la
variabilidad de un conjunto de datos desde el punto de vista grafico, podemos decir que se
atribuye tanto al uso del software como a las actividades implementadas el cambio tanto
cuantitativo como cualitativo en las respuestas de los estudiantes. Sin embargo, son muchos
los estudiantes que no lograron desarrollar un significado correcto del concepto atn
después de trabajar con la herramienta de simulacion computacional. Una posible causa que
se sugiere para explicar esto, es que en las actividades de ensefianza se hizo mayor énfasis
en la comparacion de distribuciones mediante sus medidas descriptivas (media y desviacion
estandar) que en la comparacion grafica en la cual estd basada este item.

2. A continuacidn se muestran tres distribuciones muestrales de la media (para muestras de tamafio

n=35 n=10y n = 30), las cuales se han construido tomando 500 muestras de una misma
poblacion.

Measures from Sample of Coll4ction Histogramr

200 ]
160 1

120 ]
80 1
40 7

0
200 1

160 ]

80 1
40 7
0 4
80 1
40 1

1.451.501.551.601.651.70 1.751.80
estatura_media

a) Coloca sobre cada una de ellas el tamafio de muestra que le corresponde. Explica con todo
detalle las razones de tu asignacion.

El proposito de este item fue investigar la comprension de los estudiantes sobre el efecto
del tamafo de muestra en la variabilidad de las distribuciones muestrales. Las respuestas

fueron las siguientes:

Respuesta Frecuencia
Secuencia 10-30-5 (de 4
arriba hacia abajo)

Secuencia 10-5-30 (de arriba 5
hacia abajo)
Secuencia 30-5-10 (de arriba 2
hacia abajo)
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La secuencia 10-30-5 es la correcta e indica que los estudiantes colocaron el tamafio de
muestra 10 al histograma de arriba, 30 al histograma de en medio y 5 al histograma de
abajo. Solo 4 estudiantes asignaron esta secuencia. Sus razonamientos sefialan que a mayor
tamafio de muestra hay menor variabilidad en la distribucion, lo cual quiere decir que su
respuesta esta bien fundamentada. Veamos algunos de los argumentos de estos estudiantes:
“Porque hay mayor dispersion en la grafica 3 . . . . En la primer grafica hay
menor dispersion que en la tercera . . ..”" (Ana Lilia).
“En muestras de tamario 5 existe una mayor dispersion en la grafica y por el
contrario en muestras de valores mayores, las graficas toman una forma mas
alargada” (Denis).
“Entre mds pequeria sea la muestra existe mucho mayor variabilidad en los
datos, por lo mismo, de que son menos” (Monica).
“Porque entre menor sea la muestra mayor serd la dispersion y entre mayor

sea la muestra sera menor la desviacion” (Omar).

En un item similar en el examen diagndstico solo 2 estudiantes hicieron la asignacion
correcta pero en sus argumentaciones mostraron que no comprendian realmente la relacion
entre el tamafio de muestra y la variabilidad de la distribucidon, por lo que podemos

considerar que ningln estudiante entendia la relacion antes de las actividades.

Por su parte, 5 estudiantes asignaron la secuencia (10-5-30). Sus argumentos tienen en
cuenta la cantidad datos y el nimero de barras en relacion directa con el tamafio de
muestra. Nuevamente se presenta la idea que a mayor cantidad de datos existe mayor
dispersion.

“Los coloqué de acuerdo a la grdfica, si la grafica tenia mas elementos, la

muestra es mayor” (Libnia).

“El tamario de la muestra indica la cantidad acumulada, mientras la muestra

sea menor la grdfica sera mds angosta, al aumentar el tamario de muestra la

grdfica se ensancha” (Jorge).
Mientras que solo 2 estudiantes asignaron la secuencia (30-5-10). Estos estudiantes dieron

argumentos donde tienen en cuenta la forma de la distribucion.
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“Porque tiene una forma mas normalizada de campana, mas definida que
otras . . . Por la diferencia entre la longitud de las barras e indica pocos
elementos con que trabajar . . .” (Edgar).

“La primera es 30 porque la forma de la distribucion muestral es mds exacta,
la segunda es 5 porque no esta bien definida la forma . . . . y la tercera es 10

porque empieza a tomar la forma de la distribucion muestral” (Viridiana).

Observamos que estos estudiantes ven a la primer distribucion mas normal y por ello le
asignan 30. Podemos decir que la incorrecta percepcion de la forma (pues las tres son
normales) los llevo a cometer errores de asignacion. En el curso ellos vieron que conforme

las muestras aumentan de tamanfo las distribuciones muestrales tienden a ser normales.

No obstante que hubo una mejoria el nimero de estudiantes que comprenden el efecto del
tamafio de muestra en la variabilidad, muchos estudiantes continian sin tener claro esta

importante propiedad de las distribuciones muestrales.

Del analisis de las argumentaciones de los estudiantes conjeturamos que los estudiantes que
tienen una idea correcta de la variabilidad de una distribucion grafica de datos, no tuvieron
obstaculos para identificar el efecto del tamafio de la muestra en la variabilidad de la
distribucion muestral, mientras que los alumnos que tienen una idea incorrecta de la
variabilidad de los datos en distribuciones graficas no pudieron identificar el efecto del
tamainio de la muestra en la variabilidad de la distribucion muestral. De ahi la importancia de

tener una idea correcta de la variabilidad de una distribucion.

b) Sobre la grafica de las distribuciones, coloca 1 a la distribucion de menor dispersion 'y 2 a la
distribucion de mayor dispersion. Explica con todo detalle las razones de tu asignacion.

El proposito de este item fue investigar de nueva cuenta las ideas de los estudiantes sobre la
variabilidad de una distribucion grafica como sucedio en el item 1, pero incorporando ahora
el término dispersion en lugar de variabilidad. Esto porque tanto dispersion y variabilidad
son dos términos que se utilizan frecuentemente en la literatura como sinénimos, pero para

los estudiantes pueden no serlo. Los resultados fueron los siguientes:
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Respuesta Frecuencia
Secuencia 1 2 6

(de arriba hacia abajo)

Secuencia 2 1 3

(de arriba hacia abajo)

Secuencia 1 2 2

(de arriba hacia abajo)

La secuencia 1 2 es la correcta e indica que los estudiantes dejaron en blanco la
primer distribucion, asignaron 1 a la segunda y 2 a la tercera distribucion. 6 estudiantes
asignaron esta secuencia. Algunos de ellos argumentaron lo siguiente:

“Entre menor sea la dispersion mas se acercara a la media” (Omar).

“Porque hay una mayor cantidad de valores a la izquierda y a la derecha de

la media por ello puse a la grdfica 3 con mayor dispersion” (Ana Lilia).

“Es mayor la dispersion cuando hay mads muestras y la grdfica es mas ancha”
(Jorge).

Nos propusimos entonces ver si habia algunas relaciones entre las respuestas del problema
1 y el inciso b del problema 2, dado que se trataba de lo mismo pero con diferente
terminologia. Por ejemplo, Jorge consideré que en el problema 1, “A tiene mayor
variabilidad que B” (incorrecto); argumenta que se debe a que A tiene mas diferencia entre
las barras del histograma; pero ahora, contesta correctamente sefialando que hay mayor
dispersion cuando la grafica es mas ancha. Podemos ver en sus respuestas que para €l

variabilidad significa una cosa y dispersion significa otra.

En el caso de Edgar, al igual que Jorge, contesta “A tiene mayor variabilidad que B”,
argumentando que se debe a la diferencia entre la longitud de las barras del histograma
(incorrecto), y en este inciso sostiene lo mismo al contestar que la dispersion es la
diferencia entre las alturas de las barras. Es decir, para Edgar, variabilidad y dispersion
significan lo mismo, aunque tiene una idea incorrecta de ellas. Esto lo conduce a que

conteste erroneamente ambos casos.

Por su parte, 3 estudiantes siguieron una secuencia ( 2 1 ). Mobnica se encuentre en
este grupo, y contesta:
“La asignacion la hice porque la dispersion es el ancho de las columnitas y en el 1 son mas

delgadas que en el 2.
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Para Monica no es lo mismo dispersion y variabilidad pues en el item 1 contestd
correctamente, cuando se le preguntd sobre variabilidad, si hubiera aplicado el mismo

criterio hubiera contestado correctamente este item.
¢) ¢Cual sera la media de la poblacion de la que se extrajeron las muestras?. Explica.

El proposito de este inciso era ver si los estudiantes percibian que la media de la
distribucion muestral es igual a la media poblacional, una importante propiedad de las

distribuciones muestrales. Veamos los resultados.

Resultado Frecuencia
La media poblacional es 9
aproximadamente a 1.60 cm. 0 1.62 cm.
La media poblacional es iguala 250 cm. 1
La media poblacional es igual a 1.20 cm. 1

En este item tuvieron un buen desempeio los estudiantes al identificar la mayoria de ellos
que la distribuciéon muestral estd centrada en la media poblacional. En el cuestionario
diagnoéstico, 5 estudiantes contestaron correctamente este item, ahora lo hicieron 9

estudiantes y sus explicaciones fueron mucho mas consistentes.

d) (En cual de las tres distribuciones sera mas probable obtener una media mayor a 1.65 cm.?
(Obsérvese que los datos son estaturas). Explica en forma detallada.

El propésito de este item fue ver si los estudiantes leian adecuadamente las distribuciones
muestrales en una gréfica y el efecto que tiene el tamano de muestra en el calculo de

probabilidades. Los resultados fueron:

Resultado Frecuencia
En la tercer grafica 7
En la primer grafica 3
En la segunda grafica 1

Como puede verse, la mayoria aprecidé adecuadamente el efecto del tamafio de muestra y la
dispersion de la distribucion en el valor de la probabilidad. Veamos algunos de sus

argumentos:
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’

“En la tercer grafica, porque en ella hay mas valores mayores a la media’
(Jorge).

“En la tres, porque existe mayor variabilidad en los datos” (Monica).

“En la de tamanio, porque existe mayor rango de dispersion” (Omar).

“En la muestra de tamario 5, porque existe una mayor dispersion de valores a

la izquierda y derecha de la media” (Ana Lilia).

Obsérvese la respuesta de Monica, que cuando maneja el concepto de variabilidad contesta
correctamente, asi lo hizo también el item 1, mas no en el inciso 2, que se le cuestiond
sobre la dispersion. En un item que se proponia investigar lo mismo en el diagnostico, solo

1 estudiante contestd correctamente pero no fundamento su respuesta adecuadamente.

Concluyendo sobre los resultados de este item, podemos decir que se tratd de un item muy
completo en el que se abordaron diversos elementos importantes en la teoria de las
distribuciones muestrales. Pudimos comprobar que dispersion y variabilidad no significan
lo mismo para todos los estudiantes por lo que es conveniente aclarar en la ensefianza que
ambos términos son sin6nimos. En cuanto al efecto del tamafio de muestra en la
variabilidad de las distribuciones muestrales hubo mejoria en cuanto a la cantidad de
estudiantes que contestaron correctamente y en cuando a las propiedades en las que
fundamentan sus argumentos. En un item similar en el diagnodstico ningin estudiante pudo
establecer un razonamiento valido al explicar la relacidon entre tamafio de muestra y
variabilidad y en este caso los hicieron 4 estudiantes. Sin embargo, son muchos los
estudiantes contintan sin comprender esta importante propiedad. En lo que respecta a que
la media de una distribucion muestral coincide con la media poblacional, hubo una
identificacion adecuada por la mayoria de los estudiantes, igual que en el caso del efecto de

la dispersion y el tamafio de muestra en la probabilidad de un resultado muestral.

4. La compafiia M&M’'s dice que el 30% de sus chocolates en la presentacion Milk son color café.
Antes de ser empacados en bolsas los chocolates se encuentran en un gran deposito donde son
mezclados de manera uniforme. Si se seleccionan de forma independiente 5 muestras de tamaiio 10,
una tras otra. ;Cuantos chocolates café esperarias en cada muestra?
N°¢ de chocolates café en la premier muestra:
N° de chocolates café en la segunda muestra:
N° de chocolates café en la tercer muestra:
N° de chocolates café en la cuarta muestra:
N° de chocolates café en la quinta muestra:
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El proposito de este item fue el de investigar si los estudiantes tienen una idea correcta de la

variabilidad alrededor del pardmetro en un contexto de muestreo.

Resultado Frecuencia
Las respuestas estan centradas alrededor de 3 5
Las respuestas son 3, 3, 3,3, 3 5
Otras respuestas 1

5 estudiantes apreciaron correctamente la variabilidad alrededor del parametro colocando
valores tanto por debajo de 3 como por encima de 3. Algunas respuestas fueron: 3, 2, 3, 2,
4; 3,4,2,3,4; 3,3,3,2,4; 3,4,2,2,4. Otros 5 estudiantes respondieron (3, 3, 3, 3, 3).
En un item semejante del examen diagnostico, fueron 6 los estudiantes que apreciaron
correctamente la variabilidad alrededor del parametro, pero sin argumentos que tuvieran en
cuenta los elementos que rigen la variabilidad. En este caso los argumentos estuvieron mas
fundamentados:

“Diferentes numeros pero sin llegar a ser mas de 5 ni menos de 2" (Coral).

“Se observa que la media es 0.30 pues solo tratamos de satisfacer esa media

con valores probables” (Edgar).

“Realmente varia pero se acerca al 30%” (Viridiana).

Por su parte las argumentaciones de los estudiantes que no apreciaron correctamente la
variabilidad estan las siguientes:

“Porque siempre aparecen el 30% de chocolates café” (Omar).

“Porque la empresa asegura que el 30% del contenido son café” (Libnia).

“Porque en cada muestra el 30% son café” (Gerardo).

5. Imagina que lanzas un dado 60 veces. Muestra en la tabla siguiente el nimero de veces que

esperas que aparezca cada niimero.

Numero en el|Numero de veces que se
dado espera aparezca el nimero

Al W N
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5
6
Total

Explica las razones de tu asignacion:

Con el mismo proposito que en el caso anterior, pero en un contexto probabilistico se

plane¢ este item.

Resultado Frecuencia
Las respuestas estan centradas alrededor 3
de 10
Las respuestas son 10, 10, 10, 10, 10, 10 o 8
equivalentes

Los estudiantes que centraron sus respuestas alrededor de 10 se preocuparon porque la
suma fuera 60. Podemos decir que perciben correctamente la variabilidad y como
observacion también apreciaron la variabilidad de manera correcta en el problema anterior.
Por su parte, 2 estudiantes que apreciaron la variabilidad en el problema anterior, no lo
hicieron en este. En cuanto a los estudiantes que no aprecian la variabilidad todos dan

argumentos probabilisticos en sus respuestas.

Con base en los resultados de los dos items anteriores podemos sefialar que el concepto de
variabilidad ha resultado dificil para la mayoria de los estudiantes ya que la mayoria de
ellos no la han apreciado correctamente, y menos ain cuando esta se da en contextos

probabilisticos.

6. Se midio la estatura a una muestra aleatoria de 100 estudiantes de la poblacion del IPN y se
encontr6 que la media era de 160 cm. ;Cual seria tu estimacion de la media poblacional?
e) Seria exactamente 160 cm.
f) Seria cercana a 160 cm.
g) No seria posible hacer una estimacion, pues la informacion obtenida se refiere s6lo a una
muestra.
h) Otra respuesta.

El propésito de este item fue explorar si los estudiantes son conscientes de la variabilidad y
el error muestral que se presenta cuando se hacen inferencias acerca de una poblacion con

solo estudiar una muestra.
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Respuesta Frecuencia
Seria exactamente 160 cm. 2
Seria cercana a 160 cm. 9
No seria posible hacer una estimacion, pues la 0
informacion obtenida se refiere s6lo a una muestra

En este item la mayoria de los estudiantes identifico la variabilidad y el error muestral que

conlleva en una inferencia. Algunos argumentos son los siguientes:

“Porque la media poblacional debe ser cercana a la media de la muestra,

pudiendo variar hacia arriba o hacia abajo” (Gerardo).

[z . . . . . .
Porque en todos los ejercicios que realizamos la media muestral siempre

nos salia muy proxima a la media poblacional ”(Monica).

“Porque la media de la muestra tiene que ser similar a la de la poblacion™

(Omar).

Los dos estudiantes que contestan que la media muestral debe ser exactamente igual a 160,
dan el argumento que la media muestral es igual a la media poblacional. Estos estudiantes
son conscientes de una propiedad importante de las distribuciones muestrales, pero no son
conscientes de que el tamafio de muestra de 100 es considerado pequefio para la
convergencia de la media muestral a la poblacional.

“Porque la media muestral es igual a la media poblacional” (Libnia).

En un item similar en el diagndstico, solamente 3 estudiantes contestaron correctamente, en
este caso lo hicieron 9 estudiantes, por lo que hubo una notable mejoria en la identificacion

de la variabilidad en este contexto.

7. Otra persona hizo lo mismo, tom6 una muestra aleatoria de 100 estudiantes del IPN y
encontrd que la media era 157 cm. ;Como podrias explicar la diferencia de resultados?

Este item es una continuacion del anterior y su propdsito fue investigar si los estudiantes
son conscientes de la variabilidad muestral. Todos los estudiantes apreciaron correctamente

la variabilidad en este contexto, aiin quienes no lo hicieron en el problema anterior.

Las medias seran similares, cercanas y rara vez iguales . . .” (Jorge).

“No eran los mismos 100 estudiantes . . . .” (Edgar).
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“Porque la media varia dependiendo la muestra, pero siempre se acercard a
la poblacional . . .” (Omar).
“Los resultados pueden variar ya que no son los mismos 100 estudiantes”

(Denis).

8. Si aumentamos a 200 el numero de estudiantes en el problema anterior (tamafno de muestra).
(Qué esperarias?:
a) La estimacion estuviera mas cercana a la media poblacional que cuando la muestra es de
100.
b) La estimacidn estuviera mas lejana a la media poblacional que cuando la muestra es de 100.
¢) La estimacion estuviera a igual distancia de la media poblacional que cuando la muestra es
de 100.
Explica

Continuando con el mismo contexto, el propodsito de este item fue investigar si los

estudiantes tenian en cuenta de manera adecuada el efecto del tamafio de muestra en una

estimacion.
Respuesta Frecuencia
a) La estimacion estuviera mas cercana a la media 9
poblacional que cuando la muestra es de 100.
b) La estimacion estuviera mas lejana a la media poblacional 1
que cuando la muestra es de 100.
c) La estimacion estuviera a igual distancia de la media 1

poblacional que cuando la muestra es de 100.

Los estudiantes mostraron evidencia que comprendieron el efecto del tamano de la muestra
en una estimacion al contestar correctamente 9 de ellos. Algunas respuestas de estos

alumnos fueron:

“Al aumentar el tamario de la muestra siempre disminuye el error o la
diferencia entre las medias poblacionales y muestrales, aunque la formula

indique que la media muestral es igual a la poblacional” (Jorge).

“Mientras mayor es la muestra, mas aumenta su exactitud y disminuye la

dispersion” (Edgar).

“Porque entre mayor es la muestra disminuye la dispersion por lo tanto la

media muestral se tiene que acercar a la poblacional” (Omar).
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9. En la figura se muestra la distribucion de una poblacion y dos distribuciones muestrales de
medias para muestras de tamafio 2 y 30. Coloca el tamafio de muestra a la distribucion que

corresponda.
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El proposito de esta pregunta fue explorar si los estudiantes tienen una idea correcta el

efecto del tamafo de la muestra en la forma y la variabilidad de las distribuciones

muestrales.

Respuesta Frecuencia
Contestaron correctamente 7
Contestaron incorrectamente 4

De los 7 estudiantes que contestaron correctamente, 5 de ellos dan argumentaciones que

involucran a la variabilidad en forma correcta, es decir, sefialan que muestras mas grandes

generan distribuciones menos dispersas o mas angostas o mas cercanas a la media. Ninguno
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hizo referencia a la forma, que era otra propiedad a la que se podia hacer alusion, pues la

muestra mas grande genera una distribuciéon mas normal que en la muestra pequefia.

“En la grdfica 1 hay mayor dispersion” (Ana Lilia).

“Existe una mayor dispersion en la grdfica 1" (Denis).

Los 4 que contestaron incorrectamente dan argumentos que contemplan el numero de datos,
dicen que en la mas grande (se refieren a la primera) hay mas datos y por su parecido con la
poblacion entre mayor sea la muestra. Estos estudiantes han mostrado en diversos items esa
idea incorrecta que a mayor numero de datos hay mas variabilidad, ademas, han leido en
forma incorrecta las graficas sefialando que hay mas datos en una que en otra.
“La grdfica 1 se acerca mads en forma y proporcion a la distribucion
poblacional, sin dejar de mencionar el importante indicador que es la

dispersion en la grafica, que es mayor en la 2 que en la 17 (Edgar).
“Por el numero de elementos en las grdficas” (Libnia)

En un item similar en este mismo cuestionario pero que contenia tres distribuciones
muestrales 4 estudiantes asignaron correctamente el tamafio de muestra, por lo que en este
item se obtuvo una notable mejoria en las respuestas de los estudiantes.

10. En una poblacion de estudiantes el peso promedio es de 60 Kg y una desviacion estandar de 5
Kg. Si se seleccionan dos muestras aleatorias de dicha poblaciéon, una de tamafio 10 y otra de
tamarfio 100 en cual consideras que sea mas probable obtener una media muestral menor a 55 Kg.?
d) En la muestra de tamafio 10.
e) En la muestra de tamaiio 100.
f) En ambos muestras se tiene la misma probabilidad.
Explica.

Este problema fue incorporado al cuestionario con el proposito de ver que idea tienen los

estudiantes sobre el tamafio de muestra en la probabilidad que ocurran ciertos resultados

muestrales.
Respuesta Frecuencia
En la de tamafio 10 8
En la de tamafio 100 3

Como puede verse 8 estudiantes apreciaron correctamente el efecto del tamafio de muestra

en el valor de la probabilidad. Algunos de los que contestaron correctamente argumentan:

201



Evolucion de los significados de los estudiantes sobre las distribuciones muestrales

“Porque hay mas datos esparcidos, y en una de 100, por lo general los
resultados se centrarian mas en la media de 60" (Gerardo).

“En la muestra de 10, por tener mayor dispersion que la muestra de tamario
100 (Ana Lilia).

“Puesto que tiene mas variabilidad en los datos, las media muestral se aleja
mas de la poblacional” (Monica).

“Porque la dispersion es mayor, por lo tanto los posibles resultados se

pueden alejar mas de la media” (Omar).

En un item similar en este mismo cuestionario 7 estudiantes habian mostrado comprensioén

del efecto del tamafio de muestra en el valor de la probabilidad.

11. Una empresa eléctrica fabrica focos que tienen una duracion que se distribuye aproximadamente
normal con media de 700 hrs. y una desviacion estandar de 32 hrs. Se ha tomado una muestra de 16
focos y se encontré que la duracion media fue de 684 hrs.

El proposito de este problema fue ver si los estudiantes se mostraban conscientes de la
variabilidad muestral desde un contexto diferente al que se habia explorado, y el método
que empleaban para resolver el problema después de las actividades de ensefianza. Se les
dio la opcidn de resolver el problema con simulacién o empleando las formulas y las tablas

de probabilidad.

a) Basado en los resultados obtenidos, (podrias concluir que la empresa estd mintiendo sobre la
duracion de los focos?. Explica tu respuesta (puedes realizar calculos si lo deseas).

Veamos primeramente a los que consideran que la empresa no miente:

“No, porque la muestra es muy pequeria y si Se toma una muestra mayor se

acercara la media muestral a la poblacional” (Omar).

“La media se aproxima pero no lo suficiente ya que la muestra es solo de 16,
numero muy bajo, si se aumenta la muestra mds cercana seria la media

esperada” (Edgar).

Estos dos estudiantes reconocen correctamente que la diferencia se debe al tamafio de
muestra, que es muy pequefo, y que en la medida que se incremente, la variabilidad

se reducira.
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Quienes consideran que mienten sefialan:

“«“

sta mintiendo porque se debe de acercar a la media de 700 y no estar

demasiado lejos” (Gerardo).

“Si miente porque al tomar una muestra tan pequena los resultados son
variables al haber una dispersion mayor, la probabilidad de que sea un

numero menor a la media es mas alta” (Ana Lilia).

b) ;Crees que si se toma una muestra de tamafio 100, la duracion media seguira siendo de 684 hrs.?.
Explica.

“No, se pegard mas a 700 que es la media . . .” (Gerardo)

“No, porque aumenta el tamaiio de muestra, los valores tienden a estar mds
cercanos a la media” (Ana Lilia).

“Si, porque es la misma media, posiblemente varie en decimales” (Monica).
“No, la media se acercara mas a 700, porque disminuye la dispersion”
(Omar).

Atinadamente opinan estos estudiantes que la dispersion disminuira al aumentar el tamano

de muestra y que la estimacioén deberd ser mas cercana al pardmetro poblacional.

¢) Tomando en cuenta la informacion de la poblacion, ;Cual sera la proporcion de focos con una
vida promedio menor a 708 horas?. Resuelve el problema con el método que te parezca maés
conveniente (simulacion con Fathom o de manera tedrica).

La respuesta tedrica es P(x < 708) = 0.84 y sélo tres estudiantes encontraron correctamente

la solucidén, 2 utilizando tanto el enfoque tedrico y como simulacion con Fathom y 1 de
ellos so6lo mediante simulacion. Del resto de los estudiantes, 5 utilizaron simulacién pero no
resolvieron correctamente el problema, los otros 3 emplearon el enfoque tedrico. Entonces
en resumen, 7 utilizaron simulacién con Fathom y 4 utilizaron el enfoque teérico. Lo que
mas sobresale de este hecho es que la mayoria intent6 resolver el problema con simulacién

computacional.

Como conclusion de este problema podemos decir que muchos estudiantes han identificado
correctamente la variabilidad y los efectos que en ella tiene el tamafio de la muestra y la
forma como se afectan las estimaciones. Consideramos una buena sefial que la mayoria de
los estudiantes hayan intentado resolver el problema mediante simulaciéon computacional,

lo que es un indicador de la confianza que le tomaron, en el poco tiempo de trabajar con
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ella. Sin embargo, fueron pocos los estudiantes que lograron resolver el problema

correctamente.

8.5 Conclusiones

El andlisis del examen tedrico y el cuestionario diagnostico nos ha mostrado que los
estudiantes asignan un significado muy restringido y superficial a las distribuciones
muestrales, como consecuencia de una ensefianza que enfatiza casi de forma exclusiva en
representaciones simbdlicas y procedimientos para calcular probabilidades, y en la cual se
presta poca importancia a la exploracion de conceptos y propiedades que son de suma

importancia para comprender las distribuciones muestrales.

Dicho analisis nos muestra que la mayoria de los estudiantes desconocia conceptos y
propiedades importantes que se involucran en el estudio de las distribuciones muestrales.
Muestra ademas, que los estudiantes tenian muchas concepciones erroneas sobre diversos

conceptos entre las cuales podemos mencionar las siguientes:

1. Concepciones equivocadas de la variabilidad de un conjunto de datos:
a) A mayor cantidad de datos hay mds variabilidad.
b) A mayor diferencia entre la altura de las barras de un histograma
(irregularidad) hay mayor variabilidad.

3. Existe confusion sobre la desviacion estandar como medida de variabilidad.
Algunos estudiantes consideran que existe una relacion directamente proporcional
entre altura de una distribucién y su desviacion estandar cuando en realidad es lo
contrario.

4. Muchos estudiantes no aprecian la variabilidad muestral en ciertos contextos,
mientras que en otros se desenvuelven mejor. El principal obstaculo para muchos es
que consideran los valores mas probables como el Unico resultado que puede
ocurrir.

5. Desconocen las implicaciones del teorema del limite central en el comportamiento
de las distribuciones muestrales, por lo que se limitan a aplicarlo en la resolucion de

problemas en forma “ciega” como una receta.
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6. No mostraron comprender el efecto del tamafio de la muestra en el valor de la

probabilidad de algunos resultados muestrales.

El analisis del cuestionario posterior y las entrevistas con algunos estudiantes nos muestra
que se ha presentado cierta evolucion en los significados de los estudiantes, aunque de
forma diferenciada, llegando a obtener muy buenos resultados en algunos items, mientras
que en otros, un incremento apenas notable en las respuestas correctas y sus
argumentaciones. Dicho cambio lo atribuimos al disefio de las actividades y al ambiente de

simulacioén en el cual se resolvieron.

De interés especial son los cambios cualitativos en las respuestas de los estudiantes, las
cuales incorporan argumentos mas solidos que tienen en cuenta las relaciones correctas
entre los conceptos y las propiedades que fueron objeto de estudio. Sin embargo, muchos
estudiantes continuaron sin comprender adecuadamente muchos conceptos que son
importantes en la teoria de las distribuciones muestrales, a pesar de que a lo largo de todo el

estudio se hizo énfasis en ellos.

Muchos de las conceptos y propiedades que se ignoraban en el examen diagnostico, asi
como las concepciones erroneas que se presentaron fueron superadas por algunos
estudiantes, sin embargo, otras fueron mas resistentes al cambio a pesar de la ensefianza.
Por ejemplo, la variabilidad resulté ser un concepto dificil para muchos estudiantes, ya que
a pesar de que se enfatizo sobre ella a lo largo del estudio, muchos estudiantes continuaron
mostrando ideas incorrectas, sobre todo cuando se da en contextos probabilisticos.
Ciertamente, las respuestas correctas que abordaban el concepto de variabilidad se
incrementaron del cuestionario diagnostico al posterior, sin embargo, muchos estudiantes
siguieron mostrando las mismas ideas incorrectas que mostraron en el examen diagnostico,

lo que nos da una idea de la complejidad del concepto.
En cuanto al efecto del tamafno de muestra en el comportamiento de las distribuciones

muestrales y en el valor de las probabilidades, cabe hacer notar que los estudiantes lograron

una buena mejoria, al incrementar sus respuestas en forma notable del cuestionario
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diagnostico al posterior, y ademas fundamentar adecuadamente sus respuestas. Las

entrevistas con algunos estudiantes, también dan cuenta de ello.

El siguiente cuadro muestra la evolucion de las respuestas correctas del cuestionario previo

al cuestionario posterior al estudio:

Cuadro 1: Respuestas correctas en los cuestionarios previo y posterior al estudio

Pretest Postest

Concepto o propiedad investigado | (respuestas correctas) (respuestas correctas)

Variabilidad de un conjunto de datos 3 5
en una grafica.

Variabilidad muestral. 5 5
Efecto del tamafno de muestra en la 2 4
variabilidad de una distribucion 3 7
muestral.

La media de la distribuciéon muestral

esta centrada en la media de la 4 9
poblacion.

La diferencia entre la media 3 9
muestral y la media poblacional ) 9
puede deberse a la variabilidad

muestral.

Efecto del tamafio de muestra en la 1 8
probabilidad de wun resultado

muestral.

Efecto del tamafno de muestra en la 2 5

forma de la distribucion muestral.

Para complementar el analisis sobre la evolucion de los significados, al final de las
actividades se les planted la pregunta si consideraban que habia evolucionado su
significado de las distribuciones muestrales. El siguiente cuadro muestra las respuestas de

cada uno de ellos.

(Tu crees que ha cambiado el significado que tenias de las
distribuciones muestrales antes de utilizar el software a ahora que ya
lo has utilizado?

Libnia Si. Antes no entendia que era una distribucion muestral, me daban los
datos, me decian esto es una distribucion muestral, y yo lo veia como que
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nomas que veo que es una media y una desviacion . . . . y aqui en el
software estd mas representado, le digo, para mi es mas facil entenderlo,
jah, la grafica me representa todo lo anterior. jAh! entonces ya entiendo.

Edgar

Si considero que ha cambiado, porque antes yo pensaba que nada mas era
tomar una muestra de una poblacidén, pero aqui hemos visto que es la
muestra de la muestra de la poblacion, y es bastante diferente en cuanto a
exactitud.

Omar

Si, como que antes no tenia la nocion muy clara de que era una
distribuciéon muestral, y ahora por lo mismo de que vas viendo la gréfica
como va cambiando, conforme vas tomando las muestras, de que puedes
jugar con el tamafio de la muestra, como que se hace mas entendible.
Porque de la otra forma nada mas era hacer tus célculos, checar en tus
tablitas pero no encontrabas una forma en si de saber bien, no se si
quisieras graficarla o tomar otra muestra mas grande.

Jorge

Si, aqui realmente se ve donde estan los resultados concentrados, porque
tiene esa forma y donde se concentran mas los resultados y de cierta forma
el porqué estan asi concentrados y toman esa forma.

Denis

Si ha cambiado bastante porque con el software es mdas practico y le
entiendo mejor a tedricamente.

Donovan

Pues en parte, porque yo tenia una idea de que iba a ser pura operacion
matemadtica, manual, y ahora con esto nos mostraron como se hacen las
cosas, como va detallado con graficas y todo.

Coral

Si porque ahora nos damos cuenta, por ejemplo en la grafica nos damos
cuenta que esa parte es la que cumple con el filtro que ponemos en la
tabla, pero cuando lo hacemos teérico no hacemos una grafica tan
detallada y no se ve muy bien, a lo mejor por eso el problema con las
tablas

Mobnica

Yo siento que si, por ejemplo aqui te vas dando cuenta de se va
obteniendo de una muestra, tedricamente solo utilizadbamos las formulas y
las aplicabamos, pero no sabiamos que se obtenian de las muestras. Con
simulacién a mi me gusta porque es como si lo estuviéramos haciendo en
campo donde se les estuviera haciendo encuestas a personas.

Viridiana

Si, es que es mucho mas interactivo con el software, te das cuenta de lo
que esta sucediendo si cambia la poblacion o las muestras.

Ana Lilia

La comprension si cambid porque es mas dinamico en la computadora y
tedricamente veiamos el dibujo pero no veiamos los cambios. En
simulacidn, un cambio que hagamos se refleja en una gréfica.

Como puede observarse en la tabla anterior, todos los estudiantes consideran que el enfoque

con que se abordaron las distribuciones muestrales les ha cambiado el significado que

tenian de las distribuciones muestrales.
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CONCLUSIONES GENERALES

El presente trabajo ha tenido como objetivo principal investigar los significados que
estudiantes universitarios construyen sobre las distribuciones muestrales en un ambiente de
simulacién computacional y estadistica dindmica como el que proporciona Fathom, un
software que ha sido disefiado para la ensefianza de la estadistica y la probabilidad. El
interés del estudio se enfoco en identificar los diferentes elementos de significado puestos
en juego por los estudiantes, su evolucion como consecuencia del ambiente de simulacion y
el efecto de dicho ambiente en la resolucion de problemas de caracter deductivo que van de
la poblacion a la muestra.

Los principales conceptos abordados en el estudio fueron la variabilidad muestral, el efecto
del tamafio de muestra en las propiedades de las distribuciones muestrales, como son la
forma (teorema del limite central), el centro, la variabilidad, y el calculo de probabilidades
de resultados muestrales. Todos ellos en el ambito de distribuciones muestrales de medias y
proporciones.

Para alcanzar los objetivos planteados, nos plantemos tres preguntas de investigacion,

cuyas respuestas se han dado en los tres capitulos anteriores y nos apoyaremos en sus
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conclusiones parciales de cada capitulo, para obtener las conclusiones generales del

estudio.

Primer pregunta

Significados desarrollados por los estudiantes sobre las distribuciones muestrales.

El andlisis de los diversos instrumentos de recoleccion de informacién no muestra que los
significados construidos por los estudiantes en el ambiente de simulacién incorporan
muchos mas elementos de significado que los que mostraron en el cuestionario diagnostico,

producto de la ensefianza tradicional que recibieron antes del estudio.

El ambiente de simulacion proporcionado por Fathom, les proveyd los medios para que
utilizaran diversas representaciones de los conceptos involucrados y los relacionaran entre
en si de forma dindmica y simultdnea. Dichas representaciones fueron claves en algunas
etapas del proceso de simulacion para que los estudiantes desarrollaran intuiciones e ideas
correctas de diversos conceptos y propiedades; como el hecho de colocar sobre una misma
grafica varias distribuciones para distintos tamafios de muestra, lo que ayudé a que
comprendieran propiedades de forma, centro y dispersion de las distribuciones, asi como

el efecto del tamafio de muestra en la probabilidad de resultados muestrales.

Sus acciones y procedimientos se orientaron a la construcciéon de las distribuciones
muestrales, generando las poblaciones, extrayendo muestras y calculando estadisticos, para
finalmente calcular probabilidades de resultados muestrales. Esto les permitié enfocarse

tanto en el proceso como en el resultado final, al resolver las actividades.

El ambiente proporcionado por el software, provey6 de diversos elementos de validacion
que los estudiantes utilizaron para resolver un problema y convencerse que los resultados
obtenidos eran correctos, como es el caso del ajuste de distribuciones teoéricas con
distribuciones empiricas, validacion de formulas enviando un mensaje cuando se comete un
error entre otros.

Las probabilidades fueron obtenidas como proporciones de casos de interés en un total de

casos generados por ellos mismos, llegando algunas veces a filtrarlos y sombrearlos para
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separarlos del resto, en lugar del niimero abstracto que proporcionan las tablas de
probabilidad.
Sin embargo, el proceso de simulacion no estuvo exento de dificultades, y a lo largo del ¢l
los estudiantes tuvieron diversas dificultades y mostraron algunas concepciones erroneas.
Entre las dificultades mdés sobresalientes que se presentaron en el proceso podemos
mencionar las siguientes:

1. Formulacion del modelo poblacional
Definicion de la expresion para calcular el estadistico en las muestras
Definicion de las expresiones para calcular las proporciones de casos.

Confundir distribucion de una muestra con distribucién muestral.

A

Tendencia a ver a las muestras en forma aislada, en lugar de verla en forma de
distribuciones.

De todas ellas, cabe mencionar que la formulacion del modelo de la poblacion fue la etapa
mas critica en el proceso de simulacion, la cual solo fue desarrollada correctamente a lo
mas por dos estudiantes en cada una de las actividades. En la mayoria de ellas, requiri6 de

la intervencion del investigador para poder continuar con el proceso de solucion.

De acuerdo con lo anterior, la actividad de los estudiantes al explorar y resolver los
problemas, fue cualitativamente diferente a la actividad requerida en un enfoque tradicional
basado en el uso de distribuciones tedricas de probabilidad, como consecuencia del

ambiente computacional.

La herramienta computacional tuvo un impacto en los significados de los estudiantes, ya
que requirid de otro tipo de acciones y procesos, representaciones, validaciones, y posibilitd
una exploracion de conceptos y propiedades de tal forma que no es posible en un ambiente
de lapiz y papel. Incluso, algunos procesos que son clave en el ambiente de lapiz y papel se
volvieron innecesarios en el ambiente de simulacion, como fue el caso de la estandarizacion

de la distribucion muestral y el uso de tablas de probabilidad.

Por ejemplo, en el enfoque tradicional de distribuciones de probabilidad, la poblacion se

define mediante de un enunciado que sefiala el tipo de distribucion y sus parametros, sin
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ninguna referencia concreta sobre el concepto, de tal forma que la poblacion existe para los
estudiantes como un ente abstracto que solo aparece en el enunciado del problema. En
cambio, en el ambiente de simulacidn, los estudiantes se vieron obligados a construir la
poblacion y visualizarla por medio de representaciones menos abstractas como es una tabla
con los elementos poblacionales hipotéticos, complementandola en algunas actividades con
una grafica y sus medidas descriptivas. De esta manera, el objeto “poblacion” se volvid

visible y mas concreto para los estudiantes.

Como consecuencia de este cambio en los objetos de ensefianza, las actividades realizadas
por los estudiantes fueron de mayor nivel cognitivo. Esto fue posible observarlo a través de
la transformaciéon y andlisis de representaciones que frecuentemente realizaron los
estudiantes a lo largo del proceso de simulacion. Superponer una distribucién tedrica a una
distribucion empirica, sombrear areas correspondientes a la probabilidad calculada,
comunicarse con la mdaquina mediante la introduccion de una formula y recibir
retroalimentacion de los posibles errores, son ejemplos del nivel cognitivo en que se
movieron los estudiantes y que no estd presente en las actividades que realizan en un
ambiente tradicional, donde la actividad se resume al empleo y sustitucion de formulas y

manejo de tablas de probabilidad.

Consideramos que los significados que los estudiantes atribuyen a las distribuciones
muestrales después de la experiencia de ensefianza con simulacion, les puede ayudar
comprender mas facilmente procedimientos inferenciales. Por ejemplo, el hecho de
entender cuales son las valores mas probables de ciertos resultados muestrales y alrededor
de que valor se encuentran, es importante en los procesos de estimacion. Asi como entender
que cuando la variabilidad muestral rebasa ciertos limites, puede deberse a causas no

atribuibles al azar, lo que es importante en procesos de prueba de hipotesis.

Segunda pregunta
La simulacion computacional y la resolucion de problemas de distribuciones
muestrales.

El objetivo que nos plateamos con esta pregunta era investigar si los problemas de tipo
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deductivo donde se involucra a las distribuciones muestrales y que son clasicos en los
libros de texto previo al estudio de la inferencia estadistica, podian ser resueltos de manera
satisfactoria con Fathom.

La principal conclusion a la que hemos llegado en torno a esta pregunta es que a pesar de
las diferentes dificultades y errores que se han descrito, fue posible que los estudiantes
resolvieran las actividades planteadas mediante simulacion, ayudados por el investigador

solo en los casos que era necesario para poder continuar con el proceso de simulacion.

Como ya se ha mencionado, las principales dificultades estuvieron ligadas al uso de
representaciones simbolicas del software, principalmente a la definicion del modelo de

poblacion, lo que represent6 un verdadero reto para la mayoria de los estudiantes.

En cuanto a los resultados obtenidos mediante simulacion, que era otra inquietud que nos
plantedbamos al inicio e la investigacion, estos fueron aceptados como validos por los

estudiantes, dada la cercania con los resultados teodricos.

Entre las ventajas que observamos al resolver problemas mediante simulaciéon podemos
mencionar las siguientes:

e Los estudiantes fueron participes de todo el proceso, desde la formulacion de la
poblacion hasta el céalculo de probabilidades, utilizando para ello diversas
representaciones (aspecto representacional, que sefala Biehler, 1991) que
estuvieron a su alcance su la mayoria de los casos. Esto permitio a los estudiantes
enfocarse en el proceso y también en el resultado, a diferencia del ambiente
tradicional, donde usualmente el énfasis se centra en los resultados.

e La facilidad con la que los estudiantes pudieron calcular e interpretar las
probabilidades de resultados muestrales, como proporciones de casos de interés en
un total de casos observados y que ellos mismos generaron mediante la toma de
muestras, ayudados sobre todo por las caracteristicas del software, el cual les
permitié calcular los resultados mediante una expresion definida por ellos mismos,
y en algunos casos filtrarlos y hasta sombrearlos.

e El ambiente de simulacion volvid triviales y en algunos casos hizo innecesarios
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(aspecto computacional, que sefiala Biehler, 1991), procesos que son laboriosos_y
complicados en un ambiente de lapiz y papel, como es la estandarizacion de la
distribucion muestral y el uso de tablas de probabilidad, los cuales son fuente de

diversos errores al resolver los problemas.

Observamos ademas, que los estudiantes le encuentran sentido a la resolucion de problemas
de distribuciones muestrales mediante simulacion, ya que han construido por ellos mismos
las distribuciones, generando las poblaciones, tomando muestras, definiendo estadisticos y

calculado sus probabilidades como proporciones de casos que se han presentado.

Podemos concluir entonces, que los estudiantes pudieron resolver problemas de
distribuciones muestrales mediante simulacion computacional, una vez que se apropiaron

de los recursos del software y después de haber abordado algunas actividades.

Tercer pregunta
.Como evolucionan los significados de los estudiantes sobre las distribuciones
muestrales cuando trabajan en un ambiente de simulacion computacional respecto al

ambiente de lapiz y papel?.

El analisis del examen teodrico y el cuestionario diagnostico nos ha mostrado que antes de
iniciar el estudio, los estudiantes tenian un significado parcial y superficial de las
distribuciones muestrales, muy ligado al uso de procedimientos y representaciones
simbolicas. Esto como consecuencia de un ambiente de ensefianza donde se enfatiza en el
uso de formulas y tablas de probabilidad y se relega la exploracion de conceptos y
propiedades que son de suma importancia para comprender las distribuciones muestrales.
Dicho analisis nos muestra ademds, algunas concepciones erroneas sobre diversos

conceptos importantes, como la variabilidad muestral.
El anélisis del cuestionario posterior y las entrevistas con algunos estudiantes nos muestra

que se ha presentado cierta evolucion en los significados de los estudiantes, aunque de

forma diferenciada, llegando a obtener muy buenos resultados en algunos items, mientras
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que en otros, un incremento apenas notable en las respuestas correctas y sus
argumentaciones. Dicho cambio lo atribuimos al disefio de las actividades y al ambiente de

simulacion en el cual se resolvieron.

Las notas mismas tomadas por el investigador en la bitadcora que dia a dia se llevo a lo largo
del estudio, muestra que los significados de los estudiantes fueron evolucionando conforme
avanzaba el estudio, refinando gradualmente sus estrategias, centrado su atencién cada vez

mas en aspectos conceptuales y disminuyendo el namero de errores.

La evolucion se ha presentado no solo en términos cuantitativos, al incrementarse el
numero de respuestas correctas sobre los diferentes conceptos estudiados del cuestionario
diagnostico al cuestionario posterior, sino también en forma cualitativa, al incluir los

estudiantes argumentaciones mas normativas y bien fundamentadas que en el diagnostico

Sin embargo, cabe sefialar que muchos estudiantes continuaron sin comprender
adecuadamente muchos conceptos que son importantes en la teoria de las distribuciones
muestrales, a pesar de que a lo largo de todo el estudio se hizo énfasis en ellos. Por
ejemplo, la variabilidad resultd ser un concepto dificil para muchos estudiantes, ya que a
pesar de que se enfatizo sobre ella a lo largo del estudio, muchos estudiantes continuaron

mostrando ideas incorrectas, sobre todo cuando se da en contextos probabilisticos.

En cuanto al efecto del tamafio de muestra en el comportamiento de las distribuciones
muestrales y en el valor de las probabilidades, cabe hacer notar que los estudiantes lograron
una buena mejoria, al incrementar sus respuestas en forma notable del cuestionario
diagnostico al posterior, y ademas fundamentar adecuadamente sus respuestas. Las

entrevistas con algunos estudiantes, también dan cuenta de ello.

Por todo ello, los resultados sugieren que es importante que antes de que los estudiantes se
inicien en el estudio de la inferencia estadistica, tengan experiencias de ensefianza donde
exploren el concepto de distribuciones muestrales y sus propiedades, el teorema del limite

central y el efecto del tamafio de muestra en la probabilidad de un determinado resultado
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muestral; un ambiente de estadistica dinamica, apoyado en representaciones multiples,

parece ser apropiado para ello.
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