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Algunas implicaciones didacticas derivadas
de la complejidad de los objetos
matematicos cuando estos se aplican a
distintos contextos

RESUMO

Este trabajo es, fundamentalmente, una reflexion tedrica. En la primera parte se explica la
nocion de idoneidad didactica y, en particular, el criterio de idoneidad epistémica, siendo
uno de sus indicadores la “muestra representativa de la complejidad del objeto
matematico”. En la segunda parte se justifica la presencia de este indicador a partir de una
reflexidn, realizada desde una perspectiva pragmatista, sobre su relacién con la nocién de
proceso de conexion y de contexto. Se finaliza con una reflexién sobre el uso de dicho
descriptor en la formacién de profesores de matematicas.

PALAVRAS-CHAVE: Idoneidad epistémica. Conexion. Contexto. Formacion de profesores de
matematicas.
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EL COMPONENTE “MUESTRA REPRESENTATIVA DE LA COMPLEJIDAD DEL OBJETO
MATEMATICO” COMO INDICADOR DE IDONEIDAD EPISTEMICA DE UN PROCESO
DE INSTRUCCION

La nocidn de idoneidad didactica propuesta por el Enfoque Ontosemidtico de la
Cognicion e Instruccion Matematicos (EQOS, a partir de ahora) (GODINO, BATANERO
y FONT, 2007; 2008) es una respuesta parcial a la siguiente problematica: ¢Qué
criterios se deben utilizar para disefiar una secuencia de tareas, que permitan
evaluar y desarrollar la competencia matematica de los alumnos y qué cambios se
deben realizar en su redisefio para mejorar el desarrollo de esta competencia? Los
criterios de idoneidad pueden servir primero para guiar los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas y, segundo, para valorar sus implementaciones.
Los criterios de idoneidad son utiles en dos momentos de los procesos de
instruccion. A priori, los criterios de idoneidad son principios que orientan “cémo
se deben hacer las cosas”. A posteriori, los criterios sirven para valorar el proceso
de instruccién efectivamente implementado. En el EOS se consideran los
siguientes criterios de idoneidad didactica (FONT, PLANAS y GODINO, 2010):

v Idoneidad Epistémica, para valorar si las matematicas que estdn siendo
ensefiadas son “buenas matematicas”.

v’ Idoneidad Cognitiva, para valorar, antes de iniciar el proceso de
instruccidn, si lo que se quiere ensefar estd a una distancia razonable de
aquello que los alumnos saben, y después del proceso, si los aprendizajes
adquiridos estan cerca de aquello que se pretendia enseiiar.

v’ Idoneidad Interaccional, para valorar si las interacciones resuelven dudas
y dificultades de los alumnos.

v’ Idoneidad Mediacional, para valorar la adecuacién de los recursos
materiales y temporales utilizados en el proceso de instruccién.

v Idoneidad Emocional, para valorar la implicacién (intereses, motivaciones,
...) de los alumnos durante el proceso de instruccion.

v Idoneidad Ecoldgica, para valorar la adecuacidn del proceso de instruccidn
al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las
condiciones del entorno social y profesional.

La operatividad de los criterios de idoneidad exige definir un conjunto de
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indicadores observables, que permitan valorar el grado de idoneidad de cada uno
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de los criterios. Por ejemplo, todos concordamos que es necesario implementar
unas “buenas” matemdticas, pero podemos entender cosas muy diferentes por
ello. Para algunos criterios, los descriptores son relativamente faciles de
consensuar (por ejemplo, para el criterio de idoneidad de medios), para otros,
como es el caso de la idoneidad epistémica es mas dificil. En Breda y Lima (2016),
Seckel (2016) y Breda, Pino-Fan y Font (2017) se aporta un sistema de
componentes e indicadores que sirve de guia de andlisis y valoracion de la
idoneidad didactica, que esta pensado para un proceso de instruccion en cualquier
etapa educativa. A continuacidn, por cuestiones de espacio, solo se reproducen los
componentes e indicadores del criterio de idoneidad epistémica (BREDA y LIMA,
2016, p. 80):

Tabla 1 - Componentes y descriptores de la idoneidad epistémica.

Componentes

Descriptores

Errores

No se observan practicas que se consideren incorrectas desde el
punto de vista matematico.

Ambigledades

No se observan ambigiiedades que puedan llevar a la confusién a
los alumnos: definiciones y procedimientos clara y correctamente
enunciados, adaptados al nivel educativo al que se dirigen;
adecuacion de las explicaciones, comprobaciones, demostraciones
al nivel educativo a que se dirigen, uso controlado de metaforas,
etc.

Riqueza de procesos

La secuencia de tareas contempla la realizacion de procesos
relevantes en la actividad matematica (modelizacidn,
argumentacion, resolucidn de problemas, conexiones, etc.).

Representatividad

Los  significados parciales (definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la
complejidad de la nocidon matemadtica que se quiere ensefiar

Los significados parciales definiciones, propiedades,
procedimientos, etc.) son una muestra representativa de la
complejidad contemplada en el curriculo de la nocidon matematica
gue se quiere ensefar.

Para uno o varios significados parciales seleccionados para su
implementacion, ése contempla una muestra representativa de
problemas?

Para uno o varios significados parciales seleccionados para su
implementacion, ése contempla el uso de diferentes modos de
expresion (verbal, grafico, simbdlico...), tratamientos y conversiones
entre los mismos?

Tanto los componentes como los descriptores de los criterios de idoneidad
didactica se han confeccionado teniendo en cuenta las tendencias, los principios y
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los resultados de la investigacion en el area de Diddctica de las Matematicas. En
particular, para la idoneidad epistémica se ha tenido en cuenta un principio
fundamental del EOS que, con los matices propios de cada enfoque, es (o puede
ser) asumido por otros enfoques tedricos del area. Nos referimos al principio que
se puede formular de la siguiente manera: los objetos matematicos emergen de
las practicas, lo cual conlleva su complejidad (FONT, GODINO y GALLARDO, 2013;
RONDERO y FONT, 2015). De este principio se deriva un componente
(representatividad) cuyo objetivo es que se tenga en cuenta, dentro de lo posible,
una muestra representativa de dicha complejidad en el disefio y redisefio de las
secuencias didacticas para la enseifanza de un determinado objeto matematico
(PINO-FAN, CASTRO, GODINO y FONT, 2013).

EL COMPONENTE “MUESTRA REPRESENTATIVA DE LA COMPLEJIDAD DEL OBJETO
MATEMATICO” Y SU RELACION CON LAS NOCIONES DE “CONEXION” Y DE
“CONTEXTO”

En esta seccion nos planteamos responder primero a la pregunta ¢cudles son los
diferentes usos que se hacen de los términos “contexto” en la Didactica de las
Matematicas? para después proponer un punto de vista pragmatista sobre el papel
de los contextos intra y extra matematicos, y de sus conexiones, en la emergencia
de los objetos matematicos en el proceso de su ensefianza y aprendizaje

Una primera observacion es que la nocién de proceso de conexién y la nocion de
contexto estan estrechamente relacionados. En efecto, los principios y estandares
del NCTM (2000) consideran el proceso de conexidén, que es entendido como aquel
que permite conectar diferentes contenidos matemdticos entre si y también
permite conectar las matemadticas con contextos extra matematicos.

Con relacién al término contexto, hay bdsicamente dos usos. Uno consiste en
considerar el contexto como una situacién que cae bajo el dominio de un
determinado objeto matematico, mientras que el otro consiste en dar mas detalles
sobre el entorno. En el primer uso se pone la mirada en la relacion entre el
ejemplary el tipo (entre lo concreto y lo abstracto, lo particular y lo general o entre
lo extensivo y lo intensivo). En el segundo uso se pone el foco en las notaciones,
las propiedades, las definiciones que enmarcan al término matematico que se
considera, y se habla, por ejemplo, de contexto algebraico, de contexto
geométrico, etc.

Un ejemplo para ilustrar estos dos usos lo tenemos en el caso de la circunferencia.
Supongamos que se ha encontrado un trozo de un plato circular de ceramica
antiguo y que se quiere exponer en un museo. Para ello, se tiene que construir un
soporte circular con las dimensiones reales del plato y encajar, sobre él, el trozo de
ceramica encontrado. Este problema se puede resolver dibujando tres puntos del
borde del trozo de cerdmica que determinan dos segmentos, después se
construyen las dos mediatrices y el punto de corte de estas rectas nos da el centro
de la circunferencia del plato completo; pero también se puede hacer dibujando
primero un sistema de coordenadas, segundo determinado las coordenadas de los
tres puntos y, tercero, plantear un sistema de tres ecuaciones lo cual nos permite
hallar los tres pardmetros de la ecuacién de la circunferencia x? + y? + Ax +
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By +C = 0. En ambos casos el contexto del trozo de ceramica se puede
considerar un contexto extra matematico que cae bajo el dominio de la nocién de
circunferencia, pero, en un caso, la circunferencia se sitla en un contexto intra
matemdtico de Geometria Elemental y, en el otro, en un contexto intra
matematico de Geometria Analitica.

Figura 1 — Contexto extra matematico.

(Fuente: Barceld et. al., 2002, p. 232)

El término contexto extra matemadtico conlleva pensar en la conexion que se puede
dar entre el mundo real y las matematicas. Para las situaciones extra matematicas
que contextualizan un objeto matematico se han propuesto diferentes nombresy
clasificaciones. “Problemas contextualizados”, “problemas del mundo real”
“problemas relacionados con el trabajo”, “problemas situados” son sélo algunos
de los diferentes nombres que se da a las tareas escolares que simulan situaciones
del mundo real. La conexién entre un objeto matemadtico y un contexto extra
matematico que cae bajo su dominio, nos sitla en la perspectiva particular-general
y conlleva el problema de la trasferencia del conocimiento usado o generado en
un contexto a otro contexto diferente y, mdas en concreto, el problema de la
trasferencia del conocimiento aprendido en la escuela a las situaciones practicas
de la vida cotidiana y viceversa. Se plantea, pues, un problema relacionado con la
construccion del significado.

Con relacién a la construccién del significado en nuestra opinidn hay, basicamente,
dos posiciones: 1) la semantica o referencial y 2) la pragmatista. El punto de vista
semantico considera que el aspecto clave en la construccidn del significado es el
referente, es decir los ejemplos del objeto matematico. Desde esta perspectiva el
problema de la contextualizaciéon mas o menos seria el siguiente: 1) el profesor
tiene que ensefiar un objeto matematico descontextualizado y lo que tiene que
hacer es buscar ejemplos concretos de dicho objeto, a ser posible situaciones
reales, es decir tiene que contextualizar. A partir de estas situaciones, y como
resultado del proceso de ensefianza-aprendizaje, el alumno ha de
descontextualizar para construir el objeto matematico y posteriormente aplicar
este objeto matematico a otros contextos (es decir ha de volver a contextualizar).
Desde esta perspectiva todos los ejemplos son iguales ya que se considera que los
ejemplos del objeto forman una clase homogénea. Este punto de vista tiene
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dificultades para explicar, entre otras cosas, la falta de transferencia de un
contexto a otro y los fendmenos del prototipo — nos referimos a que las personas
no suelen considerar los ejemplos de un concepto como una clase homogénea.

El fil6sofo Frege introdujo la diferencia entre sentido y referente de un término. El
referente es el objeto nombrado o al cual se hace referencia, mientras que el
sentido es la manera de presentacién. El ejemplo de la mediatriz puede ilustrar la
diferencia entre sentido y referente. Podemos definir la mediatriz de un segmento
como la perpendicular que pasa por el punto medio o como el lugar geométrico
formado por todos los puntos equidistantes de los extremos del segmento. En cada
definicidn relacionamos el término mediatriz con otros términos diferentes, pero
nos estamos refiriendo al mismo referente. Ahora bien, para muchas personas, las
dos definiciones pueden tener sentidos distintos porque la manera de
presentacion (la conexion con otros términos) permite considerar que cada una de
estas definiciones puede tener un referente diferente. Entender que las dos
definiciones son equivalentes informa que dos definiciones, el sentido de las cuales
se ha fijado de antemano, de manera que pueden referirse a referentes diferentes,
se refieren al mismo referente.

Cada definicion hay que entenderla como una definicidn-regla que, de entrada, no
parece que indique que haya algo que sea preciso hacer. A las definiciones-reglas
cabe atribuir valores veritativos (verdadero y falso). Por ejemplo, si consideramos
la definicion que dice que la mediatriz de un segmento es la perpendicular que
pasa por el punto medio, dada una perpendicular podemos decir si es o no la
mediatriz en funcion de que pase o no por el punto medio. Ahora bien, de una
definicidn-regla se puede deducir una regla practica (un procedimiento) que nos
da instrucciones para construir la mediatriz. Esta practica se puede dar en
diferentes situaciones, por lo que se puede afirmar que una definicién y su
procedimiento derivado generan un conjunto de practicas. A su vez, otra definicion
equivalente generara otro subconjunto de practicas. Por tanto, en cada definicion
de mediatriz relacionamos el término definido con términos diferentes y con
procedimientos de construccion diferentes. Pero no solo con procedimientos
diferentes, también con proposiciones y notaciones diferentes. Dicho de otra
manera, tenemos diferentes contextos intra matematicos.

Desde un punto de vista pragmatista, el significado de un objeto matematico se
entiende como el conjunto de practicas en la que dicho objeto interviene de una
manera determinante. Es decir, supone disponer de practicas con respecto al
campo de experiencia que el objeto abarca. Cuando se define el significado de un
objeto matemadtico en términos de practicas, tal como se propone en el
pragmatismo, resulta que el significado de un objeto matemdtico queda ligado a
otros significados y a otros objetos, puesto que en las prdcticas interviene dicho
objeto conjuntamente con otros objetos matemdticos. Este hecho, permite
distinguir dos términos que resultan dificiles de diferenciar, nos referimos a los
términos sentido y significado. En efecto, puesto que el objeto se puede relacionar
con unos u otros objetos segun el contexto, el tipo de notacidn, etc. para dar lugar
a diferentes practicas, podemos entender el sentido como un significado parcial,
esto es como un subconjunto (sentido) del sistema de practicas en las que el objeto
es determinante (significado).

El significado de un objeto matematico entendido como sistema de practicas se
puede parcelar en diferentes clases de practicas mas especificas que son utilizadas

R. bras. Ens. Ci. Tecnol., Ponta Grossa, v. 10, n. 2, p. 1-23, mai./ago. 2017.



RBECT

Revista Brasileira de Ensino.
de Ciéncia e Tecnologia

Pagina | 7

en un determinado contexto y con un determinado tipo de notacién produciendo
un determinado sentido. Cada contexto ayuda a generar sentido (permite generar
un subconjunto de practicas), pero no genera todos los sentidos.

Un objeto matematico, que se ha originado como un emergente del sistema de
practicas que permite resolver un determinado campo de problemas, con el paso
del tiempo queda enmarcado en diferentes programas de investigacion. Cada
nuevo programa de investigacion permite resolver nuevos tipos de problemas,
aplicar nuevos procedimientos, relacionar el objeto (y por tanto definir) de una
manera diferente, utilizar nuevas representaciones, etc. De esta manera, con el
paso del tiempo aparecen nuevos subconjuntos de practicas (sentidos) que
amplian el significado del objeto.

Segln Font, Godino y Gallardo (2013), de acuerdo con el punto de vista
pragmatista, para analizar un texto matematico y, mas en general, la actividad
matematica, sea profesional o escolar, es necesario contemplar como minimo los
siguientes elementos: 1) notaciones, representaciones (lenguaje), 2) situaciones-
problema 3) definiciones, 4) procedimientos, técnicas, etc. 5) proposiciones,
propiedades, teoremas, etc. y 6) argumentos. Estos seis tipos de elementos se
articulan formando configuraciones epistémicas y se pueden entender como un
contexto intra matemadtico. Se trata de una herramienta que puede ser Util para
describir la complejidad de los objetos matematicos y de las practicas de las cuales
emergen. En el EOS, la introduccién de la dualidad unitaria-sistémica permite
reformular la vision “ingenua” de que “hay un mismo objeto matematico
(mediatriz, para seguir con el ejemplo) con distintas representaciones”. Lo que hay
es un sistema complejo de practicas, que permiten resolver problemas, en las que
el objeto matemadtico “mediatriz” no aparece directamente, lo que si aparece son
representaciones de la mediatriz, diferentes definiciones de la mediatriz,
proposiciones y propiedades de la mediatriz, procedimientos y técnicas que se
aplican a la mediatriz y argumentos sobre la mediatriz. Dicho de otra manera, a lo
largo de la historia se han ido generando diferentes configuraciones epistémicas
para el estudio de la mediatriz, algunas de las cuales han servido para generalizar
a las preexistentes

Desde esta perspectiva, un criterio de idoneidad de una trayectoria diddctica de
ensefianza y aprendizaje para un objeto matematico es que el conjunto de
practicas implementadas sea un conjunto lo mas representativo posible del
sistema de practicas que son el significado del objeto. Dicho en términos de
contextos, hay que presentar a los alumnos una muestra de contextos intra
matematicos representativa, una muestra de contextos que permita construir una
muestra representativa de los diferentes sentidos del objeto. Por otra parte, una
vez seleccionada una muestra representativa de contextos intra matematicos hay
que seleccionar los contextos extra matematicos que permiten hacer emerger las
configuraciones epistémicas en las que se concretan dichos contextos intra
matematicos.

La mirada compleja aplicada al objeto matematico permite profundizar en el
proceso de conexién entre significados parciales de un mismo objeto. Por una
parte, la complejidad, estructurada en términos de un conjunto de configuraciones
epistémicas, precisa cuales son los componentes a conectar. Por otra parte, cada
una de estas configuraciones epistémicas, entendidas como contextos intra
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matemadticos, se tienen que relacionar con los contextos extra matemadticos
mediante la relacidn particular-general.

UN EJEMPLO: LA ENSENANZA DEL TEOREMA DE TALES EN LA EDUCACION BASICA

Vamos a concretar las reflexiones de los apartados anteriores para el caso de la
ensefianza del Teorema de Tales en la educacidn basica. En las orientaciones
curriculares de esta etapa se pretende que el alumno aplique el teorema de Tales
a diferentes contextos extra matemadticos. Por ejemplo, se trata que, como
resultado del proceso de enseflanza y aprendizaje, el alumno pueda resolver estos
dos problemas contextualizados, adaptados de Fargas y Font (1997):

v' Tarea 1: la tarea representa dos edificios de una calle que celebra las fiestas
del barrio y un cable con elementos decorativos (A, B, C y D) de tipo festivo
gue va de un edificio a otro. Las flechas representan los rayos del sol, C" es la
sombra de Cy D’ la de D. Sabiendo que AB mide 1,5 metros, que CD mide 0,7
metros y que C'D’ mide 0,6 metros, calcula la longitud del segmento de
sombra A’B’.

Figura 2 — llustracion de la tarea 1.

(Fuente: una adaptacion de Fargas y Font, 1997, p.25)

v" Tarea 2: Una subestacion eléctrica tiene que suministrar corriente eléctrica a
una zona deportiva. Entre ambas se halla un lago que dificulta la medicidn de
la distancia que las separa. Calcula la distancia que separa la subestaciéon
eléctrica de la zona deportiva y explica los instrumentos que utilizarias para
realizar esta medicidn en la practica.

Figura 3 — Ilustracion de la tarea 2.
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Subestacion eléctrica Zona deportiva

= g

Para calcularla se han medido las distancias siguientes

(Fuente: Fargas y Font, 1997, p. 31)

Se trata de dos tareas que necesitan diferentes formulaciones del teorema de
Tales. Para la primera tarea necesitamos la siguiente versién del teorema de Tales

(que llamaremos extendida): Los segmentos determinados por rectas paralelas son
. AB A'B’
proporcionales —=——
cD C'D

Figura 4 — Teorema de Tales (extendido).

Para la segunda tarea nos basta con utilizar que los tridngulos en posicion de tales
(triangulos que tienen un vértice comun y los lados que concurren a este vértice
superpuestos y los lados opuestos a este vértice paralelos) tienen sus lados
proporcionales. Basta la siguiente version del teorema de Tales (que llamaremos

reducida): Si en el tridngulo ACE de la figura el segmento BD es paralelo al

AB _AD
segmento , entonces — =—
AC AE

Figura 45— Teorema de Tales (reducido).
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Las secuencias de tareas que pretenden ensefiar el teorema de Tales en la
secundaria en Espafa suelen hacerlo de dos maneras diferentes. En un caso, se
parte de la idea de figuras semejantes y se llega a la nocién de tridngulos en
posicidn de tales y se enuncia el teorema de Tales en la versiéon que hemos llamado
reducida. La configuracion epistémica (que llamaremos configuracién epistémica
CE1 - tridngulos semejantes) que describe esta secuencia de tareas seria la
siguiente:

Tabla 2 — Configuracion epistémica de los tridngulos semejantes (CE1).

Conceptos/ v’ Tridngulos semejantes (los tridngulos semejantes tienen lados
Definiciones proporcionales y angulos iguales.
Propiedades v Criterios de semejanza de tridngulos (dos tridngulos son semejantes

si tienen dos angulos respectivamente iguales; dos triangulos son
semejantes si tienen dos lados proporcionales e iguales el angulo
comprendido entre ellos; los tridngulos son semejantes si tienen sus
tres lados respectivamente proporcionales).

v' Teorema de Tales: Si en el tridngulo ACE de la figura el segmento

AB AD
BD es paralelo al segmento CE, entonces — =—
AC AE
. Gréficas
Representaciones
A
B D
v @ 2
Simbélicas
v 4B _ AD
AC AE
Procedimientos v" Encontrar la cuarta proporcional.
Problemas v" Calculo indirecto de medidas utilizando los tridngulos semejantes.
Argumentos v" Comprobacion de que los lados son proporcionales y los dngulos son
iguales.

Si se ha seguido esta secuencia diddctica, el alumno puede resolver la tarea 2, pero
no puede resolver la primera tarea (a no ser que sea muy creativo). Para resolver

sgina | 10 la primera tarea necesitamos enmarcar el teorema de Tales en otra configuracién
agina

R. bras. Ens. Ci. Tecnol., Ponta Grossa, v. 10, n. 2, p. 1-23, mai./ago. 2017.



s RBECT

de Ciéncia e Tecnologia

epistémica (que llamaremos configuracidon epistémica CE2-Teorema de Tales
extendido)

Tabla 3 — Configuracion epistémica del Teorema de Tales extendido (CE2).

Conceptos/ v' Proyeccién de un punto, proyeccién de un segmento, proporcion,
L tridangulos en posicién de tales.

Definiciones & P

Propiedades v' P1: Los segmentos determinados por rectas paralelas son
proporcionales.

v P2: Dos tridangulos en posicion de tales tienen los lados

proporcionales y los lados iguales

Procedimientos v' Encontrar la cuarta proporcional.

. Gréficas
Representaciones
~l ) A
'\-\_‘\- -
— - -
v - - B o

Simbélicas

AB _A'B’ AB _AC

D CD AB"~ AC

Problemas v" Calculo indirecto de medidas utilizando los tridngulos en posicién de

tales.

v" Hallar uno de los 4 segmentos determinados por rectas paralelas
sobre dos rectas secantes

Argumentos v' Comprobacion del teorema de Tales.

v" Demostracion de que los tridngulos en posicion de tales tienen los
lados proporcionales y los angulos iguales (aplicando dos veces el
teorema de tales)

Si se pretende que el alumno aplique el Teorema de Tales en diferentes contextos
extra matematicos es necesario tener en cuenta su complejidad y enseiar las dos
Pagina | 11 configuraciones acabadas de comentar, no basta con ensefiar la CE1 que hemos
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llamado tridngulos semejantes. En un primer momento se puede explicar la CE1,
pero en algun otro momento es necesario explicar la CE2 y conectarla con la CE1,
por ejemplo, haciendo ver que la aplicacion repetida del teorema de Tales permite
demostrar que los triangulos en posicién de Tales tienen los lados proporcionales.

LA REFLEXION SOBRE LA COMPLEJIDAD DEL OBJETO MATEMATICO EN LA
FORMACION INICIAL DEL PROFESORADO.

En diferentes procesos de formaciéon de profesores de matemadticas de Espaiia,
Meéxico, Brasil, Ecuador, Chile, Venezuela y Argentina (RAMQOS, 2006; RAMOS y
FONT, 2008; GIMENEZ, VANEGAS, FONT y FERRERES, 2012; GIMENEZ, FONT y
VANEGAS, 2013; FERRERES y VANEGAS, 2015; POCHULU, FONT y RODRIGUEZ,
2016; BREDA, 2016; BREDA y LIMA, 2016; BREDA, FONT y LIMA, 2016; BREDA,
PINO-FAN y FONT, 2016; PINO-FAN, GODINO y FONT, 2016; SECKEL, 2016; BREDA,
PINO-FAN & FONT, 2017) se han realizado un conjunto de investigaciones que
tienen como finalidad investigar el uso del constructo criterios de idoneidad
diddctica, propuestos por el Enfoque Ontosemidtico de la Cognicidn e Instruccion
Matematica (GODINO, BATANERO y FONT, 2007; BREDA, FONT y LIMA, 2015),
como herramienta para organizar la reflexion del profesor sobre su practica,
cuando esta reflexidon esta orientada hacia la valoracién y mejora de la practica.
Uno de los espacios de formacion investigados en esta amplia investigacion es el
Trabajo de Fin de Master (TFM).

Estas investigaciones han puesto de manifiesto diferentes aspectos, de los cuales
gueremos sefialar aqui los siguientes:

1) Aunque no se incorpore explicitamente en el dispositivo formativo de los
profesores, la ensefianza de los componentes y descriptores de los criterios de
idoneidad didactica, algunos de ellos, y en particular el componente
<<muestra representativa de la complejidad del objeto matematico>>, estan
presentes de manera implicita cuando los profesores o futuros profesores
hacen valoraciones de propuestas didacticas (suyas o de otros).

En Breda (2016), Breda y Lima (2016), Breda, Pino-Fan y Font (2017) se muestra
que, en muchos casos, los profesores, sin haber recibido una instruccidn sobre el
uso de los criterios de idoneidad, tienen en cuenta de manera implicita este
descriptor (conjuntamente con otros) cuando tiene que justificar que su propuesta
didactica representa una innovacion.

Un ejemplo de dicha evidencia se encuentra en el andlisis didactico realizado por
profesores que cursan el Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional
(PROFMAT) cuando tienen que justificar que sus propuestas didacticas (descriptas
en el trabajo de conclusion de curso) son innovadoras y representan una mejora
con relacion a la ensefanza de las matematicas que se realiza habitualmente,
(BREDA, 2016).

Para ilustrar este tipo de andlisis didactico que hacen los profesores, en Breda y
Lima (2016) se presenta un caso que trata de la implementacidn de una secuencia
didactica cuya propuesta innovadora consiste en implementar el estudio de los
polinomios por medio de un abordaje funcional.

Como sintesis de su propuesta didactica, en un primer momento el autor presenta
una breve revisidon histérica sobre los polinomios destacando los principales
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resultados y personajes que contribuyeron a su estudio. En un segin momento el
autor trata sobre la forma en que los polinomios se presentan en los libros de la
etapa de Ensefianza Secundaria del Brasil. Presenta una reflexién sobre los
Pardmetros Curriculares Nacionales del Brasil para la Etapa Basica (Primaria y
Secundaria) (PCN) destacando que hay un eje dedicado al dlgebra que remarca la
conexion de ésta con las funciones.

En un tercer momento, el autor se propone identificar los polinomios como
funciones polinédmicas y, después, introducir los conceptos de valor numéricoy de
raiz de un polinomio desde un punto de vista funcional. Utilizando el GeoGebra
presenta un estudio de las funciones polindmicas, mostrando la relaciéon que hay
entre el nimero de veces que el grafico corta al eje x con el grado del polinomio.
Seguidamente, el autor se preocupa en dar énfasis al nUmero de operaciones
necesarias para el cdlculo del valor numérico y en buscar una férmula que nos dé
el nimero de estas operaciones. A continuacion, se dedica a presentar el método
de Ruffini y también se preocupa por el nimero de operaciones necesarias para
encontrar el valor numérico de una funcion polindmica por este método. Luego
muestra que el método de Ruffini disminuye el nUmero de operaciones necesario
para calcular el valor numérico. En lo que sigue, el autor se preocupa del calculo
de las raices de un polinomio mediante el Teorema del Valor Intermedio y en
justificar el Teorema Fundamental del Algebra de manera gréfica, relacionando el
grafico generado por el polinomio con los puntos de corte del grafico con el eje de
las abscisas. También introduce la Regla del Signo de Descartes para contar las
raices positivas y negativas de un polinomio y, por ultimo, explica el Teorema de
las Raices Racionales para determinar las raices racionales de un polinomio.

En un cuarto momento el autor muestra la implementaciéon de parte de la
propuesta planificada en el capitulo tres, en el tercer afio de Ensefanza
Secundaria, conectando, mediante la definicion de polinomio, la idea de valor
numérico y la de raiz de un polinomio desde un punto de vista funcional.
Seguidamente realiza actividades que tienen como objetivo encontrar las raices de
polinomios a través del Teorema del Valor Intermedio y de la construccién del
grafico del polinomio con el GeoGebra. A continuacion, realiza una actividad que
consiste en que los alumnos hallen las raices del polinomio cuando este estd
expresado en forma factorial. El autor se preocupa por hacer que los alumnos
dividan un polinomio por uno de sus factores sin explicar antes un método de
division, o sea, los alumnos deben multiplicar los factores excluyendo aquel que se
sugiere como divisor, proponiendo, a partir de esto, una actividad para introducir
la regla de Ruffini para la divisién de polinomios. Ademas de esto, utiliza la regla
de Ruffini para calcular los valores numéricos y enfatiza que el calculo del valor
numeérico por el método de Ruffini permite menos operaciones que cuando se usa
o método de sustituir en la expresidon del polinomio. Finaliza la actividad con la
introduccion del esbozo del grafico en el GeoGebra para que los alumnos visualicen
las raices y las concavidades.

Al final el autor argumenta que su propuesta de presentar los polinomios de forma
practica, intuitiva y con recursos computacionales es innovadora de acuerdo con
los objetivos del PROFMAT. También comenta que antes de la experimentacidon
tenia dudas sobre si su propuesta se podria aplicar por cuestiones de tiempo vy si
tendria efectos para la preparacién de los alumnos para el ingreso en la
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universidad. Comenta, también, que después de la aplicacion de la propuesta los
alumnos no presentaron dificultades para resolver las tareas, que el tiempo fue
suficiente y que los alumnos estaban mas entusiasmados, concluyendo que su
propuesta es viable y que se adapta a las directrices curriculares nacionales.

Presentada una sintesis de la propuesta didactica de Dierings (2014), a
continuacién se muestran algunas evidencias de las reflexiones implicitas que el
autor hace sobre la complejidad de los polinomios, haciendo observar que estos
pueden ser presentados en un contexto algebraico o en un contexto funcional y
muestra una secuencia de actividades que permiten el establecimiento de una
conexion entre esos dos contextos intra-matematicos. De hecho, el autor, asume
la centralidad del estudio de los polinomios por medio de un abordaje funcional:

Generalmente, cuando empezamos a desarrollar este contenido en el tercer afio nos surge
la siguiente duda: ¢Es necesario distinguir entre polinomio y funcion polindmica? Segun
Lima (2006) no es necesaria esta distincion. "Tenga en cuenta que el concepto de polinomio
contempla apenas la lista de sus coeficientes y la manera en la que los sumamos y
multiplicamos; al referirse a la funcion polindmica, empezamos a estar interesados en la
correspondencia entre numeros complejos establecida por el valor que la funcién toma en
cada punto. Es claro que cada polinomio representa una unica funcion polindmica. Por otra
parte, hemos visto anteriormente que dos funciones polindmicas solo son iguales cuando
tienen la misma lista de coeficientes. En otras palabras, dos funciones polinémicas solo son
iguales cuando los polinomios asociados a ellas son iguales. Por lo tanto, la funcion
polindmica también corresponde a un unico polinomio. De esta manera, hay una
correspondencia biunivoca entre las funciones polindmicas y polinomios, lo que nos
permite, sin riesgo de confusion, hacer referencia indistintamente al polinomio p o la
funcion polinémica p. A menudo es conveniente referirse a un "polinomio p(x)",
especialmente en situaciones donde otros polinomios aparezcan descritos sélo por su
expresion. (DIERINGS, 2014, p.22)

(...) no es dificil para el estudiante entender que a cada funcion polinémica puede asociarse
a una grdfica representada en el plano cartesiano. Asi, presentamos algunas ideas
interesantes, como la idea de que, en el caso de la funcion, para cada valor real de x
tenemos un valor numérico correspondiente, la nocion de continuidad del polinomio, la
interseccion de la grdfica de la funcion con los ejes cartesianos, el signo del polinomio, el
crecimiento y decrecimiento. Llamamos la atencion sobre el crecimiento y el decrecimiento,
en el sentido de visualizar los puntos mdximos y minimos, asi como la constatacion de que
los valores numéricos pueden ser los mismos para diferentes valores de x. (DIERINGS,
2014, p. 23)

Vemos pues que el autor explica, en su propuesta, que planea realizar una
conexion intra- matematica y se preocupa por conectar el tratamiento algebraico
de los polinomios con el funcional.

2) Incorporar el componente <<muestra representativa de la complejidad del
objeto matematico>> para valorar la idoneidad epistémica de un proceso de
ensefianza y aprendizaje no es tarea facil, ni para los formadores ni para sus
alumnos (futuros profesores), pero se puede ensefiar como parte del proceso de
formacién del profesorado. A continuacidn, ponemos dos ejemplos para ilustrar
algunos momentos del proceso de ensefianza y aprendizaje de este componente
realizado en dos dispositivos de formacidn inicial de profesores de matematicas en
Espafia y Chile.
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El primer ejemplo presentar el uso del componente <<muestra representativa de
la complejidad del objeto matematico>> en el proceso de reflexidon (explicado en
su Trabajo Fin de Master) de una futura profesora (RUIZ, 2014), con el fin de
mejorar la implementacién de una unidad didactica sobre la funciéon de segundo
grado en el cuarto afio de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO) de Espafia
(alumnos de 16 afios). El uso de los criterios de idoneidad did4ctica fue ensefiado
en el proceso formativo de esta futura profesora como una herramienta
metodoldgica para promover y apoyar la reflexiéon sobre su practica.

En las orientaciones generales del Trabajo Fin de Mdster que se dan a los alumnos,
en el caso del Master de Formacién de Profesorado de Secundaria que ha cursado
la futura profesora Ruiz, se dice que debe ser un trabajo que debe contribuir a
reflexionar y profundizar en el andlisis de su propia practica, posibilitando
proponer elementos de mejora de la misma. El TFM es la culminacién de un ciclo
formativo en el que, primero, el alumno ha planificado e implementado una unidad
didactica en el periodo de practicas. Para después (en el TFM) realizar el analisis y
valoracion de la idoneidad de la unidad didactica implementada y formular una
propuesta de mejora justificada de dicha unidad didactica. Para la parte final de
este ciclo, se sugiere a los futuros docentes que en su analisis consideren
responder a preguntas como las siguientes: a) ¢ He ensefiado unas matematicas de
calidad? ¢Se puede mejorar esta calidad? ¢ Cmo? b) Los alumnos podian aprender
con las actividades propuestas? é¢Han aprendido? ¢Por qué no? c) éSe podria
mejorar la gestién de la clase? d) ¢Usé los recursos adecuados? ¢El tiempo estuvo
bien gestionado? e) ¢Como se ha considerado una perspectiva ecoldgica en las
condiciones generales del trabajo? Para responder a estas preguntas en las
diferentes asignaturas que intervienen en el ciclo formativo se presentan
elementos de valoracion de la calidad de los procesos de estudio, en concreto los
criterios de idoneidad didactica propuestos por el EOS (GODINO, BATANERO vy
FONT, 2007), asi como la pauta de componentes y descriptores de dichos criterios
que permite aplicarlos (BREDA y LIMA, 2016).

La futura profesora Ruiz (2014), en su TFM presenta la valoracion y el redisefio de
una propuesta didactica sobre la funcién de segundo grado, para un grupo de
alumnos del cuarto afio de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO) de spafia
(15-16 afios de edad). Este TFM estd organizado en cinco capitulos; en el primero
se realiza una introduccién al TFM, en el segundo se presenta un resumen de la
implementacién de la unidad didactica (la explicacion detallada se halla en su
memoria de practicas). En el tercer capitulo se explica la valoracién de los seis
criterios de idoneidad didactica. En el cuarto capitulo se especifican los aspectos
gue se proponen mejorar en una futura implementacion y se detalla el redisefo
de las tareas para ello. El ultimo capitulo termina con unas consideraciones finales
sobre el TFM y sobre su experiencia en el master.

En el tercer capitulo, donde realiza la valoracion de los seis criterios de idoneidad
didactica, cuando valora la idoneidad epistémica, con relacion al componente
<<muestra representativa de la complejidad del objeto matematico>> dice que
éste se debe mejorar en el redisefio de la unidad didactica de cara a futuras
implementaciones y argumenta su valoracién negativa de dicho componente de la
manera siguiente:

El principal significado parcial que se ha trabajado en la UD ha sido el de la representacion
de la funcion explicita, por lo que no podemos considerarlos como una muestra
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representativa de la complejidad de la funcion cuadrdtica. Han faltado significados
parciales y sus conexiones. (RUIZ, 2014, p. 35-36).

La muestra de actividades presentadas en la UD no ha sido representativa. Han faltado
problemas de contextos significativos de la aplicacion de la pardbola, como pueden ser de
tiro parabdlico, de fuentes (por ejemplo, Montjuic), de luz de faros, etc. (RUIZ, 2014, p.
35-36).

El segundo ejemplo que explicamos brevemente es como se usé el componente
<<muestra representativa de la complejidad del objeto matemdtico>> en un
dispositivo de formacion implementado en Chile. En Seckel (2016) se describe un
dispositivo de formacidn de una formadora de profesores de educacién basica con
mencidn en matematica cuyo objetivo es desarrollar la competencia reflexiva de
esta profesora y el de sus alumnos.

Un aspecto que se tratd en el disefio e implementacién del ciclo formativo que
recibié esta profesora fue cémo abordar el componente “muestra representativa
de la complejidad del objeto matematico (proporcionalidad en este caso). La forma
como decidid enfocarlo la profesora fue mediante el disefio de un mapa
conceptual de la complejidad matemdtica de la proporcionalidad (figura 5) que ella
explicaria a sus alumnos.

Los investigadores, después de analizar el mapa conceptual sobre la
proporcionalidad  confeccionado por la  profesora, realizaron una
retroalimentacién a la profesora, haciéndole las siguientes observaciones sobre la
presencia los diferentes significados parciales que se podian inferir del mapa:

Dado que en el mapa hay una referencia a Euclides, podemos inferir que se tiene
en mente el significado de las proporciones en las matematicas griegas, donde la
proporcién era interpretada como la expresién: a: b :: ¢ : d. Desde este enfoque, la
proporcionalidad tenia personalidad propia, practicamente desvinculada de las
fracciones y con un algebra que se fundaba sobre reglas propias de la
proporcionalidad.

El segundo significado que se infiere en el mapa tiene relacién con las proporciones
desde un punto de vista algébrico. A partir del desarrollo del dlgebra se llega a la
identificacion de una razén con una fraccidn, perdiéndose buena parte de la
identidad propia de la proporcionalidad. La proporcion a:b :: c:d pasa a ser
interpretada como una igualdad entre fracciones equivalentes.

El tercer significado tiene relacion con las proporciones desde el punto de vista
funcional. A partir del estudio de la relaciéon entre magnitudes se inicia una nueva
interpretaciéon de la proporcionalidad, que es entendida, primero, como una
relacidon entre magnitudes (proporcionales y no proporcionales) y, después, como
una relacion entre variables. En el mapa dicho significado parcial se observa en dos
partes del mapa, en el rectangulo dedicado a las magnitudes y en la columna
dedicada a las funciones.

El cuarto significado tiene relacidn con las proporciones desde un punto de vista
geométrico, donde se estudia la proporcionalidad entre segmentos y los criterios
de semejanzas entre figuras, en particular, de los tridngulos, que aparecen sobre
todo en la columna de razones.
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Figura 5 — Mapa conceptual de la complejidad de la proporcionalidad
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Fuente: (Seckel, 2016, p. 195)
son interpretadas como fracciones y la proporcidn se interpreta como una

relacidn entre fracciones equivalentes.

De alguna manera se puede decir que en la confeccién del mapa se han tenido en
cuenta estos significados, sin embargo, quedan ocultos otros aspectos, como son:
v" El papel importante de las fracciones. En el significado algébrico las razones
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v" No aparecen procedimientos (por ejemplo: regla de tres o producto en
cruzado).

v" No se habla de tipos de problemas (por ejemplo: problemas de valor faltante,
de comparacion o problemas cualitativos de prediccidon o de comparacion).

Los comentarios anteriores permitieron un feedback a la profesora que le ayudd a
profundizar en el uso del descriptor <<muestra representativa de la complejidad
del objeto matematico>> en sus clases futuras.

CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo se muestra como la tendencia a considerar que las matematicas se
deben aplicar a contextos extra matemadticos conlleva la reflexion sobre la
complejidad de los objetos matemdticos. Por otra parte, las partes de esta
complejidad se han de conectar entre ellas y con situaciones extra matematicas, lo
cual nos lleva a relacionar la complejidad del objeto matematico con el proceso de
conexion.

Se trata de pasar de un punto de vista ingenuo y optimista, qué presupone que el
alumno facilmente realizard la transferencia del conocimiento matematico
generado en un solo contexto a otros contextos nuevos y diferentes, a otro punto
de vista mas prudente en el que, si bien se considera que la posibilidad de
transferencia creativa se puede dar, se asume que, sin un trabajo sobre una
muestra representativa de la complejidad del objeto matematico que se quiere
ensefiar y la articulacién y conexidn de los componentes de dicha complejidad, es
dificil que se pueda aplicar el objeto matematico a diferentes contextos.

Por tanto, si queremos que nuestros alumnos apliquen las matematicas a
contextos extra matemadticos y hagan conexiones entre diferentes contenidos
matematicos, como profesores debemos reflexionar sobre la complejidad de los
objetos matemadticos y sobre la articulacion de las partes en las que estalla dicha
complejidad (RONDERO y FONT, 2015). Esta ultima reflexion nos lleva a la
problemdtica de como disefiar dispositivos de formacién inicial o continua de
profesores para poder formarlos en la reflexion sobre la complejidad del objeto
matematico y sus implicaciones para su ensefianza y aprendizaje.

RECONOCIMIENTO
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Some didactic implications derived from the
complexity of mathematical objects when
these applying to different contexts

ABSTRACT

This work is, fundamentally, a theoretical reflection. In the first part explains the notion of
didactic suitability and, in particular, the criterion of epistemic suitability, one of its
indicators being the "representative sample of the complexity of the mathematical object".
The second part justifies the presence of this indicator from a reflection, made from a
pragmatist perspective, on its relationship with the notion of connection process and
context. It concludes with a reflection on the use of this descriptor in the training of
mathematics teachers.

KEY WORDS: Epistemic suitability. Connection. Context. Training of mathematics teachers.
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