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intuição, demonstração, Ensino Secundário 
 

Resumo 
 

Este trabalho, no âmbito da Didáctica da Matemática, foca-se no estudo de
abordagens alternativas de ensino e aprendizagem da Geometria Euclidiana,
no Ensino Secundário, no sentido de promover níveis estruturados do
pensamento matemático. Em particular, as potencialidades do recurso a outros
modelos de Geometria Plana (e.g. Geometria Hiperbólica, Geometria do
Motorista de Táxi) em relação a este problema serão investigadas.  
A opção pelo Ensino Secundário deve-se ao facto de se tratar de um nível de
ensino onde se regista uma elevada taxa de insucesso escolar (especialmente
no 10º ano) e onde é notório o abismo existente, entre o ensino Secundário e
Universitário, no âmbito do raciocínio lógico - dedutivo.  

O trabalho a desenvolver pretende aprofundar o estudo de questões ligadas à
natureza do conhecimento envolvido que estarão na base de decisões, tais
como: Quais os processos que vão ser ensinados? Que processos queremos
que os alunos dominem? E, por outro lado, ter em conta que se pretende
desenvolver capacidades de ordem superior, significando que o ensino da
Matemática deve dirigir-se para níveis elevados de pensamento, tais como:
resolução de problemas; comunicar matematicamente; raciocínio e
demonstração. 
No currículo de matemática para o Ensino Básico e Secundário tem-se
negligenciado a demonstração matemática, contribuindo para que exista uma
desconformidade entre os graus de ensino, secundário e universitário. 
Muitas vezes as abordagens de ensino centram-se na verificação de
resultados e desvalorizam a exploração e explicação (Villiers, 1998).
Actualmente, assiste-se a uma tendência para retomar o raciocínio lógico -
dedutivo. 
O principal objectivo desta investigação é analisar ambientes de aprendizagem
em que os alunos sejam solicitados a resolver problemas de prova em
contextos diversificados e, de uma forma mais geral promover o
desenvolvimento do raciocínio dedutivo e uma visão mais alargada do
conhecimento matemático. Em particular, a abordagem de problemas de prova
num contexto de geometria não Euclidiana, com recurso a artefactos e a
software de geometria dinâmica, será investigada. 
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abstract 
 

This work, in the framework of Mathematics Education, focuses on the study of
alternative approaches to teaching and learning of Euclidean Geometry at
Secondary School, in order to promote structured levels of thought of
mathematical thought.  Specifically, the potential of resorting to other models of
Plane Geometry (e.g. Hyperbolic Geometry, Taxicab Geometry) in relation to
this problem will be researched.  
The choice of Secondary School is due to the fact that it is a level of teaching
where a high failure rate is registered (particularly 10th grade) and where the
existing abyss is conspicuous between Secondary School and University
teaching in the scope of logic-deductive reasoning 
The work to be carried out aims to deepen the study of issues connected to the
nature of the knowledge involved that forms the basis for decisions, such as:
What processes are to be taught?  What processes do we want the students to
command?  And on the other hand, bear in mind that we want to develop
capacities of higher order, meaning that the teaching of Mathematics should be
directed at high levels of thought such as: problem solving; communicate
mathematically; reasoning and demonstration. 
The mathematics syllabus for Primary and Secondary School has neglected
mathematical demonstration, thereby contributing towards the existence of
inequality between the Secondary School and University stages of teaching. 
Very often, teaching approaches are centred on verification of results and do
not value exploration and explanation (Villiers, 1998).  There is currently a trend
to resume the logic-deductive reasoning. 
The main goal of this research is to analyse learning environments in which the
students are requested to solve proof problems in diversified contexts and in a
more general way, promote the development of deductive reasoning and a
broader vision of mathematical knowledge.  Specifically, the approach of proof
problems in a context of non-Euclidean geometry, by resorting to artefacts and
dynamic geometry software, will be researched. 
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INTRODUÇÃO 

 

 

 

 

 

 
O problema 

No currículo de matemática para o Ensino Secundário, em Portugal, tem-se 

negligenciado o aspecto dedutivo desta disciplina. No entanto, actualmente, assiste-se a 

uma tendência para retomar o raciocínio lógico – dedutivo. O actual currículo vincula esta 

mudança ao contemplar o capítulo transversal “Temas Gerais”, que são um conjunto de 

temas que deverão ser desenvolvidos de forma lateral ao corpo do programa. É o caso do 

tema “Lógica e Raciocínio Matemático” que, não constituindo um conteúdo, em si mesmo, 

tem a função de apoiar os alunos na compreensão da demonstração. De acordo com o 

actual currículo, a escrita simbólica deve surgir naturalmente. Além de que, os conceitos 

matemáticos e suas propriedades devem ser estimulados intuitivamente, até que os alunos 

possam trabalhá-los e chegar a formulações matemáticas precisas. Propõe-se, também, o 

desenvolvimento de diversas formas estruturantes do raciocínio lógico, tais como a noção 

de teorema, hipótese, tese e demonstração. Devem proporcionar-se situações de abordagem 

de diversos métodos de demonstração integrados nos diferentes temas contemplados no 

corpo do programa e os alunos deverão utilizar esses métodos após terem tido contacto 

com pequenas demonstrações informais. Deve, também, desenvolver-se uma reflexão 

sobre heurísticas (de Pólya, Schoenfeld, ou outras) da resolução de problemas, para servir 

de pano de fundo organizacional do pensamento e para que os alunos se apercebam da 

necessidade de delinear um plano na resolução de problemas.    

No documento Curriculum and Standards for School Mathematics (NCTM), a 

resposta à questão “porquê o estudo da geometria não – euclidiana?” é a seguinte: 

“...o currículo de matemática, no ensino secundário, deve incluir o estudo 

continuado da geometria a duas e três dimensões, de modo a que todos os alunos 



 

 2 

desenvolvam a compreensão de um sistema axiomático através da comparação e 

investigação de várias geometrias.”  

É, também, nosso entendimento que o estudo de outros sistemas axiomáticos (não 

previstos no actual currículo do Ensino Secundário) em paralelo com a axiomática de 

Euclides, trará as seguintes vantagens:  

1. A transição de um raciocínio intuitivo para um raciocínio dedutivo;  

2. A compreensão do que é um sistema axiomático; 

3. Promover a competência argumentativa de alunos do ensino secundário. 

 

Segundo vários investigadores (e.g., Hanna, G., 2000; Hoyles, C., 1998) a 

demonstração é fundamental para a aprendizagem da matemática e um dos grandes 

desafios que se coloca aos professores é o de utilizarem a demonstração como um veículo 

para promover a compreensão matemática dos alunos. Assim, torna-se necessário proceder 

à investigação de formas activas de realçar o papel da demonstração na sala de aula, no 

sentido de encontrar metodologias adequadas para induzir nos alunos um raciocínio dessa 

natureza, contribuindo para a diminuição do abismo entre os graus de ensino, Secundário e 

Universitário. Pretendemos, assim, com base em sistemas axiomáticos distintos do sistema 

de Euclides, investigar abordagens alternativas de ensino e aprendizagem da Geometria no 

Ensino Secundário. 

 O software utilizado numa abordagem dinâmica da geometria tem estimulado a 

realização de investigações sobre as concepções revelados pelos alunos acerca do papel da 

“prova” de conjecturas que podem ser testadas através da utilização desse mesmo software. 

Constitui, igualmente, uma boa ferramenta para o ensino e aprendizagem da geometria 

porque permite a testagem de conjecturas e a compreensão e a aprendizagem de conceitos 

matemáticos e métodos, de forma não tradicional (Gutiérrez, A. et al., 2000). Estas 

constatações remetem-nos para o recurso a software dinâmico (e.g. The Geometer`s 

Sketchpad, Cinderella).  

A finalidade deste projecto de investigação, no âmbito da didáctica da matemática, 

é o estudo de abordagens alternativas de ensino e aprendizagem da Geometria Euclidiana, 

no Ensino Secundário, no sentido de promover níveis elevados de pensamento matemático. 

Em particular, as potencialidades do recurso a outros modelos de Geometria Plana (e.g. 
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Geometria Hiperbólica, Geometria do Motorista de Táxi) em relação a este problema serão 

investigadas.  

A opção pelo Ensino Secundário deve-se ao facto de se tratar de um nível de ensino 

onde se regista uma elevada taxa de insucesso escolar (especialmente no 10º ano) e onde é 

notório o abismo existente, entre o ensino Secundário e Universitário, no âmbito do 

raciocínio lógico - dedutivo.  

O trabalho a desenvolver pretende aprofundar o estudo de questões ligadas à 

natureza do conhecimento envolvido que estarão na base de decisões, tais como: Quais os 

processos que vão ser ensinados? Que processos queremos que os alunos dominem? E, por 

outro lado, ter em conta que se pretende desenvolver capacidades de ordem superior, 

significando que o ensino da Matemática deve dirigir-se para níveis elevados de 

pensamento, tais como: resolução de problemas; comunicar matematicamente; raciocínio e 

demonstração. 

No currículo de matemática para o Ensino Básico e Secundário tem-se 

negligenciado a demonstração matemática, contribuindo para que exista um abismo entre 

os graus de ensino, secundário e universitário. 

Muitas vezes as abordagens de ensino centram-se na verificação de resultados e 

desvalorizam a exploração e explicação (Villiers, 1998). Actualmente, assiste-se a uma 

tendência para retomar o raciocínio lógico-dedutivo. 

O principal objectivo desta investigação é analisar ambientes de aprendizagem em 

que os alunos sejam solicitados a resolver problemas de prova em contextos diversificados 

e, de uma forma mais geral, promover o desenvolvimento do raciocínio dedutivo e uma 

visão mais alargada do conhecimento matemático. Em particular, a abordagem de 

problemas de prova num contexto de geometria não euclidiana, com recurso a artefactos e 

a software de geometria dinâmica, será investigada. 

 

Antecedentes da investigação 

Durante os últimos anos tem-se vindo a realizar investigação considerável no 

âmbito do ensino e aprendizagem do raciocínio matemático, em especial do raciocínio de 

natureza dedutiva. Um testemunho deste facto está patente nas publicações, sobre este 

tópico, nos jornais de educação matemática entre 1990 e 1999. Além de que Nicholas 

Balacheff tem mantido como Web site, desde 1997, uma Newsletter –International 
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Newsletter on the Teaching and Learning of Mathematics Proof, a qual tem divulgado 

estudos teóricos e empíricos sobre este tópico. 

No CERME 4 (Fourth Congress of the European Society for Research in 

Mathematics Education) em Espanha, Reid, D. (2005) discutiu, tendo como referência o 

trabalho de vários investigadores (e.g., Godino & Recio, 2007; Reid, 2001; Balacheff, 

2004), os diferentes significados de “demonstração” e “prova” em termos das seguintes 

dimensões: o conceito de demonstração; o propósito do ensino da demonstração; os tipos 

de raciocínio envolvidos numa prova, a necessidade de provar e a relação entre 

demonstração e linguagem. 

Um número considerável de investigadores tem vindo a investigar o recurso a 

ambientes de geometria dinâmica e em particular a seu papel no raciocínio matemático. 

Um indicador de tal facto é a edição especial do jornal internacional de investigação em 

educação matemática, Educational Studies in Mathematics 44 (2000).  

A referida edição apresenta uma análise da influência do software de geometria 

dinâmica (DGS) nas concepções dos alunos sobre a demonstração quando confrontados 

com problemas de geometria envolvendo demonstração em ambientes de geometria 

dinâmica, proporciona evidências de que a actividade com software de geometria dinâmica 

permite aos alunos a possibilidade de ter acesso aos aspectos teóricos da matemática e é 

descrita, por Marrades e Gutiérrez, uma estrutura de análise e de classificação das 

justificações dos alunos. Os exemplos de sucesso aqui apresentados não aconteceram sem 

os seguintes elementos: tarefas cuidadosamente preparadas, adequada orientação do 

professor; criação de oportunidades para os alunos conjecturarem, cometerem erros, 

reflectirem, interpretarem relações entre objectos e apresentarem explicações matemáticas. 

 É razoável prever que estes ambientes transformem rapidamente a relação entre o 

conhecimento matemático e os problemas propostos. Essa mudança ocorrerá devido à 

natureza dos problemas propostos e aos processos de resolução Mariotti (2000). 

Um grande número de estudos tem confirmado a importância do papel do professor 

na criação de ambientes de debate que conduzam os alunos à identificação da estrutura de 

uma demonstração, à apresentação de argumentos e à distinção entre os argumentos 

correctos dos incorrectos, bem como a encorajar a interacção entre os alunos. Além disso, 

é crucial que o professor ajude os alunos a compreenderem por que é que uma prova é 
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necessária e quando esta é válida (cf. Balacheff. N., 1987; Hanna, G., 1995 cit in Bergen et 

al:2000). 

O facto de se ter vindo a reflectir sobre a investigação neste domínio, quer em 

conferências internacionais quer nas várias publicações (e.g., Educational Studies in 

Mathematics, Recherches en Didactique dês Mathématiques, La Lettre de la Preuve1, 

constitui um sinal de maturidade da investigação no ensino e aprendizagem da 

“demonstração” e da “prova” matemática.  

A investigação neste domínio (e.g., Schalkwijk, L., 2000) documenta que, para 

alunos do nível do Ensino Secundário, as tarefas que envolvem raciocínio dedutivo 

constituem tarefas com um grau de dificuldade elevado. Dreyfus (1999) identificou três 

categories de dificuldades: a lack of sense of the need for proof; a failure to grasp the 

nature of proof and writing proofs. Considerando que, de uma forma geral, a prova 

continua a ter um lugar importante no currículo de matemática, quer nacional quer 

internacional, os professores de matemática devem ter preocupações relativas a abordagens 

didácticas de problemas de prova no sentido da promoção, da compreensão matemática e 

do reconhecimento da prova com um dos aspectos fundamentais da matemática. 

Em Portugal, as abordagens de ensino da prova matemática, quer na Educação 

Básica quer na Educação Secundária, concentram-se frequentemente na verificação de 

resultados e menos na exploração e explicação. Os indicadores de avaliação, quer aferida 

quer sumativa, demonstram claramente a necessidade do desenvolvimento de intervenções 

na educação matemática que promovam o pensamento matemático mais autónomo nos 

nossos alunos. 

Assim, a acessibilidade a ambientes de geometria dinâmica (e.g., Geometer´s 

Sketchpad, Cabri Géomètre) facilita a realização de tarefas de natureza exploratória, 

devido ao facto de ter capacidades para os alunos testarem facilmente conjecturas através 

da exploração de construções feitas ou conjecturarem relações geométricas com base em 

evidências visuais. De acordo com Hanna, G. (2000), o professor de matemática deve estar 

consciente de que as representações visuais constituem uma componente essencial nos 

currículos de matemática na medida em que cria pontes com o aspecto formal da 

matemática. 

                                                 
1 http://www.lettredelapreuve.it/ 
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Drawing 9.24 – Solution of student X to problem 4 (front of the answer sheet) 
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When student X determined the point of intersection of lines l and k, the following 

dialogue took place: 

  X. Teach’, this gives us a very weird point…I must have this wrong! 

Teacher: And why is it weird? 

X. Well, because it gives eleven, zero … 

Teacher: And why is it weird? 

X. Because the eleven should be farther up (student laughed). 

Y. It’s not the eleven, it’s the x. 

X. Oh, of course it is!  Ok, I was seeing this backwards. 

Teacher: So, is it acceptable now? 

Y. Yes, it is … 

X. No. 

Y. Yes …eleven is. 

X. Alright…but y has to be greater than zero; it can’t be zero. 

Y. But they intersect in one point… 

X. That’s right…but it’s not valid because y has to be greater than zero. 

Teacher: So what do you conclude? 

Students X and Y answered simultaneously. 

Y. So the only parallel ones here are l with m. 

C. And m and n? 

Y. (Lines) m and n are also non-parallels because they intersect in point two, zero. 
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Drawing 9.25 – Solution of student X to problem 4 (reverse of the answer sheet) 

 

Student Y resorted to the resolution of systems to verify the relationship of 

parallelism between lines k - l and l-n. 
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Drawing 9.27 – Solution of student Y to problem 4 (front of the answer sheet) 
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After resolving two compound systems of two equations and two unknowns, 

respectively, by the algebraic expressions of lines k - l and l –n, student Y recorded the 

conclusion on the parallelism of lines l-n, l-m, m-n, k-l, k-m and k-n. 

 

 

Drawing 9.27 – Solution of student Y to problem 4 (reverse of answer sheet) 

 

Episode 3: Verification 

(Time: 00.38.17-00.43.06) 

Student Y finalises the solution by presenting the conclusion (illustrated in drawing 

9.28).  At this moment, the following dialogue took place: 

Y. That definition of parallelism, when we say no matter how far they are 

prolonged, is wrong for circumferences because take a look at these/(00:38:17) 

X. I see what you mean… 

Y. We don’t have to say no matter how far they are prolonged. […] 

C. You cannot prolong… But then how do they not intersect?  This here on the 

graph is misleading. 

J. According to the graph, only l and n intersect … 

X. (Lines) l and n are the only ones that do not intersect. 
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Note that in the conclusion, student X uses the designation of straight lines and not 

lines, she follows the definition of parallelism associated to the existence of intersection 

and no longer associates parallelism to the initial expression “[…]no matter how far they 

are prolonged, they never meet.[…]” 

Objects and primary relationships 

Let us analyse the mathematical objects and their primary relationships, which take 

part in the solution to problem situation 4 set up by student X and by student Y.  

In the solution put forward, student X chose algebraic language to express the 

solution to the problem.  She correctly used the symbology connected to the concept of 

parallel straight lines and shows a command of the Poincaré half-plane terminology.  She 

correctly resorts to and resolves systems of two equations with two unknowns.  

The problem situation originated the approach of the parallel lines concept.  The 

student presented a definition of parallel lines, in Euclidean geometry, associated to the 

idea of intersection in “infinity”.  The student extends this definition to the Poincaré half-

plane. 

 The problem situation could have given rise to the use of the transitive property of 

parallelism of straight lines (probably taught in previous school years).  Nevertheless, this 

property was not used in the solution put forward. 

As for the procedures adopted, student X’s choice for the algebraic one is evident.  

In spite of this student visualising point B, of intersection of lines m and n, she resolves a 

system and indicates coordinates of that point, with figures rounded off to the hundredths.  

The algebraization of the problem helped clarify likely doubts on the parallelism of some 

lines.  It seems that the visualisation of the drawing did not induce wrong reasoning.  

The justification put forward is based on the previous procedures and had a 

deductive nature, where the specific examples were used to support the organisation of the 

justifications – thought-out experimentation.  

Student Y used graph and algebra languages, as aids in identifying parallel and 

non-parallel lines.  The drawing supplied in the exposition comprises an aid in identifying 

parallel and non-parallel lines. 

The situation put forward aimed at strengthening visualisation and valuing the role 

of the Poincaré half-plane definition in justifying the indication of parallel and non-parallel 

lines. 
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Algebraic language aids in clarifying likely doubts on the parallelism of some lines, 

such as lines l and k.  

The problem also gave rise to the approach of concepts/definitions, 

properties/propositions (e.g., definition of parallel lines in an abstract geometry, …).  

The justification was of the conceptual type, based on the definitions of the 

Poincaré half-plane and of parallel lines.  

The sequence of procedures adopted by the students was visualisation – reasoning. 

 But could visualisation, in this case, have induced wrong reasoning?  

Visualisation, in the ascending phase of problem resolution, gave rise to the 

intuition of some parallel lines (e.g., n and m) which in reality were not.  In fact, through 

visualisation, the relationships of parallelism between the lines given in the problem 

statement was not intuitive, it was not obvious and they were accepted based on carrying 

out a more formal verification (resorting to the resolution of systems, resorting to the 

Poincaré half-plane definition…)   

Argumentation – Objects and secondary relationships 

Following is the continuation of the problem solution analysis, centred on the 

arguments and applying the contextual attributes to its analysis. 

Ostensive – non-ostensive: In the solution put forward by student X, we see that she 

used points A and B to mark, respectively, the intersection of lines l,n and m,n.  

Nevertheless, it seems to us that the student felt the need to determine the coordinates of 

the points, even of point B, to recognise the non-ostensive (non-parallel lines and parallel 

lines) represented in the situation. 

Therefore, the ostensive objects brought forward in presenting the solution to the 

problem were the representation of points A and B in the drawing supplied in the 

exposition and the systems of the respective conditions which define the hyperbolic lines 

in question. 

Student Y, in the argumentation presented, used: the “//” notation  (ostensive) to 

refer to the relationship of parallelism (non-ostensive) between lines; the algebraic 

language (in the resolution of two-equation systems with two unknowns) and uses the 

symbol ⇒ (if…then…) when joining sentences, such as “l is not parallel to n ⇒ intersect 

in point (3,11;0,99)”, “l is parallel to m ⇒ do not intersect”. 
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Extensive - Intensive: Student X used the condition that defines a circumference of 

a given centre, point C with coordinates (a,b), and radius r as support in identifying the 

centres of the semi-circumferences i.e., of the hyperbolic lines represented in the drawings.  

The definition given in the beginning “Parallelism – when two lines, no matter how far thy 

are prolonged, never intersect.” is adopted by the student for hyperbolic geometry, which 

she designates as Poincaré geometry.  However, in the solution of the problem, she only 

refers to the existence or not of intersection.  

In the argumentation put forward, student Y started by writing: Two lines are said 

to be parallel (in any geometry) when their intersection is an empty set.  In other words, 

she thought of the definition of parallel lines and only then did she focus on the extensive 

objects represented in the problem statement. 

Institutional – personal: The problem situation may give rise to dialectic between 

the institutional and the personal.  If, on the one hand, visualisation is revealed to be a 

means to provide a solution to the problem, on the other, the more recent experiences of 

these students in the scope of parallelism of lines, in Euclidean geometry, was carried out 

according to an analytical approach and by resorting to the resolution of equation systems.  

Therefore, at personal cognition level, the problem situation generated the 

following conflicts in terms of defining parallel lines: 

Student Y used the ostensive of parallel lines of Euclidean geometry, in the context 

of hyperbolic geometry, which is what seems to be indicated by the dialogue that took 

place in the episode of reading and analysis between students X and Y; 

[…] 

Y. But they’re not parallel… 

X. How do you know? 

Y. Oh, you can see… the distance from here to here and from here to here … 

(referring to the Euclidean distance between the two semi-circumferences, representative 

of the hyperbolic lines in question). 

X. But the distance doesn’t have to be the same. 

Y. It does, when they are parallel, this distance from here to here is always the 

same as from here to here and from here to here… (pointing at lines l and m).  Isn’t it? 

[…] 
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Student X presented a definition of parallel lines right in the beginning of the 

written solution (drawing …) where she refers “…no matter how far they are prolonged, 

they never intersect” and confronted by the maladjustment of this definition – by student Y 

– she does not present any arguments.  

Unitary – systemic: During the process of resolution of the problem, the students 

follow a trajectory that goes from the analysis of the situation put forward up to a summary 

of the activity developed.  The analysis carried out by both students displays different 

aspects.  Student X feels the need to break down the exposition, recording the coordinates 

of the centres of the semi-circumferences (hyperbolic lines) and the points of intersection 

of lines l, n and m,n.  Student Y, upon breaking down the exposition, records the value of 

the radii of the mentioned semi-circumferences and focuses on the distance between them. 

In relation to the summary presented by the two students, it is presented in the 

conclusion of the solution carried out.  In student X’s case, she refers to the only “straight 

lines” that are not parallel and then states: “All the others are // between themselves 

because they never intersect since y=0 does not belong to the half-plane”.  In student Y’s 

case, the conclusion includes reference to the relationship of parallelism between the lines 

two by two. 

Expression - content: The problem situation works as motivation (induces), at 

content level, the definition of parallel lines in a context of hyperbolic geometry.  

The students revealed a command of algebraic calculus, namely in the resolution of 

two-equation systems with two unknowns.  In terms of commanding the language, student 

X referred to “straight lines” when in fact they were not straight lines.  It seems that in 

terms of language this student does not yet command some issues of hyperbolic geometry 

language. 

By adopting the categorisation of Balacheff mentioned by Gutiérrez and Marrades 

(2000), the justification they present is of a Conceptual nature – based on the definition of 

parallel lines in abstract geometry (example of an abstract geometry), formulation of 

properties (Properties of the relationship of parallelism) and on algebraic calculus 

(symbolic calculus).  In symbolic calculus, there is no experimentation and justification is 

based on the resolution of two-equation systems with two unknowns, on the use of 

formalised symbolic expressions.  
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5. Summary and main contributions 

It seems important to mention that the problems proposed allowed for an approach 

of: Concept of parallelism; Examples of incident (plane) geometry; Representation of 

straight lines (in different models of plane geometry); Method of proof by contradiction 

(reductio ad absurdum), promoting the change from a more spontaneous reasoning to a 

more structured thought. 

The students involved in this study were, in a progressive way, aware of the 

importance of the descending phase in setting up justifications.  

The evolution from an ascending phase, characterised by empirical activity, to a 

descending phase, in which the students produce deductive justification, was obvious.  

Scenarios in environments of dynamic geometry give rise to the ostensive of non-

ostensive mathematical objects (e.g., problem 1). 

The problems proposed created conflicts between an intuitive interpretation and 

formal argumentation (relationship between intuitive and formal knowledge).  The 

resolution of these conflicts allowed for an evolution of knowledge and argumentative 

skills (e.g., the role attributed to definitions). 

In the argumentative practices of these students, we witnessed a progressive 

process, from the presentation of justifications characterised by the use of one or various 

examples (justification of empirical nature – simple empirics), involving both visual 

perception and/or mathematical relationships found in those examples, and also 

justifications based on a representative example of a class (justification of empirical nature 

– general example) up to the justifications based on general aspects of the problem and 

logical deductions (justification of deductive nature – thought-out experimentation of the 

structural type).  Note that in the last type of justifications, the role of examples is to aid 

the steps of the deduction.  

 

The study suggests that a diversified geometric approach, through various models 

of plane geometry, promoted in the case students, a different understanding of the 

processes of materialisation/idealisation, specification/generalisation, 

personalisation/institutionalisation, analysis/summary and representation/meaning.  It 

would be interesting to research the way school success of a student, from primary school, 
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influences this type of understanding and assess its degree of centrality in the didactic 

preparation of problem situations and in mathematical activity.  

This study might have contributed in making more prominent the importance of the 

approach of other models of plane geometry, other than the Euclidean one, in the 

development of deductive reasoning.  One of the implications of this result is the fact that 

didactic situations to be proposed in the study of geometry at Secondary School level 

should cover proof problems in various models of Plane Geometry to put forward to 

students.  The results of the study demonstrate the complexity of analysis and assessment 

of mathematical argumentation.  Mathematical argumentation can be better understood and 

assessed if we are aware that the arguments are interconnected with the primary and 

secondary objects defined in the onto-semiotic focus of mathematical cognition.  It is the 

identification of the connections between those various objects that characterise the 

argumentation processes.  
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ANEXO 1. TESTE DIAGNÓSTICO E CRITÉRIOS DE 

CORRECÇÃO 

Este anexo contém o teste diagnóstico realizado, em Novembro de 2004, pelos 

alunos da turma participante na experiência, bem como os critérios de correcção. Os 

critérios de correcção do teste foram elaborados a partir das respostas dos alunos e tendo 

por base esses mesmos critérios procedeu-se à elaboração dos gráficos que serviram de 

apoio à análise dos resultados. 
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Questões sobre Geometria no Plano 

1. Observa a figura seguinte, 

t

s

r

B

E
C

A
D

F

 

1.1 Considera que a medida da amplitude do ângulo ABC é igual à medida da 

amplitude do ângulo DEF. O que podes dizer acerca das rectas r e s? Justifica. 

 

 

1.2 Considera que a medida da amplitude do ângulo ABC é inferior à medida da 

amplitude do ângulo DEF. O que podes dizer acerca das rectas r e s? Justifica. 

 

2. Responde às questões seguintes com sempre, algumas vezes ou nunca. 

Justifica as respostas. 

2.1 Duas rectas que nunca se intersectam são sempre, algumas vezes ou nunca 

rectas paralelas? 
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2.2 As rectas suporte de dois lados de um rectângulo, são sempre, algumas vezes 

ou nunca rectas paralelas? 

 

 

2.3 As rectas suporte de dois lados de um triângulo, são sempre, algumas vezes ou 

nunca rectas paralelas? 

3. Diz se é verdadeira ou falsa a afirmação: 

 

Se duas rectas são secantes então elas são perpendiculares 

 

Justifica. 

 

 

 

4. Os pontos ABJH são os vértices de um rectângulo. 

Observa a figura e indica  os pontos que parecem ser os vértices de: 

 

 

 

 

a) Um quadrado          

 

b) Um losango 

 

c) Um trapézio 

 

 

 

I

EFG

C

J DH

A B
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5. Sendo [ABCD] um paralelogramo com [AB] ≅[BC] e ∠ABC um ângulo recto. 

Classifica o quadrilátero [ABCD] e justifica. 

 

6. A afirmação seguinte é verdadeira ou é falsa? Justifica. 

Se as diagonais de um quadrilátero [EFGH] são perpendiculares então ele é um 

losango. 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. A recta XY é paralela à recta AC. 

Prova que o ângulo XBY é um ângulo raso. 
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31 2

A

B

C

X Y

 

 

8. Na figura os dois círculos de centro em O e em P Intersectam-se nos pontos M e 

N. 

Prova que, Δ[OMP] ≅ Δ[ONP]. 

 

 

N

M

O P

 

9. Imagina uma Geometria em que a recta, que como sabes, é formada por um 

conjunto de pontos, é finita e tem apenas alguns pontos. Nesta “nova” Geometria A,B, C e 
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D são os únicos pontos, {A,B}, {A,C},{A,D}, {B,C},{B,D}, {C,D}são as únicas rectas. A 

recta {A,B} intersecta {A,C} porque têm um ponto comum. As rectas {A,B} e { C,D} são 

paralelas porque não têm pontos comuns.  

A

B

D

C

 

Diz se as seguintes afirmações são verdadeiras ou falsas. 

9.1 {A,C} intersecta {B,D}. 

 

9.2 {A,C} é paralela a {B,D}. 

 

 

Questões sobre Geometria no Espaço 

10. Dois planos no espaço podem ou não intersectar-se? Justifica. 

 

 

      11. Se dois planos tiverem um ponto em comum, o que terão mais em comum? 

Justifica. 
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12. Haverá uma família de planos concorrentes numa mesma recta? Justifica. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nome:  -------------------------------------------------------------------------------- 

Muito obrigada 
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Critérios de correcção 

(Teste Diagnóstico) 

O teste diagnóstico é constituído por vários tipos de itens, itens de resposta curta e 

itens de resposta mais extensa. Todas as respostas são classificadas através de códigos que 

correspondem aos diversos desempenhos dos alunos. 

As categorias V, F  correspondem, respectivamente, a respostas correctas e a 

respostas completamente erradas ou irrelevantes.  

Categorização com dois símbolos 

A criação destas categorias de análise tem por objectivo a caracterização das 

produções dos alunos, nas várias questões do teste diagnóstico e, assim, ser útil na 

compreensão do pensamento do aluno e na determinação do seu grau de domínio de certas 

capacidades, nomeadamente a capacidade de comunicação matemática. 

O primeiro símbolo, V ou F, indica se o aluno responde, ou não, de forma correcta. 

O número visa fornecer informação sobre o tipo de abordagem utilizado pelo aluno, sobre 

os modelos de erro ou as concepções erradas que caracterizam o seu trabalho. O símbolo *, 

acrescentado à categoria (V ou F), indica que o aluno recorreu a um diagrama. 

O código X é atribuído sempre que o aluno não desenvolva qualquer tipo de 

trabalho para responder à questão. 

Item 1,2,3,5,6,9,10,11,12 

Categoria V 

• V1 – Respostas correctas, com justificação revelando o domínio dos conceitos 
envolvidos.  

• V2 – Resposta correcta, com justificação baseada no recurso ao contra-exemplo.  
• V3 – Resposta correcta, com justificação baseada na negação da tese. 
• V4 - Resposta correcta, com justificação incompleta, revelando algum domínio 

conceptual. 
• V5 – Resposta correcta, com justificação errada revelando concepções erróneas dos 

conceitos envolvidos. 
• V6 – Resposta correcta com uma tentativa de justificação copiando partes do 

enunciado. 
• V7 – Resposta correcta com uma justificação incompreensível e/ou do tipo “a 

porque a”. 
• V8 – Resposta correcta sem justificação.  
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Categoria  F 

• F1 - Resposta errada, com uma justificação revelando algum domínio dos conceitos 
envolvidos (e/ou com uma justificação do tipo “se a então b, porque se b logo a”). 

• F2 - Resposta errada, com justificação onde é visível uma confusão de conceitos. 
• F3 – Resposta errada com justificação, copiando partes do enunciado. 
• F4 – Resposta errada com justificação incompreensível e/ou com apresentação de 

um diagrama. 
• F5 - Resposta errada sem justificação. 

Item 7,8 

Categoria V 

• V1 – Argumentação correcta e completa.  
• V2 – Argumentação correcta mas incompleta. 
• V3 – Identifica alguns elementos da hipótese. 

Categoria F 

• F1 - Argumentação errada, revelando algum domínio dos conceitos envolvidos e/ou 
afirmação da tese, justificando-a (com recurso a definições e/ou com base no 
diagrama). 

•  F2 - Argumentação errada, onde é visível uma confusão de conceitos. 
• F3 – Argumentação incompreensível. 
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ANEXO 2. QUESTIONÁRIO -  “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A DISCIPLINA 
DE MATEMÁTICA E A SUA APRENDIZAGEM” 

 
Este anexo contém o questionário sob o título: “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A 
DISCIPLINA DE MATEMÁTICA E A SUA APRENDIZAGEM”. Foi realizado em Novembro de 
2004, durante uma aula.  

 

QUESTIONÁRIO: “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A DISCIPLINA DE MATEMÁTICA E A 
SUA APRENDIZAGEM” 

 
Introdução 

 
Este questionário tem por objectivo identificar a tua visão sobre a disciplina de  
Matemática e a sua aprendizagem e não contém questões de resposta “certa” ou “errada”. 
As respostas que deres não vão interferir na tua classificação.  
 

Instruções 
 

Nas questões I e II, coloca o símbolo X no quadrado  que melhor representa o que 
pensas sobre as afirmações apresentadas e de acordo com a seguinte escala: 
 

Discordo 
totalmente 

Discordo Nem concordo nem discordo 
(estou indeciso) 

Concordo Concordo 
totalmente 

 

Por favor, responde cuidadosamente a todas as questões. 

 

 

I. O que pensas relativamente a cada uma das seguintes afirmações: 

 

 Discordo 

totalmente 

Discordo Nem concordo

nem discordo

(estou indeciso) 

Concordo Concordo 

totalmente 

Os problemas de Matemática têm uma e uma 

só resposta correcta. 

 

     

Os problemas de Matemática são sempre 

resolvidos em menos de 10 minutos. 
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Há apenas uma maneira correcta de resolver 

um problema de Matemática. 

 

     

Encontrar uma resposta correcta de um 

problema é mais importante do que saber 

porque é que a resposta é correcta. 

 

     

Aprender Matemática é, fundamentalmente, 

memorizar. 

 

    

A Matemática é uma actividade solitária. 

 

 

  

A Matemática que se aprende na escola tem 

pouco ou nada a ver com o mundo real. 

  

II. A DISCIPLINA DE MATEMÁTICA É PARA TI: 

 Discordo 

totalmente 

Discordo Nem concordo 
nem discordo  

(estou indeciso) 

Concordo Concordo 

totalmente 

“Uma disciplina difícil.”    

“Uma disciplina que me ajuda a compreender e 

interpretar o mundo que nos rodeia.” 

   

“Uma disciplina que me ensina a pensar.”    

“Uma disciplina que me ajuda a preparar para a 

minha profissão futura.” 

   

“Uma disciplina onde descubro resultados 

novos” 
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“Uma disciplina que me ajuda para a minha 

formação global como cidadão na sociedade de 

hoje” 

 

  

“Uma disciplina útil para outras disciplinas 

que tenho” 

  

“Uma disciplina que me obriga a estudar 

muito” 

  

III. Diz por palavras tuas o que entendes por: 

a) Exercício 

 

b) Problema 

 

c) Teorema 

 

d) Uma prova 

 

e) Uma conjectura 

 

 

 

 

 

 

IV Pensa nas tuas aulas de Matemática, da escolaridade básica (7º, 8º e 9º anos), e 

enuncia três aspectos de que mais gostaste e três aspectos de que menos gostaste. 

Aspectos de que mais gostei: 

 

1º - 



 

 306 

 

2º - 

 

3º - 

 

Aspectos de que menos gostei 

 

1º - 

 

2º - 

 

3º - 

 

 

 

Nome: 

Muito Obrigada 

 

Teresa Neto  

Novembro de 2004 
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ANEXO 3. QUESTIONÁRIO -  “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A DISCIPLINA 
DE MATEMÁTICA E A SUA APRENDIZAGEM” 

 

 
Este anexo contém o questionário sob o título: “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A 
DISCIPLINA DE MATEMÁTICA E A SUA APRENDIZAGEM”. Foi realizado em Novembro de 
2005, durante uma aula.  

 

QUESTIONÁRIO: “PERCEPÇÕES DOS ALUNOS SOBRE A DISCIPLINA DE MATEMÁTICA E A 
SUA APRENDIZAGEM” 

 
Introdução 

 
Este questionário tem por objectivo identificar a tua visão sobre a disciplina de  
Matemática e a sua aprendizagem e não contém questões de resposta “certa” ou “errada”. 
As respostas que deres não vão interferir na tua classificação.  
 

Instruções 
 

Nas questões I e II, coloca o símbolo X no quadrado  que melhor representa o que 
pensas sobre as afirmações apresentadas e de acordo com a seguinte escala: 
 

Discordo 
totalmente 

Discordo Nem concordo nem discordo 
(estou indeciso) 

Concordo Concordo 
totalmente 

 
Por favor, responde cuidadosamente a todas as questões. 

 

I. O que pensas relativamente a cada uma das seguintes afirmações: 

 Discordo 

totalmente 

Discordo Nem concordo

nem discordo

(estou indeciso) 

Concordo Concordo 

totalmente 

Os problemas de Matemática têm uma e uma só 

resposta correcta. 

 

  

Os problemas de Matemática são sempre 

resolvidos em menos de 10 minutos. 

 

  

Há apenas uma maneira correcta de resolver um   



 

 308 

problema de Matemática. 

 

Encontrar uma resposta correcta de um problema 

é mais importante do que saber porque é que a 

resposta é correcta. 

 

   

Aprender Matemática é, fundamentalmente, 

memorizar. 

 

   

A Matemática é uma actividade solitária. 

 

   

A Matemática que se aprende na escola tem 

pouco ou nada a ver com o mundo real. 

   

II. A DISCIPLINA DE MATEMÁTICA É PARA TI: 

 Discordo 

totalmente 

Discordo Nem concordo 
nem discordo  

(estou indeciso) 

Concordo Concordo 

totalmente 

“Uma disciplina difícil.”   

“Uma disciplina que me ajuda a compreender e 

interpretar o mundo que nos rodeia.” 

 

  

“Uma disciplina que me ensina a pensar.”   

“Uma disciplina que me ajuda a preparar para a 

minha profissão futura.” 

  

“Uma disciplina onde descubro resultados novos”   

“Uma disciplina que me ajuda para a minha 

formação global como cidadão na sociedade de 

hoje” 
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“Uma disciplina útil para outras disciplinas que 

tenho” 

 

“Uma disciplina que me obriga a estudar muito”  

III. Diz por palavras tuas o que entendes por: 

 

f) Exercício 

 

g) Problema 

 

h) Teorema 

 

i) Uma prova 

 

j) Uma conjectura 
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ANEXO 4. APRENDER A DEMONSTRAR 

Este anexo contém materiais de apoio à abordagem didáctica de questões de lógica.  

Foi proposto e explorado em espaço de aula. 
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Escola Secundária Doutor Mário Sacramento 

10º Ano turma D 

Matemática - Materiais de Apoio 

Enunciados da forma 

“se…então…” 

Exemplo 1: 

Se [ABCD] é um losango então as suas diagonais são perpendiculares. 

A afirmação anterior é composta por duas proposições simples, “[ABCD] é um 

losango” e “as suas diagonais são perpendiculares” ligadas por “se”…”então”. 

 

A C

D

B  

Figura 1 

Designemos por:  

 p: “[ABCD] é um losango” 

q: “as suas diagonais são perpendiculares” 

 

Então podemos escrever abreviadamente, 
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qp ⇒  

Quando é que a afirmação dada é falsa? 

Para responder à questão vamos construir a tabela de verdade recorrendo a 

exemplos. 

 

P q qp ⇒  

V V V 

V F  

F V  

F F  

Hipótese e Tese 

No exemplo anterior, a afirmação “[ABCD] é um losango” é designada de hipótese. 

A afirmação “as suas diagonais são perpendiculares” é designada por tese. 

Atenção… 

Não fazer confusão entre “hipótese” e “tese”.  

Para o exemplo anterior, existem quadriláteros que têm as diagonais 

perpendiculares sem serem losangos. 

 

Figura 2 
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Enunciados Recíprocos e Enunciados Equivalentes 

Enunciados Recíprocos 

A partir de uma frase do tipo “ se…então” podemos formar outra frase invertendo a 

hipótese e a tese. A frase obtida é designada recíproca da primeira. 

O enunciado “se p então q”é recíproco do enunciado “ se q então p”. 

Notação: 

Enunciado directo        qp ⇒  

Enunciado recíproco     pq ⇒  

Exemplos 

Exemplo 1 

Enunciado: Se um quadrilátero [ABCD] tem diagonais que se intersectam no 

ponto médio, então [ABCD] é um paralelogramo. 

Enunciado recíproco: Se [ABCD] é um paralelogramo, então as suas diagonais 

[AC] e [BD] intersectam-se no ponto médio. 

Exemplo 2 

  Enunciado: Se um triângulo [ABC] é rectângulo em A então BC 2 = AB 2  + 

AC 2 . 

        Enunciado recíproco: Se BC 2 = AB 2  + AC 2 , então o triângulo [ABC] é 

rectângulo em A. 

Atenção: Se um enunciado é verdadeiro, o seu enunciado recíproco não é 

forçosamente verdadeiro. 

Exemplos 

3) É verdade que “se duas rectas são perpendiculares então elas são secantes”, mas é 

falso dizer que “se duas rectas são secantes, então elas são perpendiculares” 

4) É verdade que “se um polígono é regular, então os seus lados têm o mesmo 

comprimento”, mas é falso afirmar que “se um polígono tem os lados com o 

mesmo comprimento, então ele é regular” 
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Para mostrar que esta segunda frase é falsa, é suficiente dar um “contra-

exemplo”. A figura seguinte mostra um pentágono não regular em que os cinco 

lados têm o mesmo comprimento.  

 

 

Enunciados Equivalentes 

Frequentemente, em matemática, queremos dizer que qp ⇒  e pq ⇒ são ambas 

verdadeiras. É, assim, conveniente introduzir um novo símbolo 

⇔  

  A expressar tal facto. 

Podes pensar no símbolo qp ⇔ , como sendo uma maneira abreviada de escrever 

( qp ⇒ ) e ( pq ⇒ ) 

EXEMPLO 

p: Se [ABCD] é um paralelogramo com AB = AD, então [ABCD]é um losango 

q: Se [ABCD] é um losango, então [ABCD] é um paralelogramo com AB =AD 

Vamos construir a tabela de verdade para qp ⇔  

P Q qp ⇔  

V V  

V F  

F V  

F F  
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Aprender a Demonstrar 

Demonstrar significa estabelecer a veracidade de uma determinada afirmação a 

partir de outras dadas no enunciado e de afirmações demonstradas anteriormente. 

Exemplo 

Demonstrar que a frase “[ABCD] é um paralelogramo com AB = AD” é 

equivalente à frase “[ABCD] é um losango” 
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ANEXO 5. QUESTIONÁRIO: “Percepções dos alunos sobre a 

disciplina de matemática e sua aprendizagem”. Preenchido antes do 

processo de estudo implementado. 

Este anexo contém as respostas dos alunos relativas às partes III e IV do 

questionário referido no anexo 2.  
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III. Diz por palavras tuas o que entendes por: 

a) Exercício 

1. “ É onde pomos em prática a matéria dada, dando questões para resolvermos” 
2. “ É a prática de resolver qualquer problema” 
3. “ É algo que fazemos para exercitar. Para ver se compreendemos o que demos, para 

praticar” 
4.  “ Actividade para consolidar o que aprendi” 
5. “Algo que nós temos que resolver (é um problema)” 
6. “ Acto de resolução de um problema” 
7. “Acto de calcular ou realizar algo” 
8. “Pôr em prática a matéria” 
9. “Acto de calcular ou realizar algo” 
10. “É onde pomos em prática o que aprendemos” 
11. “Acto de calcular ou realizar” 
12. “Resolver um problema” 
13. “É algo que nos ajuda a praticar sobre a matéria que damos” 
14. “Acto de calcular determinados valores que nos são dados ou não” 
15. “É o acto de resolução sobre a matéria dada” 
16. “É o acto de calcular ou realizar algo” 
17. “Algo que nos ajuda a praticar sobre determinado tema” 
18. “Algo que resolvemos (calculamos) com os dados que nos dão” 

 

b) Problema 

1. “ É um exercício onde temos que pensar para encontrar uma solução” 
2. “ É um conjunto de dados que não têm uma resposta final” 
3. “É algo que se opõe à nossa vida, uma dificuldade e para ultrapassar essa 

dificuldade tem que se encontrar uma resposta, uma resolução” 
4.  “ Exercício de raciocínio” 
5. “São questões para pensar, resolver, normalmente, difícil” 
6. “ Questão colocada para nós resolvermos” 
7. “Cálculo racional e lógico que envolve operações entre números” 
8. “Implica raciocínio” 
9. “Um problema é o cálculo racional e lógico que envolve operações entre números” 
10. “Algo que temos que resolver” 
11. “Exercício de concentração” 
12. “Questão colocada para resolução” 
13. “É uma questão que nos colocam para nós resolvermos” 
14. “Exercício de raciocínio para resolver, por vezes, temos que realizar cálculos” 
15. “Questão prática que, muitas vezes, pode reflectir a realidade” 
16. “É uma questão para a qual nós fazemos cálculos e damos uma resposta com base 

nesses cálculos” 
17. “Questão prática que muitas vezes nos pode reflectir o real” 
18. “exercício que resolvemos através do raciocínio” 
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c) Teorema 

1. “É criado por um matemático para facilitar a resolver um problema” 
2. “ É um método que me ajuda a chegar à solução de um problema” 
3.  “ É tipo uma regra” 
4. “ É uma fórmula usada para resolver determinadas exercícios” 
5. “É uma fórmula inventada (com sentido) por alguém” 
6. “Teoria de resolução” 
7. “Uma regra” 
8. “Algo que nos guia para fazermos os exercícios” 
9. “Um teorema é uma regra” 
10. “É uma fórmula que nos ajuda a responder aos exercícios e a problemas” 
11. “Teoria que nos ajuda a resolver o exercício” 
12. “Não sei” 
13. “É algo que nos ajuda a entender os problemas” 
14. “Teoria que nos ajuda a resolver exercícios” 
15. “Fórmula básica que nos ajuda a resolver problemas” 
16. “É uma regra” 
17. “Fórmula básica que nos ajuda a resolver problemas/exercícios” 
18. “A teoria que nos ajuda a resolver exercícios” 

 

d) Uma prova ou demonstração 

1. “É a aplicação dos nossos conhecimentos” 
2. “ É demonstrar que eu sou capaz de resolver qualquer situação, neste caso, 

matemática” 
3. “ Serve para ver se o nosso raciocínio está correcto” 
4. “Algo que explica um teorema e que demonstra a sua veracidade” 
5. “ Não sei” 
6. “Teste de avaliação” 
7. “O que prova um teorema” 
8. NR 
9. “Algo que explica ou comprova um teorema” 
10. “Demonstrar o que aprendemos ou vamos aprender de uma maneira mais prática” 
11. “Avaliação do que aprendemos” 
12. “Não sei” 
13. “Teste ou uma avaliação” 
14. “É uma folha com exercícios e problemas na qual demonstramos os nossos 

conhecimentos” 
15. “Elementos de avaliação” 
16. “Acto de comprovar algo” 
17. Elemento de avaliação para onde transmitimos os nossos conhecimentos” 
18. NR 

 

e) Uma conjectura 

1. “Não sei” 
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2. “Não sei” 
3. NR 
4. “Não sei” 
5. “Não sei” 
6. “Não sei” 
7. “Não sei” 
8. NR 
9. “Não sei” 
10. “Não sei” 
11. NR 
12. “Não sei” 
13. “Não sei” 
14. “Não sei” 
15. “Não sei” 
16. “Não sei” 
17. “Não sei” 
18. “Não sei” 

 

IV. Pensa nas tuas aulas de matemática, da escolaridade básica (7º, 8º e 9º 

anos) e enuncia três aspectos de que mais gostaste e três aspectos de que menos 

gostaste.  

Aspectos que mais gostei 

1º 

Estatística 

Geometria 

Resolver equações 

Equações 

A matéria do 7º ano 

Trabalhos de grupo 

Equações de 2º grau 

Regras de 3 simples 

Estatística 

Resolução de exercícios 

Inequações 

Equações de 1º e 2º grau 

Teorema de Pitágoras 

Estatística 

Estatística 
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Trigonometria 

Resolver bastantes exercícios para consolidar a matéria 

Equações e inequações 

 

2º 

Equações de 1º grau 

NR 

Jogo do 24 

Inequações 

NR 

Situações caricatas originadas por respostas erradas 

Sistemas 

Teorema de Pitágoras 

Equações de 2º Grau 

Teorema de Pitágoras 

Estatística 

NR 

Equações 

Equações 

Probabilidades 

Equações de 2º e 2º grau 

Equações 

Teorema de Pitágoras 

 

 

3º 

Nos 7º e 8º anos, adorei os meus professores 

NR 

Professora dos 8º e 9º anos 

Forma como foram dadas as aulas 

NR 

Conclusões surpreendentes 

Inequações 

Equações de 1º grau 
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NR 

Feriados 

NR 

NR 

Inequações 

Probabilidades 

Equações 

Saídas para observar objectos relacionados com a 
Matemática 

Inequações 

Sistemas 

 

Aspectos que menos gostei 

1º 

Inequações 

Equações 

Aulas de seca 

Geometria 

Alguma maneira que as professoras tinham de explicar 

Testes 

Problemas (de qualquer matéria) 

Casos notáveis 

Professor pouco motivador 

Aulas chatas (monótonas) 

Geometria 

Geometria 

Números reais 

Geometria 

Geometria 

Professora do 7º ano 
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2º 

Casos notáveis 

NR 

NR 

NR 

NR 

Partes da material 

Geometria 

Notação científica 

NR 

De fazer testes 

NR 

NR 

Geometria 

Professora pouco motivadora 

Professora pouco motivadora 

NR 

Não gosto muito de Geometria 

Estatística 

 

3º 

No 9º ano não gostei do professor 

NR 

NR 

NR 

NR 

Aulas “enfadonhas” 

Probabilidades 

Aulas chatas 

NR 

Algumas notas que tive 

NR 

NR 

NR 
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NR 

NR 

NR 

A professora é que fazia a maior parte dos exercícios 

NR 
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ANEXO 6. QUESTIONÁRIO: “Percepções dos alunos sobre a 

disciplina de matemática e sua aprendizagem”.  

Este anexo contém as respostas dos alunos relativas às partes III e IV do 

questionário referidono anexo 3. Este questionário foi preenchido depois do 

desenvolvimento da pasta de problemas. 
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II. Diz por palavras tuas o que entendes por: 

f) Exercício 

19. “É uma questão em que a resposta consiste em cálculos” 
20. “Aplicar os nossos conhecimentos num exercício e poder resolvê-lo” 
21. “Resolução de um problema” 
22. “Algo onde podemos treinar matéria dada” 
23. “É uma aplicação directa” 
24. “É algo em que pomos em prática o que sabemos ou o que aprendemos” 
25. “Resolução do estudado anteriormente” 
26. “Consiste na aplicação directa dos conteúdos aprendidos” 
27. “É a prática da resolução de um problema” 
28. “É a resolução de uma questão, de fácil resolução” 
29. “Um exercício é uma forma de treino ou de demonstração quer em matéria como 

noutras ciências” 
30. “É algo que se realiza para testar os conhecimentos ou seja, testar uma teoria” 
31. “É algo que resolvemos sem termos que recorrer a grandes raciocínios, é 

praticamente de resposta (quase) directa” 
32. “Uma resolução de cálculos para obtenção de resultados” 
33. “Resolução de cálculos para obter um resultado” 
34. “Ponho em prática regras, através da sua resolução” 
35. “Um exercício é algo que nos obriga a realizar um cálculo para resolver o exercício 

(um cálculo escondido)” 
36. “Praticarmos a nossa mente a resolver desafios que se colocam frequentemente. 

Algo que nos é proposto para nós tentarmos resolver e assim praticarmos e 
treinarmos a nossa memória” 

 

g) Problema 

19. “Questão com grau de dificuldades que nos coloca a pensar/raciocinar” 
20. “Algo mais do que um exercício. É mais complicado de resolver e de pensar” 
21. “É uma resolução de questões” 
22. “É o que constitui um exercício ou algo que nos vai treinar também” 
23. NR 
24. “É um exercício de raciocínio onde temos que ser nós a arranjar os dados para 

chegar à resposta final” 
25. “Exercício difícil de resolver” 
26. “Consiste na pesquisa e raciocínio e tentar chegar a uma resolução” 
27. “É a apresentação de um raciocínio que temos de acabar através de regras ou outros 

raciocínios” 
28. “É a resolução de questões mas que temos que pensar mais do que num exercício” 
29. “É algo por resolver que se tem que resolver para se encontrar a solução deste…” 
30. “É uma questão que nos permite pensar, reflectir e depois resolvê-lo” 
31. “É algo que, para resolvermos, temos que fazer um raciocínio” 
32. “Inclui exercícios, é uma questão que requer uma grande capacidade de raciocínio” 
33. “Exercícios que implicam grande capacidade de raciocinar” 
34. “Exercício que necessita pensar e reflectir sobre algo” 
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35. “Um problema é algo que através dos olhos se realiza” 
36. (o mesmo que problema) 

 

h) Teorema 

19. “Género de uma fórmula que aplicamos em alguns exercícios” 
20. “Uma fórmula para resolver vários exercícios” 
21. “É uma teoria que nos ajuda a resolver um problema” 
22. “É uma regra proposta para resolver os problemas” 
23. NR 
24. “É uma regra proposta para resolver um problema” 
25. “Teoria” 
26. “É uma lei que se aplica em determinados casos” 
27. “É uma regra proposta para resolver problemas” 
28. “É uma teoria pela qual nós nos guiamos para resolver um problema” 
29. “É algo que serve de fórmula para todos os casos com partículas semelhantes” 
30. “Uma fórmula que nos permite realizar vários exercícios. Trata-se de uma 

constatação” 
31. “É como uma regra que se constata através de exercícios e problemas” 
32. “Regra/lei” 
33. “Regra ou lei” 
34. NR 
35. “É uma regra que se usa para resolver um problema” 
36. “Regra que serve para provar determinadas situações, podendo ser aplicada de 

diversos formas” 

 

i) Uma prova ou demonstração 

19. “ Através de exemplos reais, provamos algo” 
20. “Provar o resultado a que nós chegámos, porque é que é assim…” 
21. “É mostrar se o que nos dão está certo ou não e explicar” 
22. “É algo onde podemos demonstrar os nossos conhecimentos” 
23. NR 
24. “É o que nós temos que demonstrar para comprovar o resultado obtido” 
25. “Fazer uma apresentação” 
26. “É ir encontrar a forma para se obter um resultado ou é procurar a forma pela qual 

se chegou àquele resultado” 
27. NR 
28. “É mostrar se o que nos dão está correcto ou não e porquê” 
29. “É mostrar a justificação da resolução/solução do problema” 
30. “Consiste em mostrar algo que é dito, se é verdadeiro ou não e porquê” 
31. “É uma maneira de provar, na prática, o que dizemos na teoria” 
32. “Algo que indica que um termo é igual a outro” 
33. “Provar algo que nos é dado” 
34. “Provar que algo é igual a outro algo” 
35. “Demonstrar algo através de cálculos que comprovam o que penso” 
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36. “Explicar em que consistem determinadas afirmações, provando que são 
verdadeiras ou falsas” 

 

j) Uma conjectura 

19. “Uma afirmação” 
20. “Levantar uma hipóteses em que pode ser verdadeira ou falsa. É uma afirmação” 
21. “É uma afirmação do que se observa” 
22. “É algo que nos parece verdadeiro, mas que depois podemos comprovar” 
23. “É uma afirmação que é preciso fundamentar” 
24. “É algo que nos parece verdade mas que temos que o provar” 
25. “Quando se observa alguma coisa e podemos afirmar sobre algo. Isso é 

conjecturar” 
26. “É uma afirmação daquilo que se observa ao que se testou” 
27. “É o levantamento de uma hipótese verdadeira ou falsa que depois de constatar” 
28. “É uma afirmação do que se observa” 
29. “É um raciocínio retirado a partir de constatações verdadeiras” 
30. NR 
31. “É quando levantamos uma hipótese (verdadeira/falsa) que depois temos que 

constatar” 
32. “É algo com uma verdade aparente, mas que precisa de ser testada” 
33. “É algo que nos parece verdade, mas que ainda vamos testar” 
34. “É após muitas tentativas, com resultados idênticos, concluímos algo” 
35. “É após muitas tentativas, com resultados idênticos, provar algo” 
36. “É uma afirmação sobre o que nos parece que é uma coisa mas que ainda temos de 

testar para provar se é verdade” 

 

Intervenção Pedagógica – Avaliação 

Interesse do conteúdo 

1. NR 
2. “É interessante, não só para resolvermos problemas, mas também para aplicarmos 

em experiências do dia-a-dia”. 
3. “Achei que foi uma actividade interessante em certos aspectos” 
4. “Achei uma actividade muito interessante” 
5. “É interessante, na medida em que é sempre bom aprender mais” 
6. “Interessante para melhorou a capacidade de raciocínio” 
7. “Depende da matéria leccionada. Havia sessões em que estava muito interessada, 

outras que não” 
8. “Foi interessante pelos métodos de resolução que utilizámos” 
9. “O conteúdo, na minha opinião, e interessante para percebermos algumas coisas 

que acontecem e, muitas vezes, encontramos justificação” 
10. “O conteúdo destas sessões interessou-me, pois, podemos aplicar em muitos casos 

do nosso dia-a-dia e pode vir a servir para a minha profissão futura” 
11. NR 
12. “Práticas geometria hiperbólica no computador” 



 

 329

13. NR 
14. “Estas sessões tiveram interesse, para desenvolver a nossa capacidade na realização 

dos problemas” 
15. NR 
16. “O conteúdo é interessante, na minha opinião, para percebermos algumas coisas 

que acontecem e muitas vezes não encontramos justificação” 
17. “É interessante na medida em que nos ajuda a compreender certas coisas da 

matemática e não só” 
18. “O interesse do conteúdo consiste em trabalhar os problemas com diferentes 

geometrias. O trabalho no computador foi interessante” 

 

A utilidade para a tua aprendizagem 

1. NR 
2. “Foi bastante útil pois aprendi a resolver problemas pelo Modelo de Pólya, o que se 

tornou mais fácil” 
3. “É mais fácil para poder visualizar os problemas” 
4. “Com a prática de resolução de problemas conseguimos, agora, mais facilmente 

resolve-los” 
5. “Penso que não vou utilizar muito estes modelos” 
6. “Importante para a preparação para o exame nacional” 
7. “Acho que tem utilidade na minha aprendizagem porque as sessões obrigaram-nos 

a pensar e isto é muito importante para a disciplina da matemática” 
8. “É importante pois depararmos com problemas diferentes das que resolvemos 

normalmente” 
9. “É útil para ligarmos o que aprendemos nas sessões ao que damos nas aulas e ao 

nosso dia-a-dia” 
10. “Ajudou-me a melhorar a minha forma de raciocínio” 
11. “O cálculo de distâncias” 
12. “Saber que a matemática também passa pelas novas tecnologias” 
13. “Acho que vai ser e é útil para a resolução de problemas” 
14. “Foi importante” 
15. “Acho que vai ser muito útil para o futuro, apesar de agora não dar muita 

importância” 
16. “è útil para ligarmos o que aprendemos  nas sessões ao que damos nas aulas e ao 

nosso dia-a-dia” 
17. “Ajudou-me em relação à disciplina de matemática” 
18. “Estes problemas ajudam, pois, treinamos a nossa capacidade que nos ajuda no 

exame final do 12º ano”. 

 

O grau de dificuldade 

1. NR 
2. “O grau de dificuldade não foi nem demasiado baixo, nem elevado” 
3. “O grau de dificuldade foi aumentando, chegando a um nível que já me deixou 

baralhado” 
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4. “Algum, era conforme o problema” 
5. “Elevado” 
6. “Elevado” 
7. “Médio” 
8. “Elevado no início, mais baixo no final da resolução” 
9. “Achei um bocado difícil, mas ao mesmo tempo, interessante, porque se não tivesse 

um elevado grau de dificuldade, não tinha interesse” 
10. “Ao início das sessões, era mais difícil. Ao final, começou a ser mais fácil, comecei 

a resolver por mim própria” 
11. “Tirar conclusões” 
12. “Elevado” 
13. “Achei o conteúdo complicado, uns menos e outros meio” 
14. “Em alguns casos, o grau de dificuldade era elevado” 
15. “Acho que em algumas tarefas o grau de dificuldade era bastante elevado” 
16. “Achei um bocado difícil, mas ao mesmo tempo, interessante porque se as coisas 

não tivessem um elevado grau de dificuldade, não tinham interesse” 
17. “Alguns exercícios eram difíceis, outros não..” 
18. “Por vezes, achava que para resolver o problema, tinha que proceder a muitos 

cálculos, o que o tornava complicado e na resolução do exercício os cálculos eram 
simples” 

 

Outros comentários 

1. “Se eu tivesse que falar a outras pessoas sobre diferentes tipos de geometria eu, de 
facto, diria que existe mais que um tipo de geometria. Qualquer um deste tipos se 
rege por diferentes regras e o que numa geometria pode ser completamente 
impossível. Existem três tipos de geometria hiperbólica, esférica e euclidiana, 
sendo esta última a mais conhecida e utilizada no ensino básico e também 
secundário” 

2. “Foi uma experiência útil para a minha aprendizagem, pois, fiquei a conhecer 
outros tipos de geometria e aprendi a resolver problemas pelo Modelo de Pólya, o 
que torna essa tarefa mais fácil de realizar. Foi importante o recurso aos 
computadores e a todos os outros materiais que usámos para nos ajudarem a 
resolver os problemas” 

3. “Aprendemos um novo método de resolução de problemas e trabalhamos numa 
geometria hiperbólica, quando só sabemos trabalhar na Euclidiana”.  

4. “Antes de começar com as sessões, sabia apenas da existência da Geometria 
Euclidiana, a partir daí fiquei a conhecer mais uma, a Geometria Hiperbólica” 

5. “Não me lembro muito bem das sessões, mas gostei de trabalhar no computador. 
Era uma maneira diferente de perceber as outras geometrias. O Modelo de Pólya 
não me ajudou muito, mas apliquei-o em algumas situações” 

6. “Não me lembro muito bem das sessões, mas gostei de trabalhar com o 
computador, com materiais relacionados com os problemas, apesar de achar muito 
difícil a sua resolução. Quando tive dificuldades, recorri a esquemas e desenhos. Os 
problemas que mais gostei foram: o problema do Pentágono e o Losango dentro de 
um cubo. Sinto que aprendi mais sem o computador” 
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7.  “No início, não gostei muito das sessões, mas agora acho que são importantes! Já 
as vejo com os outros olhos” 

8. NR 
9. “Já não me lembro muito bem do que fizemos o ano passado, mas trabalhámos com 

diferentes geometrias, que nos fizeram ver de maneira diferente algumas coisas. A 
utilização de computadores e de objecto práticos faz com que se perceber melhor o 
que estávamos a fazer” 

10. NR 
11. “Falando sobre as outras geometrias com as quais tive experiência, embora já não 

me lembre muito bem, foi descobrir as várias formas de geometria, utilizando 
exemplos do dia-a-dia, aprendendo conteúdos específicos para cada um dos 
conceitos. É muito interessante relacionar a matéria com as novas tecnologia” 

12. NR 
13. NR 
14. NR 
15. “Se fizesse que falar disto a alguém, diria que ao início podia não despertar 

interesse (como me aconteceu a mim), mas que depois vai ser engraçado, talvez 
muito útil no futuro” 

16. NR 
17. “Foi interessante” 
18. NR 
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ANEXO 7. TABELA SINTESE DO 2º NÍVEL DE ANÁLISE DAS 

PRATICAS ARGUMENTATIVAS DAS ALUNAS X, Y. 

 

 Este anexo contém a tabela que sintetiza o segundo nível de análise das práticas 

argumentativas das alunas X e Y. Esta análise, além de ser mediada pelas relações 

secundárias (ostensivo - não ostensivo, extensivo - intensivo, pessoal – institucional, 

unitário - sistémico, expressão - conteúdo) dos objectos matemáticos, tem em 

consideração os processos envolvidos (materialização – idealização, particularização – 

generalização, personalização – institucionalização, decomposição – unificação, 

significação – representação). 
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Ostensivo – não ostensivo 

 Aluna X Aluna Y 

P1 A impossibilidade da marcação do centro da 

semi-circunferência, linha hiperbólica pedida 

na situação - problema, ou seja o ponto de 

coordenadas (4,0), proporcionou a 

exploração da definição de semi-plano de 

Poincaré.  

Não reconheceu objectos não -ostensivos 

implicados na situação (por exemplo, 

proposição 1: A geometria Euclidiana é uma 

geometria incidente; proposição 2: A 

geometria hiperbólica é uma geometria 

incidente). 

A impossibilidade da construção de 

mais do que uma linha hiperbólica a 

passar por dois pontos constitui 

justificação. Ela não menciona o não-

ostensivo implicado na situação, isto 

é, a proposição 1: A geometria 

Euclidiana é uma geometria incidente 

e a proposição 2 -  A geometria 

hiperbólica é uma geometria 

incidente. 

 

P2 A aluna X recorreu a mais do que um 

exemplo para induzir sobre a forma da 

circunferência na GMT. Ela associou ao 

objecto não – ostensivo, circunferência, um 

ostensivo (que classificou de losango da 

geometria Euclidiana). 

A exploração, por iniciativa desta aluna, do 

ostensivo de triângulo equilátero serviu de 

contexto para abordar a propriedade – 

desigualdade triangular (não-ostensivo). 

O exemplo genérico, além de exemplos 

particulares, foi utilizado como ostensivo de 

que a razão entre o perímetro e o diâmetro é 

constante e essa constante tem como 

ostensivo o símbolo π que a aluna considerou 

igual a 4. 

Na análise da situação – problema 

a aluna recorreu ao ostensivo da 

circunferência na geometria 

Euclidiana. 

Apenas se baseou num exemplo, 

exemplo genérico, para justificar a 

forma da circunferência nesta nova 

geometria.  

Esta aluna, apenas utilizou um 

exemplo genérico para a 

justificação de que a razão entre o 

perímetro e o diâmetro é constante 

e essa constante é 4 que não foi 

identificada com π. 
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P3 Os atributos ostensivos para as linhas do plano 

de Fano utilizados pela aluna foi {A, C}, {A, 

G}, {C, G}, {A, F}, {B, G}, {E, C}, {E, F}, 

onde apenas são referidos dois pontos das linhas 

tal como era feito no contexto da geometria 

Euclidiana. 

A aluna X percepcionou que não existiam linhas 

paralelas por não formarem ângulos de noventa 

graus (X. Porque não formam nenhum ângulo 

de noventa graus). 

Os atributos ostensivos para as linhas 

do plano de Fano utilizados por esta 

aluna foi, tal como a aluna X, {A, 

C}, {A, G}, {C, G}, {A, F}, {B, G}, 

{E, C}, {E, F}, onde apenas são 

referidos dois pontos das linhas tal 

como era feito no contexto da 

geometria Euclidiana. 

A aluna Y, inicialmente, não 

idealizou o ostensivo da linha 

{EBF}. 

P4 Os objectos ostensivos mobilizados na 

apresentação da solução ao problema foram a 

representação dos pontos A e B na figura, dada 

no enunciado e os sistemas das respectivas 

condições que definem as linhas hiperbólicas 

representadas pictoricamente no enunciado da 

figura. 

No entanto parece-nos que a aluna sentiu 

necessidade de determinar as coordenadas dos 

pontos, mesmo do ponto B, para reconhecer o 

não -ostensivo (linhas não paralelas e linhas 

paralelas) representado na situação. 

 

A aluna utilizou a notação “//” 

(ostensivo) para se referir à relação 

de paralelismo (não -ostensivo) entre 

linhas; recorreu à linguagem 

algébrica (na resolução de sistemas 

de duas equações a duas incógnitas) e 

utilizou o símbolo ⇒,  a ligar frases, 

como por exemplo, “l não é paralela 

a n”e “Intersectam-se no ponto 

(3,11;0,99)”, “l é paralela a m” e 

“não se intersectam”. 

 

Extensivo – intensivo  

 Aluna X Aluna Y 

P1 Do exemplo particular recorreu ao exemplo 

genérico. 

Na argumentação de natureza dedutiva, o 

objecto extensivo, (x-7) 2 +y 2 = 42∧y>0, é 

Recorreu ao exemplo particular e 

ao exemplo genérico. 

O pedido de uma justificação de 

natureza conceptual e a extensão a 
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utilizado como um exemplo específico, caso 

particular, de uma classe, (x-a) 2 +y 2 = r∧y>0 

(linha hiperbólica de centro (a,0) e raio r, 

sendo a um número real e r um número real 

positivo). 

 

outros modelos de geometria 

constituiu um factor de dificuldade e, 

note-se que, apesar da explicação 

prévia do método de redução ao 

absurdo a solução apresentada não 

estava correcta. 

 

P2 A representação pictórica da circunferência na 

geometria do Motorista de Táxi não é a familiar 

da geometria Euclidiana, a qual foi justificada 

mostrando a sua veracidade nalguns exemplos 

específicos – empirismo simples. Um objecto 

extensivo é utilizado como um caso particular 

(exemplos específicos de “circunferências” na 

geometria do Motorista de Táxi), de um caso 

mais geral (isto é, da expressão geral de uma 

“circunferência”) que é um objecto intensivo.  

Quanto às justificações de natureza dedutiva, a 

aluna adoptou uma abordagem analítica, 

baseada em manipulações algébricas.  

 

Esta aluna passa de apenas um 

exemplo concreto para o caso 

genérico. Ou seja, utiliza um objecto 

extensivo como um caso particular 

(exemplos específicos de 

“circunferências” na geometria do 

Motorista de Táxi), de um caso mais 

geral (isto é, da expressão geral de uma 

“circunferência”) que é um objecto 

intensivo.  

Quanto às justificações de natureza 

dedutiva, a aluna adoptou uma 

abordagem sintética. 

Através da figura 9.19, observa-se 

que a aluna Y regista o valor 16 para 

o perímetro e de 4 para o diâmetro de 

uma “circunferência” e, em paralelo, 

regista o valor de 8r e 2r, 

respectivamente para o perímetro e o 

diâmetro, para o caso geral letra r 

(designação da mediada do raio). 

 

P3 Apesar desta aluna já ter tido contacto com uma Apesar desta aluna já ter tido 
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geometria finita, uma geometria de quatro 

pontos, não houve indícios de que estabelecesse 

ligação com essa experiência. 

 

contacto com uma geometria finita, 

uma geometria de quatro pontos, não 

houve indícios de que estabelecesse 

ligação com essa experiência. 

 

P4 A aluna X utilizou a condição que define uma 

circunferência de centro dado, o ponto C de 

coordenadas (a,b), e raio r para suporte à 

identificação dos centros das semi-

circunferências, ou seja, das linhas hiperbólicas 

representadas nas figuras.  

 

A aluna referiu a definição de linhas 

paralelas e de seguida focou-se nos 

objectos extensivos representados no 

enunciado do problema. 

 

Pessoal – institucional  

 Aluna X Aluna Y 

P1 Na primeira parte da situação-problema tem 

lugar uma argumentação de natureza empírica 

através do recurso; a um exemplo (Naïve 

empirismo) e a um exemplo representativo de 

uma classe (Exemplo genérico). Este tipo de 

argumentação é muito frequente nas aulas de 

matemática. 

As experiências da aluna com o método de 

demonstração por redução ao absurdo eram 

quase inexistentes (a aluna apenas referiu que 

tinha “ouvido falar” no método no seu 8º ano a 

propósito da raiz quadrada de 2. Assim, pareceu 

adequado relembrar o método de demonstração 

por redução ao absurdo utilizando precisamente 

o contexto referido pela aluna. 

 

Na primeira parte da situação-

problema tem lugar uma 

argumentação de natureza empírica 

através do recurso; a um exemplo 

(Naïve empirismo) e a um exemplo 

representativo de uma classe 

(Exemplo genérico). Este tipo de 

argumentação é muito frequente nas 

aulas de matemática. 

As experiências da aluna com o 

método de demonstração por redução 

ao absurdo eram quase inexistentes 

(a aluna apenas referiu que tinha 

“ouvido falar” no método no seu 8º 

ano a propósito da raiz quadrada de 

2. Assim, pareceu adequado 
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relembrar o método de demonstração 

por redução ao absurdo utilizando 

precisamente o contexto referido pela 

aluna. 

P2 A situação - problema motivou argumentos 

quer de natureza empírica quer de natureza 

dedutiva regulados pela definição de métrica 

na geometria Euclidiana e na geometria do 

Motorista de Táxi (cognição institucional). 

Do ponto de vista da cognição pessoal, a 

actividade desenvolvida promoveu o 

questionamento por parte desta aluna da 

definição de perímetro neste caso específico. 

A aluna X não entendeu o π como um número 

irracional mas sim como uma letra que designa 

a razão entre um perímetro e um diâmetro, ou 

seja, entendida como tendo uma natureza 

funcional. 

 

A situação - problema motivou 

argumentos quer de natureza 

empírica quer de natureza dedutiva 

regulados pela definição de métrica 

na geometria Euclidiana e na 

geometria do Motorista de Táxi 

(cognição institucional). Do ponto de 

vista da cognição pessoal, esta aluna 

questionou a definição de distância 

nesta nova geometria. 

A aluna entendeu o π como número 

irracional e portanto considerou falsa 

a afirmação, que é verdadeira na 

geometria Euclidiana, de que a razão 

entre o perímetro da circunferência e 

o seu diâmetro é π 

 

P3 Considerando que ao nível da cognição 

institucional as experiências na aula de 

matemática são com exemplos de linhas 

“traçadas” no plano cartesiano e/ou no semi- 

plano de Poincaré, na situação do plano de Fano 

o facto de só existirem sete linhas induziu as 

alunas a confirmarem com a professora a 

existência de apenas essas linhas.  

 

Considerando que ao nível da 

cognição institucional as 

experiências na aula de matemática 

são com exemplos de linhas 

“traçadas” no plano cartesiano e/ou 

no semi- plano de Poincaré, na 

situação do plano de Fano o facto de 

só existirem sete linhas induziu as 

alunas a confirmarem com a 

professora a existência de apenas 
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essas linhas.  

 

P4 Se por um lado a visualização se revela ser 

um meio para dar a solução ao problema, por 

outro as experiências mais recentes destas 

alunas no âmbito do paralelismo de linhas, na 

geometria Euclidiana, foi segundo uma 

abordagem analítica e através do recurso à 

resolução de sistemas de equações. 

A aluna X apresentou uma definição de linhas 

paralelas, logo no início da solução escrita 

“…por mais que se prolonguem nunca se 

intersectam” e confrontada com o 

desajustamento desta definição, pela aluna Y, 

não apresenta argumentos.  

 

Se por um lado a visualização se 

revela ser um meio para dar a 

solução ao problema, por outro as 

experiências mais recentes destas 

alunas no âmbito do paralelismo de 

linhas, na geometria Euclidiana, foi 

segundo uma abordagem analítica e 

através do recurso à resolução de 

sistemas de equações. 

A aluna Y, utilizou o ostensivo de 

linhas paralelas, da geometria 

Euclidiana, no contexto da geometria 

hiperbólica. 

Y. Oh dá para ver… a distância 

daqui aqui e daqui aqui…(referindo-

se à distância Euclidiana entre as 

duassemi-circ., representativas das 

linhas hiperbólicas em causa). 

 

Unitário – sistémico 

 Aluna X Aluna Y 

P1 Num contexto de geometria Euclidiana, a 

noção de que por dois quaisquer pontos passa 

uma e uma só linha (noção de incidência) é 

abordada na escolaridade básica. No entanto 

a aluna não utilizou este objecto matemático 

como uma entidade unitária e sentiu 

necessidade de recorrer a exemplos concretos 

e não a um exemplo genérico. 

Num contexto de geometria 

Euclidiana, a noção de que por dois 

quaisquer pontos passa uma e uma só 

linha (noção de incidência) é 

abordada na escolaridade básica. No 

entanto esta aluna, também, não 

utilizou este objecto matemático 

como uma entidade unitária e sentiu 
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necessidade de recorrer a exemplos 

concretos e não a um exemplo 

genérico. 

P2 Durante o processo de resolução da situação-

problema, a aluna segue um percurso que vai 

desde a análise da situação até a uma síntese 

da actividade desenvolvida. Esta síntese é 

apresentada na composição sobre a solução 

elaborada. Note-se que nesta síntese o 

objecto matemático distância na geometria do 

Motorista de Táxi, entendida como um 

objecto complexo no início da actividade se 

revelou, segundo a aluna, fácil após perceber 

como “funcionava” a fórmula da distância 

na geometria táxi. 

A aluna começa por referenciar a 

fórmula da distância entre dois 

pontos no plano cartesiano 

recorrendo a um exemplo. No 

entanto, é notória na solução 

apresentada o entendimento da 

situação em causa de forma sistémica 

P3 Esta situação-problema induziu a aluna X a 

confirmar se a definição de linhas paralelas no 

plano de Fano é a mesma da geometria 

Euclidiana. 

 

Esta situação-problema induziu a 

aluna X a confirmar se a definição de 

linhas paralelas no plano de Fano é a 

mesma da geometria Euclidiana. 

 

P4 A noção de paralelismo é uma noção conhecida 

para o caso do plano cartesiano, para a 

geometria Euclidiana, e neste caso este objecto 

matemático é utilizado como uma entidade 

unitária. Enquanto que a mesma noção abordada 

noutros modelos de geometria (e.g., o semi-

plano de Poincaré) é entendida como um objecto 

mais complexo a ser aprendido. 

 

 

A noção de paralelismo é uma noção 

conhecida para o caso do plano 

cartesiano, para a geometria 

Euclidiana, e neste caso este objecto 

matemático é utilizado como uma 

entidade unitária. Enquanto que a 

mesma noção abordada noutros 

modelos de geometria (e.g., o semi-

plano de Poincaré) é entendida como 

um objecto mais complexo a ser 

aprendido. 
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Expressão – conteúdo 

 Aluna X Aluna Y 

P1 As expressões algébricas foram utilizadas 

sem dificuldades. No entanto a aluna não 

conseguiu, de forma autónoma, aplicar o 

método de demonstração por redução ao 

absurdo. Generalizou a partir de dois 

exemplos, de que quer a geometria 

Euclidiana quer a hiperbólica são geometrias 

incidentes. 

A situação-problema serve de 

motivação (induz), ao nível do 

conteúdo, o estudo de novos 

significados, mais ricos e profundos, 

de objectos da geometria Euclidiana 

(e.g., a noção de linha, a noção de 

geometria incidente, …).  

a aluna recorre a uma representação 

gráfica e/ou mista (abordagem 

sintética). A algébrica não é utilizada 

de forma espontânea. Ela não 

conseguiu, de forma autónoma, 

aplicar o método de demonstração 

por redução ao absurdo.  

 

P2 A situação – problema apesar de ser formulada 

num contexto de geometria do Motorista de 

Táxi há indicadores claros de que a aluna 

estabelece ligações com a geometria Euclidiana. 

Na composição apresentada na figura 9.17, a 

aluna associa a forma da circunferência, nesta 

nova geometria, ao losango e não ao quadrado.  

 […] Unimo-los e obtivemos uma circunferência 

com a forma de um losango da Geometria 

Euclidiana.[…] 

O problema induziu a abordagem da igualdade 

d(A,B) + d(B,C) = d(A,C), na geometria do 

Motorista de Táxi, com os pontos A, B e C não 

A aluna Y estabeleceu ligações com 

a geometria Euclidiana. Observe-se 

que na figura 9.20 ela assinala o raio 

r tal como fazia habitualmente num 

contexto de geometria Euclidiana. 

O problema induziu a abordagem dos 

conteúdos previstos na respectiva 

configuração epistémica, no entanto 

não foi discutida a situação de que, 

na geometria do Motorista de Táxi, a 

igualdade d(A,B) + d(B,C) = d(A,C) 

pode corresponder a uma situação em 

que os pontos A, B e C  não sejam 
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colineares. 

 

colineares. 

P3 Relativamente ao conceito de linhas paralelas, a 

aluna X expressou os seguintes significados: “ 

Duas linhas são paralelas se a sua intersecção 

for o vazio”;” [Duas linhas são paralelas] se por 

mais que se prolonguem nunca se intersectam”. 

Neste contexto particular do plano de Fano, esta 

mesma aluna apenas utilizou o primeiro dos 

significados anteriormente referidos e durante a 

análise da situação – problema, ao que tudo 

indica através da observação da representação 

pictórica do plano de Fano, associou linhas 

paralelas à existência de ângulos rectos. 

A abordagem de uma geometria finita, 

definida pictoricamente, é uma situação 

atípica no currículo de matemática do ensino 

secundário e que induziu o questionamento 

sobre a definição de linhas paralelas. 

A abordagem de uma geometria 

finita, definida pictoricamente, é uma 

situação atípica no currículo de 

matemática do ensino secundário e 

que induziu o questionamento sobre 

a definição de linhas paralelas. 

 

P4 A situação-problema serve de motivação 

(induz), ao nível do conteúdo, a definição de 

linhas paralelas num contexto de geometria 

hiperbólica.  

As alunas revelaram domínio de cálculo 

algébrico, nomeadamente na resolução de 

sistemas de duas equações com duas 

incógnitas. 

Ao nível do domínio da linguagem, a aluna X 

referiu a designação “rectas” quando não se 

tratava de rectas. 

A situação-problema serve de 

motivação (induz), ao nível do 

conteúdo, a definição de linhas 

paralelas num contexto de geometria 

hiperbólica.  

As alunas revelaram domínio de 

cálculo algébrico, nomeadamente 

na resolução de sistemas de duas 

equações com duas incógnitas. 
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ANEXO 8. RESOLUÇÃO DE PROBLEMAS – MODELO DE 
SCHOENFELD 

 
Este anexo contém a descrição do modelo e um dos exercícios de aplicação do modelo, 
num dos primeiros problemas propostos. 
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A codificação dos procedimentos adoptados pelos alunos quando confrontados com 

um problema, segundo Schoenfeld (1985), é a seguinte: 

 

1. Leitura: Começa quando o sujeito procede à leitura do enunciado em voz alta. 
Incluindo o tempo gasto a perceber as condições colocadas no enunciado e continua 
mesmo durante o silêncio que se segue à leitura – silêncio que pode indicar 
contemplação, uma nova leitura (em silêncio) do enunciado, ou pensamentos em 
“branco”. Continua, também, através da verbalização de partes e /ou todo o 
enunciado. 

2. Análise: Se não existe aparentemente um procedimento a adoptar depois da leitura 
do enunciado, a fase seguinte da solução do problema consiste na análise. Na 
análise é feita uma tentativa para a compreensão total do problema, seleccionando 
uma perspectiva apropriada e reformulando o problema nesses termos, e considerar 
quaisquer princípios ou mecanismos que possam ser apropriados. O problema pode 
ser simplificado e reformulado. 

3. Exploração: Nesta fase da resolução de problemas, pode utilizar-se uma variedade 
de heurísticas – o recurso a analogias, o recurso a diagrama, etc. Idealmente, a 
exploração tem uma estrutura; existe uma “métrica solta” no espaço do problema (a 
distância percebida entre os objectos conforme o enunciado do problema original) 
que serve para a selecção de itens considerados. Precisamente, por a exploração ter 
uma estrutura débil, tanto as avaliações globais como locais são momentos críticos. 
Uma busca não controlada pode levar a “desastre”, mas também poderá 
desconsiderar uma alternativa promissora.  

4. Elaboração de plano/ implementação: Nesta fase, as questões prendem-se com a 
estrutura do plano, se o plano está bem estruturado ou não, se a implementação do 
plano é feita ordenadamente, e se existe avaliação ou monitorização do processo 
por parte de quem resolve o problema, com feedback ao plano e avaliação aos 
níveis local e/ou global.  

5. Verificação: As questões aqui colocadas são; Foi feita a revisão da solução? Se sim 
como? Existe alguma avaliação da solução, bem como do processo, ou uma 
avaliação da credibilidade plausibilidade do resultado?  
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Exemplo de exercício de aplicação do modelo 
 

1,00

1,03

2,08

10,00

40,08

1,14

Avaliação do
resultado

Implementação do
plano

Exploração

Elaboração de plano

Análise

Leitura
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ANEXO 9. MATERIAIS DE APOIO 

Este anexo contém materiais de apoio disponibilizados aos alunos nas sessões de 

trabalho na turma (parte integrante do dossier individual do aluno). 
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Resolução de Problemas 

Ter um problema significa procurar com consciência alguma acção apropriada para 

atingir um objectivo claramente definido, mas não imediatamente atingível – “onde não há 

dificuldades não há problema”. 

Resolver um problema é encontrar um caminho para sair de uma dificuldade, é 

atingir um objectivo desejado que não é imediatamente acessível e, fazê-lo com os meios 

apropriados. 

 

 

 

 

 

 

 

Como 

Resolver um Problema

(Modelo de 

Pólya) 

  
1ª Etapa: Compreender o problema 

2ª Etapa: Elaborar um plano de resolução 

3ª Etapa: Realizar o plano 

4ª Etapa: Examinar a solução obtida 
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Escola Secundária Doutor Mário Sacramento 

10º Ano turma D 

16/Novembro/2004 

Lem@tic 

Matemática - Materiais de Apoio 

Os temas a seguir apresentados, são temas que já estudaste na tua escolaridade 

básica aos quais poderás recorrer para a resolução dos problemas que te são propostos.  

Bom trabalho! 

Casos de Semelhança de Triângulos 

Dois triângulos são semelhantes, se e só se tiverem, de um para o outro, dois 

pares de ângulos geometricamente iguais. 

 

Dois triângulos são semelhantes, se e só se tiverem, de um para o outro, um 

ângulo geometricamente igual e os lados que o formam proporcionais. 

 

Dois triângulos são semelhantes, se e só se tiverem, de um para o outro, os três 

lados proporcionais. 

 

Teorema: A recta suporte do segmento de recta que une os pontos médios de dois 

lados de um triângulo é paralela à recta suporte do terceiro lado. 

Mediatriz de um segmento de recta 

 

Definição: Mediatriz de um segmento de recta é o conjunto dos pontos 

equidistantes dos extremos do segmento. 
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Propriedade da mediatriz: A mediatriz de um segmento de recta é a recta 

perpendicular ao segmento no seu ponto médio. 
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ANEXO 10. PASTA DE PROBLEMAS 

Este anexo contém as situações problema propostas à turma. 
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Departamento de Didáctica e Tecnologia Educativa 

Escola Secundária Doutor Mário Sacramento  

10º Ano Ensino Secundário – Turma D  

Problema 

“Polígonos e Polígonos Inscritos – Razão entre as suas áreas ” 

(Recurso ao Geometer´s Sketchpad) 

 

 Constrói dois triângulos, em que os vértices de um deles (triângulo inscrito) são os 
pontos médios dos lados do outro triângulo. Qual a razão entre as áreas destes dois 
triângulos? Justifica. 

 

 Constrói dois quadriláteros em que os vértices de um deles (quadrilátero inscrito) 
são os pontos médios do outro. Qual a razão entre as suas áreas? Justifica. 

 

 Prevê o que acontece no caso de considerares pentágonos e, comprova a tua 
previsão procedendo de forma análoga à seguida nos pontos anteriores. Qual a 
razão entre as áreas dos pentágonos? Justifica.  
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Universidade de Aveiro 

Departamento de Didáctica e Tecnologia Educativa 

Lem@tic 

Escola Secundária Doutor Mário Sacramento  

10º Ano Ensino Secundário – Turma D  

Problema do pentágono 

Considera três pentágonos, como mostra a figura, em que o segundo se obtém 

unindo os pontos médios dos lados do pentágono inicial, o terceiro pentágono obtém-se 

unindo os pontos médios do segundo pentágono.  

 

 

 

Consulta o Sketch “pentágono”que está no ambiente de trabalho, “arrasta” um dos 

vértices do pentágono inicial e elabora uma conjectura sobre a razão entre os perímetros de 

um dos pentágonos e do seu pentágono inscrito. 

Consideras a tua conjectura verdadeira? Porquê? 
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Universidade de Aveiro 

Departamento de Didáctica e Tecnologia Educativa 

Lem@tic 

Escola Secundária Doutor Mário Sacramento  

10º Ano Ensino Secundário – Turma D  

Problema  

Consideremos o cubo com 4 cm de aresta. Sabendo que os pontos I e J são pontos 

médios das arestas [AE] e [CG], respectivamente, prova que a secção produzida no cubo 

pelo plano IDJ é um losango. 
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Universidade de Aveiro 

Departamento de Didáctica e Tecnologia Educativa 

Escola Secundária Doutor Mário Sacramento  

10º Ano do Ensino Secundário – Turma D  

Problema 

 

Dois náufragos vão ter a uma ilha com a forma de um triângulo equilátero e querem 

escolher o local para construírem uma cabana. A ilha está coberta de árvores e têm de abrir 

caminhos para irem às três praias da ilha, que são os lados do triângulo. Qual o local, da 

ilha, onde devem construir a cabana para que o comprimento total dos caminhos seja 

mínimo. 
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Tarefa  

Explorações com Software de Geometria Dinâmica  

Na Escolaridade Básica foram-te dadas oportunidades para aplicares o axioma das 

paralelas, também designado por Postulado das Paralelas de Euclides, que tem o seguinte 

enunciado: 

Dada uma linha r e um ponto P exterior a r, existe uma e uma só linha passando 

por P e paralela a r. 

 

1. Utiliza o programa Geometer´s Sketchpad e constrói uma linha r e um ponto P 
exterior a r. De seguida utilizando à opção parallel line do Construct e faz passar 
por P uma linha paralela a r. Arrasta o ponto P e observa as figuras obtidas. 
Comenta a seguinte afirmação: 

 

Para cada linha l e um ponto Q não pertencente a l, existe uma e uma só linha s 

que passa por Q e é  paralela a l  

 

2. Utiliza o Sketch, hip _ line e no disco de Beltrami-Poincaré executa os 
procedimentos anteriores. Arrasta o ponto P e observa as figuras obtidas. Comenta 
a seguinte afirmação 

Para cada linha l e um ponto Q não pertencente a l, existe mais do que uma 

linha s que passa por Q e é paralela a l 

3. Utiliza o programa Cinderella e executa os procedimentos seguidos em 1. Recorre a 
geometry esferic view e arrastando o ponto P observa as figuras obtidas. Comenta a 
seguinte afirmação. 

Para cada linha l e um ponto Q não pertencente a l, não existe nenhuma linha que 

passe por Q e seja paralela a l 

4. Como pudeste observar nas questões anteriores as representações de pontos e linhas 
são diferentes. O axioma das paralelas lido à luz dessas interpretações converteu-se 
sempre numa proposição verdadeira?  
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10º Ano turma D 

Problema 

 

Dadas as proposições: 

 

A – Por um ponto exterior a uma recta é possível fazer passar uma recta paralela à 

dada e só uma. 

 

B – A soma dos três ângulos de um triângulo é igual a um ângulo raso. 

 

 

Demonstra que as afirmações anteriores são equivalentes, ou seja, BA ⇔  
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ANEXO 11. QUESTIONÁRIO FINAL 

Este anexo contém o questionário aplicado, à turma, no final das sessões de 

introdução a modelos de geometria plana distintos do modelo Euclidiano e três exemplos 

de respostas dadas. 
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Questionário 

Escreve um relato da actividade desenvolvida nesta sessão, especificando: 

 

1- O interesse do conteúdo 

 

 

2- A utilidade para a tua aprendizagem 

 

 

3- O grau de dificuldade 

 

 

4- Outros comentários 
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