CONOCIMIENTO DIDACTICO-MATEMATICO DEL PROFESOR
UNIVERSITARIO PARA LA ENSENANZA DEL OBJETO GRUPO

OMAIDA SEPULVEDA DELGADO

DOCTORADO EN CIENCIAS DE LA EDUCACION
RED DE UNIVERSIDADES ESTATALES DE COLOMBIA - RUDECOLOMBIA
CADE - UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA

TUNJA 2016



CONOCIMIENTO DIDACTICO-MATEMATICO DEL PROFESOR
UNIVERSITARIO PARA LA ENSENANZA DEL OBJETO GRUPO

OMAIDA SEPULVEDA DELGADO

TRABAJO PARA OPTAR AL TITULO DE
DOCTOR EN EDUCACION

DIRECTOR
JORGE TOMAS URIBE

DOCTORADO EN CIENCIAS DE LA EDUCACION
RED DE UNIVERSIDADES ESTATALES DE COLOMBIA - RUDECOLOMBIA
CADE - UNIVERSIDAD PEDAGOGICA Y TECNOLOGICA DE COLOMBIA

TUNJA 2016



Nota de aceptacion

Jurado
Aurora del Rio Cabeza

Jurado
Pedro Javier Rojas Garzon

Jurado
Willian Alfonso Pacheco Serrano

Director
Jorge Tomas Uribe



Dedicado a:

Daniel Camilo, Johan Sebastidn, Zagalo;
a mis padres, hermanos, sobrinos y a todas
las personas que forman parte de mi familia.

Como el camino estd sembrado de espinas,
Dios ha dado al hombre tres dones:

la sonrisa, el suefio y la esperanza.
Immanuel Kant (1724 - 1804)



Agradecimientos

Doy gracias:

A Dios, por darme la fuerza y voluntad para llegar al logro de esta gran meta y a todas las
personas que me ayudaron a consolidar este gran proyecto.

Al doctor Eliécer Aldana, que con su ejemplo, dedicacion y conocimiento, se convirtio en un
maestro de sabios consejos.

Al doctor Vigent Font Moll, que con sus conocimientos supo en el momento oportuno, indicar-
me el camino para el desarrollo del trabajo de investigacion.

A la doctora Aurora del Rio Cabeza por su colaboracion, sugerencias y especialmente, por la
direccign en los temas de Algebra Abstracta y su diddctica. De igual forma, a los doctores del
departamento de Diddctica de la Matemadtica de la Universidad de Granada que me ofrecieron
su colaboraciéon y me permitieron compartir sus trabajos.

Al doctor Luis Rico y a la doctora Encarnacion Castro, que a través de sus cursos y textos hi-
cieron posible el llegar a comprender algunos de los temas que hacen parte de esta tesis doctoral.

Al doctor Jorge Tomds Uribe, por su dedicacion y paciencia; por su comprension y apoyo
incondicional.

Doy gracias al doctor Willian Alfonso Pacheco Serrano, por su gran colaboracion; por sus
extraordinarias ideas y por su paciencia.



AGRADECIMIENTOS I

Al doctor Pedro Javier Rojas Garzoén, por su colaboracion, dedicacion, conocimientos y aportes,
en la organizacion del trabajo final.

Al doctor Alfonso Jiménez, por sus consejos, ayuda y direccion y a todos los profesores del
Doctorado en Educacién por sus grandes conocimientos y su apoyo: Celina Trimifio, Aracely
Forero, Martha Pardo, Carlos Londofio, Nubia Agudelo, Wilson Valenzuela, Diana Elvira Soto,
Luisa Amezquita; Janeth Vargas.

A mis colegas de la Escuela de Matemdticas y Estadistica y a mis compaiieros del doctorado que
me ofrecieron su ayuda, amistad y apoyo en todo momento.

A los docentes de Algebra: Nelsy R. Gonzdlez, Misael Gonzdlez, Verénica Cifuentes, Wilmer M.
Gomez, Cesar Espinosa, Julidn Serna, Héctor Sudrez, Pedro Nel Maluendas, de igual forma, al
doctor Ismael Gutiérrez, por su colaboracién, paciencia y aportes en la revision de documentos
importantes para el desarrollo de la investigacion.

A los estudiantes de formacion matemdtica (Licenciados en Matemdticas y Matemaditicos,) les
doy las gracias por permitirme compartir sus experiencias para llegar a la consolidacion de
estos conocimientos.

A Zagalo Enrique, Daniel Camilo y Johan Sebastidn, gracias por su apoyo y carifio en todo mo-
mento.



Indice general

Indice general 11
Indice de tablas XI
Indice de figuras XXII
Resumen XXXIT
Introduccién general XXXV
1. Temay delimitacion del tema 1

L1 IntroducCion . ... ... ... e 1

1.2. Conocimiento del Profesor Universitario . .................... ... ....... 1
2. Areas problemiticas, antecedentes y problema de investigacién 4

2.1, IntroducCiOn . .. ... e 4

2.2. Problemdtica relacionada con la comprension de nociones de Teoria de Grupos . 5

2.2.1. Estudios sobre la comprensién de nociones de Teoria de Grupos . ...... 6
2.2.2. Investigaciones en pensamiento matemadtico avanzado .............. 13
2.3. Problematica relacionada con el significado de los objetos matemadticos . . . . . .. 16
2.3.1. Estudios sobre el significado de los objetos mateméticos ............. 17

2.4. Problematicarelacionada conla comprension de los objetos matematicos a par-
tir de propuestas didacticas . .. ......... ottt e 19

II



INDICE GENERAL I11

2.4.1. Investigaciones en la comprension de la nocién grupo, a partir de pro-
puestas didactiCas . . .. ..o vt e 20

2.5. Problemadtica relacionada con la determinacipon de los componentes del Cono-
cimientodel Profesor . . . ... .. . . 24

2.5.1. Investigaciones relacionadas con el Conocimiento Did4ctico-Matemaético 33

2.6. Formulacion del problema de investigacion. . ............. ... ... ...... 40
. Objetivos y justificacién 42
3.1. Objetivogeneral. . . ... ... e 42
3.2. Objetivos especificos . . . . ... 42
3.3, JUSHIficaCion . . . . .o e 44
3.3.1 IntroducCiOn . . . ..o e 44
3.3.2. Contextointernacional .......... ... ... ... . . . . . i 46
3.3.3. Contextonacional .. ............ .. 47
3.3.4. Normatividad en educacién superior ................ccvuveeo... 50
3.3.5. Normatividad de los programas de formacion matematica ............ 53

. Marco teérico 56
4.1. IntroduccCion . . ... .. e 56
4.2. Pensamiento matemdticoavanzado. . .............. i 57
4.2.1. El objeto Grupoy el pensamiento matemadtico avanzado ............. 59
4.2.1.1. La psicologia en el pensamiento matematico avanzado ........ 59

4.2.1.2. Procesos del pensamiento matemaético avanzado ............. 66

4.2.2. Pensamiento algebraico ................ ... . . . . . i, 73

4.3. Enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematica ... ... .. 80
4.3.1. NOCIONES tEOTICAS . . v v vttt ettt e e ettt 81
4.3.2.1. Sistemas de Practicas ............c.uuiiiinneeunnneann 81
4.3.2.2.Objeto matematico . ... ... ... ...ttt 82

4.3.2.3. Significados de los objetos matematicos . ................... 85

4.3.2.4. Configuraciones de objetos y procesos matematicos . . . ........ 87

4.3.2. Facetasy niveles del andlisis didactico. . .......................... 89

4.3.3. Andalisis SemMiOtiCO . . . . . oottt 95



INDICE GENERAL 1AV

4.3.4. Elconocimiento . ............ ... ittt 97

4.3.5. Lacomplejidad de los objetos matemdticos ....................... 98

4.3.6. Fenomenologia . ............. .. . 101

4.3.7.1. Lanocion de significadode Frege .. ....................... 103

4.3.7.2. El Objeto grupo y la fenomenologia didactica ................ 105

4.3.7.3. El Algebra moderna y la Fenomenologia . ................... 109

4.4. Modelos para el estudio del Conocimiento del Profesor . . .................. 111

5. Metodologia 120

5.1. Introduccion . ....... ... 120

5.2. Componentes y fases de la investigacion .. ............ ... ... ........... 121

53. PoblaciOn . . . ... ... 123

5.4. Variables . ... ... e 124

5.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccién y el procesamiento de datos . . . . .. 124

6. Estudio epistemoldgico, histérico y fenomenolégico del objeto Grupo 126

6.1. Introduccion . . ... .. e 126

6.2. Estudio de los significados del objeto Grupo .. .......................... 127

6.2.1. Génesis del dlgebra: vision Piagetiana . ........................... 127

6.2.1.1. Las ecuaciones algebraicas .............. ... ... ... .. ... 133

6.2.2. Epoca antiguayedad media (SigloV-XV). ........ ...t .. 139
6.2.2.1. Periodo cero: Métodos empiricos de solucion de ecuaciones alge-

braicas particularesde grado 1,2,3y4 ..................... 139

6.2.2.2. Periodo cero: El dlgebra en las civilizaciones antiguas . ......... 139

6.2.3. Edad Media (sigloV-sigloXV) ........... ... . . i 144

6.2.3.1. Periodo cero: Los Hindtes y la solucién de las ecuaciones alge-
braicas . ......... .. 144

6.2.3.2. Periodo cero: Los Arabes (476-1492) y la solucién de ecuaciones
algebraicas. . ....... .. 145

6.2.4. Elrenacimiento (sigloXV-XVI) . ... ... .. . . i 149



INDICE GENERAL \Y

6.2.4.1. Periodo uno: Determinacion de las relaciones entre los coeficien-
tes y las raices para la solucién de ecuaciones algebraicas de gra-

do 2,3 y4yelsimbolismo algebraico...................... 149

6.2.4.2. Periodo uno: La escuela italiana en el renacimiento y la solucién
de ecuaciones algebraicas ............ ... .. ... 151
6.2.4.3. Periodo uno: El surgimiento del dlgebra abstracta . . .. ......... 154
6.2.4.4. Periodo uno: El simbolismo algebraico ..................... 155
6.2.5. Edad moderna (finales del siglo XVII-XVIII) ....................... 163
6.2.5.1. Periodo uno: Newton (1643-1727) y los polinomios simétricos ... 163
6.2.5.2. Periodo uno: Férmulas de Girard-Newton . . .. ............... 167
6.2.5.3. Periodo uno: El teorema fundamental del dlgebra . . . . ......... 168
6.2.6. Edad contempordnea XIXalaactualidad ......................... 176

6.2.6.1. Periodo dos: Busqueda de métodos generales para la solucién de
la ecuacién algebraica de grado n. Demostracion de la imposibi-
lidad solucionar por radicales las ecuaciones algebraicas gene-
ralesdegradon>4 . ... ... . 176

6.2.6.2. Periodo tres: Determinacion de las familias de ecuaciones alge-
braicas de grado n >4 solubles por radicales y la Teoria de Galois 184

6.2.6.3. Periodo tres: Los conjuntos de permutaciones ............... 187
6.2.6.4. Periodo tres: Grupos abelianos ........................... 189
6.2.6.5. Periodo cuatro: Establecimiento de la Teoria Abstracta de Grupos

enlossiglosXIX . .. ... 194
6.2.6.6. Periodo cuatro: Los grupos de transformaciones y la clasificacion

delasgeometrias . . ....... ... . 195
6.2.6.7. Periodo cuatro: Los grupos continuos de transformaciones. . . . . . 195
6.2.6.8. Periodo cuatro: La definicion abstracta de Grupo (Cayley). . ... .. 196
6.2.6.9. Periodo cuatro: El dlgebramoderna. .. ..................... 197
6.2.6.10. Periodo cuatro: Clasificacion de los grupos finitos simples en el

SIglo XX . 198
6.2.6.11. Periodo cuatro: Los grupos a partirdel sigloXX .. ............ 200
6.2.11.1. Periodo cuatro: Grupos cristalograficosplanos .............. 201
6.2.11.2. Periodo cuatro: Grupospuntuales . .. ..................... 202

6.3. Configuraciones socio—epistémicas en problemas relacionados con el objeto



INDICE GENERAL VI

6.3.1. Problema 0.1: Solucién de las ecuaciones algebraicas de grado 1 y 2 en la
matematica egipeia . . . . . ..o it e 210

6.3.2. Problema 0.2: Solucion de ecuaciones: Distribucién de un area en cua-
drados - egipCios . . . ..o 214

6.3.3. Problema 0.3: Solucion de ecuaciones algebraicas de grado 2 y 3 por los
babilonios . ... ... ... .. 215

6.3.4. Problema 0.4: Solucioén de la ecuacion algebraica de grado 2 por los griegos218

6.3.5. Problema 0.5: Solucién de ecuaciones algebraicas de grado 1 y 2 por los
hinddes . . ... 220

6.3.6. Problema 0.6: Solucién de las ecuaciones de grado 2 por los drabes. . . . .. 222

6.3.7. Problema 0.7: Solucién de las ecuaciones de grado 2 aplicando propie-
dades de los niimeros cuadrados (Leonardo de Pisa, Leonardo Pisano o
Leonardo Bigollo, Fibonacci) ............. ... ... .. ... ... ... 224

6.3.8. Problema 0.8: Método de Fibonacci para la solucién de ecuaciones alge-
braicasdegrado 3 .......... ... 225

6.3.9. Problema 0.9: Método de resolucion para un caso especial de la ecuacion
cubica (Scipionedel Ferro) . .............. .. . .. 227

6.3.10.Problema 0.10: Método de resolucién de un caso de ecuacion ctibica (Nic-
colo Fontana-Tartaglia) . ......... ... ... .. .. 228

6.3.11.Problema 1.1: Solucién de un caso especial de la ecuacién cubica (Gero-
lamo Cardano) . ......... .. e 230

6.3.12.Problema 1.2: Solucién por radicales de las ecuaciones algebraicas gene-
ralesdegrado3y4enlaedadmedia................ ... ... ... .. 231

6.3.13.Problema 1.3: Solucién general de la ecuacion bicuadratica (Ludovico Fe-
TTATL) © oottt et et e e e 234

6.3.14.Problema 1.4: Relacién entre los coeficientes y las raices de las ecuaciones
algebraicas (CardanoyViéte) ............. ..., 235

6.3.15.Problema 1.5: Solucién general de las ecuaciones de grado 2 (Francois

6.3.16.Problema 1.6: Solucién general de la ecuacién algebraica de grado 3
(Francois VIete) . . . ...ttt e 237

6.3.17.Problema 1.7: El simbolismo algebraico y la solucién de la ecuacién de
grado 4 (Thomas Harriot) ........ ... ... ... .. 239

6.3.18.Problema 1.8: Solucién de la ecuacion algebraica de grado 4 (Euler) . . . .. 240



INDICE GENERAL VII

6.3.19.Problema 1.9: Planteamiento de problemas geométricos relacionados

con ecuaciones algebraicas de grado 4 (René Descartes) . ............. 243
6.3.20.Problema 1.10: El problema de Pappus (Descartes) . ................. 245
6.3.21.Problema 1.11: Problemas en Teoria de ntmeros: Aritmética modular

(Fermat) ... ... ... e 248
6.3.22.Problema 1.12: Problemas en Teoria de ntiimeros: Aritmética modular

(Buler) . ... e 249
6.3.23.Problema 1.13: Las resolventes de Lagrange y el conjunto Sg . ... ....... 252
6.3.24.Problema 1.14: El teoremade Lagrange . .......................... 260

6.3.25.Problema 2.1: Imposibilidad de resolver por radicales la ecuacién general
degrado5 (PaoloRuffini) .............. ... ... . ... .. ... 262

6.3.26.Problema 2.2: Generalizacion del Teorema de Rufinni (Agustin Louis
Cauchy) . . . 267

6.3.27.Problema 2.3: Imposibilidad de resolver por radicales la ecuacion alge-
braica general de grado 5 (Niels Henrik Abel) . . . ... ................. 268

6.3.28.Problema 3.1: Problemas en aritmética modular (Carl Friedrich Gauss). . . 271
6.3.29.Problema 3.2: Solucién de ecuaciones ciclotémicas (Carl Friedrich Gauss) 273
6.3.30.Problema 3.3: Teorema Fundamental del Algebra (Carl Friedrich Gauss) .. 276

6.3.31.Problema 3.4: Ecuaciones solubles por radicales: el grupo de Galois aso-
ciado a la ecuacién polinomial (Evariste Galois) .................... 277

6.3.32.Problema 4.1: Propiedades generales de los grupos continuos de trans-

formaciones (SophusLie) .......... ... . i 282
6.3.33.Problema 4.2: La clasificacién de las Geometrias (FelixKlein) .......... 283
6.3.34.Problema 4.3: La clasificacion de los grupos finitos simples . . . .. ....... 285
6.3.35.Problema 4.4: La clasificacion de los grupos cristalograficos ........... 286
6.3.36.Problema 4.5: La clasificacién de los grupos puntuales ............... 288
6.3.37.Problema 4.6: GruposenFisica ............. .. ... . . ... 289
6.3.38.Problema 5: Primera definicién abstracta de Grupo (Cayley) . .......... 292

6.4. Significado global del objeto Grupo . ... ... .. 293
6.5. Implicaciones del desarrollo histérico del objeto Grupo en la ensefianza. . . . . .. 296
7. El objeto Grupo en los programasy libros de Texto 299

7.1, INtrodUCCION . . . . v ot e e e e 299



INDICE GENERAL VIII

7.2. LaTeoria de Grupos enel curriculonacional ............................ 299
7.3. La Teoria de Grupos en los programas de formacién matemadtica............. 303
7.4. LaTeoria de Grupos enloslibrosdetexto .............................. 309
7.5. Conclusionesdel capitulo ............ .. 359
. Diseiio del instrumento para evaluar el Conocimiento Didactico-Matematico 361
8.1. IntroduccCion . . ... e 361
8.2. Objetivo del instrumento, CDM - GIUpo . . . . ... oo viiiii e 362
8.3. Construccion del instrumento CDM - GIUpO . . . .....oouiiiiineeeeeeeo... 363
8.3.1. Criterios paralaselecciondetareas...................cuiuuunnn. 364
8.3.2. Seleccion de tareas para la version piloto del cuestionario. . ........... 369
8.3.3. Revision del instrumento mediante juicio de expertos. . .............. 371
8.3.3.1 Las tareas del cuestionario: andlisis del contenido ............. 372
8.4. Prueba piloto del instrumento COM-Grupo . . . ............ouuieeeeooo... 426

8.4.1. Analisis cuantitativo de la prueba piloto en el grupo de Licenciados en
MatematiCas . . . . . oottt e e e 426

8.4.1.1 Andlisis de la fiabilidad del cuestionario - estudiantes de Licencia-
turaen Matematicas . .......... ...ttt 434
8.4.1.2 Andlisis del indice de dificultad del cuestionario .............. 435
8.4.2. Andlisis cuantitativo de la prueba piloto en el grupo de Matematicos . ... 449
8.4.2.1 Andlisis de la fiabilidad del cuestionario piloto - Matematicos . . .. 453

8.4.2.2 Indice de Dificultad del cuestionario piloto de los estudiantes de
MatemAtiCas . . .o vttt et e e 454
8.4.3. Andlisis cualitativo de lapruebapiloto ................ ... ... ... 468
8.5. Version final del instrumento CODM-GIupo . . . . ...couuiiinnnneeeenenee... 478
8.6. Conclusionesdel capitulo ......... ... ... 481
. Evaluacién del Conocimiento Didactico-Matematico 492
9.1. INtroducCiOn . . ... .. e 492
9.2. MELOAO . . ..ottt e 493
9.3. PoblaciOn . . . . ..o 493

9.4. Material y procedimientos . ... ......... .ttt 494



INDICE GENERAL IX

9.5. Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formaciéon matema-

tica parala ensenianza del objeto Grupo . . . . ........ ... ... i .. 494
9.5.1. Andlisis de la puntuacion total del cuestionario CDM-Grupo . . ........ 495
9.5.2. Andlisis del indice de dificultad a las preguntas del cuestionario . ....... 504

9.5.3. Conocimiento didactico-matematico de los estudiantes de formacién
matemadticay dificultades ... ........ ... . . . L i 533

9.5.3.1. Analisis del Conocimiento Comun del Contenido ............. 540

9.5.3.2. Sintesis del andlisis de las respuestas a los items y subitems sobre

el Conocimiento Comun del Contenido . . .. ................ 597
9.5.3.3. Andlisis del Conocimiento Ampliado del Contenido ........... 599

9.5.3.4. Sintesis del andlisis de las respuestas a los items y subitems sobre
el Conocimiento Ampliado del Contenido . ................. 662
9.5.3.5. Andlisis del Conocimiento Especializado del Contenido . ....... 665

9.5.3.6. Sintesis del andlisis de las respuestas a los items y subitems sobre
el Conocimiento Especializado del Contenido . . ............. 696
9.6. Conclusionesdelcapftulo ......... ... ... . .. 700
10.Anadlisis de resultados y conclusiones generales 705
10.1.INtroducCiOn . . . ..ot e 705
10.2.Resultados de lainvestigacion . .. ............. ... ...ttt 706
10.2.1.Primera fase de lainvestigacion. . . ... ... ... . 706
10.2.2.Segunda fase de la investigacion . ......... ... ... ... ... 707
10.2.2.1. Reconstruccion del significado global del objeto Grupo. . . ... .. 708

10.2.2.2. Caracterizacion del significado del objeto grupo pretendido por
los programasdeestudio . . . ........ ... .. ... o L 708

10.2.2.3. Significado del objeto grupo pretendido por los libros de texto .. 709
10.2.3.Tercera fase de la investigacion . .......... ... ... ... ... 711

10.2.3.1. Seleccion de las tareas para evaluar el conocimiento comun, am-
pliado y especializado del contenido de los estudiantes de for-
macion matematica . . . ....... .. e 712

10.2.3.2. Juicio de expertos ala pruebapiloto ...................... 713

10.2.3.3. Dificultades de los estudiantes de formacién matematica . . . . . . 714



INDICE GENERAL X

10.2.3.4. Primera aproximacion al estudio de la faceta epistémica del

CDM de los estudiantes de formacién matemadtica ........... 716
10.2.3.5. Caracterizacion de la faceta epistémicadel CDM............. 716

10.2.3.6. Andlisis de la dimension epistémica del CDM de los estudiantes
de formaciéon matemadtica ............. ... .. ... 725
10.3.Implicaciones del estudio .......... ... ... . 731
10.4.Principales aportes del estudio. . . ........... .. ... . i i 733
10.5.LIMItACIONES . . . ottt e e e e 735
10.6.Perspectivasafuturo ............ ... . 736
10.7.Contribuciones del estudio . ............ ... .. i 737
A. Anexos 739
A.1. Formato para el juicio de eXpertos . . ... ...ttt 739
A.2. Observaciones de los expertos ala pruebapiloto . ........................ 764
A.3. Cuestionario paralapruebapiloto......... ... ... .. . . . . . .. L. 773

A.4. Respuesta de los estudiantes de Licenciatura en Matemadticas a la prueba piloto . 776
A.5. Respuesta de los estudiantes de Matemadticas a la prueba piloto ............. 796
A.6. Cuestionario final CDM-GIupo . ... ... ... 815

A.7. Respuesta de los estudiantes de formacién matemadtica al cuestionario final
CDM-GIUPO . . . oo e et e e e e e e e e e e e e e e e e e et e e et e e 817

Referencias 822



Indice de tablas

4.1. Variables que caracterizan la actividad algebraica ........................ 79
4.2. Tridngulo semdntico (término)deFrege ........... ... ... .. .. ... ..... 104
4.3. Triangulo seméntico (concepto)deFrege ............. ... ... ... ... .... 104
4.4. GrupoV-4deKlein . ..... ... .. e 110
4.5. Conocimiento matematico para la ensefnanza - MKT (Hill et al., 2008) . . . .. .... 114
4.6. Conocimiento comun, especializado y ampliado del contenido matemaético . . .. 119
5.1. Fasesdelainvestigacion ............. ...t 123
6.1. Periodo cero: 1. Civilizacionesantiguas . . ...............ouuuieeo.. .. 143
6.2. Periodocero:2. EdadMedia. ... .......... .. 148
6.3. Significado dado al objeto Grupo en las civilizaciones antiguas y al inicio de la
edadmedia . ..... ... 150
6.4. Periodouno: EdadMedia. . ... ... ... ... ... 159
6.5. Periodouno: Edad Moderna .............. .. 163
6.6. Periodouno: Edad Moderna ............... ... ..., 170
6.7. Significados dados al objeto Grupo en las civilizaciones antiguas, en la edad me-
diayenlaedadmoderna. ............ .. e 175
6.8. Periodo dos: Edad Contempordnea . . . ... .......uuuinnnnnnneeeeeen... 180
6.9. Significados dados al objeto Grupo en la edad contempordnea .............. 184
6.10.Periodo tres: Edad contempordnea ................uuinteiiineeennn. 190
6.11.Significados dados al objeto Grupo . .. ... ... . i i 193



INDICE DE TABLAS XII

6.12.Periodo cuatro: el objeto grupoenelsigloXX ............ ... .. ... ... ... 203
6.13.Significado del objeto GIupo . ... ... .. it e 206
6.15.Configuracion epistémica CEO . . . ... ... i 229
6.18.Configuracion epistémica CELl . . . ... ... . 261
6.19.Configuracién epistémica CEL.1. . . . ... ... ... ... i 262
6.20.Configuracion epistémica CE1.2. . . .. ... ... 262
6.21.Configuracidon epistémica CE2. . . . ... ... ... . . ... . . 271
6.22.Configuracion epistémica CE3 . . . . . ... . i 281
6.23.Configuracion epistémica CE3.1 ... ... ... 282
6.24.Configuracién epistémica CE4.4 ... ... ... . .. .. ... . i 291
6.25.Configuracién epistémica CE4.3 . ........ ... .. ... ... . i 291
6.26.Configuracion epistémica CE4.2 . ... ... .. .. .. ... 291
6.27.Configuracién epistémica CE4.1 .. ........ ... . . ... . ... 292
6.28.Configuracion epistémica CE5 . . . .. .. .. i 293
7.1. Programa de Teoria de Grupos - Licenciatura en Matemadticas............... 304
7.2. Programa de Teoria de Grupos - Matematicas . ...............ovvvvu.... 308
7.3. Libros de texto de Teoriade Grupos . . . . . ..ottt it 311
7.4. Libro 1: Contemporary AbstractAlgebra .............. ... ... ........... 312
7.5. Texto Contemporary Abstract Algebra: entidades matematicas (unidades ele-
mentales), capitulo 1l ... ... ... e 314
7.6. Texto Contemporary Abstract Algebra: entidades matematicas (unidades ele-
mentales), capitulo 2 . . ... ... . e 319
7.7. Libro 2: Abstract Algebra ... ... .. 326
7.8. Texto Abstract Algebra: entidades matemadticas (unidades elementales) ... .... 327
7.9. Libro 3: Cuaderno de AlgebraNo. 1 GIUDPOS . ... ..t ei e 338
7.10.Texto 3: Cuadernos de Algebra No. 1 Grupos: entidades matemaéticas (unidades
elementales) ........ ... ... 340
7.11.Libro4: Teorfa de rupos . . . . .ot 349
7.12.Texto 4: Teoria de grupos: entidades matemaéticas (unidades elementales) ... .. 351

8.1. Criterio 1: Significados del objeto Grupo . . ............ ... ... . .o, 365



INDICE DE TABLAS XIIT

8.2. Criterio 2: Contenido curricular . . .. ... ... .. 366
8.3. Ciriterio 3: Conocimiento Didactico-Matematico . . ....................... 366
8.4. Significadosdel objeto GIupo .. ... 408
8.5. Contenidos curriculares para el estudio del objeto Grupo .................. 409
8.6. Categorias del Conocimiento Did4ctico-Matematico...................... 410
8.7. Tareas del cuestionario piloto CDM-GRUPO ... ....... ... uiiiineeennn. 411
8.8. Pruebapiloto. .. ... ... e 428
8.9. Resultados de la prueba piloto - Licenciados en Matemadticas ............... 429
8.10.Resultados en la prueba piloto de los Licenciados en Matemdticas ........... 431

8.11.Distribucion de frecuencias de la puntuacién total en el grupo de Licenciados
en MatematiCas . . . . . ... 431

8.12.Distribucion de frecuencias de la puntuacion total de los Licenciados en Mate-

MALICAS .« o ot e e e 432
8.13.Puntuacion total en la prueba piloto para los Licenciados en Matematicas . . . . . 433
8.14.Indice de dificultad de la prueba piloto para los Licenciados en Matematicas . . . 435
8.15.Resultados de la prueba piloto - Matematicos . .....................o.... 449
8.16.Resultados de MatematiCos . . . . . ..ottt e 450
8.17.Distribucion de frecuencias para la puntuacion total de los Matematicos . . . . .. 451
8.18.Distribucion de frecuencias para la puntuacion total de los Matematicos . . . . .. 452
8.19.Puntuacion total en la prueba piloto de los Matematicos . . ................. 452
8.20.Indice de dificultad de la prueba piloto para los Matematicos ............... 455
8.21.0rganizacion de tareas del cuestionario CDM-Grupo . .................... 479
8.22.Dificultades de los estudiantes de Licenciatura en Matemdticas ............. 484
8.23.Dificultades de los estudiantes de Matematicas . . . ....................... 485
8.24.Conocimientos didacticos-matematicos de los estudiantes de formacion mate-

matica: una primera aproxXimacion. . . . . ...« ..ttt 486
9.1. Puntuacion para el cuestionario COM-Grupo . ............c.c.ouiueeeunnn.. 495
9.2. Estadisticos descriptivos de la puntuacién en el grupo G1 de Licenciatura .. ... 496
9.3. Estadisticos descriptivos de la puntuacién en el grupo G2 de Licenciatura .. ... 500
9.4. Estadisticos descriptivos de la puntuacion en el grupo G3 de Mateméticos . . . . . 503

9.5. Puntuaciones y Frecuencias en el cuestionario CDM-Grupo: Licenciatura-G1 . . . 505



INDICE DE TABLAS XV

9.6. Indice de dificultad de las preguntas del cuestionario CDM-Grupo: Licenciatura-
Gl o 507

9.7. Puntuaciones y Frecuencias en el cuestionario CDM-Grupo: Licenciatura-G2 . . . 510

9.8. Indice de dificultad de las preguntas del cuestionario CDM-Grupo: Licenciatura-

9.9. Puntuaciones y Frecuencias en el cuestionario CDM-Grupo: Matematicos-G3 .. 514

9.10.Indice de dificultad de las preguntas del cuestionario CDM-Grupo:

Matematicos-G3 . . . ... e 516
9.11.Indice de dificultad del cuestionario CDM-Grupo . ....................... 518
9.12.Subitems de mayor grado de dificultad en el cuestionario CDM-GRUPO grupos

GlyG2deLicenciatura . . . ... ..ottt e 531
9.13.Subitems de mayor grado de dificultad en el cuestionario CDM-GRUPO grupos

Gl G2, G 532
9.14.Subitems de menor grado de dificultad en el cuestionario CDM-GRUPO grupos

Gl G2, G 532
9.15.Cuestionario CDM-GRUPOYy categoriasdelCDM . ....................... 535
9.16.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-SubItem 1a) . . ..o ot e 542
9.17.Tipos derespuestas al subitem 1a) . . . . .......... . ... 543
9.18.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem2d) .. ... ... . e 545
9.19.Tipos de respuestas subitem 2d) . ................0 ittt 546
9.20.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem3a) . .. ... e 548
9.21.Tipos derespuestas al subitem3a) . . . ............ ... . .. 548
9.22.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem4a) . . ... e 551
9.23.Tipos de respuestas al subitem4a) . . . .......... .. ... ... .. 552
9.24.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitemb5b) . .. ... ... e 553
9.25.Tipos de respuestas al subitem5b) . . . ........ ... ... .. L. 554

9.26.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
HCa-SUDIEM Ba . . . . oot et e e 556



INDICE DE TABLAS XV

9.27.Tipos de respuestas al subitem6a) . . . ........... .. ... 557
9.28.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-SUbItEM 6D . . . .t o 558
9.29.Tipos de respuestas al subitem6b) . . . . ... .. ... . ... .. . ... 559
9.30.Conocimiento Comtun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

TCA - SUDItEIM BC) .« o v et et e e e e e e e e e e 560
9.31.Tipos de respuestas al subitem 6¢) . . . .......... ... .. i 561
9.32.Conocimiento Comtun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem 6d . .. ... ot e 562
9.33.Tipos de respuestas al subitem 6d) . . . ............ ... ... ... . ... 563
9.34.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

TCA-SUDItEIM 7A) . . . vt ottt e e e e e e e e e e 564
9.35.Tipos de respuestas al subitem 7a) . . . ........ ... ... ... ... 565
9.36.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-SUDItEM 7D . . ..t 566
9.37.Tipos derespuestas al subitem 7b) . . . . ... ... ... ... .. .. . .. 567
9.38.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

TCA - SUDItEIML 7C . v o vt et e e e e e e e e e e e 568
9.39.Tipos derespuestas al subitem 7c) . .. ... ... i i . 569
9.40.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem 7d) . . ..o ot 570
9.41.Tipos derespuestas al subitem 7d). . . .......... ... .. .. .. 571
9.42.Conocimiento Comtun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tCA-SUDItEIM 8a) . . . o ot ot et e 572
9.43.Tipos derespuestas al subitem8a) . . . ............ ... ... ... .. 573
9.44.Conocimiento Comtun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-subitem 8D) . . .. .o 574
9.45.Tipos de respuestas al subitem8b). . . .......... ... ... ... ... ... ... 575
9.46.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-

tica-SUDItEIM 9a) . . . o vt e 576
9.47.Tipos derespuestas al subitem9a) . . . ........... ... ... 577

9.48.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-SubItem 9OD) . . . .o o 578



INDICE DE TABLAS XVI

9.49.Tipos de respuestas al subitem9b) . . . . ... ... .. .. .. L 579
9.50.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica- SUDItEIM OC . . . . 580
9.51.Tipos de respuestas al subitem9c) . . . ... ... .. . .. 581
9.52.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 9d) . . ... .. e 583
9.53.Tipos de respuestas al subitem 9d) . . . ........... ... ... .. .. 584
9.54.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 10a) . . ... ..ot 585
9.55.Tipos de respuestas al subitem 10a) . . . ........... ... ... . .. 586
9.56.Conocimiento Comtun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 10D) . . .. ... . 588
9.57.Tipos de respuestas al subitem 10b) . . . ......... ... ... .. .. ... 589
9.58.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 10C . .. ..ot e 591
9.59.Tipos de respuestas al subitem 10C) . . . ... ... i 592
9.60.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 10d) . . .. ..ttt 593
9.61.Tipos derespuestas al subitem 10d) . . . . ...... ... .. ... . . ... 594
9.62.Conocimiento Comun del Contenido de los estudiantes de formacién matema-
tica-subitem 11a) ... ... e 595
9.63.Tipos derespuestas al subitem 11a) . . ............ ... ... it 596
9.64.Conocimiento Ampliado del Contenido de los estudiantes de formacién mate-
INATICA . . . vttt et e e e e 601
9.65.Tipos de respuestas al subitem 1b). . . .......... ... ... ... ... .. ... 603
9.66.Conocimiento Ampliado del Contenido de los estudiantes de formacién mate-
INATICA .« o . vttt et e e e 608
9.67.Tipos derespuestas al subitem 1c) . . . .......... ... ... ... .. 609
9.68.Conocimiento Ampliado del Contenido de los estudiantes de formacién mate-
INATICA .« o .ttt e e e 610
9.69.Tipos derespuestas al subitem 1d) . . . .......... ... ... .. ... 611

9.70.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
IMATICA .« o ottt e e 613



INDICE DE TABLAS XVII

9.71.Tipos de respuestas subitem2a) ............... i, 614
9.72.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA . . ottt e e e e e e 615
9.73.Tipos de respuestas subitem2b) ......... ... ... .. .. ... ... 616
9.74.Conocimiento Ampliado del Contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA . . ¢ ot e 617
9.75.Tipos de respuestas SUDItEM 2C) . . ... oo v i i i ettt i e i 618

9.76.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MALICA . . o ottt e e 620

9.77.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA . . o ottt e e 621
9.78.Tipos de respuestas al subitem3b). . ............. ... ... ... .. ... ... 622
9.79.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MALICA . . o o e e 624
9.80.Tipos de respuestas al subitem3c) . . ......... ... ... . i 624
9.81.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA .« ¢ vttt e e 625
9.82.Tipos derespuestas al subitem3d). .. ........... .. .. ... ... 626

9.83.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
IMATICA .« o ottt e e e e 628

9.84.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
IMATICA .« o ottt e e 629

9.85.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
IMATICA .« o ottt et e e 630

9.86.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA . o ottt e e e e e 631
9.87.Tipos derespuestas al subitem4d) . .. ...... ... . ... i .. 632
9.88.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA . . o .ttt e e e 633
9.89.Tipos de respuestas al subitemb5a) . . . .......... ... i, 634

9.90.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MALICA . . o ottt e 635

9.91.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MALICA . . o ottt e 636



INDICE DE TABLAS XVIII

9.92.Tipos de respuestas al subitem 5¢) . . . ... .. ... i i . 637

9.93.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA . . ottt e e e e e e e 638

9.94.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA . . ottt e e e e 639

9.95.Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-



INDICE DE TABLAS XIX

9.110Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA .« o vttt e e 655

9.111Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA . o ottt e e e e e 656
9.112Tpos de respuestas al subitem 11b) . . ... .. .. ... .. ... 657
9.113Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MATICA . . o ettt e e e e 659
9.114Tipos de respuestas al subitem 11¢) . . ... . ... i, 659
9.115%Conocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-

MALICA . . o ottt e e 660
9.116lipos de respuestas al subitem 11d) . . . ........... ... ... .. 661

9.117%Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
temdtica-subiftem 1a) .. ... ... 666

9.118Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . . o e 667

9.119%Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BIMALICA . . . o 668

9.120Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BIMALICA . . . ot 669

9.121Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBIMALICA . ..o e 670

9.122Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBIMALICA . . .ot 671

9.123Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . . o 672

9.124Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBIMALICA . . . ot 673

9.125Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BIMALICA . . .ot 674

9.1268Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BIMALICA . . . o e 675

9.127%Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BIMALICA . . . ot 676

9.128Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
EBIMALICA . . . ot e 677



INDICE DE TABLAS

9.129Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBMALICA . . .ttt e

9.130Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBMALICA . . .ttt e

9.131Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . .ttt e

9.132Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
TBMALICA . . .ttt e

9.133onocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
TBMALICA . . . ittt e

9.134Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . .ottt e e

9.135Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
BMALICA . . .ttt e e

9.1368Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
TBMALICA . . . ittt e

9.137Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
BMALICA . . .ttt e

9.138Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
TBMALICA . . .ttt e

9.13%Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
TBMALICA . . . ittt e

9.140Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
BMALICA . . .ttt e e

9.141Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . .ottt e

9.142onocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . .ttt e

9.143onocimiento ampliado del contenido de los estudiantes de formacién mate-
MATICA .« o vttt e e

9.144Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . . ettt e

9.145%Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formacién ma-
BMALICA . . .ottt e e



INDICE DE TABLAS XXI

9.148Conocimiento especializado del contenido de los estudiantes de formaciéon ma-
tematica 696

10.1.Dificultades de los estudiantes de Licenciatura en Matematicas ............. 714

10.2.Dificultades de los estudiantes de Matematicas . . . .. .....co v v, 715



Indice de figuras

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.
4.7.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.

Significado Global del objeto Grupo . ......... ... ... .. ... .. . . ... 43
Promedios por semestre de la asignatura Teoria de Grupos o Algebral ........ 48
Promedios por semestre de la asignatura: Teoria de Grupos en los programas de

formacion matematica . ...... ... ... e 49
Objetos matematicos (Godino etal., 1994) . .. ... ... .. ... ... .. .. ... .. 83
Objetos y procesos matematicos (Godinoetal.,1994) ..................... 84
Tipologia de significados sistémicos (Pino-Fan,2013) ..................... 87
Configuracion epistémica (Font & Godino, 2006) . . ....................... 89
Facetas del Analisis Didactico (Godino, 2009) ... ... ..., 90
Idoneidad didactica (Godino, 2011) . . .. oottt e e e 94
Relacién entre los modelos: MKT y CDM (Pino-Fan, 2013) . ................. 117
Clasificacion de los grupos finitos simples . . .. ........ ... ... ... ... ... ... 199
Grupo cristalogréfico plano, (Rivero, 1999) ........... ... ... ... . . ... ... 201
PapiroRhind . . ... . . 212
Signos para SUMATr Y IEStAT . . . o o v ottt e et e e et e e e e e 213
Tablilladearcilla . ....... ... ... . 218
Portada del al-jabrde Al-Juarismi .............. ... ... ... . .. 223
Caso particular para cuatro rectas (Chavarria, 2014, p.69) . . ................ 246

Caso particular para cuatro rectas y los dngulos dados (Chavarria, 2014, p. 70) .. 248

Teoria Generale delle Equazioni............ ... ... . . ... 263

XXII



INDICE DE FIGURAS XXITII

6.10.Teoria Generale delle Equazioni - Tabla de contenido ..................... 263

6.11.Demostracion del teorema de Ruffini de 1813 (dimat.unipv.it/ rosso/Ruffini-Abel)264

6.12.Clasificacion de los grupos cristalogréaficos (Rivero, 1999) .................. 287
6.13.Significado epistémico global del objetoGrupo . . ........................ 295
8.1. Tareas segun el significados del objeto Grupo y su grado de relevancia . ....... 416

8.2. Tareas segun el contenido curricular para el objeto Grupo y grado de relevancia
: OB=Operacion binaria; EA=Estructuras algebraicas; GEC=Grupo, ejemplos y
contraejemplos; S=Subgrupo; OG=0rden del grupo; PG=Propiedades del grupo. 418

8.3. Tareas de la subcategoria del CDM y grado de relevancia: CCC=Conocimiento
comun del contenido; CAC= Conocimiento ampliado del contenido;

CEC=Conocimiento especializado del contenido. ........................ 419
8.4. Sugerenciadeexpertosalatareal.............. .. ... . ... 421
8.5. Sugerenciadeexpertosalatarea2............ ... ... ... 421
8.6. Sugerenciadeexpertosalatarea3...............iiiii . 421
8.7. Sugerenciadeexpertosalataread...............iiiii .. 422
8.8. Sugerenciadeexpertosalatarea5.......... .. ... ... . ... 422
8.9. Sugerenciadeexpertosalatarea6............. .. ... ... 423
8.10.Sugerencia de expertosalatarea? . ...... ... 423
8.11.Sugerenciade expertosalatarea8............c.uiiiininnnn... 423
8.12.Sugerenciade expertosalatarea9. ... ... ... 424
8.13.Sugerencia de expertosalatarealO............... ... ... . . ... 424
8.14.Sugerenciade expertosalatarea 11 . ... ... ... ... i ... 425

8.15.Resultados de la prueba piloto en el grupo de estudiantes de Licenciatura en
MatematiCas . . ... ..ottt e 432

8.16.Distribucion de las puntuaciones y puntuacion media en la prueba piloto de los
estudiantes de Licenciatura en Matematicas . . .......................... 433

8.17.Dificultad de los items en la prueba piloto - estudiantes de Licenciatura en Ma-
EEBIMALICAS . . . o vt e 437

8.18.Preguntas e indice de dificultad de la prueba piloto - estudiantes de Licenciatura
en MatematiCas . . . . ... 438

8.19.Respuestaalapreguntal -estudiante L1. ... ........................... 440
8.20.Respuesta alapregunta2 - estudiante L11. ... .......................... 441



INDICE DE FIGURAS XXIV

8.21.Respuesta ala pregunta3 - estudiante L11. ... ........... .. ... ... .. ..... 442
8.22.Respuesta ala pregunta4 - estudiante L9. . . .. ......... ... ... o L 444
8.23.Respuestaalapregunta5-estudiante L4. . . ........... ... .. .. ... ..... 445
8.24.Respuestaalapregunta6-estudiante L1. .. ... ... ...................... 446
8.25.Respuestaalapregunta7-estudiante L1. .. ... ... ...................... 448
8.26.Resultados de la prueba piloto alos Matemdticos ........................ 451
8.27.Distribucion de las puntuaciones y puntuacion media en la prueba piloto de los
MatematiCoS . . . . oottt e e 453
8.28.Dificultad de los items en la prueba piloto: Estudiantes de Matematicas . . .. ... 457
8.29.Preguntas e indice de dificultad - Estudiantes de Matematicas .............. 457
8.30.Respuestaalapreguntal -estudiante M1 ... ........................... 459
8.31.Respuesta ala pregunta 2 - estudiante M2 . . ... ... ... . oL 460
8.32.Respuesta alapregunta3 -estudiante M3 . .. ...... ... .. ... ... ... ... ... 462
8.33.Respuesta ala pregunta4 - estudiante M5 . . . .......... ... ... . ... 463
8.34.Respuesta ala pregunta 5 - estudiante M6 . ... ............ ... ... ... .... 465
8.35.Respuestaalapregunta6-estudiante M4 . . ................... ... 466
8.36.Respuestaalapregunta7-estudiante M3 . . ............ ... ... ... ... .... 468

9.1. Distribucién de las puntuaciones totales y puntuaciéon media en el grupo G1 de
Licenciatura. . . . ...t e e 497

9.2. Diagrama de caja de las puntuaciones totales y puntuacién media en el grupo
GldeLicenciatura. . .. ... ...ttt et e et e 497

9.3. Histograma de las puntuaciones totales del grupo G1 de estudiantes de Licen-
ciaturaen MatematiCas . . . ... ...ttt 498

9.4. Distribucién de las puntuaciones totales y puntuacién media en el grupo G2 de
Licenciatura. . . . .. .. i e e 499

9.5. Diagrama de caja de las puntuaciones totales y puntuacién media en el grupo
G2deLicenciados . ... ..cv vttt 501

9.6. Histograma de las puntuaciones totales del grupo G2 de estudiantes de Licen-
ciaturaen MatematiCas . . . . ...ttt 502

9.7. Distribucién de las puntuaciones totales y puntuacién media en el grupo G3 de
MatematiCOS . . . . o oottt e e e 502



INDICE DE FIGURAS XXV

9.8. Diagrama de caja de las puntuaciones totales y puntuacion media en el grupo

G3 de MatematiCoS . . . ..ttt t e e 504
9.9. Histograma de las puntuaciones totales para el grupo G3 de Matematicos .. ... 505
9.10.Dificultad de los items: Estudiantes de Licenciatura-G1 ... ................ 509
9.11.Dificultad de los items: Estudiantes de Licenciatura-G2 . ... ............... 513
9.12.Dificultad de los items: estudiantes de Matemdticas-G3................... 517
9.13.Subitems del Conocimiento Comun del Contenido .. ..................... 541
9.14.Respuesta al subitem 1a -CCC- estudiante LM15 ... ...................... 544
9.15.Respuesta al subitem 2d -CCC- estudiante LM32 . ... ..................... 547
9.16.Respuesta al subitem 3a -CCC- estudiante LM12 ... ...................... 550
9.17.Respuesta al subitem 4a -CCC-estudiante M3 . . .. ......... ... ... ...... 552
9.18.Respuesta al subitem 5b -CCC- estudiante LM14 . . . ...................... 555
9.19.Respuesta al subitem 6a -CCC- estudiante LM17 .. ....................... 557
9.20.Respuesta al subitem 6b -CCC- estudiante M1........................... 559
9.21.Respuesta al subitem 6¢ -CCC- estudiante LM31 ......................... 561
9.22.Respuesta al subitem 6d -CCC- estudiante LM17 ... ...................... 563
9.23.Respuesta al subitem 7a -CCC-estudiante M2 . . .. ......... ... ... ...... 565
9.24.Respuesta al subitem 7b -CCC- estudiante LM29 . . . .. .................... 567
9.25.Respuesta al subitem 7c -CCC- estudiante LM4 . . ... ..................... 569
9.26.Respuesta al subitem 7d -CCC- estudiante LM29 . ... ..................... 571
9.27.Respuesta al subitem 8a -CCC- estudiante LM29 ... ...................... 574
9.28.Respuesta al subitem 8b -CCC- estudiante LM5.......................... 575
9.29.Respuesta al subitem 9a -CCC- estudiante LM20 . . ....................... 578
9.30.Respuesta al subitem 9b -CCC- estudiante LM11......................... 580
9.31.Respuesta al subitem 9c -CCC- estudiante M4 . . ... ........ ... ... ....... 583
9.32.Respuesta al subitem 9d -CCC- estudiante LM4 . . . . ...................... 584
9.33.Respuesta al subitem 10a -CCC- estudiante M3 .. ........................ 587
9.34.Respuesta al subitem 10b -CCC- estudiante LM7 ... ...................... 591
9.35.Respuesta al subitem 10c -CCC- estudiante LM3 ......................... 593

9.36.Respuesta al subitem 10d -CCC- estudiante M2 . . .. ...................... 595



INDICE DE FIGURAS XXVI

9.37.Respuesta al subitem 11a -CCC- estudiante LM18 ... ..................... 596
9.38.Conocimiento Comun del Contenido - respuestas correctas ................ 598
9.39.Conocimiento Comtn del Contenido - respuestas parcialmente correctas .. ... 599
9.40.Subitems del Conocimiento Ampliado del Contenido ..................... 601
9.41.Respuesta al subitem 1b -CAC- estudiante M2 . . . . ....................... 607
9.42.Respuesta al subitem 1c - CAC - estudiante LM6 . ........................ 610
9.43.Respuesta al subitem 1d -CAC- estudiante LM15 ... ...................... 612
9.44.Respuesta al subitem 2a -CAC- estudiante LM31 ......................... 614
9.45.Respuesta al subitem 2b -CAC- estudiante LM32 . .. ...................... 616
9.46.Respuesta al subitem 2c -CAC- estudiante LM17 ........... ... ... ...... 619
9.47.Respuesta al subitem 3b -CAC- estudiante LM12 . . .. ..................... 623
9.48.Respuesta al subitem 3c -CAC- estudiante LM14 . ........................ 625
9.49.Respuesta al subitem 3d -CAC-estudiante M4 . .. ........................ 627
9.50.Respuesta al subitem 4d -CAC- estudiante LM17 .. ....................... 632
9.51.Respuesta al subitem 5a -CAC- estudiante LM29 ......................... 635
9.52.Respuesta al subitem 5c¢ -CAC- estudiante LM30 ......................... 637
9.53.Respuesta al subitem 11b -CAC- estudiante LM20 ... ..................... 658
9.54.Respuesta al subitem 11c -CAC- estudiante LM7 ......................... 660
9.55.Respuesta al subitem 11d -CAC- estudiante LM20 .. ...................... 662
9.56.Conocimiento Ampliado del Contenido - respuestas correctas .............. 663
9.57.Conocimiento Ampliado del Contenido - respuestas parcialmente correctas. . . . 664
9.58.Subitems del Conocimiento Especializado del Contenido .................. 666
9.59.Conocimiento Especializado del Contenido - respuestas correctas ........... 698

9.60.Conocimiento Especializado del Contenido - respuestas parcialmente correctas. 699

AL PILL oot e e 776
A2 PIL2 oo 777
A3 PIL3 oo 778
A DPILA Lo 779
A5, PILE o et 780

AB. PILE o ve et e 780



INDICE DE FIGURAS XXVII

AT DPILT oo 781
AB. PILB oot 781
A9, PILY o 781
ATOPILIO oottt e e e 782
ATLPILIL ottt e e e e e 782
AL2P2LL oo 783
ALBP2L2 oo 783
ATADP2L3 oo 784
AISP2LA Lo 784
ALBP2LE oot 784
ALTP2L6 oo e e e 785
ALBP2LT oot 786
ATOP2LB o et 786
A20.P2L9 ot 787
A21P2L10 .ottt 787
A22P2L1L oot e 787
A23P3LL ot 788
A24.P3L2 Lo 788
A25.P3L3 788
A26.P3LA Lo 789
A27.D3L5 oot 789
A28.P3L6 . et 789
A29.D3L7 oo 789
AB0.P3LY . ot 790
ABLP3LI0 ..ottt e e 790
AB2P3LI1 oot 790
AB3PALL ot 791
ABADAL2 Lo 791
AB5.PAL3 oot 791

ABB.PALS ot 791



INDICE DE FIGURAS XXVIIT

ABTPALE oot e 792
ABBPALE ot 792
AB9PALY 792
AAODPSLL oot 793
AALDSL2 © o 793
AA2PSLA Lo 793
AABP5LE ot 794
AAADSLE ot 794
AABPSLB o ot 794
AABPSLY 795
AATPSLI0 oottt e e 795
AABPSLLL oot et e e 795
AADPELL oot 796
ABODPTLL ot 796
ABLDTLS oot e 796
AB2PTLE o oot e e 797
AB3PBLL oot 797
ABADPBLE . oot 797
AB5PILL e 798
ABB.PIOLL ..ottt e 798
ABTPIOLE ..o oot e e e e 798
ABBPLILL oot et e e 799
ABIPIML . oot 799
ABODPIMZ . et 800
ABLDIMB . o 801
AB2PIMS . ot 801
ABBPIMSB . ..o et 802
ABAD2ML . oot e 802
ABSP2M2 . ot 803

ABBP2MB . ot 804



INDICE DE FIGURAS XXIX

ABTP2MSB . oot e 804
ABBP2MSB . . .ot 805
ABIPIML . .ot 805
ATODPIM2 . o 805
ATLP3MSB . et 806
AT2P3MA . oo 806
AT3P3MB .« o et 806
ATADPIMSG . . oo 807
ATEPAML . oot 807
ATEPAMS . oo 807
ATTPAMS .« oot e 808
ATBPAMSG . . oo e 808
ATIPSML . oo e e e 808
ABODPEM2 . et 809
ABLPEMSB . et 809
AB2PSMA . oot 810
AB3PEMS . .ot 810
ABADSMSB . . .ot 810
ABSPEM2 . et 811
ABBPEMA . . .ot 811
ABTDTML .« oot et e e 812
ABBDTMZ . oot e e 812
ABIDPTMB . et 812
AGODPTMSE . o oo e 813
AGLPTMB . oot 813
AO2PBMIL . oot 813
AO3PBMSB . . .ot e 814
AGADPBMSE . .ot 814
AO5PBMSB . . . oo 814

A96.£1al M ... 817



INDICE DE FIGURAS XXX

AT DL . 818
A8 ICLM T . e 818
A9 1AM . .o e 818
A1002alM32 . .o e 818
A L0 2D M L . e 818
A LOA2CLM 32 . . e 819
ATOF2ALM30 . .. e 819
AT043aLMI6 . . oo e 819
AJOF3DLMIO . .ot e 819
ALOB3CM3 . . e 819
ATOT3ALME . .. e 820
ATO84al M5 . .. e 820
A L0FADMA . . e 820
A LLGACLM S . . e 820
A LEAdLMIL7 e 820
A L1A5alM28 . . . e 821
A L135DLMIA .. e 821

A LTA5CLM30 . .o e 821



Resumen

Titulo: Conocimiento didactico-matematico del profesor universitario para la ensefianza
del objeto Grupo

Un problema de investigacion en Didéctica de la Matematica en el campo de Formacién de
Profesores, corresponde a la identificacion de las componentes del conocimiento del profe-
sor, necesario para una ensefianza efectiva (idénea) de t6picos especificos de la Matematica
en el ambito universitario. Se han realizado investigaciones en torno a la identificacion
del complejo de conocimientos que el profesor necesita para que su préctica sea efectiva
y asi, se facilite el aprendizaje de sus estudiantes (Shulman, 1986; Ball, 2000; Hill, Ball &
Schilling, 2008; Godino, 2009) pero, pocos estudios se han orientado a la caracterizacién del
Conocimiento Did4ctico-Matematico (CDM) ! de los estudiantes de formacién matematica
(Licenciados en Mateméticas y Matemadticos) respecto al objeto matematico Grupo para la
labor de la docencia universitaria.

En este sentido, este estudio pretende ser un aporte en el campo de formacién inicial
de profesores de matemadticas, al buscar una respuesta a la pregunta ;qué conocimiento
matemaético bésico, necesitan los estudiantes de formacién matemadtica para una ensefianza
idonea del objeto Grupo? La pregunta se relaciona con la caracterizacion del Conocimiento
Didéctico y Matematico, que debe tener el profesor universitario sobre el contenido matema-
tico como objeto institucional, cuya ensefianza se planifica, implementa y evaltia (Pino-Fan,
Godino & Font, 2013). Para dar respuesta a la pregunta; en primer lugar, se reconstruyen
los significados del objeto Grupo a través de su evolucion histérica; de estos significados
emerge precisamente el significado global 2 del objeto matematico. A partir de este estudio,
se pasa a analizar los significados del objeto de investigacion pretendidos por los libros de

Modelo del Conocimiento del Profesor, desarrollado en el Enfoque Ontosemiético del conocimiento y la
instruccién matematica (Godino, 2009).

ZSignificado Global o significado holistico de referencia que da cuenta de la complejidad del objeto de inves-
tigacién. En el EOS, se entiende el significado de un objeto matemético desde una perspectiva pragmadtica es
decir, en términos de los sistemas de précticas en los que dicho objeto interviene.

XXXI
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texto: cuatro libros de los cursos clasicos de Teoria de Grupos y los planes de estudio de los
estudiantes de formaciéon matemaética. Finalmente, como otra de las fases de la investigacion
que hace uso de las anteriores, se disefia e implementa el instrumento que permite evaluar
el conocimiento CDM de los estudiantes de formacién matemadtica, sobre el objeto de
investigacion en la componente epistémica de este CDM (Godino, 2009).

La metodologia del estudio es de tipo mixta; ya que, contempla tanto la parte cualitativa
como la cuantitativa. La caracterizacion del significado Global del objeto Grupo, se desa-
rroll6 a partir de un estudio semiodtico y documental de tipo histérico, epistemolégico y
fenomenolégico, indagando en libros de Historia de la Matemadtica, biografias de autores
e investigaciones realizadas en Did4ctica del Algebra. El andlisis de los libros de texto se
realiz6 también aplicando la técnica del andlisis semi6tico desarrollada en el Enfoque
Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccién Matematica (EOS) y finalmente, para el
diseno e implementacion del instrumento que permitié evaluar el CDM de los estudiantes
de formacién matematica sobre el objeto Grupo, se utiliz6 la metodologia para el disefio de
instrumentos orientados a explorar aspectos del CDM - Modelo CDM - desarrollado en el
marco del EOS (Godino, 2009; Pino-Fan, Godino & Font, 2013; Vazquez, 2014).

En esta direccion, se presenta el desarrollo del estudio dirigido a caracterizar el Conocimien-
to Did4ctico Matematico (CDM) de los estudiantes de formacion matematica de una Univer-
sidad Colombiana, formadora de profesores de Matematicas (UFPM), mediante el disefno e
implementacion de un instrumento para evaluar la componente epistémica del CDM de los
estudiantes para la labor de la ensefianza universitaria.

Palabras claves: Formacién inicial de Profesores universitarios, Conocimiento Didactico-
matematico del Profesor, Enfoque Ontosemiotico del conocimiento y la instruccién
Matematica (EOS), objeto matematico Grupo.
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Abstract

TITLE: DIDATIC-MATHEMATICAL UNIVERSITY TEACHERS' KNOWLEDGE FOR THE
TEACHING OF THE OBJECT GROUP

Topic: University teachers’ knowledge

One of the researches problems in mathematics’ Didactic taking into account the teachers’
training is about the identification of knowledge components from teachers, which are ne-
cessaries for obtaining an effective teaching (suitable) about specifics issues in mathematics
in the university. There are some researches about the identification of knowledge which the
teacher needs for obtaining an effective practice and in the same way, the students’ learning
will be easy for them (Shulman, 1986; Ball, 2000; Hill, Ball & Schilling, 2008; Godino, 2009)
but, Few researches have been aiming at the characterization of Didactic- Mathematical
knowledge (CDM) ! of the mathematical students (Mathematical graduates and mathema-
ticians) taking into account the mathematical object “Group” for practicing the university
teaching.

In this way, this research tries to be a contribution in the initial training field of mathematics
teachers, when they look for one answer to the question: jwhat basic mathematical knowled-
ge do the mathematical training’s students need for obtaining a suitable teaching about the
object “Group”? This question is related to the characterization of Didactic- Mathematical
knowledge, which the university teacher has to have about mathematical content like
institutional object whose teaching is planned, implemented and evaluated (Pino-Fan,
Godino & Font, 2013). For answering the question, are followed some steps: first, there are
reconstructed meanings from the object “Group” through its historical evolution; justly,
from those meanings appear a global meaning 2 of the mathematical object. Starting from
this research, the meanings of the research’s object found in the textbooks were analyzed:
four books from the classic courses about groups’ theory and syllabuses for mathematical
training’s students. Finally, there was one phase which used the other previous phases; there
was designed and implemented an instrument which allows evaluating the knowledge CDM
of mathematical training’s students about the research object in the epistemic component
from this CDM (Godino, 2009).

'Model of the knowledge of the teacher, developed in the Ontosemiotic approach of knowledge and the mat-
hematical instruction (Godino, 2009).

2Meaning or Global holistic reference which gives an account of the complexity of the subject of investigation.
In the EOS, understood the meaning of a mathematical object from a pragmatic perspective, in terms of the
systems of practices in which said object involved.
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The methodology in this research is mixed because it contemplates the qualitative part
and the quantitative part too. The characterization of the global meaning of the object
“group” was developed starting from a semiotic study and a historical, epistemological and
phenomenological documentary; it was done, inquiring into books about mathematics
history, biographies about authors and researches done in algebra’s Didactic. The analysis of
textbooks was done applying the semiotic analysis technique developed in the ontosemiotic
approach of knowledge and mathematical instruction (EOS) and finally, for the design and
implementation of the instrument which allowed to evaluate the CDM of the mathematical
training’s students about the object “Group”; there was used the methodology for the design
of instruments which are aiming at exploring CDM aspects - CDM model - developed in the
framework of the EOS (Godino, 2009; Pino-Fan, Godino & Font, 2013; Vazquez, 2014).

In this way, the development of the study is proposed; which is aimed at characterizing
the Didactic Mathematical knowledge (CDM) of the mathematical training’s students from
a Colombian University, Math a teacher educator (UFPM), by means of the design and
implementation of one instrument which allows to evaluate the epistemic component of this
CDM of the mathematical training’s students for teaching in the university.

Keywords: initial training of university teachers, Didactic Mathematical knowledge of the tea-
cher, ontosemiotic approach of knowledge and mathematical instruction (EOS), mathemati-
cal object “group”.



Introduccion general

Este estudio se realiz6 desde una corriente de investigacion didéactica en Formacién de
Educadores y a través del marco conceptual del Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y
la Instruccion Matemdtica - EOS, que permitieron dar una respuesta parcial a la pregunta
;como es que los estudiantes de formacién matemadtica, construyen los significados mate-
maticos, los transforman y los representan para la ensefianza universitaria de topicos de
Teoria de Grupos? En esta direccion, la investigacion se enfoc6 en la caracterizacién de unos
conocimientos bdsicos, que necesitan los estudiantes de formacién matematica (Licenciados
en Matemadticas, Matemadticos), parala labor de la docencia universitaria en tépicos de Teoria
de Grupos; especificamente del objeto Grupo. Para esto, se parti6 del hecho concreto que los
estudiantes de formacién matemadtica tienen un conocimiento de la materia o del contenido
sobre el objeto matematico, que hace posible la realizacion del andlisis sobre la potenciacion
o desarrollo de los conocimientos matematicos y did4cticos necesarios para la ensefianza
universitaria del objeto Grupo (ver, capitulo 7).

La presente investigacion, se inscribe en la linea del Doctorado en Educacion: Historia y
prospectiva de la Educacién superior y Formacion de Educadores en Iberoamérica. En esta
direccion, para el presente estudio se realiz6 la primera fase de investigacion centrada en el
estudio historico, epistemoldgico y fenomenolégico del objeto Grupo: objeto que se ubica
en el estudio del desarrollo del Pensamiento Matematico Avanzado de los estudiantes. En la
misma direccion, se desarrolla la segunda fase de investigacion relacionada con el estudio de
los conocimientos matematicos y diddcticos de los estudiantes de Formacion Matematica
para la labor de la ensefianza universitaria como futuros profesionales; en este caso, se
puede establecer que el andlisis de dichos conocimientos se puede ubicar en el campo de
la Formacion de Educadores, en una Universidad Colombiana formadora de educadores
(Jiménez, Leguizamén & Diaz, 2011; Uribe, 2010; Uribe & Soto, 2007). Asi, el estudio de los
conocimientos de los futuros profesores universitarios -estudiantes en formacién- se viene
desarrollando no solo a nivel local y nacional, sino que este estudio de los conocimientos
matematicos y didacticos relacionados con el objeto Grupo, viene realizando a nivel interna-
cional, de aqui la importancia del estudio.
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En este sentido, la investigacién se dirige a la caracterizacién de la dimensién epistémica
del Conocimiento Did4ctico-Matemaético de los estudiantes de formacion matemaética sobre
el objeto Grupo; esta dimensién corresponde a uno de los componentes fundamentales
del conocimiento CDM que se define en el Enfoque Ontosemi6tico del Conocimiento y
la Instruccion Matematica (EOS) 3 y la faceta epistémica del CDM y se relaciona con el
conocimiento que tiene o debe tener el profesor sobre el contenido matemdtico como
objeto institucional (ver, capitulo 4) cuya ensefianza se planifica, implementa o evalta. En el
modelo del CDM (Godino, 2009) esta faceta se encuentra dividida en tres categorias globales
del conocimiento sobre el contenido matemaético: conocimiento comun del contenido y co-
nocimiento ampliado del contenido: éstos conocimientos se consideran en la investigacion
como base para el estudio de la potenciacién o desarrollo de un conocimiento especializado,
necesario para la labor de la ensefianza (Pino-Fan et al., 2013).

En esta direccion, el estudio se ha dividido en cuatro partes a través de las cuales se fue avan-
zando para lograr el objetivo propuesto en la investigacion. La Parte 1, incluye el resumen,
Introduccién General, Tema y delimitacién del tema; Areas problematicas, Antecedentes
y problema de investigacion, Objetivos y justificacion, Marco Tedrico y la Metodologia. La
Parte 2, corresponde al Estudio epistemolégico, histérico y fenomenolégico del objeto Grupo
y el estudio del Objeto Grupo en los programas y libros de Texto. La Parte 3, se relaciona
con el Disefio del instrumento para evaluar el Conocimiento Did4ctico-Matemadtico y la
Evaluacion del Conocimiento Did4ctico-Matematico y finalmente la Parte 4, corresponde al
Andlisis de resultados y conclusiones generales, Referencias y Anexos. Estas cuatro partes
se desglosan en los siguientes capitulos: el capitulo 1, donde se analiza la evolucién de la
investigacion en el tema del Conocimiento Profesional del docente: investigacion did4ctica,
en la linea de Formacién de Profesores de Matemadtica. Estas investigaciones pretendian
analizar la naturaleza, caracteristicas y el grado del conocimiento matemadtico que tienen y
deben tener los profesores para desarrollar la labor docente (Cardenoso, Flores & Azcarate,
2001; Godino, 2012, en Rojas, Flores & Carrillo, 2013); de igual forma se presentan las diversas
perspectivas tedricas desde las cuales se puede abordar el estudio del conocimiento del
profesor para la ensefianza de topicos de Teoria de Grupos hasta llegar a la perspectiva que se
describe con mds detalle en el marco tedrico que corresponde al modelo del Conocimiento
Did4ctico - Matemaético del profesor: modelo desarrollado por Godino (2009) en el Enfoque
Ontosemi6tico del Conocimiento y la Instruccion Matematica-EOS.

En el capitulo 2, se presentan las dreas problemadticas que hacen referencia en primer lugar,
a la comprension del objeto Grupo y que se centran en el estudiante de Licenciatura en ma-
tematicas en formacion inicial; en segundo lugar, se analiza el proceso de abstraccion como

3Marco teérico desarrollado por (Godino, Contreras & Font, 2006; D’Amore, Font & Godino, 2007; Godino,
Batanero & Font, 2007; Font & Contreras, 2008; Ramos & Font, 2008; Font, Planas & Godino, 2010, Pino-Fan,
2013)
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parte de los procesos del Pensamiento Matemadtico Avanzado-PMA, necesarios para lograr
esa comprension del objeto de investigacion; seguidamente, se presenta la problemaética de
la adquisicion de significado de los objetos matematicos: se describe la Fenomenologia o el
analisis fenomenolégico, que pretende que el estudiante encuentre o le asigne un significado
a los objetos matemadticos para llegar a una comprensién de los mismos. Finalmente, luego
de establecer las problemdticas que muestran la complejidad del objeto Grupo para el
estudiante de formacion matemadtica se pasa a analizar al estudiante para su desempefio
profesional, con unos conocimientos que va a utilizar en la ensefianza del topico matematico
y se describe entonces la problematica relacionada con la determinacién de los componen-
tes del conocimiento que el profesor necesitaria para su desempefno idéneo como docente
universitario.

En el capitulo 3, se definen los objetivos especificos dando respuesta a preguntas concretas
de investigacion, resultado del andlisis a las problematicas y antecedentes presentados. Estos
objetivos permiten describir el camino seguido en el logro del objetivo general y ademas,
permiten dar respuesta a la pregunta de investigacion formulada. Seguidamente, se justifica
el porqué del interés en relacionar el objeto Grupo y el CDM del profesor universitario:
se tiene presente en este capitulo que la investigaciéon sobre el CDM de los profesores
en formacion es una linea de investigacion en diddctica de la matemadtica, que se ha ido
incrementando como lo muestra el gran nimero de investigaciones en esta direccion y por
otro lado, se presentan investigaciones que estudian el objeto Grupo en ciertos aspectos de la
comprension. Se presenta después, la normatividad de los programas de Educacién Superior,
referente a los programas de formacion matemdtica donde se establecen las caracteristicas
especificas de calidad de los programas de formacion profesional en educacion y de igual
forma para el programa de matematicas; se justifica entonces bajo la normatividad cémo las
universidades colombianas dentro de su autonomia universitaria establecen los perfiles para
sus docentes dentro de los cuales se encuentran precisamente los profesionales egresados de
los programas de formacién matemaética.

El capitulo 4, corresponde al marco tedrico de la investigacién orientado a explorar el
conocimiento del estudiante de formacién matemadtica sobre el contenido respecto del
objeto Grupo: este capitulo se divide en tres secciones: una primera parte que hace referencia
a los procesos del Pensamiento Matematico Avanzado de los estudiantes. Una segunda
parte, donde se presentan las nociones desarrolladas en la perspectiva teérica EOS, las
cuales sirvieron de guia para el desarrollo de la investigacion centrada en la exploracién
de la dimension epistémica del conocimiento Didactico-Matemaético del estudiante de
formacion matemadtica sobre el objeto Grupo y finalmente, se presentan los modelos que
estudian el Conocimiento del profesor y que integran el modelo del CDM: modelo que se
define en el enfoque ontosemiodtico del conocimiento y la instruccién matemadtica y que
permite analizar la faceta epistémica de este CDM, a través de practicas matematicas desa-
rrolladas por los estudiantes cuando solucionan problemas relacionados con el objeto Grupo.



INTRODUCCION GENERAL XXXVIII

En el capitulo 5, se describe en primer lugar, la metodologia de la investigacién, la cual
presenta un enfoque mixto a nivel exploratorio y con un cardcter descriptivo; se presentan las
etapas implementadas para el desarrollo del estudio: la primera fase, corresponde al estudio
epistemoldégico, histérico y fenomenolégico del objeto Grupo; la segunda fase, corresponde
al andlisis semi6tico de textos de Teoria de Grupos y en la tercera fase de la investigacion,
se presenta el disefio e implentacién del instrumento para evaluar la faceta epistémica del
CDM de los estudiantes de formacion matemadtica sobre el objeto Grupo. Finalmente, se
describe la poblacion para el estudio, el cual se desarrolla en una Universidad Colombiana
formadora de profesores de Matematica, con los estudiantes de Licenciatura en Matematicas
y Matematicas (estudiantes de formaci6én matematica).

En el capitulo 6, se presenta el estudio epistemolégico, histérico y fenomenolégico del
objeto Grupo; este capitulo inicia con la argumentacion sobre “el porqué del estudio de los
significados del objeto matematico grupo”; contintia con el estudio epistemolégico, historico
y fenomenolégico, donde se presenta la evolucién histérica del objeto de investigacion a
través de diferentes etapas hasta llegar al surgimiento del significado global en este caso
del significado abstracto del objeto matemadtico. A partir de la descripcién del proceso
evolutivo del objeto Grupo, se realiza un anélisis de las problematicas que fueron dando
forma al significado abstracto del objeto Grupo: esto se realiz6 mediante la determinacién
de diferentes configuraciones socio—epistémicas y a partir de estas configuraciones, se pasa
a describir la emergencia del significado global del objeto de investigacion.

En el capitulo 7, se analizan los programas de Teoria de Grupos; especificamente, las
unidades relacionadas con el objeto Grupo para determinar los significados pretendidos
por cada programa y de igual forma, se realiza el andlisis de cuatro textos de Teoria de
Grupos, en las unidades relacionadas con el objeto Grupo, para determinar el significado
(institucional) pretendido por cada uno de estos textos para el objeto de investigacion.
Asi, este capitulo, tiene como objetivo presentar el tratamiento otorgado al objeto Grupo en
el curriculo de los programas de formacién matemadticay en los libros de textos universitarios.

El capitulo 8, hace referencia al disefio e implementacién del instrumento para evaluar el
conocimiento did4ctico-matemadtico de los estudiantes de formacién matemética; en este
capitulo se presenta el objetivo del instrumento, los criterios para la seleccion de tareas y el
anadlisis de las mismas. De igual forma se realiza un anaélisis de los resultados de la aplicacion
piloto de la prueba, el juicio de expertos y las tareas que constituyen el cuestionario final
CDM-Grupo.

En el capitulo 9, se analizan los resultados de la aplicacién del cuestionario final CDM-Grupo.
Asi, a partir de las respuestas dadas por los 36 estudiantes de formacién matemaética: 16 estu-
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diantes de Licenciatura en el grupo G1; 16 en el grupo G2 y 4 estudiantes de Matematicas, a
las situaciones problematicas planteadas en el cuestionario: se presenta el andlisis de los co-
nocimientos did4cticos-matemadticos puestos en juego por los estudiante, para la resolucién
de las situaciones problemadticas del cuestionario. Para el andlisis, se divide este capitulo en
tres secciones: la primera corresponde a la presentacion del capitulo; en la segunda se des-
criben algunos aspectos relacionados con la metodologia y los sujetos participantes; los ma-
teriales y procedimientos empleados para la aplicacién del cuestionario y finalmente, en la
tercera seccion se realiza un andlisis de tipo cuantitativo-cualitativo (mixto) de los resultados
de la aplicacion del cuestionario junto con el andlisis a la puntuacién total del cuestionario
y el andlisis al indice de dificultad de los items. Se finaliza con un andlisis detallado, desde
una perspectiva mixta (cualitativo-cuantitativo) de algunos de los aspectos del conocimiento
did4ctico-matemaético que se pretenden evaluar con los items y subitems que componen el
cuestionario.

Finalmente, se presentan las conclusiones respecto a los objetivos propuestos y a las tareas
desarrolladas para la culminaciéon del trabajo de Tesis doctoral que tiene el objetivo de
evaluar el Conocimiento Didactico-Matematico del estudiante de formacién matematica,
sobre el objeto grupo para la labor de la docencia universitaria.

En esta direccion, con la investigacion se pretende el aporte de nuevos conocimientos, ya
que en ella se caracterizan algunos de los conocimientos que tienen o deberian tener los
estudiantes de formacion matemaética en su formacion inicial y para la labor de la ensefianza
universitaria del objeto matemadtico, para una ensefianza idénea de objetos algebraicos.
Esta caracterizacion es importante ya que se definen los conocimientos bdsicos que debe
implementar el profesor y se contrastan con los conocimientos que efectivamente tienen los
estudiantes de formacién matemadtica sobre el objeto de investigacién. La caracterizaciéon
de este conocimiento CDM, se logra a partir del estudio de los significados del objeto
matemadtico. Ademads, en esta misma direccion la investigacion también proporciona pautas
para el disefio de metodologias did4cticas que permitan en primer término potenciar y luego,
desarrollar un conocimiento especializado necesario para la labor de la ensefianza sobre el
objeto matemaético Grupo.



CAPITULO 1

Tema y delimitacion del tema

1.1. Introduccion

En este capitulo se analiza la evolucion de la investigacion en el tema del Conocimiento
Profesional del docente; investigacion didéctica, en la linea de Formacion de Profesores
de Matematicas. Estas investigaciones pretenden analizar la naturaleza, caracteristicas y el
grado del conocimiento matemadtico que tienen y deben tener los profesores para desarrollar
lalabor docente (Cardefoso, Flores & Azcarate, 2001; Godino, 2012 en Rojas, Flores & Carrillo,
2013); de igual forma, se presentan en este capitulo las diversas perspectivas teoricas desde
las cuales se puede abordar el estudio del conocimiento del profesor para la ensenanza
de topicos de Teoria de Grupos hasta llegar a la perspectiva que se describe con mads
detalle en el marco tedrico (ver, capitulo 4) que corresponde al modelo del Conocimiento
Did4actico-Matematico del profesor: modelo desarrollado por Godino (2009) en el enfoque
ontosemidtico del conocimiento y la instruccion matematica: EOS.

1.2. Conocimiento del Profesor Universitario

Las investigaciones sobre los Conocimientos del Profesor, tienen sus origenes en
el paradigma del Pensamiento del Profesor, abordada en sus inicios desde una perspec-
tiva cognitiva (Garcia, 1992) y comprendia aspectos como el estudio de los procesos de
razonamiento, juicio y toma de decisiones que contribuian al desarrollo de la conducta
del docente. Esta linea de investigacion tiene el objetivo de explorar la naturaleza, forma,
organizacion y contenido del conocimiento de los profesores (Grossman, Wilson & Shulman,
1989); en ella se utilizaron diferentes conceptos para referirse al conocimiento del profesor:
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Conocimiento del Oficio (Brown & MclIntyre, 1986 citado en Garcia, 1992); Conocimiento
Practico Personal(Clandinin, 1985), Paradigmas funcionales de los profesores (Crocket,
1983 citado en Garcia, 1992), Conocimiento Practico (Elbaz, 1983), Teorias Implicitas de
los Profesores (Hunt, 1985 citado en Garcia, 1992),Conocimiento Profesional y reflexién
en la accién (Schon, 1983); Conocimiento Didactico del Contenido(Shulman, 1986; 1987);
Conocimiento matemadtico para la ensefianza (Ball, Hill & Bass, 2005) y Conocimiento
Didactico-Matematico (Godino, 2009; Pino-Fan, 2013).

Elbanz (1983) en sus estudios, incluye cinco categorias del Conocimiento practico
del profesor: conocimiento de si mismo, del contexto, del contenido, del curriculo y de la
ensefanza; Leinhard & Smith (1985, citado en Garcia, 1992) categorizan el conocimiento
del profesor en: Conocimiento del contenido y Conocimiento de la estructura de la leccién;
en esta direccion, en el articulo The Knowledge Growth in Teaching, de Shulman (1986)
se definen tres categorias del conocimiento del profesor: Conocimiento del contenido,
Conocimiento pedagégico y Conocimiento del curriculo.

Posteriormente, Shulman (1987) en su articulo: knowledge and theaching: fundations
of new reform, define siete categorias de la Base de Conocimientos del Profesor: conoci-
miento del contenido, conocimiento didactico general, teniendo en cuenta especialmente
aquellos principios y estrategias generales de manejo y organizacion de la clase que trascien-
den el d&mbito de la asignatura; conocimiento del curriculo, con un especial dominio de los
materiales y los programas que sirven como “herramientas para el oficio” del docente; cono-
cimiento didactico del contenido: la amalgama entre materia y pedagogia que constituyen
una esfera exclusiva de los maestros, su propia forma especial de comprensién profesional;
conocimiento de los alumnos y de sus caracteristicas; conocimiento de los contextos educati-
vos, que abarcan desde el funcionamiento del grupo o de la clase, la gestién y financiacion de
los distritos escolares, hasta el cardcter de las comunidades y culturas y conocimiento de los
objetivos, las finalidades y los valores educativos y de sus fundamentos filoséficos e historicos.

De otra parte, Carter (1990, citado en Garcia, 1992) categoriza la linea de investigacion
sobre los conocimientos del profesor en tres grupos: Estudios sobre el procesamiento de
la informacién y comparaciéon expertos-principiantes; Estudios sobre el Conocimiento
Préctico; Investigaciones sobre el conocimiento did4ctico del contenido; en este grupo se
encuentran los estudios en los cuales se analiza especificamente el conocimiento que los
profesores poseen respecto al contenido que ensefian, asi como la forma en que los profe-
sores trasladan ese conocimiento en un tipo de ensefianza que produce comprensién en los
alumnos. Carter (1990) sefala en el tercer grupo un cambio en el tipo de investigacién sobre
los conocimientos del profesor catalogada como del Pensamiento del profesor, hacia una in-
vestigacion mas comprometida con los contenidos que ensefian los profesores (Garcia, 1992).
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Asi mismo, Elmore (1992) plantea que es probable que la ensefianza eficaz varie con-
siderablemente de disciplina a disciplina; a diferencia de la investigacién sobre la ensefianza
eficaz que intenta identificar destrezas genéricas de los docentes: se argumenta que la actual
investigacion se centraba en las relaciones entre la ensefianza y el aprendizaje de disciplinas
especificas y que la actual investigacion sobre la ensefianza, se centra principalmente en los
requisitos especificos para comprender una disciplina. Las investigaciones actuales, tratan
de comprender la complejidad de la ensefianza de las diferentes disciplinas académicas que
configuran los curriculos (Garcia, 1992).

En relacién al tema, Ball, D.L., Hill, H.C. & Bass, H.(2005) proponen un modelo del
Conocimiento del profesor, conocido como Conocimiento Matemadtico para la Ensefianza:
Mathematical Knowledge for Teaching-MKT; nombre que surge de los estudios referentes
a la préctica docente en el ambito matemadtico y a la identificacion de las tareas habituales
que realizan los profesores. Ball y colaboradores estudian la naturaleza del conocimiento
matematico necesario para ensefiar y como este ayuda en el trabajo de la ensefianza, estable-
ciendo una base practica basada en el Conocimiento Matematico para la Ensefianza: MKT,
que definen como una clase de conocimiento profesional de las matemaéticas. El MKT hace
referencia al conocimiento matemaético que los profesores utilizan en el aula para producir
aprendizaje y crecimiento en los alumnos (Hill, Ball & Schilling, 2008).

Este conocimiento MKT es especifico de los profesores e implica analizar los errores
de los alumnos, examinar las estrategias utilizadas para la resoluciéon de una tarea ma-
tematica, explicar a los alumnos cuando no comprenden, saber responder a cuestiones
matematicas, evaluar las cualidades de los materiales de ensefianza, disponer de representa-
ciones, de recursos para explicar un concepto y explicitar argumentos s6lidos para evidenciar
que un procedimiento funciona. De esta forma, las tareas del profesor exigirdn no solo el
conocimiento de la materia que ensefa, sino también un conocimiento que es especifico
para desarrollar su labor docente (Rojas, Flores & Carrillo, 2013). El equipo de trabajo de
Ball, caracteriz6 el MKT, basdndose en los componentes del conocimiento profesional
propuesto por Shulman (1987), distinguiendo dos categorias: Conocimiento del Contenido y
Conocimiento Didéactico (Pedagogico) del Contenido.

Bajo estas ideas, en esta tesis doctoral se profundiza sobre los conocimientos que ne-
cesitan los profesores universitarios de forma que la ensefianza se dirija a la comprension del
objeto Grupo por parte de los estudiantes de formacién matematica (Licenciados en Mate-
madticas y Matematicos). Asi, en el marco teérico (ver, capitulo 4) se profundiza, en el mode-
lo que orienta la investigacion: modelo tedrico desarrollado en el EOS (Godino, Batanero &
Font, 2007), denominado el Modelo del Conocimiento Didactico-Matematico: CDM (Godino,
2009). Este modelo considera seis categorias o componentes del Conocimiento del Profesor
(del contenido did4ctico y matematico): Epistémica, Cognitiva, Afectiva, Mediacional, Inter-
accional y Ecolégica.



CAPITULO 2

Areas problemadticas, antecedentes y problema de
investigacion

2.1. Introduccion

En este apartado se presentan las dreas problemadticas que hacen referencia en primer
lugar, a la comprension del objeto Grupo y se centran principalmente en el estudiante de
Licenciatura en matemadticas (formacién inicial); en segundo lugar, se analiza el proceso
de abstraccion como parte de los procesos del Pensamiento Matemaético Avanzado, nece-
sarios para lograr esa comprension del objeto de investigacién; seguidamente, se presenta
el problema de la adquisicion de significado de los objetos matematicos: se describe la
Fenomenologia y el andlisis Fenomenologico que pretenden que el estudiante encuentre
o le asigne un significado a los objetos matematicos para llegar a una comprension de los
mismos. Finalmente, luego de establecer las problematicas que muestran la complejidad del
objeto Grupo para el estudiante de formacién matematica, se pasa a analizar al estudiante
en su futuro desempeno profesional, con unos conocimientos que van a ser utilizados para
la ensefnanza de este topico matematico, esta direccion, se describe la problematica de la
determinacion de los componentes del conocimiento que el profesor necesitara para su
desempeno como docente universitario.
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2.2. Problematica relacionada con la comprension de nociones
de Teoria de Grupos

En algunas universidades la Teoria de Grupos es el primer curso donde los estudiantes
deben ir mas alld de aprender patrones de comportamiento imitativos repitiendo la solucién
de un gran namero de variaciones, en un pequefio nimero de problemas. En estos cursos,
los estudiantes se enfrentan con conceptos abstractos, trabajan principios matematicos
importantes y aprenden a escribir y a comprender pruebas. Aunque no existen estudios
formales, muchos estudiantes afirman que después de tomar este curso, ellos tienden a
desactivar las matematicas abstractas y como un porcentaje significativo de estudiantes de
Algebra Abstracta: Teoria de Grupos, corresponden a profesores en formacién es importan-
te desarrollar estrategias didacticas que permitan mejorar la actitud de los profesores de
matemadticas en formacion hacia la abstraccién (Dubinsky, Leron, Deuterman & Zazkis, 1994).

En la Universidad Colombiana, de igual forma aparece el interrogante para los For-
madores de Profesores de Matemadticas sobre ;como conseguir que el estudiante comprenda
adecuadamente los conceptos de Teoria de Grupos? esto es, que los pueda aplicar en los
diferentes contextos donde ellos aparecen. Esta pregunta se relaciona con el cuestionamiento
de Freudenthal (1983) sobre ;qué estrategias se necesitan para que los estudiantes logren la
constitucion de los objetos matematicos? ;Se pueden establecer criterios que determinen
si un objeto matematico ha sido constituido o no por el alumno-estudiante de formacion
matemadtica? En torno a esta problemadtica de la comprension y el tratamiento de los objetos
algebraicos especificamente del objeto Grupo, existen estudios realizados por Dubinsky y
colaboradores, junto con los estudios de Hazzan y los de Freudenthal.

El objeto Grupo del Algebra Abstracta ha sido investigado desde diferentes aproxima-
ciones tedricas: Cuestiones de indole cognitiva: concepciones de los estudiantes, esquemas
cognitivos, tipos de errores, dificultades (Kieran, 1992; Dubinsky & Leron, 1993; Nicholson,
1993; Dubinsky, Dauterman, J., Leron, U. & Zazkis, R., 1994; Leron, Hazzan & Zazkis, 1994;
Dubinsky & Leron, 1993; Hazzan & Leron, 1996; Asiala, Dubinsky, Mathews, Morics & Oktac,
1997; Dubinsky, 1997; Brown, DeVries, Dubinsky & Thomas, 1997; Hazzan, 1999); e Investi-
gaciones relacionadas con la ensefanza y el aprendizaje de nociones de Teoria de Grupos
(Hoch, 2003; Hoch & Dreyfus, 2006; Novotn4, Stehlikova & Hoch, 2006; Simpson & Stehlikov4,
2006; Novotna & Hoch, 2008). Las dos clasificaciones no son excluyentes ya que en algunos
de los tiltimos estudios se abordan las dificultades de los estudiantes con temas de Algebra
Abstracta.
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2.2.1. Estudios sobre la comprension de nociones de Teoria de Grupos

En esta seccion se presentan algunas investigaciones relevantes en otro de los marcos
tedricos de investigacion en Did4ctica de la Matematica: La teoria APOE (Badillo, Azcarate
& Font, 2011; Dubinsky et al., 1994) o APOS en inglés (accion, proceso, objeto, esquema).
Esta teoria permite el andlisis de la comprension que tienen los estudiantes de los diferentes
conceptos matematicos, la descripcion de las construcciones mentales o formas de conocer,
los mecanismos de construcciéon y la triada del desarrollo del esquema utilizado en la
comprension de los conceptos matemadticos.

Un primer estudio considerado para la investigacién sobre el objeto Grupo, es el
realizado por Dubinsky et al. (1994), en él se explora la naturaleza del conocimiento de
los estudiantes sobre nociones de Teoria de Grupos, especificamente se da respuesta a la
pregunta ;como un individuo puede desarrollar una comprension de ciertos temas de Teoria
de Grupos? Los autores presentan observaciones generales sobre el aprendizaje de algunos
topicos especificos, la naturaleza compleja de la comprension y el papel de los errores en el
marco accién-proceso-objeto-esquema (APOE). Los objetivos del estudio se enfocaron en
contribuir con los conocimientos bdsicos sobre el Pensamiento Humano y de servir a los
propositos de un drea especifica de la matemaética; para esto, analizaron las dificultades de
los estudiantes con la comprensién de conceptos del Algebra Abstracta haciendo énfasis en la
interpretacion de ciertos problemas propuestos a profesores de matematicas de secundaria
cuando tratan de dar sentido a una serie de temas de teoria de Grupos (Dubinsky et al., 1994).

Entre las preguntas que orientan la investigaciéon de Dubinsky et al. (1994) se en-
cuentran ;como puede un individuo aprender ciertos temas de Teoria elemental de Grupos?
3Qué relacion tiene esto con la comprension de la matemadtica y la abstraccién en general? El
estudio de como un individuo aprende topicos especificos de matematicas, tenia el objetivo
de determinar si era posible trazar una secuencia de este desarrollo o una descomposicién
genética para los topicos matemadticos. La tltima intencién del estudio correspondia a des-
cribir la secuencia de ideas matematicas, esto es, a especificar las construcciones mentales
particulares que los individuos usan para dar sentido a un concepto matematico especifico.
Las observaciones apuntaban a establecer estrategias efectivas instruccionales para estos
temas especificos.

El estudio de Dubinsky partié del hecho que la mayor dificultad en la comprension de
toépicos de Teoria de Grupos aparece al inicio del programa, con los conceptos relacionados
con el Teorema de Lagrange, los Grupos cocientes, las clases laterales, la multiplicacion
de clases laterales y la normalidad; asi, este estudio se centra en estos topicos. Se afirma
que desde los dias de la nueva matematica (matematica moderna) desarrollos curriculares
habian sentido que incluso los estudiantes jovenes pueden abordar con eficacia la idea
bésica de Grupo y subgrupo y comprender los requisitos de conjunto y funcién (operacién
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binaria) en los cuales se apoyan los conceptos de Teoria de Grupos.

De las investigaciones sobre como las personas tratan de dar sentido a conceptos
matematicos especificos, se esperaba que proporcionaran alguna luz sobre cuestiones ge-
nerales del aprendizaje ya que si complejos eran los conceptos relacionados con los Grupos
en la mente de las personas ;como iniciarian a comprenderlos? ;cémo se podian interpretar
para hacer frente a las dificultades que surgen en el proceso de aprendizaje? El trabajo de
estos planteamientos, los realiz6 Dubinsky y colaboradores, desde la perspectiva tedrica
APOE. Las preguntas, la metodologia que utilizaron y las interpretaciones de las respuestas
de los estudiantes, fueron analizadas desde este enfoque constructivista basado en las
ideas de Piaget (1975) las cuales trataron de adaptar a los estudios sobre el Pensamiento
Matematico Avanzado. Este estudio presenta un intento por extender el concepto de Piaget
de la abstraccion reflexiva a las matematicas de la ensefianza superior (Dubinsky et al. 1994).

Los investigadores tomaron las observaciones de un taller en seis semanas, donde 24
profesores de secundaria tomaron el curso de Algebra Abstracta como parte de su trabajo
y mediante la comparacién de pruebas escritas y entrevistas a los estudiantes y a través
de un andlisis tedrico, se lleg6 a describir las formas como estas personas se acercaron a
los conceptos de grupo, subgrupo, grupo cociente, normalidad y clase lateral. A partir del
taller se realiz6 una evaluacion escrita la cual sirvié para determinar la comprension de los
participantes: la prueba tuvo una duraciéon de dos horas y los participantes la describieron
como una evaluacién disefiada para ayudar a los instructores a evaluar el aprendizaje de los
profesores.

El estudio se justifica, segin los autores, al tener presente que existen una serie
de teorias del aprendizaje que se aplican a las matemadticas del nivel post-secundario
que incluyen los obstaculos epistemologicos (Bachelard, 1938; Sierpinska, 1992), concept
definition/imagen (Vinner, 1983), representaciones multiples (Kaput, 1987) y la dicotomia
operacional/estructural (Sfard, 1992), pero que ninguna de esas perspectivas tedricas se
habia aplicado en tépicos de Algebra Abstracta (Dubinsky et al., 1994). Ademés, el estudio
aplica métodos cualitativos para observar las experiencias de estos participantes.

La esencia de la perspectiva APOE, consiste en que un individuo desequilibrado por
una situacién problema que percibe en un contexto social particular, intenta reequilibrar
por asimilacion la situacion a los esquemas existentes disponibles para €l o ella, o, de ser
necesario usa la abstraccion reflexiva para reconstruir esos esquemas en un nivel més alto
de sofisticacion (Dubinsky et al., 1994). Se utiliza esta perspectiva tedrica para analizar las
construcciones que pueden intervenir y se encuentra que principalmente son de cuatro
tipos: acciones, procesos, objetos y esquemas. Una accién, corresponde a cualquier manipu-
lacion fisica o mental repetible que transforma los objetos de algtin modo. Cuando la accién
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total se lleva a cabo en la mente del individuo o simplemente es imaginada como teniendo
lugar realizdndose a través de pasos especificos se dice que la accion ha sido interiorizada
para convertirse en un proceso: es entonces posible para el estudiante usar el proceso para
obtener nuevos procesos por ejemplo, mediante la coordinacion de este con otros procesos,
es decir, se combinan dos o0 més procesos, conectando sus entradas y salidas apropiadamente
de modo que se forma otro proceso. Ademads, un proceso puede invertirse para obtener un
nuevo proceso: cuando es posible transformar un proceso por alguna accion, se dice que se
ha encapsulado para convertirse en objeto.

Algunos de los resultados de la investigacion de Dubinsky et al. (1994) corresponden a:

El desarrollo individual de los conceptos grupo y subgrupo pueden ser sintetizados simulté-
neamente. La comprension puede pasar de ver los grupos y los subgrupos como conjuntos
primarios de elementos discretos a un estado donde las operaciones asi como los elementos
del grupo son incorporados en una definicion. Finalmente, un estudiante puede construir
una comprension de grupo como un objeto al cual se le pueden aplicar acciones.

Algunos estudiantes tratan de hacer frente a una situacién-problema, involucrando un
conjunto y una operacion por asimilacion de situaciones a un esquema de conjunto existente
ignorando la operacién presente. Los investigadores sugieren que tal estrategia puede
representar una misconception temprana de los conceptos de grupo y subgrupo.

En la primera fase del aprendizaje del concepto grupo, un estudiante lo puede interpretar,
primero en término de sus elementos, esto es como conjunto. Si el individuo se queda
con esta comprension elemental de grupo puede no distinguir el grupo por algo més que el
numero de sus elementos. De igual forma, se comprenden los subgrupos como subconjuntos.

Como los estudiantes encuentran situaciones en las cuales sus concepciones corrientes
de grupos como conjuntos son inadecuadas, ellos pueden iniciar a incluir la operacién en
la determinacién de grupos y subgrupos. Un estudiante puede realizar una experiencia
apropiada y llegar a ver que un conjunto dado puede tener cierto nimero de propiedades,
una de las cuales es la operacion binaria que satisface ciertas condiciones y puede construirla
y asociarla al conjunto.

La operacion en el grupo se puede establecer de diferentes formas: por formula o tabla.
Observaron que los estudiantes parecian estar mas comodos con ejemplos como adicion
modulo 3 y médulo 6. Para hacer estas operaciones se requiere que el estudiante domine
conceptos sobre funciones generales con las ideas que surgen del estudio de Teoria de
Grupos. Un esquema de funcién puede intervenir aqui con todo el poder y las dificultades
relacionadas para el nivel de desarrollo de un esquema individual de funcién. Un estudiante
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puede eventualmente encapsular un conjunto de objetos (los objetos se pueden construir
cuando un sujeto reflexiona sobre las operaciones aplicadas a un proceso particular, toma
conciencia del proceso como un todo, realiza aquellas transformaciones; ya sean acciones o
procesos, que pueden actuar sobre él y puede construir de esas transformaciones. Entonces
piensa en el proceso como objeto. En este caso el proceso se ha encapsulado como objeto) y
alguna operacion en este conjunto para formar un objeto, esto es para él o ella la concepcion
de este grupo particular. Después de una desencapsulacion del objeto grupo pueden haber
otras operaciones que pueden ser aplicadas, pero la que procedia de la desencapsulacion
puede ser preferida.

Los estudiantes pueden llegar a la comprensiéon de los subgrupos de igual forma que los
grupos como conjuntos con operaciones. Los estudiantes aprecian el papel de la opera-
cién binaria y comprenden que ella se induce en el subgrupo. Se observa que el desarrollo
individual del concepto subgrupo puede ser coordinado con el desarrollo del concepto grupo.

Los grupos se comprenden como objetos. Encapsular un proceso en objeto puede ser
extremadamente dificil para los estudiantes, esto puede ser muy retrasado o no ocurrir en
algunos casos. El punto de anadlisis es que cuando el estudiante se encuentra en una situacion
en la cual se requiere aplicar una accién, entonces €l o ella pueden tender a encapsular
procesos en orden a tener objetos en los cuales se aplican las acciones. Otro tipo de accién
que requiere la comprensién de grupos como objetos es ver que dos grupos y sus operaciones
pueden ser la misma, esto es que ellos son isomorfos.

En esta direccidn, las caracteristicas tales como el orden, ser ciclicos, ser conmutativos o ser
un grupo de simetrias vienen a ser propiedades de los grupos. Es probable que en esta etapa,
el teorema de Lagrange se pueda aplicar para comprobar los subgrupos o mostrar que el
subconjunto no es subgrupo. Segun el autor, hay suficiente experiencia para sugerir que es
muy duro para los estudiantes investigar en esta etapa y que muchos de ellos no lo hacen.

El paso final en la construcciéon del concepto como un grupo singular inicia con la cons-
truccion de que otros grupos aparentemente diferentes pueden construirse pero resultan
que no son muy diferentes. En este punto, un desarrollo de la concepcién de isomorfismo
puede intervenir y el estudiante es forzado a construir el proceso de varias formas con grupos
especificos y a establecer un isomorfismo entre ellos.

La investigacién anterior de Dubinsky et al. (1994) plantea que la comprensién del
concepto grupo se realiza primero como conjunto, luego como conjunto con una operacion,
después aparecen las propiedades que tienen los grupos, algunas de las cuales pueden ser
muy dificiles para los estudiantes, seguidamente se llega al concepto de isomorfismo el
cual le permite al estudiante pensar en la construccion de otros grupos como los grupos
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cocientes, grupos aparentemente diferentes, pero que resultan isomorfos a grupos conoci-
dos. Se realizan acciones para llegar a los procesos y con estos se forma el objeto Grupo. El
camino descrito para la comprension del objeto Grupo, recibe el nombre de descomposicion
genética en esta perspectiva APOE y es importante porque define una metodologia a seguir
en la comprension del objeto de investigacion.

Una segunda investigacién que se analiza en esta seccidn, hace referencia también,
a la comprension de nociones de Teoria de Grupos y es la desarrollada por Asiala, Brown,
DeVries, Dubinsky, Mathews & Thomas (1996): en ella los investigadores trabajan con los
conceptos de clases laterales, normalidad y grupos cocientes. Para la descomposicion
genética propuesta, el concepto de clase lateral era entendido como una acciéon cuando el
estudiante lo observa y lo trabaja como una situacién préxima como si estuviera aplicando
una férmula. La concepciéon como proceso de clase lateral le permite al estudiante pensar en
los subgrupos, sin realizar calculos. Las clases laterales serdn conocidas como objeto cuando
el estudiante puede pensar en como se forman éstas o realizar acciones sobre las mismas
o hacer comparaciones sobre los cardinales o aplicar el teorema de Lagrange, también se
propone una descomposicion genética de los conceptos de normalidad y grupo cociente, el
esquema de grupo cociente aparece integrado por los esquemas de clase lateral, operacion
binaria y grupo.

Una tercera investigacion en esta direccion fue la desarrollada por Brown et al., (1997),
en ella se estudiaba la comprension de los estudiantes sobre los grupos y los subgrupos:
el estudio utiliz6 la teoria APOE para describir las formas de conocer y los mecanismos de
construccion de los conceptos. Se aplica también una metodologia experimental basada en
un programa informdtico con la participacion de 51 estudiantes a los que se les aplicaron
cuestionarios y entrevistas individuales. En este estudio ademads de realizarse la descomposi-
ci6n genética se analiza el conjunto de las construcciones mentales denominadas esquemas
que los estudiantes podian desarrollar para la comprension del concepto grupo y subgrupo.

La descomposicion genética inicial que plantearon incluia operaciones binarias, en-
tendidas como funciones, lo que implicaba la construccién previa del esquema de funcion.
El esquema de grupo comprendia otros esquemas como el de conjunto, operaciones binarias
y el de axioma que podian relacionarse entre si: el esquema de axioma incluia la nocién
general que una operacion binaria en un conjunto puede o no satisfacer una determinada
propiedad, lo cual es esencialmente el proceso de chequear la propiedad. El esquema de
subgrupo, contenia los esquemas de grupo, subconjunto y funcién. Las actividades formula-
das incluian relaciones de congruencia, permutaciones, clases laterales y grupos de simetria.
Los resultados mostraron las distintas formas de comprension de los estudiantes. Asi, las
operaciones binarias eran comprendidas como accién, cuando los estudiantes eran capaces
de comprender el concepto de relaciéon binaria con ejemplos especificos. La composicion
de dos simetrias especificas era entendida como proceso, cuando los alumnos podian usar
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ejemplos concretos y generalizarlos. La comprensién de la relacién binaria se daba en un
nivel superior cuando la percibian como una funcién de dos variables (Brown et al., 1997).

Finalmente, los autores analizaron como los estudiantes iniciaban a comprender las
operaciones binarias, los grupos y los subgrupos; se realiz6 un anélisis preliminar teérico
de lo que podria significar la comprension de esos tépicos en términos de la teoria APOS y
ademads, se describe el tratamiento instruccional disefiado para ayudar con el desarrollo de
las construcciones mentales postuladas en el andlisis tedrico. Los resultados del estudio in-
dicaban que la aproximacién pedagoégica utilizada fue razonablemente efectiva para ayudar
a los estudiantes a desarrollar fuertes concepciones de las operaciones binarias, los grupos
y sus subgrupos. El método pedagégico para el tratamiento instruccional fue el métodoACE
(activities, class discussion, and exercises): la estrategia principal de este método incluia
que los estudiantes construyeran ideas matematicas con el computador usando un lenguaje
de programacion matematico y haciendo el trabajo en grupos de aprendizaje cooperativo
resolvieran los problemas y discutieran los resultados de las actividades realizadas en el
computador (Brown et al., 1997).

El andlisis teodrico inicial del estudio de Brown et al. (1997) se basaba en que una ope-
racion binaria es una funcién de dos variables y entonces la descomposicion genética estaba
muy cerca de la descomposicién genética del concepto funciéon. De igual forma, en este
estudio se describe como los estudiantes comprenden el concepto grupo: el concepto grupo
puede comprenderse como un esquema que consiste de tres esquemas: conjunto, operacion
binaria y axioma. El esquema de conjunto y operacion binaria eran tematizados para formar
objetos y ellos estaban coordinados por el esquema de axioma. El esquema de axioma incluia
la notacién general de una operacién binaria y un conjunto que podia o no satisfacer una
propiedad, se incluian también cuatro objetos especificos obtenidos por encapsulacion de
cuatro procesos correspondientes a los cuatro axiomas de grupo. El esquema de grupo estaba
tematizado para formar un objeto al que se le podian aplicar acciones. Ejemplos de tales
acciones incluian determinar si un conjunto particular y una operacién binaria formaban
un grupo, revisando varias de las propiedades de grupo y considerando cuando dos grupos
dados son isomorfos.

Un componente importante en el esquema Grupo, fue la capacidad de considerar
grupos genéricos como ejemplos particulares de grupos. Esta investigacion continuaba el
estudio de Dubinsky et al. (1994), repitiendo el ciclo de la investigacion para operaciones
binarias, grupos y subgrupos y asi, el andlisis preliminar era muy similar a los anélisis
dados en el estudio de Dubinsky et al. (1994). Los investigadores tomaron como punto de
partida (el cual podia o no podia ser el caso para los estudiantes) la existencia del esquema
conjunto, subconjunto, y funcién y se centraron en la coordinaciéon de estos esquemas y
otros esquemas que resultaban de esas relaciones. El andlisis en Dubinsky se centraba en
como coordinar el surgimiento, iniciando por ejemplo con el concepto grupo y subgrupo
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inicialmente comprendido casi en su totalidad en términos de conjunto con una operacion
binaria dada: se evidenci6 que muchos estudiantes pensaban que el grupo Z, era un
subgrupo de Z (Brown et al., 1997).

En el estudio se establece una diferencia entre las dos investigaciones, ya que en
Dubinsky et al. (1994) se sugeria la posibilidad que los conceptos de grupo y subgrupo
pudieran desarrollarse simultdneamente, mientras que en este estudio se inicié con la idea
que el concepto grupo esta mds o menos presente cuando se va a desarrollar el concepto
subgrupo. Los sujetos de la investigacion fueron estudiantes universitarios que habian
tomado o estaban tomando el curso de Algebra Abstracta disefiado por matematicos. El
grupo principal estaba formado por 31 profesores de matemadticas de secundaria quienes
tomaron el curso experimental y 20 estudiantes que tomaron el curso normal de Algebra
Abstracta en 1991 (Brown et al., 1997). Se presentaron dos resultados en el trabajo de Brown et
al. (1997): primero se considero la naturaleza de las respuestas de los estudiantes en términos
de las construcciones mentales propuestas en la descomposicion genética preliminar. Se
usaron estos datos para ver cuando ellos parecian ser capaces de hacer esas construcciones
mentales y ver que otras construcciones mentales podian hacer. El segundo resultado, fue
un resumen de las realizaciones de los estudiantes en el sentido matematico, esto es jellos
respondieron cuestiones y solucionaron problemas razonablemente bien: qué errores tipicos
cometieron y que conceptos matematicos demostraron con sus conocimientos?

Como conclusion, en el estudio se describen las preguntas y respuestas de los estu-
diantes; se realiza un andlisis de las construcciones mentales para las operaciones binarias
trabajando en el grupo D, de simetrias del cuadrado; se analiza también cudndo el estu-
diante realiza una accion, un proceso, cudndo construye un objeto; igualmente se desarrolla
el trabajo para grupos y subgrupos y se presenta como se comprenden los conceptos de
operacion binaria, grupo, subgrupo en forma completa y detallada en el marco de la teoria
APOS.

De las investigaciones presentadas se concluye que ellas permiten entender como
los estudiantes comprenden los conceptos de operacién binaria, grupo y subgrupo, pero
estos estudios no pretenden analizar el conocimiento de los estudiantes para el desempeiio
de la labor docente respecto al objeto matemadtico; tampoco se realizan estudios de tipo
fenomenoloégicos, histéricos y epistemoldgicos que especifiquen el origen y significado del
objeto de investigacion: pero tienen un objetivo comun con la presente tesis doctoral y es
la biisqueda de estrategias que permitan la comprension del objeto Grupo por parte de los
estudiantes de formacion matemadtica y de igual forma, que permitan potenciar un conoci-
miento Didactico-Matematico del objeto de investigacion. De estos planteamientos surge en
primer lugar la necesidad de realizar un andlisis fenomenoldgico, histérico y epistemolégico
del objeto de investigacion que permita dar respuesta a la pregunta ;qué significa el objeto
Grupo? esto, corresponde a la biisqueda de un referente del objeto del Algebra Abstracta
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direccionado al conocimiento que debe tener el profesor universitario sobre algunos tépicos
de Teoria de Grupos.

En esta linea de investigacion se presenta a continuacion otra de las investigaciones
relacionadas con la comprensién de los objetos matematicos, pero en este estudio se particu-
lariza en el proceso de abstraccién que realizan los estudiantes para llegar a la comprensién
de ciertos tépicos de Teoria de Grupos (Hazzan, 1999).

2.2.2. Investigaciones en pensamiento matematico avanzado

En 1985 se conform¢ el International Group for the psychology of Mathematics
Education:PME, grupo que estudia la naturaleza del Pensamiento Matemaético Avanzado y en
particular se profundiza en investigaciones cognitivas acerca de los procesos de aprendizaje
de temas relacionados con el célculo infinitesimal (Dreyfus, 1991). En el curriculo universita-
rio, dentro de los temas del primer y segundo afio de universidad, se abordan los t6picos de
funciones, limites, integrales, espacios vectoriales, grupos, anillos: temas que corresponden
a lo que se denomina las Matemadticas Avanzadas. Como consecuencia del trabajo realizado
en estos temas, en especial en los que corresponden a las estructuras algebraicas, se detectan
dificultades en el desarrollo de los procesos que llevan al estudiante a una comprension
de los conceptos matemadticos inmersos en ellos (Azcédrate, 1996). No hay una distincién
clara entre las Matemaéticas Elementales y las Avanzadas, pero se sefialan algunos rasgos
distintivos, uno de los cuales corresponde a la complejidad de los contenidos y a la forma
de efectuar su control: los procesos mas potentes para este fin, son aquellos que permiten
dicho control. En particular se estudian los procesos de representacion y abstraccion, ya que
se puede pensar que el éxito en matematicas se relaciona con la riqueza y flexibilidad de las
representaciones mentales de los conceptos matematicos (Azcérate, 1996).

En el contexto de la ensenanza universitaria, las tendencias en los tltimos afios en
Didéactica de la Matemadtica se han enfocado a considerar la problemdtica del aprendizaje
de las matematicas en términos de procesos cognitivos y no como la simple adquisicion
de competencias y habilidades (Azcérate, 1996). El campo de problemas que hasta hace
pocos afios se centraban en los conceptos bésicos de la ensefianza de las matemaéticas de
primaria (procesos del Pensamiento Matemdtico Elemental), se ha ampliado a cuestiones
relacionadas con el Pensamiento Matemadtico Avanzado (PMA), propio del curriculo de los
altimos anos de bachillerato y primeros cursos universitarios (Azcarate, 1996). Dentro de
los procesos cognitivos implicados en el pensamiento matemadtico avanzado se destaca el
proceso de abstraccion que se considera como la substitucion de fenémenos concretos por
conceptos confinados en la mente humana.
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En la siguiente investigacion se analiza dicho proceso de abstraccion: especificamen-
te, el estudio se enfoca al andlisis de la forma como los estudiantes realizan este proceso. En
el estudio de Hazzan (1999) se analizan procesos mentales, procesos del pensamiento ma-
temdtico avanzado que los estudiantes universitarios realizan cuando resuelven problemas
de Algebra Abstracta. El autor afirma, que los resultados de la investigacion en Educacién
Matemadtica, cada vez son mds escasos al pasar del nivel de primaria al nivel de secundariay
de este al nivel universitario (Selden & Selden, 1993; Thompson, 1993; Dreyfus, 1991; 1995)
ademads afirma que a nivel universitario, la mayoria de las investigaciones se relacionan con
pre-célculo, cdlculo, dlgebra lineal y matematicas discretas.

Segiin Hazzan (1999), se ha investigado en el aprendizaje y ensefianza del Algebra
Abstracta: los documentos se focalizan en problemas del aprendizaje del Algebra Abstracta,
y los clasifica en dos grupos: En aprendizaje, comprension y desarrollo de conceptos del
Algebra Abstracta (Selden & Selden, 1987, Hart, 1994; Dubinsky, Dautermann, Leron &
Zazkis, 1994; Hazzan, 1996; Leron, Hazzan & Zazkis, 1995; Hazzan & Leron, 1996; Brown,
DeVries, Dubinsky & Thomas, 1997, Asiala, Dubinsky, Mathews, Morics & Oktac, 1997; Asiala,
Brown, Kleiman & Mathews, 1998) y sobre Métodos para la ensefianza del Algebra Abstracta
(Pedersen, 1972; Lesh, 1976; Macdonald, 1976; Buchthal, 1977; Quadling, 1978; Lichtenberg,
1981; Simmonds, 1982; Petricig, 1988; Thras & Walls, 1991; Leron & Dubinsky, 1995).

El estudio de Hazzan lo ubica en la primera categoria. Las investigaciones describen
las formas como los estudiantes tratan con conceptos del Algebra Abstracta haciendo los
conceptos mentalmente accesibles: especificamente, se analizan las formas en que los
estudiantes conciben conceptos abstractos del Algebra a través del tema de la reduccién del
nivel de abstraccion. Como resultado en muchos casos la reduccion del nivel de abstraccion
se presenta como una estrategia efectiva, sin embargo, segiin Hazzan a veces puede utilizarse
de forma inadecuada y llega a convertirse en engafiosa.

En este estudio se reconoce la importancia de aprender Algebra Abstracta. Para Gallian
(1990):

...el dlgebra abstracta es importante en la educaciéon de una persona instruida matemadticamente. La
terminologia y la metodologia del Algebra se utiliza cada vez mds en la Informatica, la Fisica, la Qui-
mica y las Comunicaciones de Datos y por supuesto, el Algebra todavia tiene un papel central en las
matematicas avanzadas por si mismo. (Hazzan, 1999, p. 72) Se argumenta en la investigacion que
los formadores de profesores de matematicas, son conscientes de la importancia de aprender
Algebra Abstracta, pero que al mismo tiempo, ellos informan de las dificultades que tienen
los estudiantes con la comprension de las ideas que se les intentan comunicar, asi, los for-
madores tratan de encontrar formas de ayudar a los estudiantes a entender los conceptos del
Algebra Abstracta y a buscar formas relevantes de introducir estos conceptos (Hazzan, 1999).
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En el estudio se cita a Herstein (1986) en la introduccién de su libro de Algebra Abs-
tracta, donde afirma que:

...este es un pequefio propésito de servir en el estudio de algunos objetos del Algebra Abstracta sin ver
algunas consecuencias no triviales de este estudio: presentamos en el libro, interesantes, aplicables y
significativos resultados, en cada uno de los sistemas que hemos elegido para hablar. (Hazzan, 1999,
p.72)

En forma similar, Gallian (1990), describe su enfoque en la presentacion de las ideas del
Algebra Abstracta:

...lo que he tratado de hacer aqui es capturar el espiritu tradicional del Algebra Abstracta mientras
se da una fundamentacién concreta computacional incluyendo algunas aplicaciones: creo que los
estudiantes aprecian mejor la teoria abstracta cuando tienen una sélida comprension de lo que estd
siendo abstraido. (Hazzan, 1999, p.72)

Gallian y Herstein (Hazzan, 1999) hacen referencia al aprendizaje del Algebra Abstrac-
ta en el aula tradicional, pero ya varias iniciativas habian utilizado lenguajes de programacién
(ISETL o Maple) en la ensefianza del 4lgebra; por ejemplo, en Dubinsky et al. (1994) se utiliza
ISETL, tratando de ayudar a crear un entorno en el que los alumnos construyen por si mismos
conceptos matematicos apropiados para la comprension y resoluciéon de problemas en esta
area.

El marco tedrico en la investigacion, para explicar las formas de pensamiento de los
estudiantes en situaciones del Algebra Abstracta fue el centro del articulo (Hazzan, 1999) y se
basa en la Teoria Fundamentada de Glaser & Strauss (1967). El estudio se basa en tres inter-
pretaciones de los niveles de abstraccion discutidos en la literatura:

 El nivel de abstraccién como la cantidad de relaciones entre el objeto mental y la per-
sona que piensa.

* El nivel de abstracciéon como reflexion de la dualidad proceso-objeto.

* Elnivel de abstraccion como el grado de la complejidad de los conceptos matematicos.

El estudio de Hazzan (1999) pertenece a las investigaciones que tienen como objetivo
analizar la comprension de los objetos matematicos: para este caso del objeto Grupo, las
clases laterales, el Grupo cociente y el Teorema de Lagrange. Se aplic6 una evaluacion
tradicional a los estudiantes que se identifica con las aplicadas en los cursos normales de
Teoria de Grupos de las universidades Colombianas y representa una herramienta util para
el andlisis de la comprension de los estudiantes en estos topicos; comprension que se puede
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relacionar con el estudio sobre el conocimiento del estudiante de formaciéon matemaética y
con el conocimiento del profesor Universitario en topicos de Teoria de Grupos.

Surgen preguntas a partir del anélisis de la investigacion de Hazzan (1999) como
;cudles son los significados de la nocién Grupo que como parte de la institucién, se pre-
tenden gestionar en los estudiantes de formacién matemaética? es decir, que es lo que debe
comprender el estudiante en formacién matemadtica y otra pregunta relacionada con el
recurso de mayor uso por parte de los formadores de profesores ;los significados del objeto
Grupo pretendidos por los libros de texto y los planes de estudio son representativos del
significado global de dicho objeto? Estas preguntas hacen parte de los desarrollos realizados
en la presente tesis doctoral.

Continuando con un orden légico segiin las problemaéticas presentadas, a continua-
cién se describe la problemaética que se relaciona con el significado que tiene para los estu-
diantes de formacién matemadtica el objeto de investigacion.

2.3. Problematica relacionada con el significado de los objetos
matematicos

Esta problematica se relaciona con el significado que le asignan los estudiantes de for-
macién matemadtica al objeto Grupo; significado que segtin la propuesta de la Fenomenologia
de Freudenthal (1983) surge del conocimiento de los fenémenos (situaciones-problemas)
que son organizados por los conceptos matematicos.

Una dificultad que se presenta en la ensefianza de la nocién Grupo, la plantea en
primer lugar Freudenthal (1983): para concebir un objeto matematico, se ensefia o se intenta
ensefar el concepto: para concebir grupo, espacio vectorial, relaciones, etc. se tratan de
inculcar los conceptos; es decir, se intentan materializar los conceptos; este hecho lleva a
una falta de significado de los objetos matemadticos y por tanto, a una falta de comprensién
de los mismos. Asi, Freudenthal propone otra manera de afrontar la Educacién Matematica
desde la Fenomenologia Didactica, plantea que se debe preparar el enfoque contrario es
decir, se debe iniciar con los fenémenos (situaciones-problema, en términos del enfoque
EOS) que van a ser organizados por el objeto y desde este punto de partida, ensefar al
estudiante a manipular esos medios de organizacion. Es decir, que el profesor debe conocer
los fenémenos que sirven para organizar cada uno de los objetos matemaéticos.

En esta direccion, se analizan dos investigaciones a nivel nacional, que pretenden la
busqueda de significado de objetos matemaéticos: objetos algebraicos que se relacionan con
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el objeto Grupo.

Las siguientes investigaciones se relacionan con anélisis fenomenolégicos, histéricos
y epistemoldgicos de nociones relacionadas con la Teoria de Grupos que tienen el objetivo
de determinar los fendmenos de los cuales emergen algunas nociones algebraicas. Estos es-
tudios tienen su aplicacion en propuestas diddcticas para la ensefianza secundaria. Primero
se presenta el estudio desarrollado por Torres (2011) y a continuacion el de Mejia (2004). En
estos estudios se trabaja el objeto ecuacion algebraica, objeto que se relaciona con uno de los
origenes del objeto Grupo.

2.3.1. Estudios sobre el significado de los objetos matematicos

En el estudio de Torres (2011) el problema de investigacion surge del reconocimiento
de la existencia de una problemadtica general en la escuela y es el paso del pensamiento
aritmético al algebraico. La problematica presentada se valida con el estudio y analisis del
estado del arte en didéctica del dlgebra elemental tanto a nivel nacional como internacional.
A partir de la ubicacion de esta problemadtica, se hace un estudio historico, epistemolégico
del objeto ecuacion algebraica en el marco teérico de la Fenomenologia Did4ctica propuesta
por Hans Freudenthal (1983).

Esta investigacion tiene como objetivo, comprender los fenémenos de ensefianza
de los objetos algebraicos y especificamente de las ecuaciones, de manera integral; esto es,
realizando un anélisis desde la teoria de ecuaciones. El estudio histérico parte del hecho
que los conceptos matemadticos son algo que no preexiste a nuestra experiencia sino que
es la actividad matemadtica la que los crea, en particular la actividad matematica de los
matematicos (Puig, 2001), en este sentido, en el estudio se evidencian los fenémenos que
organiza el objeto ecuacion.

Entre los resultados de la investigacion de Torres (2011) se encuentran: el andlisis del
libro de al-Khwarizmi en dlgebra, obra de principios del siglo IX cuando por primera vez en
la historia aparece el dlgebra como una disciplina autbnoma y en posesion de su nombre,
marcando asi una corriente de investigacion posterior. A partir del texto de al-Khwarizmi
se da cuenta de aspectos del origen del dlgebra. En la época de al-Khwarizmi, aparece la
teoria de las ecuaciones y el andlisis indeterminado, todo esto antes de la traduccién de la
aritmética de Diofanto (Torres, 2011).

En una segunda fase del estudio histdrico, se presenta el desarrollo de las ideas
algebraicas que corresponden al Renacimiento con los trabajos de Del Ferro, Tartaglia,
Ferrari y Cardano, donde la atencion se dirige a la soluciéon de ecuaciones de grado mayor
que 2, fundamentalmente las ecuaciones de tercer grado. Se analiza, la obra del Ars Magna
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de Cardano de 1545, que es considerado el libro matematico mds importante del siglo XVI,
de donde se muestran los métodos de resolucion de las ecuaciones cubicas y cuarticas,
acompanadas de las demostraciones geométricas de estos métodos, que dan cuenta de
los fen6menos que organiza el objeto ecuacion a través del estudio de la naturaleza de las
raices de estas ecuaciones algebraicas y de los métodos de solucién de dichas ecuaciones, los
problemas que se solucionan y el campo numérico de trabajo (Torres, 2011).

En una tercera fase de la investigacion se presenta el trabajo de Descartes en relacion
a las ecuaciones. Se analizan los fen6menos que organiza este objeto matemadtico en este
periodo importante de la historia de las matemadticas, expuesto a través de la obra del fil6sofo
francés. En el trabajo de Descartes, los fenémenos organizados por el objeto ecuacién
corresponden a problemas geométricos con magnitudes de diferente naturaleza.

Entre los aspectos importantes del estudio, relativos a la ensefianza y el aprendizaje
de las ecuaciones, se encuentra la relacion entre magnitudes geométricas, numeros y dlgebra
expresadas de distintas formas a través de la historia: se plantea que esto puede ser una fuen-
te de contextualizacion para las ecuaciones en la iniciacion de su estudio y asi la resolucién
de problemas se podria presentar como un &mbito de produccién de conocimiento.

El segundo estudio de Mejia (2004), hace referencia a la Factorizacién de expresiones
polinémicas cuadraticas y tiene como objetivo: favorecer la comprensiéon de conceptos y
procedimientos relacionados con la factorizacion de expresiones polinémicas cuadraticas en
estudiantes de noveno grado de educacion bésica secundaria, mediante algunas actividades
con el uso de las calculadoras graficadoras algebraicas. En este problema de investigacion se
hace referencia a una falta de significado y uso de los conceptos y procesos algebraicos, por
parte de los estudiantes que cursan los primeros afios de dlgebra en la educacién secundaria.
Es decir, una falta de comprension de un referente, campo de problemas, fenémenos que
modelan dicha nocién y a una carencia en la transmision de un saber a un contexto diferente
en el que se han construido estos conceptos o procedimientos (Mejia, 2004). Este trabajo se
realiza en el marco tedrico del Andlisis Did4ctico de Rico (1997), donde junto al estudio Feno-
menolégico se presenta el estudio histérico y epistemoldgico de aspectos relacionados con
la factorizacién de expresiones polinémicas cuadraticas que tratan el concepto ecuaciéon de
segundo grado. Los fendmenos que modelan las ecuaciones de segundo grado, corresponden
a: Caida libre, Movimiento parabdlico, las formas arquitecténicas de construcciones como
templos y puentes, el tratamiento de problemas de dreas de figuras geométricas y superficies
reflectantes con seccién parabédlica como ldmparas y lentes Bedoya, Rico & Segovia (2000).

En este estudio se presenta la factorizacion como una herramienta para la resolucién
de las ecuaciones. En el estudio, se realiza el anélisis cognitivo como uno de los componentes
del andlisis did4ctico (Rico, 1997) y se presentan ademads las dificultades y errores de los
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alumnos en tareas relacionadas con la factorizacion de expresiones polinémicas cuadréticas,
evidenciadas en algunas investigaciones presentadas. El Andlisis de la Tecnologia se presenta
como un organizador del curriculo y se evidencian ventajas y desventajas de los mediadores
tecnolégicos entre ellos las calculadoras graficadoras algebraicas. Finalmente, se realiza el
Anadlisis de la Instruccién como parte del andlisis didactico, con la descripcion de la secuencia
de tareas a realizar por el estudiante y el andlisis de la actuacién que se centra en la forma
como los estudiantes abordan dichas tareas. En general, se presentan y analizan tareas
propuestas para la implementacién del estudio (Mejia, 2004).

Del andlisis a estos estudios, se concluye que existe la necesidad de potenciar o
desarrollar en los profesores en formaciéon, un conocimiento sobre los objetos matematicos
que les permita promover en sus estudiantes la adquisiciéon de significado de los objetos
matematicos.

En relacion con la comprension de los objetos matematicos, se describe finalmente,
la problemadtica que hace referencia a la comprension de los objetos a partir de propuestas
didéacticas.

2.4. Problematica relacionada con la comprension de los obje-
tos matematicos a partir de propuestas didacticas

Se describe en esta seccién una problemadtica que se le presenta al profesor de
Teoria de Grupos con la planeacién de los procesos de instruccion: se pasa a analizar ahora
al estudiante de formacién matemadtica pero para la labor docente y en relaciéon con la
comprension que debe tener sobre el objeto Grupo: comprension que lo deberia llevar a
potenciar o desarrollar un conocimiento matemaético y didactico que le permita desarrollar
la labor de ensefianza con idoneidad sobre este objeto matemadtico. Esta problematica se
relaciona con la planeacién de los procesos de ensefianza que en algunos casos se centra
en el contenido matemadtico, descuidando otros componentes igualmente importantes,
denominados por Rico (1997) como los organizadores del curriculo: al futuro profesor se le
da el conocimiento del contenido matemaético, pero no el conocimiento didactico respecto
a ese contenido especifico. Dentro de los organizadores del curriculo propuestos por Rico,
se encuentra la Fenomenologia como parte del andlisis de contenido dentro del Anadlisis
Did4ctico que realiza el profesor para el disefio, evaluacién e implementacién de los procesos
de instruccién. El andlisis fenomenolégico, segin Rico (1997) se realiza como parte del
proceso de planeacion en la tarea docente y segin la Fenomenologia did4ctica propuesta por
Freudenthal, que propone iniciar la instruccién con los fenémenos (situaciones-problema)
que son organizados por el objeto matematico, en la buisqueda de significados para estos ob-
jetos matemadticos: hecho que llevaria a potenciar un conocimiento matemadtico y didactico
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de los objetos.

Esta problemadtica se relaciona con los procesos de instruccion para la ensefianza de
nociones matematicas, los cuales tienen en cuenta las cuatro componentes del curriculo:
objetivos, contenidos, metodologia y evaluacién (Rico, 1997). En esta problemadtica se
evidencia el hecho que la planeacién en algunos casos se reduce al andlisis de contenidos y
a consideraciones genéricas sobre las otras tres componentes. Rico (1997) argumenta que
este grado de generalidad con que aparecen las otras tres componentes del curriculo, resulta
dispar con la precision con que se detallan los contenidos y que al momento de planificar la
actividad cotidiana, hacen que la reflexién del profesor se centre principalmente en ellos.

De esta problematica surge el interrogante referente al anélisis didactico que realizan
los formadores de profesores para el proceso de instruccién en cuanto a ;qué conocimiento
didactico-matemaético del objeto Grupo, se debe potenciar en el estudiante de formacién
matemadtica, que le permitan en el futuro, desarrollar eficazmente su practica con el ob-
jeto Grupo vy asi, facilitar el aprendizaje de sus estudiantes? Es decir, si los estudiantes de
formaciéon matemadtica pueden ser profesores universitarios, surge la necesidad de indagar
por el CDM que se ha potenciado y en algunos casos desarrollado en su formacién inicial
en relacion al objeto Grupo; de modo que le permita desarrollar eficazmente la labor de la
ensenanza universitaria (Godino, 2009; Pino-Fan, 2013).

A continuacion, se analizan algunas de las investigaciones relacionadas con la com-
prension de los objetos matemadticos a partir de propuestas diddcticas implementadas.

2.4.1. Investigaciones en la comprension de la nocién grupo, a partir de pro-
puestas didacticas

Se analizan en esta seccion algunas investigaciones orientadas al disefio de estrategias
pedagoégicas para la ensefianza del objeto grupo. La primera propuesta permite determinar
si el estudiante de formacién inicial como futuro profesor, ha desarrollado un Sentido de la
Estructura, que le permita realizar practicas matematicas, donde utilizaré los conocimientos
sobre operaciones binarias, inversos, identidad: propiedades del objeto Grupo.

En el estudio de Novotnd, Stehlikovd & Hoch (2006) se analiza el Sentido de la
estructura del Algebra Universitaria y en Novotnd & Hoch (2008) se analiza como el sentido
de la estructura para expresiones algebraicas o ecuaciones de la escuela secundaria se
relaciona con el sentido de la estructura del Algebra Abstracta o universitaria. En el primer
estudio, se analizan e interpretan algunos de los problemas que tienen los estudiantes con la
comprension de las operaciones binarias y sus propiedades, la nocién de identidad e inverso.
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El estudio de Novotnd et al. (2006) se sustenta en dos ejes: el primero, en las dos
etapas presentadas por Simpson & Stehlikova (2006) y el segundo, que corresponde a la
definicion del Sentido de la Estructura dada por Hoch & Dreyfus (2006): un estudiante
muestra SE-sentido de la estructura, si él/ella puede: a) reconocer una estructura familiar en
una forma mads simple; b) tratar con un término compuesto, como una sola entidad y a través
de una substituciéon apropiada reconocer una estructura familiar en una més compleja y c)
elegir manipulaciones apropiadas para hacer un mejor uso de la estructura.

La investigacion de Novotna et al. (2006) retoma los estudios de Simpson et al. (2006)
en cuanto a la transicion del trabajo con un ejemplo de estructura al trabajo abstracto, que
involucra una secuencia complicada de pasos a través de los cuales el estudiante llega a
realizar la transicién del trabajo con un ejemplo de estructura al trabajo con elementos
abstractos. Estas etapas utilizadas para el estudio de Novotna et al. (2006) corresponden a:
a) ver los elementos en el conjunto como objetos sobre los cuales actiian las operaciones;
b) atender a las relaciones entre los elementos del conjunto las cuales son consecuencia
de las operaciones; c) ver los signos usados por el profesor en la definicién de estructuras
abstractas de objetos y operaciones y ver los nombres de las relaciones a través de los signos
como los nombres de las relaciones entre los objetos y las operaciones; c) ver otros conjuntos
y operaciones como ejemplos de una estructura general y un prototipo y d) usar el sistema
formal de simbolos y propiedades para derivar consecuencias y ver que las propiedades
inherentes en los teoremas son propiedades de todos los ejemplos: en Novotna et al. (2006)
se hace uso de las dos primeras etapas mencionadas.

A nivel de ensefianza universitaria en Novotnd (2000) se argumenta que los estudian-
tes llegan al curso de Aritmética y Algebra con experiencias en conjuntos numéricos, Algebra
lineal y polinomial, pero que a menudo tienen problemas con conceptos algebraicos bésicos.
En el estudio, se evidencia que la transicion de la escuela secundaria a la universidad es un
proceso doloroso para los estudiantes: un obstdculo en esta transicion se presenta cuando
se quiere aprender una idea nueva; ya que, la que trae el estudiante no desaparece de su
mente y que de igual forma este hecho aparece en la transicién al Pensamiento Matematico
Avanzado (PMA), ya que por un lado se encuentran las imagenes de los conceptos y por otro
su definicion. La imagen mental, se define como el conjunto formado por todas las imédgenes
asociadas al concepto, que incluyen las representaciones del concepto matematico, ya sea
en forma grafica, numérica o simbdlica. La definicion del concepto, se refiere a la definicion
verbal o escrita que especifica el concepto (Tall & Vinner, 1981). Se puede decir que el curso
de Algebra abstracta: Teoria de Grupos, se presenta este obstdculo para los estudiantes de
formacion matemadtica, en términos de Tall & Vinner, pero ademads, en este curso se presentan
otras dificultades como los conflictos semié6ticos, con las nociones previas necesarias para la
comprension del objeto Grupo (Sepulveda, 2014).
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En el estudio de Novotnd (2006) también se analizan los errores de los estudiantes al
solucionar problemas con operaciones binarias y sus propiedades, el elemento identidad y
el elemento inverso. Estos errores, primero fueron atribuidos a una insuficiencia en la com-
prension de las operaciones binarias, sus propiedades y las nociones de identidad e inverso.
Se tomaron inicialmente los errores segtn el desarrollo de las etapas en la comprension y
los investigadores trataron de organizarlos segin el esquema propuesto por Dubinsky et
al. (1994). Luego los clasificaron segtn la percepcion de los autores de como abstraen los
estudiantes la comprensioén de una operacion y en general de un objeto. Se tiene en cuenta
también cuando él/ella basan sus consideraciones en el concept image del objeto (Tall &
Vinner, 1981) o en la definicion introducida en el curso. En la investigacion segtin el esquema
desarrollado por Simpson et al. (2006) combinado con la definiciéon de Hoch et al. (2006), se
desarrolla un modelo mdas complejo para la comprensién y se relacionan las dificultades de
los estudiantes con problemas en el desarrollo del sentido de la estructura. Como resultado
del estudio se concluye que si las dificultades que se evidencian en la comprension de estos
objetos algebraicos corresponden a problemas con el desarrollo del sentido de la estructura,
se pueden trabajar estrategias did4cticas en esta direccion, encaminadas a superar las
dificultades de los estudiantes.

Entre los resultados de la investigacién de Novotnd et al. (2006) se determinan las
siguientes etapas en el desarrollo del sentido de la estructura:

SSE: Sentido de la estructura aplicado a elementos del conjunto y la nocién de opera-
cion binaria.
Un estudiante muestra sentido de la estructura si él/ella pueden:

* SSE1: Reconocer una operacion binaria en estructuras familiares

e SSE2: Ver los elementos del conjunto como objetos a ser manipulados / comprender la
propiedad de clausura

* SSE3: Reconocer una operacion binaria en estructuras no familiares

* SSE4: Ver similitudes y diferencias en las formas de definir las operaciones (férmula,
tabla, otras)

SSP: Sentido de la estructura, como aplicado a propiedades de las operaciones bina-
rias. Un estudiante se dice que muestra sentido de la estructura si él/ella pueden:

e SSP1: Entender la identidad en términos de su definiciéon (abstractamente)

e SSP2: Ver la relacién entre identidad e inverso: ID — IN
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e SSP3: Usar una propiedad por otra: C - ID,C — IN,C — A (identidad, inverso, propie-
dad conmutativa, asociativa)

* SSP4: Mantener la cualidad y el orden de los cuantificadores

» SSP5: Aplicar el conocimiento de identidad e inverso, espontdneamente

De esta secuencia, se establece que el estudiante primero debe entender cémo trabaja
una operacion y cuéles son los objetos del conjunto: paso que no es necesariamente sencillo
para poder continuar con las otras etapas. Se concluye que la investigacion se centra en el
aprendizaje de los estudiantes, en como comprenden ciertos topicos de Teoria de Grupos y
surge nuevamente, del anélisis de estas investigaciones la necesidad de realizar un estudio
histérico, epistemoldgico y fenomenolégico que proporcione al profesor en formacién a
un conocimiento amplio del objeto Grupo, en la bisqueda de significados para los objetos
matematicos.

Esta investigacion resulta importante para el desarrollo de la presente tesis, ya que
en ella se aplica una evaluacion con el objetivo de analizar el desarrollo del sentido de la
estructura en los estudiantes-profesores en formacion y se analiza la comprension del objeto
de investigacion con el fin de desarrollar estrategias metodolégicas para la ensefianza de
topicos de Teoria de Grupos.

El Sentido de la estructura, corresponde a uno de los procesos del Pensamiento
Algebraico (ver, capitulo 4, seccién 4.2.2) que es motivo de andlisis en las configuraciones
de procesos y objetos del estudiante de formacién matemadtica, cuando efectia préacticas
matemadticas con el objeto Grupo: en este caso, las practicas las realizan los estudiantes
y ellas permitirdn evaluar los conocimientos did4cticos y matematicos de los estudiantes
sobre el objeto matematico. Los estudios presentados se relacionan con el tema de investi-
gacion sobre el conocimiento diddctico y matemético (CDM) del estudiante de formacion
matematica, ya que, establece pautas que permiten analizar las dificultades con el objeto de
investigacion de los estudiantes.

A continuacion, se analiza la problemaética general que relaciona todas las problema-
ticas anteriores y corresponde a la determinacion de los componentes del conocimiento del
profesor, para una ensefianza efectiva del objeto Grupo; tema en el cual se ubica este estudio.
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2.5. Problematica relacionada con la determinacipon de los
componentes del Conocimiento del Profesor

Se presenta la problemadtica relacionada con la determinaciéon de los componentes
del conocimiento del profesor para una enseflanza efectiva de topicos matematicos, para
este caso el interés se centra en tépicos de Teoria de Grupos. En esta problemética se
analiza al estudiante de formacién matemadtica en relaciéon con la profesion de docente
universitario; oficio para el cual se necesitard de la comprensiéon del objeto matemati-
co grupo. En este sentido, se dard respuesta a la pregunta ;qué es lo que debe conocer un
profesor para que la ensefianza del objeto Grupo, tenga la mayor idoneidad didactica posible?

En esta direccidon, en esta tesis doctoral se presenta un avance en cuanto a la carac-
terizacion de aquellos conocimientos que los profesores universitarios deben tener para
gestionar idoneamente los aprendizajes del objeto Grupo en sus estudiantes. Se contrapone
lo que deben conocer los futuros profesores con los conocimientos que efectivamente
tienen como estudiantes de formacién matemadtica sobre el objeto de investigacion. Surge
también la necesidad de establecer pautas que ayuden a responder en forma parcial a la
pregunta enunciada, en la bisqueda de criterios que permitan disefiar acciones formativas
o metodologias diddcticas para una mejora en los programas de formacién de profesores,
mediante la potenciacion del CDM requerido para la ensefianza del objeto Grupo (Pino-Fan,
2013).

En las investigaciones en la linea de Formacion del Pensamiento del Profesor (Philipp,
2007), Sowder (2007), Woods (2008)) se encuentran diversos modelos tedricos que describen
los tipos de conocimiento que los profesores ponen en juego para favorecer el aprendizaje
de los estudiantes (Godino, 2009). Existe un consenso general en que los profesores deben
dominar los contenidos disciplinares, pero no hay un acuerdo sobre la forma como deben
lograr dicho dominio; tampoco acerca de como deben concebir la disciplina. Ademas, se
reconoce que el conocimiento disciplinar no es suficiente para asegurar la competencia
profesional 4 siendo necesarios otros conocimientos de indole psicolégica (;c6mo aprenden
los estudiantes? el conocimiento de los afectos, obstaculos y errores, entre otros hechos)
(Godino, 2009).

Los profesores organizan la ensefianza, disefian las tareas de aprendizaje, usan
los recursos adecuados y comprenden los factores que condicionan la ensefianza y el
aprendizaje (Godino, 2009). La problemética de la determinacién de los componentes del
conocimiento del profesor es estudiada por Shulman (1987), Deborah Ball y colaboradores

“La Organizacién de Cooperacién y desarrollo Econémico (OCDE) en su estudio DeSeCo, las define como: "la
capacidad para responder a las demandas y llevar a cabo tareas de forma adecuada."
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(2000; 2001; 2005), Schoenfeld & Kilpatrick (2008) y por Godino, Batanero & Font (2007) entre
otros. Existen modelos que describen y determinan los componentes del Conocimiento
del Profesor y se han realizado numerosas investigaciones en torno a la identificacion del
complejo de conocimientos que un profesor de matemadticas necesita para que su préctica
sea efectiva (Shulman, 1986; 1987; Ball, 2000; Rowland, Hackstep & Thwaites, 2005; Hill, Ball
& Schilling, 2008; Schoenfel & Kilpatrick, 2008; Godino, 2009).

La Teoria de la Ensefianza propuesta por Lee Shulman, se pone de manifiesto por
primera vez en dos de sus articulos: Those who understand: Knowledge growth in teaching
(1986) ° y posteriormente: Knowledge and teaching: foundations of new reforms (1987) 5;
a partir de estos articulos surge una propuesta teérica y el modelo: Pedagogical Content
Knowledge-PCK, traducido en la literatura espafiola como Conocimiento Didéctico del
Contenido (Shulman 1986).

Las razones del sumergimiento de la nocion PCK-CDC se encuentran en: la imperante
necesidad de profesionalizar la ensefianza; los resultados desfavorables en el desarrollo
de habilidades cognitivas de los estudiantes de secundaria en los exdmenes nacionales e
internacionales; las criticas recibidas a las corrientes imperantes sobre diddctica del profesor,
denominadas proceso-producto y pensamiento del profesor; la ineludible necesidad de
recuperar y asignarle el justo valor al Conocimiento del contenido como elemento igualmen-
te importante en el perfil del profesor y la creaciéon de un modelo que pudiera integrar el
Conocimiento del Contenido, con el Conocimiento Pedagogico, y la reforma de la ensefianza
en Estados Unidos, en la que se manifestaba de manera recurrente la necesidad de elevar la
ensefanza a la categoria de una ocupacion mas respetada, partiendo del supuesto de que
existe una base de conocimiento para ensefar (Pinto & Gonzélez, 2008).

Surge asi, la corriente que Shulman denomin6 Conocimiento Base para la Ensefianza,
con la finalidad de analizar el Conocimiento Profesional del Profesor. Esta perspectiva teérica
de Shulman y colaboradores (Shulman & Sykes, 1986; Wilson, Shulman & Richert, 1987) no
dej6 de lado los avances de la perspectiva tedrica del Pensamiento del Profesor, sino que la
considera y ademds destaca el papel central que ocupa en la ensefianza, la comprensiéon de
los contenidos curriculares por parte del docente y los alumnos (Lépez, 1999). Se reconoce
como precursor de los estudios sobre los componentes del Conocimiento del Profesor de
Matematicas, a Shulman quien en un inicio propuso tres categorias de este conocimiento:
El conocimiento del contenido de la materia especifica; el Conocimiento Pedagégico del
Contenido-PCK: Conocimiento Didéctico del Contenido y el Conocimiento Curricular;
Shulman (1986) buscaba resaltar la importancia del Conocimiento del Contenido para la
enseflanza y diferenciarlo del conocimiento del contenido que tienen otros profesionales.

SEsos quienes entienden: crecimiento del conocimiento para la ensefianza (traduccion)
5El conocimiento y la ensefianza: fundamentos de las nuevas reformas (traduccién)
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Segun, Ball et al. (2005) la ensefianza debe ser un trabajo profesional con su propio contenido
base. Se define el PCK, como aquel que va mads alla del conocimiento de la materia en si
misma a la dimension del conocimiento de la materia para la ensefianza: El PCK, es la
forma particular del conocimiento del contenido que incorpora el aspecto del contenido que
guarda mas relacién con la ensefianza (Shulman, 1986, p. 9).

El Conocimiento del Contenido a ensefiar, hace referencia a la cantidad y organi-
zacion del conocimiento como tal en la mente del profesor e incluye: la comprension de
conceptos sobre la materia, marco explicativo de la materia, entre otros. El conocimiento
didactico del contenido, se relaciona especificamente con el conocimiento de la materia para
la ensefianza, concretamente con los modos de representar y enunciar el contenido para
hacerlos comprensibles a los demds; incluye comprender las caracteristicas del alumno y del
contexto educativo; disponer con claridad de metas educativas, bases filos6ficas e historicas,
identificar el grado de dificultad en el aprendizaje de determinados temas. El conocimiento
del curriculo, se constituye en el conocimiento de los materiales instruccionales validos para
ensefar diversos topicos (materiales disefiados para la ensefianza) (Rojas, Flores & Carrillo,
2013).

Posteriormente, Shulman (1987) amplia a siete las categorias del conocimiento para la
ensenanza:

e Conocimiento del contenido a ensefar

* Conocimiento pedagdégico general

e Conocimiento del curriculo

* Conocimiento pedagoégico (didéctico) del contenido-CDC- PCK
* Conocimiento de los estudiantes y sus caracteristicas

* Conocimiento de los contextos educativos y

* Conocimiento de los fines, propdsitos y valores de la educacién

El CDC-PCK define, propone y justifica un conjunto de conocimientos sobre el
contenido especifico y cubre un vacio sobre el conocimiento del profesor de la asignatura
especifica (Pinto & Gonzdlez, 2008); busca que el profesor comprenda lo que se ha de
aprender y como se debe ensefiar el contenido a partir de la propia préctica docente de la
comprensiéon de como el alumno aprende y comprende, resuelve problemas y desarrolla
su pensamiento critico acerca de dicho contenido (Shulman, 1987); este conocimiento
representa la interseccion entre el conocimiento de la materia, los principios generales de la
pedagogia y el contexto; sin embargo, no es solo la conjuncién o integraciéon de elementos,
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sino la transformacién del conocimiento del contenido en un contenido ensefiable. El PCK,
se refiere a esos principios y estrategias generales que ayudan a la gestion y organizacion de
la clase y que aparecen para hacer trascender el contenido.

Para Shulman el CDC, va maés alld del conocimiento de la materia especifica per se a
la dimensién del conocimiento de la materia especifica para la ensefianza, pero, se deben
incorporar otros elementos adicionales (conocimiento curricular del contenido; repertorio
de estrategias instruccionales; seleccion, disefio y uso de materiales de apoyo; conocimiento
de los procesos de aprendizaje del alumno sobre el contenido), que marcan la diferencia
entre ser matematico y ser profesor de matematicas (Pinto et al., 2008).

Shulman (1986) define y caracteriza el CDC como: las formas mads ttiles de repre-
sentar las ideas, las analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones mds
poderosas; en una palabra, las formas de representar y formular el tema que hacen que
sea mdas comprensible para los demads; incluye un conocimiento (0o comprensiéon) de lo
que hace que el aprendizaje de un topico especifico sea facil o dificil: las concepciones y
preconcepciones que los estudiantes de diferentes edades y experiencias traen consigo al
aprender estos topicos y lecciones frecuentemente ensefiadas con anterioridad (Pinto et al.,
2008).

Shulman (1986) presenta las caracteristicas y la naturaleza conceptual de los com-
ponentes del CDC que contribuyen a comprender el conjunto de conocimientos que debe
tener y desarrollar el profesor en su prdactica docente, el primer nivel de conocimiento
corresponde al Conocimiento del Contenido de la disciplina a ensefiar, que es un elemento
esencial y previo a su labor de ensefianza: el profesor debe tener un nivel minimo de dominio
del contenido que se propone ensefiar: el profesor necesita no solo conocer o comprender
qué, sino ademads saber por qué esto es asi, sobre que supuestos pueden ser ciertas las
justificaciones y bajo qué circunstancias nuestras creencias en estas justificaciones pueden
ser débiles y aun denegadas.

Los profesores no solo tienen o deben conocer y comprender el contenido de su
materia, sino también como ensefiar ese contenido de manera efectiva, esto es, conocer lo
que parece ser mas fécil o dificil para los estudiantes, como organizar, secuenciar y presentar
el contenido para promover el interés y habilidades del estudiante (Shulman, 1987); para
ello se debe tener un Conocimiento Pedagégico de métodos de ensehanza y aprendizaje
adaptados al contexto especifico de la materia, esto es, el conocimiento de la didactica
especifica, el cual define como: las formas mads ttiles de la representaciéon de estas ideas,
las analogias, ilustraciones, ejemplos, explicaciones y demostraciones mds poderosas, en
una palabra, las formas de representaciéon y formulacién de la materia que hacen a ésta
comprensible a otros (Shulman, 1986).
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En el conocimiento de esta didactica especifica, se conjugan dos elementos centrales
del CDC: el conocimiento del profesor acerca de las representaciones de la materia y el
conocimiento del profesor de las estrategias instruccionales asociadas al contenido que se
ensena.

El Conocimiento curricular, hace referencia a la comprension de los materiales y pro-
gramas que sirven como herramientas de trabajo para los profesores; el PCK, se constituye en
una amalgama especial de contenido y pedagogia que es el campo propio de los profesores,
su forma especial de comprensién profesional: el conocimiento de los contextos educativos,
va desde el funcionamiento del grupo o la clase, el gobierno y financiamiento de los distritos
escolares, hasta el cardcter de las comunidades y culturas; y finalmente, el conocimiento de
los fines, propdsitos y valores de la educacion.

Segin Shulman, son fuentes de este conocimiento: la formacién académica en la
disciplina a ensenar; los materiales y el contexto del proceso educativo institucionalizado
(los curriculos, los libros de texto, la organizacion escolar, la financiacion y la estructura de
la profesion docente); la investigacion sobre la escolarizacion, las organizaciones sociales,
el aprendizaje humano, la ensefianza y el desarrollo y los demés fenémenos socioculturales
que influyen en el quehacer de los profesores y finalmente, la sabiduria que otorga la practica
misma, las maximas que guian la practica de los profesores competentes. Asi, para Shulman,
el PCK, identifica el cuerpo distintivo de conocimientos para la ensefianza; ya que, representa
la mezcla entre contenido y pedagogia en la comprensién de como un tépico particular,
problema o tema se organiza, representa y adapta atendiendo a la diversidad de intereses y
habilidades de los estudiantes y se presenta para su ensefianza.

En esta direcciéon, Ponte & Chapman (2006) sostienen que el énfasis de la comunidad
de investigadores se ubica en la categoria PCK, la cual en su momento represent6 uno de los
avances mads importantes en la caracterizacion y concepciones del conocimiento de los pro-
fesores. En esta linea, se encuentran los trabajos de Grossman (1990) que toma los desarrollos
de Shulmany colaboradores sobre el Conocimiento Base, los reorganizay propone un modelo
del Conocimiento del Profesor que considera cuatro componentes (p. 5):

* Conocimiento pedagoégico general: incluye un cuerpo de conocimiento general, creen-
cias y habilidades relacionadas con la ensefianza: conocimiento y creencias concer-
nientes al aprendizaje y los aprendices: conocimiento de los principios generales de
instruccion tales como el tiempo de aprendizaje académico (Carroll, 1963), tiempo de
espera (Rowe, 1974) o instruccion en pequefios grupos (Cohen, 1986); conocimiento
y habilidades relacionadas con la gestién de la clase (Doyle, 1986) y conocimiento y
creencias sobre los fines y objetivos de la educacién (p. 6).



CAPITULO 2. AREAS PROBLEMATICAS, ANTECEDENTES Y PROBLEMA DE INVESTIGACION 29

* Conocimiento del contenido: este conocimiento, se refiere a los conceptos y hechos
principales dentro de un campo y las relaciones entre ellos (p.6).

* EIPCK, se encuentra compuesto de cuatro componentes: concepciones de las propues-
tas para la ensefnanza de un contenido; conocimiento de la comprensién de los estu-
diantes; conocimiento curricular y conocimiento de las estrategias instruccionales.

e Conocimiento del contexto: los profesores deben basarse en la comprension del con-
texto particular en el que ensefan, para adaptar su conocimiento general a las nece-
sidades especificas de la escuela y a cada uno de los estudiantes. Este conocimiento
incluye: conocimiento de los distritos en los que trabajan los profesores incluyendo las
oportunidades, expectativas y limitaciones planteadas por los departamentos; conoci-
miento del entorno de la escuela incluyendo la cultura de la escuela, directrices y otros
factores contextuales en el nivel de la escuela, que afectan la instruccién y el conoci-
miento de los estudiantes y comunidades especificas junto con los antecedentes de los
estudiantes, familias, puntos fuertes, debilidades e intereses (p. 9)

Continuando con la linea de investigacion sobre la identificacion de los componentes
del Conocimiento del Profesor, se encuentran los trabajos de Deborah Ball y colaboradores:
Ball (2000), Ball, Lubienski & Mewborn (2001), Hill, Schilling & Ball (2004), Ball, Hill & Bass
(2005), Hill, Ball & Schilling (2008) y Ball, Thames & Phelps (2008). Este grupo profundiza el
trabajo de Shulman sobre las componentes del Conocimiento del Contenido y Conocimiento
Pedagogico del Contenido y proponen la nocién de Conocimiento Matemdtico para la
Ensefianza-MKT, el cual definen como: el conocimiento matematico que utiliza el profesor
en el aula para producir instruccion y crecimiento en el alumno (Hill et al., 2008. p. 374). Ball
y colaboradores presentan dos categorias para el conocimiento del profesor: Conocimiento
del Contenido y Conocimiento Pedagogico del Contenido.

La primera categoria se encuentra constituida: por el conocimiento comun del
contenido-CCK, conocimiento especializado del contenido-SCK y conocimiento en el hori-
zonte matemdtico-ECK y el Conocimiento Pedagégico del Contenido por: el conocimiento
del contenido y los estudiantes, conocimiento del contenido y la ensefianza y el conoci-
miento del curriculo (Ball, 2000). El conocimiento comun del contenido corresponde al
conocimiento que se usa para la ensefianza en formas comunes a como se utiliza en muchas
otras profesiones u ocupaciones que también usan matematicas (Hill et al. 2008, p. 377).
En palabras de Ball, Thames & Phelps (2008) el CCK es aquel que posibilita al profesor para
resolver correctamente los problemas o tareas matemadticas que asignan a sus estudiantes;
no obstante, los conocimientos y habilidades matemaéticas que permiten la resolucién de
tareas no son exclusivos de la ensefianza, sino que son utilizados en una amplia variedad de
contextos. El conocimiento especializado del contenido (SCK), (Ball, Thames & Phelps, 2008)
se entiende como el conglomerado de conocimientos y habilidades matematicas exclusivas
para la ensefianza (p. 400). Este conocimiento incluye: como representar con exactitud
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ideas matematicas, ofrecer explicaciones matemadticas de reglas y procedimientos que
comunmente se encuentran en la ensefianza, analizar y comprender los métodos inusuales
que permiten resolver un problema (Hill, Ball & Schilling, 2008, p. 377).

Finalmente, el conocimiento en el horizonte matematico lo definen: como una toma
de conciencia (méds como un turista experimentado y apreciativo que como un guia de
turismo) del gran paisaje matemadtico en el que la experiencia y la instruccién presentes
estdn situadas (Ball & Bass, 2009, p. 6). Esto es, se trata de un tipo de conocimiento que
puede guiar los siguientes tipos de actos y responsabilidades de ensefianza: hacer juicios
sobre la importancia matemadtica; atencion al significado matemadtico subyacente a lo que
los estudiantes opinan; destacar y subrayar puntos claves; anticipar y hacer conexiones;
notar y evaluar oportunidades matematicas y detectar distorsiones matemadticas o posibles
precursores de confusiones o interpretaciones matemadticas erroneas posteriores. Ball & Bass
(2009) definen que el conocimiento en el horizonte matematico tiene cuatro elementos que
lo constituyen: un sentido del medio ambiente matemético que rodea la situacién actual en
la institucién; principales ideas disciplinares y su estructura; practicas matematicas claves,
valores y sensibilidades mateméticas fundamentales.

La segunda categoria que corresponde al conocimiento pedagégico del contenido, se
encuentra constituida por: El conocimiento del contenido y los estudiantes (KCS,) que co-
rresponde al conocimiento del contenido que se entrelaza con el conocimiento sobre como
piensan los estudiantes; conocen o aprenden este contenido particular (Hill, Ball & Schilling,
2008); el conocimiento del contenido y la ensefianza (KCT)que combina conocimiento sobre
la ensefianza y conocimiento sobre las matematicas. Muchas de las tareas matemaéticas de
ensefianza requieren un conocimiento matematico para el disefio de la instruccién. Los
profesores secuencian contenidos particulares para la instruccion; los profesores eligen los
ejemplos para comenzar con el proceso y los ejemplos que usan para ayudar a los estudiantes
a profundizar en el contenido; los profesores evaliian las ventajas y desventajas instruccio-
nales de las representaciones usadas para la ensefianza de ideas especificas e identifican los
diferentes métodos y procedimientos permisibles en el proceso de instruccién. Cada una
de las tareas requiere una interaccion entre una comprension matematica especifica y una
comprension de los aspectos pedagogicos que afectan el aprendizaje de los estudiantes (Ball,
Thames & Phelps, 2009, p. 401) y finalmente, el conocimiento curricular que es entendido
por el equipo de Ball y colaboradores en el sentido de los trabajos de Grossman (1990).

De otra parte, Schoenfeld & Kilpatrick (2008) en esta direccion de investigacion
hablan de una “proficiencia” en la ensefianza de las matemadticas haciendo referencia a los
conocimientos y competencias que deberian tener los profesores para que su ensefianza sea
de calidad. Una teoria de proficiencia para la ensefianza establece las destrezas que deben
desarrollar las personas para ser proficientes. Se trata entonces de extender la nociéon de
proficiencia de la matemadtica escolar (Kilpatrick, Swafford & Findell, 2001) que incluye: la
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comprension conceptual, fluencia procedimental, competencia estratégica, razonamiento
adaptativo y disposicion productiva.

La nocién de proficiencia en la ensefianza de las matemadticas se interpreta en térmi-
nos de Competencia Profesional del Profesor de Matematicas. Schoenfeld & Kilpatrick (2008)
proponen distinguir las siguientes dimensiones: conocer las matemadticas escolares en pro-
fundidad y amplitud; conocer a los estudiantes como personas que piensan; conocer a los
estudiantes como personas que aprenden; disefiar y gestionar entornos de aprendizaje; desa-
rrollar las normas de la clase y apoyar el discurso de la clase como parte de la ensefianza para
la comprension y construir relaciones que apoyen el aprendizaje. Estas dimensiones, corres-
ponden a:

* Conocer las matematicas escolares con profundidad y amplitud. El profesor tiene mul-
tiples maneras de conceptualizar el contenido del nivel correspondiente, representarlo
de diferentes maneras, comprender los aspectos claves de cada topico y ver conexiones
con otros tépicos del mismo nivel. El conocimiento profundo del contenido le permite
seleccionar las grandes ideas para ser propuestas a los alumnos, asi como responder
con flexibilidad a las cuestiones que le plantean.

* Conocer a los estudiantes como personas que piensan: implica tener sensibilidad sobre
lo que piensan los estudiantes; esto proporciona informacién adicional sobre como los
estudiantes dan sentido a las matemadticas y sobre como pueden construir sus conoci-
mientos.

* Conocer a los estudiantes como personas que aprenden: supone ser consciente de la
teoria del aprendizaje asumida y sus implicaciones en términos de las actividades de
clase y las interacciones con los estudiantes.

* Disefar y gestionar entornos de aprendizaje: la creaciéon de entornos productivos de
aprendizaje, incluye bastante més que la sola gestion de la clase: implica la creacién de
comunidades intelectuales en las que los estudiantes se comprometen en actividades
intelectuales legitimas (p. 338).

» Desarrollar normas de la clase y apoyar el discurso de la clase como parte de la ense-
fianza para la comprension. La clase debe trabajar como una comunidad de aprendiza-
je; esto supone que los alumnos tienen que adoptar ciertas normas sociales en la clase,
tales como la obligacion de explicar y justificar sus soluciones: deben intentar compren-
der el razonamiento de los otros estudiantes, preguntar si no comprenden, y desafiar los
argumentos con los que no estdn de acuerdo.

* Construir relaciones que apoyen el aprendizaje: el profesor, debe trabajar para orga-
nizar el contenido, sus diversas representaciones y poner en relacién a los estudian-
tes entre si y con el contenido. El aprendizaje emerge de estas relaciones mutuamente
constituidas.
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* Reflexionar sobre la propia practica: lograr proficiencia en la ensefianza de las mate-
maticas, asi como lograr proficiencia matemadtica, es un proceso interactivo a lo largo
de la vida. En un problema practico de ensefianza, el profesor de matematicas necesita
pensar reflexivamente sobre el problema si quiere resolverlo. Una vez que es habitual
la reflexion, puede llegar a ser el principal mecanismo para mejorar la propia préctica
(p. 348).

De igual forma, Rowland, Huckstep & Thwaites (2005) proponen un Cuarteto del
conocimiento-KQ, como una herramienta que permite observar el conocimiento del conte-
nido matematico de los profesores (tanto el MKT y el PCK) en la préctica de la ensefianza
de las matematicas y ademads, desarrollar la ensefianza de dicha disciplina. Estos autores
consideran también cuatro grandes dimensiones para el cuarteto del conocimiento: Funda-
mentos: esta dimension se refiere a los fundamentos o antecedentes tedricos y a las creencias
de los profesores en formacion. Se trata de los conocimientos, la comprension y de los
recursos que los profesores aprenden en la academia de cara a su preparacion (intencional
0 no) para su papel en el aula; Transformacién: se refiere, en congruencia con los aportes
del Conocimiento Base de Shulman, a la capacidad del profesor para transformar el cono-
cimiento del contenido que posee en formas que son pedagégicamente poderosas (p. 261).
Esto incluye la demostracion de los procesos, el uso de materiales instruccionales, la eleccion
de representaciones y la eleccion de ejemplos (Turner & Rowland, 2011, p. 200); Conexién: se
refiere a la coherencia de la planificacion de la forma en que aparece un episodio, lecciéon o
serie de lecciones, para su ensefianza. La concepcién de coherencia incluye la secuenciacion
de los tépicos dentro y entre las lecciones, incluye el orden de las tareas y ejercicios (p. 263).
Esto involucra el hacer conexiones entre los conceptos, decisiones sobre la secuenciacion y
reconocimiento de la pertinencia conceptual (Turner & Rowland, 2011, p. 201); Contingencia:
se refiere a eventos de la clase que son casi imposibles de planificar. Los dos componentes
que constituyen esta categoria son: la disposicion de responder a las ideas de los nifios y la
preparacién consecuente cuando sea necesaria para desviarse de lo planificado, cuando la
leccion ha sido preparada (p. 263).

Este cuarteto del conocimiento, originalmente se desarroll6 para el estudio del Cono-
cimiento del Contenido, y del Conocimiento pedagdgico del contenido de los profesores en
formacion inicial, pero su uso se ha centrado principalmente en el estudio del conocimiento
de los profesores en accion. Esto se debe al contexto en el que se estudian cada uno de los
cuatro componentes del cuarteto, lo cual es sefialado por Rowland, Huckstep & Thwaites
(2005) dentro de las tres categorias, a diferencia de la primera, que se refieren a la forma
y al contexto en el cual el conocimiento se aplica para la preparacion y desarrollo de la
ensefanza. Estas tres categorias, se centran en el conocimiento en la accién, demostrado
mediante la planificacion para ensefiar y el acto de la ensefianza en si mismo (p. 261).
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Godino (2009), en esta linea de investigacion que se esta analizando sobre el estudio
del Conocimiento del Profesor, analiza algunas de las limitaciones en los modelos descritos:
una de ellas, es la que incluye categorias demasiado generales: considera que los modelos
deben permitir un andlisis més detallado de cada uno de los tipos de conocimiento puestos
en juego para una ensefianza efectiva (proficiente, eficaz, idénea) de las matematicas. Como
consecuencia de esto, propone un sistema de categorias y un modelo del Conocimiento
Matematico y Did4ctico del profesor que integra, articula y organiza los modelos anteriores
desde diferentes puntos de vista. Este modelo del Conocimiento del Profesor se profundiza
en el marco teérico (ver, capitulo 4) y corresponde al modelo seleccionado para el estudio del
Conocimiento Did4ctico y Matematico de los estudiantes de formacién matemaética sobre el
objeto Grupo.

2.5.1. Investigaciones relacionadas con el Conocimiento Didactico-
Matematico

Se presentan estudios sobre el conocimiento CDM del profesor que sirven de re-
ferentes en la construccién del marco tedrico de esta tesis doctoral: estas investigaciones
representan avances en esta linea de investigacion, ademds de definirse como una guia teori-
ca y metodoldgica para el andlisis y la caracterizacion de las componentes del Conocimiento
del Profesor respecto al objeto Grupo.

En primer lugar, se encuentra el estudio de Pino-Fan (2013) que hace referencia al
Conocimiento Didactico-Matemadtico del Profesor (CDM) y se centra en el tema: Evaluacién
de la faceta epistémica del conocimiento didactico-matemético de futuros profesores de
bachillerato sobre la derivada. La investigacién tiene como objetivo determinar si al final del
proceso de instruccion, se ha generado en los futuros profesores de bachillerato de México
un conocimiento de la faceta epistémica suficiente para una ensefianza idénea de la derivada.

La metodologia del estudio se define con un énfasis cualitativo que permite describir
y caracterizar una de las dimensiones del Conocimiento diddctico-matemadtico de los
profesores de secundaria/bachillerato para la ensefianza idénea de la derivada, mediante el
diseno de instrumentos para evaluar dicho conocimiento en profesores en formacién inicial
(Pino, 2013). La muestra de los futuros profesores fue intencional y la investigacién establece
ademads, una componente cuantitativa al construir instrumentos de evaluacién de respuesta
escrita, aplicados a muestras representativas de profesores en formacion inicial en distintos
momentos. Estos datos fueron analizados con métodos estadisticos y asi, la investigacion en
general se describe con un enfoque metodolégico de tipo mixto siguiendo los alineamientos
de Johnson & Onwuegbuzie (2006).
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La poblaciéon correspondia a futuros profesores de secundaria/bachillerato: estu-
diantes de Licenciatura en matematicas, en el contexto mexicano; estudiantes con un
conocimiento variado sobre matematicas y concepciones sobre la ensefianza y el aprendizaje
de las matemadticas. La poblaciéon objetivo se reduce a los estudiantes de sexto y octavo
semestre de Licenciatura en Ensefianza de las Matematicas de la Universidad Auténoma de
Yucatdn, México. Para la recolecciéon de los datos disefiaron un cuestionario que permitia
explorar por medio de practicas matematicas operativas y discursivas desarrolladas por los
futuros profesores el Conocimiento Didactico-Matematico referente a la Faceta Epistémica
en el objeto matematico derivada; conocimiento que se presenta mediante la descripcién de
configuraciones cognitivas activadas y asociadas a dichas practicas matematicas(Pino, 2013).

Entre los resultados del estudio se encuentra: la caracterizacién de los pares (Prac-
ticas, Configuracion de objetos y procesos activados en dichas précticas). Mediante un
estudio historico y epistemolégico de la derivada se identificaron los distintos significados
parciales para este objeto matematico (Pino, 2013) y se identificaron nueve sistemas de
précticas a lo largo de la evolucion histérica, es decir, adoptaron nueve significados distintos
(significados parciales): es decir, que el objeto derivada se activa en nueve subsistemas de
précticas cada uno de los cuales tiene una configuracién de objetos y procesos matemaéticos
asociados y corresponden a: La tangente en la matematica griega-CE1; Sobre la variacion
en la edad media-CE2; Métodos algebraicos para hallar tangentes-CE3; Concepciones
cinemadticas para el trazado de tangentes-CE4; Las ideas intuitivas de limite para el cdlculo
de maximos y minimos-CE5; Métodos infinitesimales en el cadlculo de tangentes-CE6; El
célculo de fluxiones-CE7; El cdlculo de diferencias-CE8 y la derivada como limite-CE9. Un
segundo resultado corresponde a la reconstruccion de un significado global de referencia de
la derivada mediante la consideracion de los significados parciales obtenidos de la carac-
terizacion de los pares (Practicas, Configuracion de objetos y procesos activados en dichas
practicas): este resultado importante se resume en un esquema que muestra la complejidad
del significado global de la derivada; se presenta en este esquema las relaciones entre los
distintos significados parciales y el nivel de generalizacion referente a las configuraciones
epistémicas asociadas a cada significado parcial.

Las anteriores (nueve) configuraciones aparentemente distintas, tienen similitu-
des y por tanto, en el estudio se consideran cronolégicamente seis sistemas de practi-
cas/significados parciales que se pueden ver como primarios en cuanto a las configuraciones
activadas en dichos sistemas (CE1, CE2, CE3, CE4, CE5 y CE6) y definen un primer nivel de
significados. Estas configuraciones tienen un cardcter extensivo porque resuelven ciertas
situaciones-problemas con métodos y procedimientos particulares. Dentro de estas seis
configuraciones primarias se encuentran algunas similares entre si, como las CE1, CE3 y CE6
y de otro lado, las configuraciones CE2 y CE4, que dan lugar a un sistema mads general que
corresponde a: Tangentes, Variacion, Velocidades, Mdximos y Minimos y definen un segundo
nivel de generalidad en cuanto al significado del objeto matematico (Pino, 2013, pp. 163).
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Continuando con el andlisis histérico y epistemoldgico del objeto derivada; Newton,
apoyado en la configuraciéon subyacente al sistema de prdacticas genérico de variacion,
velocidades, desarroll6 un nuevo sistema de précticas de la derivada como fluxién, en el
cual activa una configuracién mads general (CE7) y de igual forma Leibniz, apoyado en la
configuracién asociada al sistema de prdacticas tangentes, desarrolla un nuevo sistema de
précticas de la derivada como cociente de diferenciales en el que se activa una configuraciéon
mads general (CE8) que definen un tercer nivel de generalidad del significado del objeto
matematico. Finalmente, Newton y Leibniz, tomando como base sus desarrollos (CE7 y CE8)
generaron un nuevo sistema de practicas de caracter formal de la derivada como limite
del cociente de incrementos el cual lleva asociado la configuraciéon (CE9) que constituye la
formalizacion del objeto derivada (Pino, 2013, p. 164).

Otro de los resultados de la investigacion de Pino-Fan (2013), corresponde a la
caracterizacion del significado de la derivada pretendido en los planes de estudio oficiales
de bachillerato en México y se establece mediante el andlisis de la dupla (Plan de Estudios,
Libros de Texto) de célculo diferencial. Esta caracterizacion se realiz6 mediante la descripcién
sistemadtica de las configuraciones de objetos y procesos activados en las distintas précticas
sobre derivadas que proponian tanto los libros de texto analizados como los planes de
estudio. El resultado del andlisis, tanto de los planes de estudio como el de los libros de texto
de calculo diferencial del nivel de bachillerato, revel6 que en la actualidad el significado de
la derivada pretendido en el curriculo del bachillerato mexicano es el de la derivada como
limite del cociente de incrementos, aplicado en distintos contextos o tipos de problemas.

Como una tercera fase de la investigacion el autor realiza un estudio sobre la ido-
neidad epistémica, el cual proporciona las herramientas tedricas y metodolégicas para
valorar la representatividad de los significados pretendidos en el curriculo de bachillerato
mediante la dupla (Plan de Estudio, Libros de texto) respecto del significado global de la
derivada. Como resultado del estudio de la idoneidad epistémica de los significados de la
derivada pretendidos en el curriculo de bachillerato en México, se evidenci6é que el enfoque
moderno del cdlculo diferencial se basaba fundamentalmente en el concepto de limite:
como resultado se efectuaron investigaciones curriculares en torno a la adecuaciéon de los
significados pretendidos respecto del significado de referencia de la derivada (Pino, 2013).

Esta investigacion contribuye con aportes importantes para el desarrollo del actual
estudio, pero difiere de él; ya que, la nocién derivada corresponde a la linea de Analisis y
el objeto Grupo pertenece a la linea de Algebra: dos lineas bien diferenciadas a través de
la historia de la matematica. El Algebra tiene un sentido global, mientras que el célculo
tiene un sentido local. En el capitulo 6, se presenta el estudio fenomenolégico, histérico y
epistemologico correspondiente al objeto Grupo, junto con el estudio de los significados
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pretendidos por los libros de texto para este objeto y de los planes de estudio. Estos estudios
se utilizan para indagar sobre el conocimiento de la faceta epistémica del CDM, generado
en los estudiantes de formacién matemadtica, en relacién con el objeto Grupo (ver, capitulo 9).

Otra investigacion relevante relacionada con el Conocimiento Didactico-Matemadtico
del profesor para la ensefianza de la probabilidad es la desarrollada por Vasquez (2014); el
objetivo de la investigacion corresponde a: Evaluar el conocimiento diddctico-matemadtico
para la ensefnanza de la probabilidad que poseen los profesores de educaciéon primaria en
activo. El objetivo general se enfoca a utilizar la informacién recogida en un instrumento de
evaluacion, para determinar directrices que contribuyan al desarrollo de un conocimiento
did4ctico-matemadtico para la ensefianza de la probabilidad en profesores de educacion
primaria que permitan orientar los procesos de formacién del profesorado respecto a este
contenido y asi, constituirse en un aporte en cuanto a la mejora de la practica educativa.

El enfoque metodologico se define de tipo exploratorio, argumentando que los
pocos estudios existentes sobre el tema del Conocimiento Didactico-Matemaético del Pro-
fesor, se centran solo en ciertos aspectos del conocimiento did4ctico-matemadtico para
ensefar probabilidad pero de futuros profesores de educacién primaria, mientras que
este estudio pretende bordar los distintos componentes del modelo del conocimiento
didactico-matematico de profesores de educacion primaria en activo (conocimiento comun,
conocimiento ampliado y conocimiento especializado).

Entre los resultados de la investigacion, de Vasquez (2014) se tienen:

* La construccion, validacion y aplicacion de un cuestionario basado en el modelo del co-
nocimiento didactico-matematico (Godino, 2009; Pino-Fan, Godino & Font, 2015; Pino-
Fan, Godino & Font, 2011; Pino-Fan, Godino & Font 2013) donde se buscaba medir el
conocimiento comun del contenido, el conocimiento ampliado del contenido y el co-
nocimiento especializado junto a unas subcategorias de este.

* El estudio, da respuesta a la pregunta de investigacion: ;qué conocimientos didéctico-
matematicos para la ensefianza de la probabilidad poseen los profesores de educaciéon
primaria en activo? para esto se organiza el estudio en dos partes: una parte tedrica,
orientada a describir el objeto de estudio donde se consideraron diversos aspectos tales
como: la evolucidn histérica y epistemoldgica de la probabilidad, la diversidad de sig-
nificados en relacion al concepto, aspectos relacionados con los errores y dificultades
presentes en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la probabilidad, asi como aspec-
tos relacionados con la formacién de profesores para ensefiar probabilidad. La segunda
parte empirica se centra en tres aspectos fundamentales: un estudio exploratorio sobre
el tratamiento de la probabilidad en el curriculo nacional e internacional y en los
libros de texto de educaciéon primaria de chilenos; la construccién del Cuestionario
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CDM-Probabilidad y la evaluacion de los conocimientos did4ctico-matematicos de los
profesores de educacion primaria en activo. El interés de dar respuesta al interrogante
se fundamenta en los desalentadores resultados (Vasquez, 2014) que obtienen tanto los
alumnos chilenos en las pruebas de medicion sobre el aprendizaje de las matematicas
a nivel nacional (SIMCE) e internacional (TIMSS, PISA, etc.), como los profesores
chilenos en estudios internacionales (OCDE, 2010, TEDS-M, 2010, WEE 2011-2012).

A partir del estudio histérico y epistemoldgico se obtiene informacién relacionada
con el origen y evolucion de la probabilidad a lo largo de la historia, donde se evidencian
dificultades producto de la multiplicidad de significados de este objeto matemético. En
este estudio se propone que los significados deben ser introducidos de manera progresiva,
comenzando con las ideas intuitivas de los alumnos a lo largo de la educacién matematica
escolar, hasta llegar a una comprension del objeto matemaético desde sus distintos signifi-
cados parciales (Batanero, 2005). Estos resultados condujeron a la realizacion de un analisis
de los significados de la probabilidad (intuitivo, clésico, frecuencial, subjetivo y axiomatico)
en el contexto de la matemadtica escolar. A partir de la concreciéon de los significados,
identificaron con base en las investigaciones previas, los distintos elementos vinculados a las
correspondientes configuraciones de objetos matemadticos primarios presentes en cada uno
de los significados de la probabilidad analizados.

Ademas, en el estudio se presenta el andlisis de la literatura especializada en relacion
al aprendizaje de la probabilidad en nifios de educacion infantil y primaria. Dicho estudio les
permite conocer y comprender los diversos errores y dificultades asociados a la probabilidad,
que se hacen presentes en muchas ocasiones en los procesos de ensefanza y aprendizaje.
Para ello, contemplaron los estudios de algunos autores en esta direccion (Inhelder & Piaget,
1955; Green, 1983; Fischbein & Gazit, 1984; Kahneman, Slovic & Tversky, 1982; Konold, 1991;
Leocutre, 1992; Serrano, 1996; Canizares, 1997 citado en Vasquez, 2014) quienes destacan
la importancia del desarrollo del razonamiento probabilistico de forma gradual a partir de
las intuiciones probabilisticas primarias, para asi lograr una comprensiéon adecuada de la
probabilidad al finalizar la etapa escolar.

Para el estudio de los principales errores y dificultades presentes en el aprendizaje de
la probabilidad en nifios de educacion infantil y educacion primaria, se indaga en la literatura
previa sobre los conocimientos del profesor para ensefiar probabilidad. Se encontré que las
investigaciones relacionadas con este aspecto eran escasas y aun mads las que se refieren a
profesores de primaria en activo, ya que la gran mayoria se centra en los futuros profesores
(Begg & Edward, 1999; Sthol, 2005; Batanero, Canizares & Godino, 2005; Contreras, 2011;
Mohamed, 2012, Gomez, 2014 citado en Vasquez, 2014). Se argumenta ademads, que las
escasas investigaciones relacionadas con esta problemaética de estudio, revelan un conoci-
miento deficiente de los profesores de primaria sobre probabilidad, dado que cuando se ven
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enfrentados a la ensefianza de la probabilidad, se limitan a ensefiar un conjunto de técnicas
y féormulas sin mayores interpretaciones y que este tipo de practica docente, de acuerdo con
Mohamed (2012) no facilita la comprension de la probabilidad y de los conceptos asociados
a ella por parte de los alumnos, mostrando de este modo una debilidad en la comprensién
de los contenidos a ensefar y del conocimiento necesario para llevar a cabo el proceso de
enseflanzay aprendizaje (Vasquez, 2014).

En esta investigacion, para el disefio del cuestionario se tiene en cuenta, el significado
de referencia establecido a partir del andlisis historico y epistemoldgico; las investigaciones
previas relacionada con el aprendizaje y preparacion de futuros profesores para ensenar y
el andlisis de las orientaciones curriculares y libros de texto de educacién primaria chile-
nos. Con estos datos dieron inicio a la construccién de la versién piloto del Cuestionario
CDM-Probabilidad, para lo cual consideraron la seleccion de tipos de tareas y contenidos
principales y la seleccion de los aspectos del conocimiento didactico-matemadtico que era
de interés a evaluar. La version piloto del instrumento estaba compuesta por 10 items de
respuesta abierta, algunos provenientes de investigaciones previas y otros de elaboracién
propia. Por medio de estos items se abordaron los diversos contenidos seleccionados y
los aspectos del conocimiento didadctico-matemadtico a evaluar (conocimiento comun del
contenido, conocimiento ampliado del contenido y conocimiento especializado, junto a sus
subcategorias) de acuerdo con el modelo del Conocimiento didactico-matematico (Godino,
2009; Godino & Pino-Fan, 2013; Pino-Fan, Godino & Font, 2013; Pino-Fan, Font & Godino,
2013).

Seguidamente, en el estudio, la version piloto se somete al proceso de validacion, para
lo cual consideran el juicio de 8 expertos en did4ctica de la matematica y la aplicacion piloto
del cuestionario a un grupo de 8 profesores de educacion primaria en activo. A partir del
anadlisis de estos resultados, las observaciones y los comentarios obtenidos de este proceso,
se realizan algunas modificaciones que llevan a que el cuestionario en su version final quede
compuesto por 7 items. Asi, por medio de este proceso garantizan la validez del contenido
del instrumento (Muniz, 1994).

En la investigacioén, el instrumento final se aplica a un grupo de 93 profesores chilenos
de educacion primaria de donde infiere que: el conocimiento comun del contenido sobre
probabilidad de la mayoria de los profesores de educacion primaria que participaron del
estudio es muy insuficiente; puesto que, el porcentaje de respuestas correctas no logra
superar el 22.4 por ciento en promedio; ademads, observaron que los profesores presentan
serias dificultades para resolver correctamente las situaciones problemaéticas planteadas,
manifestando variados errores y dificultades: evidencidndose la presencia de heuristicas
y sesgos probabilisticos al igual que en los resultados obtenidos por Azcarate (1995) con
futuros profesores de educacién primaria; en cuanto al conocimiento ampliado del con-
tenido, se afirma que tienen un nivel extremadamente insuficiente, puesto que ninguno
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de los profesores logra responder en forma correcta ni parcialmente correcta las preguntas
planteadas, mostrando en su gran mayoria estrategias de resolucion incorrectas a partir de
concepciones erroneas.

Segun los investigadores, los profesores de educacion primaria en activo participantes
del estudio no cuentan con un conocimiento adecuado y suficiente que les permita identifi-
car los distintos contenidos involucrados en la resolucién de las situaciones problemadticas.
Con respecto al conocimiento especializado, evidencian que corresponde a un nivel muy
insuficiente, siendo el segundo tipo de conocimiento con peor resultado, antecedido por el
conocimiento ampliado del contenido. Se sefiala que al igual que en el caso del conocimiento
comun del contenido y del conocimiento ampliado del contenido, no se observan mayores
diferencias en relacion al desempeno obtenido de acuerdo con las variables que caracterizan
a los sujetos, a pesar de que algunos presentaron en promedio, un mejor rendimiento, dichas
diferencias eran muy leves.

En la investigacion de Vasquez (2014) desarrollada con profesores en activo, al igual
que en la de Pino-Fan (2013) con profesores en formacion inicial, se evalia el conocimiento
did4ctico-matemadtico sobre un objeto matemadtico y se analiza la faceta epistémica de
dicho conocimiento, que segtn el enfoque EOS corresponde a las categorias descritas. Estos
estudios presentan un marco tedrico comuin que sirve de base para la construccion del
nuestro; ya que, el estudio que se desarrolla en esta tesis doctoral se encuentra centrada
de igual forma en el conocimiento didactico-matemaético de los estudiantes de formacion
matematica en relacién con el objeto Grupo. Es de aclarar que los objetos matematicos:
Derivada y Probabilidad no se relacionan con el objeto Grupo.

En la investigacion sobre el Conocimiento del Profesor de Pinto et al. (2008) se
sefnala que segin Marks, Even y Shulman es necesario desarrollar més investigacion sobre
los diferentes componentes, categorias, caracteristicas, dimensiones e indicadores del
Conocimiento Did4ctico (pedagdgico) del Contenido, para seguir generando un cuerpo de
conocimientos que fundamente y oriente la formacién de los programas de formacién inicial
con permanentes y subsecuentes investigaciones. Ademas, se afirma que es indispensable
lograr la conexidn entre la investigacion did4ctica del conocimiento del profesor (a través del
CDC) y los programas de formacion de profesores; ya que solo a través de la investigacion es
posible conocer y demostrar los beneficios del CDC, difundir sus alcances, incrementar su
credibilidad como modelo de formacién y dar cabida a programas de cardcter practico con
un alto impacto en el mejoramiento del desarrollo profesional del profesor y del pensamiento
critico del estudiante.

Bajo esta visién y teniendo en cuenta que el enfoque EOS integra el modelo de
Shulman del CDM vy el modelo MKT de Ball y colaboradores, las afirmaciones anteriores
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toman gran relevancia; ya que, ellas justifican la importancia de aplicar el modelo del
CDM al estudiante de formacién matemadtica, para explorar la componente epistémica del
conocimiento respecto al objeto matematico Grupo.

A continuacion, se pasa a concretar a partir de las problemaéticas expuestas y del andli-
sis de los antecedentes, el problema de investigacion del presente estudio centrado en el Co-
nocimiento didactico-matematico del profesor universitario relacionado con el objeto Grupo.

2.6. Formulacién del problema de investigacion

En las secciones anteriores, se estableci6 la necesidad de realizar un estudio que
permita describir el significado global del objeto matematico Grupo: estudio sistematico de
cardcter fenomenoldégico, histérico y epistemolégico, importante para la planificacion de los
procesos de instruccion. El estudio de los significados del objeto matemaético corresponde a
uno de los elementos necesarios para evaluar el Conocimiento Did4ctico-Matematico de los
estudiantes de formacién matemadtica al final de su proceso de formacién y sobre el objeto
matematico. Esta exploracion es importante; ya que, permite contrastar el conocimiento que
debe adquirir el estudiante en formacién inicial sobre el objeto Grupo, con el conocimiento
real que posee sobre este objeto. En este sentido, esta investigacién busca obtener aportes
importantes tanto para las administraciones educativas, como para los programas de forma-
cibn matematica y especialmente, se pretende la biisqueda de mejoras para los planes de
estudio de los estudiantes de formaciéon matemadtica en cuanto al desempefio profesional
para la ensefianza universitaria.

Los interrogantes planteados en las anteriores secciones, se concretan en la siguiente
pregunta:

$:Qué conocimiento matematico basico, necesitan los estudiantes de formacion
matemadtica, para una enseiianza idénea del objeto Grupo?

La pregunta, plantea la caracterizacion de la faceta epistémica del CDM que involu-
cra: el conocimiento comun del contenido de los estudiantes de formacion matemadtica y el
conocimiento ampliado del contenido, como bases para la potenciacién del conocimiento
especializado que proporcione las herramientas para la labor de la ensefianza idénea del
objeto Grupo. Estas componentes se desarrollan en el enfoque EOS e integran la componente
epistémica del Conocimiento Did4ctico-Matemaético del profesor universitario (ver, capitulo
4); por tanto, el presente estudio se centra en la caracterizacion de la dimension epistémica,
como una de las componentes del conocimiento del profesor; componente que le permitird
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gestionar adecuadamente los conocimientos matematicos y didécticos sobre el objeto Grupo.

La faceta epistémica en el modelo del CDM, hace referencia al conocimiento sobre
el contenido matemadtico (Pino-Fan, 2013), es decir, al conocimiento de los significados
parciales del objeto matematico de los cuales emerge el significado global de dicho objeto;
un objeto matemadtico puede tener varias configuraciones epistémicas (ver, figura 4.4) cada
una de las cuales lleva asociado un significado parcial del objeto (Font & Godino, 2006). Estos
significados parciales determinan el significado global del objeto matemadtico con diferentes
grados de generalidad. Las configuraciones epistémicas se describen con mds detalle en el
marco teérico (ver, capitulo 4) y corresponden a las relaciones entre los objetos matematicos
primarios (situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos)
que llegan a formar redes de objetos y son los que intervienen y emergen de cada uno de los
sistemas de précticas determinados para los objetos matemaéticos.

La caracterizacion de la faceta epistémica del CDM del profesor para la ensefnanza
del objeto Grupo, tiene implicaciones en los programas de formacion inicial de profesores,
ya que ella permite explorar por una parte, los conocimientos didacticos y matematicos
que deben tener los estudiantes de formaciéon matematica y ademads, confrontarlos con los
conocimientos que efectivamente tienen (conocimiento inicial); ya que, lo ideal en la forma-
cion inicial de profesores, es la blisqueda de un acoplamiento entre los conocimientos que
efectivamente tienen los estudiantes respecto a los conocimientos de referencia (Pino-Fan,
2013, p. 345) (ver, figura 4.4).

A continuacion, se describen los objetivos que permitieron el estudio de cada una de las ca-
tegorias del CDM de los estudiantes de formacién matematica, respecto al objeto Grupo.



CAPITULO 3

Objetivos y justificacion

Se definen en este apartado, los objetivos especificos dando respuesta a preguntas concretas
de investigacion, resultado del andlisis a las problemaéticas y antecedentes presentados. Es-
tos objetivos describen el camino, para la consecucion del objetivo general y permiten dar
respuesta a la pregunta de investigacion formulada.

3.1. Objetivo general

Evaluar el Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacion matema-
tica en su dimensién epistémica, para determinar si se ha generado un conocimiento co-
mun y un conocimiento ampliado que sean la base de un conocimiento especializado, ne-
cesario para la ensefianza id6nea del objeto Grupo.

3.2. Objetivos especificos

Este objetivo general se descompone en los siguientes objetivos especificos que marcan la
ruta para el logro del objetivo general propuesto, los cuales dan respuesta a tres preguntas
concretas de investigacion relacionadas con el objetivo general.

P1. ;Cudl es el significado global del objeto matemdtico Grupo?

0O1. Determinar los significados parciales del objeto Grupo.

42
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02. Reconstruir el significado global de referencia del objeto grupo (ver, figura 3.1)

Figura 3.1: Significado Global del objeto Grupo

P2. ;Los significados del objeto Grupo, pretendidos por los libros de texto y los planes de estudio
son representativos del significado global de dicho objeto?

03. Caracterizar el significado del objeto grupo pretendido por los libros de texto sugeridos
para los programas de la asignatura: Teoria de Grupos (4 libros).

04. Caracterizar el significado de la nocién Grupo, pretendido por los programas de la
asignatura de Teoria de Grupos de los estudiantes de formacién matematica.

P3. ;Como disefiar un instrumento para evaluar la dimension epistémica del CDM de los estu-
diantes de formacion matemadtica, integrada por un conocimiento comiun, un conocimiento
ampliado como bases de un conocimiento especializado necesario para una ensefianza idonea
del objeto Grupo?

05. Seleccionar las tareas que permitan evaluar el conocimiento comtn, el conocimiento
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ampliado y el conocimiento especializado del estudiante de formacién matematica.

06. Disenar e implementar un instrumento piloto que permita una primera exploracion de
la faceta epistémica del conocimiento did4ctico-matematico de los estudiantes de formacién
matematica, en relaciéon con el objeto Grupo.

07. Implementar el cuestionario definitivo CDM-Grupo para evaluar el conocimiento co-
mun, el conocimiento ampliado bases del conocimiento especializado del contenido de los
estudiantes de formaciéon matematica.

08. Analizar las categorias del CDM: conocimiento comun, conocimiento ampliado y conoci-
miento especializado del contenido de los estudiantes de formacién matemética en relacién
con el objeto Grupo.

En el siguiente capitulo se presentan las razones que justifican la busqueda de una respuesta
ala pregunta de investigacion planteada y al desarrollo de los objetivos especificos.

3.3. Justificacion

3.3.1. Introduccion

Desde hace treinta afos, el estudio de los conocimientos que un profesor debe tener para
la ensefianza idénea de tépicos concretos de la matemética ha tomado cada vez mayor
interés, tanto por la comunidad de investigadores en didactica de la matemadtica interesados
en la formacion de profesores, como por las administraciones educativas. La principal
razon es que el desarrollo del pensamiento y competencias matemaéticas de los estudiantes,
dependen esencialmente de los conocimientos y habilidades de sus profesores (Pino-Fan,
2013). Una de las problematicas que ha generado gran interés en esta linea de formacion de
profesores es la identificacion del CDM requerido por los futuros profesores (estudiantes en
formacion inicial) para desarrollar eficientemente su practica y facilitar el aprendizaje de sus
estudiantes.
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En esta direccion, gran cantidad de investigaciones se dirigen a identificar los compo-
nentes del complejo de conocimientos que un profesor debe tener para poder desarrollar
eficientemente su préctica y asi facilitar el aprendizaje de los estudiantes: en ésta linea
de investigaciéon se encuentran los trabajos de Shulman(1986; 1987); Fennema & Franke
(1992) y Ball (2000), que presentan una visién multifacética sobre la construccién de los
conocimientos requeridos para la ensefianza (Pino-Fan, 2013). Ademads, se encuentran las
investigaciones de Ball, Lubienski & Mewborn (2001); Llinares & Krainer (2006); Ponte &
Chapman (2006); Philipp(2007); Sowder (2007); Ball, Thames & Phelps (2008); Hill, Ball &
Schilling (2008); Rowland, Huckstep & Thawaites (2008); Sullivan & Wood (2008) y Godino
(2009).

Las investigaciones anteriores, evidencian que no existe un acuerdo sobre un marco teérico
que permita describir el conocimiento de los profesores de matematica (Rowland & Ruthven,
2011). Ademas, pocos de estos estudios se orientan al disefio de instrumentos para explorar
y caracterizar el CDM del estudiante de formacién matematica, relacionados con el objeto
Grupo y de otros aspectos que se incorporan en esta direccién tales como: el significado
del objeto matematico Grupo, que permita explorar y caracterizar el CDM del profesor uni-
versitario; la determinacion de criterios encaminados al disefio de metodologias did4cticas
para desarrollar y potenciar el conocimiento especializado sobre el objeto matematico;
la determinacién de criterios para evaluar el conocimiento del profesor sobre el objeto
Grupo vy el estudio de los programas de formacién matemética, que den respuesta a las
preguntas ;cudl es el conocimiento real de los estudiantes de formacién matemadtica sobre
el objeto Grupo? y ;cudl es el conocimiento de referencia que deben tener estos estudiantes
de formacion matemadtica sobre dicho objeto matematico? ademaés del conocimiento que se
plantea en los textos y en los mismos programas académicos.

Respecto al modelo de Ball y Colaboradores (2000; 2008) se encuentran cuestiones abiertas
como por ejemplo ;c6mo se evalian o miden los diversos componentes del MKT?, ;cémo
se puede ayudar a los profesores a adquirir o a desarrollar los diferentes componentes del
MKT?, ;cémo se relacionan entre si los diversos componentes del MKT? (Godino, 2009).

Segiin lo expuesto, este estudio pretende dar respuesta a algunos de los interrogantes
planteados y busca avanzar en la determinacion de los componentes del conocimiento
del profesor para la ensefianza idénea del objeto Grupo, considerado como un objeto
esencial del Algebra Abstracta. El Algebra Abstracta en general y la Teoria de Grupos en
particular, presentan serios problemas educativos: facultades de matematicas y estudiantes,
generalmente, consideran que ésta es una de las asignaturas de pregrado que parece dar a los
estudiantes una gran cantidad de dificultades en ambos términos: en cuanto al contenido y
con el desarrollo de actitudes hacia las matematicas abstractas (Hart, 1994; Selden & Selden,
1987).
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Como conclusion, se puede establecer que se justifica el desarrollo de la presente investiga-
cién en parte, del andlisis realizado a las investigaciones presentadas en los antecedentes de
donde surgi6é precisamente el interés por relacionar el objeto Grupo y el CDM del profesor
universitario. Ademds, se tiene presente que este estudio relacionada con el CDM de los
profesores en formacion inicial, es una linea de investigacion en Didactica de la Matematica,
que se ha ido incrementando como lo muestra el gran numero de investigaciones en esta
direccion. Por otro lado, existen investigaciones que estudian como tal el objeto Grupo
pero, en ciertos aspectos de la comprension y que proporcionan informacién respecto a
las dificultades de los estudiantes con este objeto matemadtico; pero, en las investigaciones
analizadas pocos son los estudios epistemolégicos, histéricos y fenomenoldgicos del objeto
matematico. Asi, la presente investigacion surge del interés de relacionar estos dos campos,
precisamente al evidenciar la existencia de unos antecedentes a nivel internacional y na-
cional que justifican la importancia de realizar mds investigaciones que permitan describir
el complejo de componentes del Conocimiento del Profesor para el caso: universitario,
relacionadas con el objeto Grupo.

A continuacioén, se analiza el marco internacional y el local, para justificar la importancia y
relevancia del presente estudio, centrado en la evaluacion del CDM de los estudiantes de
formacion matematica relacionados con el objeto Grupo.

3.3.2. Contexto internacional

El objeto Grupo del Algebra Abstracta ha sido investigado desde diferentes apro-
ximaciones tedricas: a) Cuestiones de indole cognitiva: concepciones de los estudiantes,
esquemas cognitivos, tipos de errores, dificultades (Kieran, 1992; Dubinsky & Leron, 1993;
Nicholson, 1993; Dubinsky, Dauterman, Leron & Zazkis, 1994; Leron, Hazzan & Zazkis, 1995;
Dubinsky & Leron, 1994; Hazzan & Leron, 1996; Asiala, Dubinsky et al., 1997; Dubinsky,
1997; Brown, DeVries et al., 1997; Hazzan, 1999) e b) Investigaciones relacionadas con la
ensefianza y el aprendizaje de nociones de Teoria de Grupos (Hoch, 2003; Hoch, 2006;
Novotnd, Stehlikovd & Hoch, 2006; Simpson & Stehlikovd, 2006; Novotna & Hoch, 2008).
Los anteriores estudios evidencian la existencia de una problematica a nivel internacional
sobre dificultades tanto en el aprendizaje como en la ensefianza de t6épicos de Teoria de
Grupos: la ensefianza y el aprendizaje de objetos de la matemaética especificamente del
objeto Grupo han presentado dificultades a los estudiantes de Licenciatura en Matematicas,
en varios aspectos, como se evidencia en los antecedentes y en las problematicas presentadas.

La formacion didactica y matemadtica de los profesores en formacion, es un campo
de investigacion en Diddactica de las Matemadticas, hecho que se evidencia en estudios
(Bishop et al., 2003; English et al., 2002; Llinares & Krainer, 2006; Hill et al., 2007; Franke
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et al.,, 2007; Sowder, 2007; Gomez, 2007) y en revistas como el Journal of Mathematics
Teacher Education, de importancia para las administraciones educativas, los formadores de
profesores y para los profesores en formacién. Ademads, se encuentra un marco teérico de
investigacion diddactica el EOS, bajo el cual se han realizado estudios enfocados a explorar
el Conocimiento Didéctico-Matematico del profesor en objetos matemadticos y estudios
que implican Analisis Did4cticos de procesos de instruccion y su valoracion (Font, Planas
& Godino, 2010; Godino, Batanero & Font, 2007; Godino, Bencomo, Font & Wilhelmi, 2006;
Godino, Contreras & Font, 2006; Pino, Godino & Font, 2011; Pochulu & Font, 2011), pero
hasta el momento el objeto Grupo no se ha estudiado en esta direccién y bajo el enfoque EOS.

3.3.3. Contexto nacional

A nivel nacional, se justifica el estudio del CDM del estudiante de formacién mate-
matica sobre el objeto Grupo, dada la existencia de los programas de formacién matematica
(Licenciatura en Matemadticas y Matemadticas) donde los egresados pueden desempenar la
labor de la docencia universitaria. Existe el cuestionamiento acerca de ;cuéles son los cono-
cimientos sobre el objeto Grupo que poseen los estudiantes de formacién matematica, para
la labor docente? En esta direccién, a nivel nacional existe una normatividad en Educacién
Superior que establece que tanto los estudiantes de Licenciatura en Matemadticas, como
los de Matematicas pueden ser docentes universitarios; hecho que precisamente justifica
el presente estudio enfocado en los conocimientos de estos estudiantes en las dreas de su
desempenio.

La normatividad para los programas de Licenciatura en Matematicas, define que para
el Licenciado en Matematicas su drea de desempeiio es la Matematica y para los estudiantes
de Matematicas establece la Teoria de Grupos como uno de los contenidos minimos del pro-
grama; asi, de la normatividad nacional se tiene que el estudiante de formacién matematica
al final de su proceso de estudio debe tener unos conocimientos bésicos sobre el objeto
Grupo y de ahi se deriva el hecho de pretender explorar este conocimiento CDM, que se ha
potenciado y/o desarrollado en su proceso de formacion.

En esta direccion, los docentes de Teoria de Grupos también se cuestionaron sobre
;como conseguir que el estudiante de formacién matemdtica comprenda adecuadamente los
conceptos de Teoria de Grupos? Esto se podria basar en cierta forma en las notas de la asigna-
tura de Teorfa de Grupos o Algebra Iy en la experiencia de los docentes en esta asignatura. Se
realiz6 un anadlisis de las calificaciones en Teoria de Grupos de los afios 2007-2011 (ver, figura
3.2 y 3.3) en los programas de formacién matemadtica de una universidad Colombiana y se
presenta en este apartado para analizar los cuestionamientos de los profesores de la asigna-
tura: este curso aparece por primera vez para los estudiantes de Matemadtica en el segundo
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semestre del ano 2009 ya que el programa de Matematicas e inici6 en el afio 2007.

Figura 3.2: Promedios por semestre de la asignatura Teoria de Grupos o Algebra I
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El promedio general de los dos programas corresponde a 30 puntos en una escala de
0-50. El programa de Licenciatura en Matemadticas presenta un promedio de 29 puntos y el
de Matematicas de 31 puntos. Asi, el 42 por ciento de los Licenciados aprueban en promedio
el curso de Teoria de Grupos versus un 62 por ciento del programa de matemadticas en este
periodo de tiempo. Se puede decir que los promedios generales no presentan una variaciéon
significativa, pero del porcentaje de aprobacion surgieron algunas preguntas relacionadas
con la enseflanza y el aprendizaje de Teoria de Grupos en los programas de formacion
matematica.

En la Figura 3.3, presentamos un comparativo de notas por afio y por semestre de los
promedios de los dos programas. En el primer semestre del afio 2011, se alcanza una médxima
variacion de 7 unidades entre estos promedios. Para el programa de Licenciatura en Matema-
ticas de 20 semestres, 9 presentan pérdida y para Matemadticas de 5 semestres, 3 presentan
pérdida. Las temdticas generales para los dos cursos son las mismas; el cambio se puede pre-
sentar en los textos a seguir (el docente elige sus textos) y en la metodologia usada por el
profesor. Los profesores del curso, son docentes en la linea de Algebra y el director de la Es-
cuela de Matematicas lo asigna en cada uno de los programas; ademas, existen tres cursos de
Teoria de Grupos, dos en la licenciatura (programa diurno y nocturno) y uno en Matematicas.

Figura 3.3: Promedios por semestre de la asignatura: Teoria de Grupos en los programas de
formacién matemadtica

De estos anadlisis también surge el interrogante sobre ;qué conocimientos poseen los
estudiantes de formacién matematica sobre el objeto Grupo? Estos estudiantes de pregrado,
segin la normatividad de Educacién Superior en Colombia y de los mismos programas
pueden ingresar como docentes a las universidades para las escuelas de Matematicas y de
Licenciatura en Matemadticas; como se evidencia en las dos secciones siguientes. Asi, en esta
investigacion se indaga sobre los conocimientos que llevardn al estudiante de formacién
matematica a la realizacién de buenas practicas educativas y a la comprension del objeto
matemaética Grupo (Ley 115 de 1994; Resolucién 5443 de 2010).
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3.3.4. Normatividad en educacién superior

La legislacion educativa colombiana, en su resolucién 5443 del 30 de junio de 2010,
articulo 2, define las caracteristicas especificas de calidad de los programas de formacién pro-
fesional en educacion, en el marco de las condiciones de calidad y resuelve en cuanto al Perfil
del educador:

el educador es un profesional con formacién pedagégica que, atendiendo a las condiciones
personales y de los contextos, orienta procesos de ensefianza y de aprendizaje y guia, acompaia y
promueve la formacion y el desarrollo de las competencias de sus estudiantes. " En este sentido,
los programas de Formacién de Educadores, deben fortalecer las competencias bdsicas del
educador para: conocer y utilizar procesos y conceptos fundamentales de las matemaéticas
que le permitan interpretar y representar situaciones cotidianas y especializadas de manera
gréfica, simbdlica, numérica y verbal y solucionar problemas en diversos contextos. De esta
resolucion, se deduce que el profesor debe poseer un CDM del contenido que le permita pro-
mover el desarrollo de las competencias en sus estudiantes; este es un argumento que hace
que la exploracion del CDM de los estudiantes de formacion matemaética en el objeto Grupo,
tenga relevancia para la comunidad educativa universitaria; ya que, ademads se pretende dar
respuesta a la siguiente problemaética en Educacién Matemadtica: ;como disefiar programas
de formacién que influyan en la naturaleza y calidad de la practica de los profesores?

La, normatividad en Educacién Superior en Colombia se encuentra conformada
en primer lugar por: una Constitucion Politica de Colombia de 1991 que establece que la
educacion es un derecho de la persona y un servicio publico que tiene una funcion social,
con ella se busca el acceso al conocimiento, a la ciencia, a la técnica, y a los demds bienes y
valores de la cultura (articulo, 67). Se garantiza la autonomia universitaria. Las universidades
podran darse sus directivas y regirse por sus propios estatutos de acuerdo con la ley. La ley
establece un régimen especial para las universidades del Estado. El Estado fortalecerd la
investigacion cientifica en las universidades oficiales y privadas y ofrecerd las condiciones
especiales para su desarrollo. El Estado facilitard mecanismos financieros que hagan posible
el acceso de todas las personas aptas a la educacion superior (articulo, 69).

La estructura y funcionamiento para la Educacion Superior en Colombia se basan en:

a) Una normatividad enmarcada en la Constitucion Politica de 1991 y la Ley 30 de 1992
de Educacion Superior. Posteriormente, tiene desarrollos en la Ley 115 de 1994 del 8 de
febrero o Ley General de Educacion. A partir de alli, el marco normativo se completa
con decretos reglamentarios y con sentencias de la Corte Constitucional.

b) Estd entendida como un servicio publico que puede ser ofrecido tanto por el estado
como por particulares y se realiza con posterioridad a la educacién media.

c) Se establecela autonomia universitaria con la que el Estado otorga a las universidades el



CAPITULO 3. OBJETIVOS Y JUSTIFICACION 51

d)

e)

f)

g

derecho a definir sus estatutos, designar sus autoridades académicas y administrativas,
crear, organizar y desarrollar sus programas académicos, definir y organizar sus labores
formativas, académicas, docentes, cientificas y culturales, otorgar los titulos correspon-
dientes, seleccionar a sus profesores, admitir a sus alumnos y adoptar sus correspon-
dientes regimenes y establecer, arbitrar y aplicar sus recursos para el cumplimiento de
su mision social y de su funcién institucional.

El Estado garantiza la calidad del servicio educativo a través de la practica de la suprema
inspeccion y vigilancia de la Educacion Superior.

Las politicas y planes para el desarrollo de la Educacién Superior son primeramente,
propuestos por el Consejo Nacional de Educacién Superior (CESU), organismo con fun-
ciones de coordinacion, planificaciéon, recomendacion y asesoria, integrado por repre-
sentantes de todas las instancias relacionadas con la Educacién Superior.

Existe un Sistema Nacional de Acreditacion (SNA) para programas e instituciones de ca-
ricter voluntario y temporal, que fomenta y reconoce altos niveles de calidad en la Edu-
cacion Superior. Para orientar y liderar dicho sistema, se conformo el Consejo Nacional
de Acreditacion (CNA,) organismo encargado de aplicar las politicas de acreditacion di-
sefnadas por el CESU.

Se han definido varios tipos de IES segiin su naturaleza y objetivos (Instituciones Téc-
nicas Profesionales, Instituciones Tecnoldgicas, Instituciones Universitarias y Universi-
dades).

h) Actualmente, funciona el SNIES (Sistema Nacional de Informacién de la Educacién

Superior) con el objetivo de orientar a la comunidad sobre la calidad, cantidad y
caracteristicas de las instituciones y programas del sistema asi como de canalizar toda
la informacién sobre la Educacion Superior en Colombia.

En cuanto a las universidades, éstas son instituciones que acreditan su desempefo

con criterio de universalidad en investigacion cientifica o tecnolédgica; formacién académica
en profesiones o disciplinas y la produccién, desarrollo y transmisiéon del conocimiento
de la cultura universal y nacional. Sus programas tienen una duracién de diez semestres,
que generalmente se extiende a once y doce para el caso de los programas nocturnos. Estas
instituciones estdn facultadas para adelantar programas de formaciéon en ocupaciones, pro-
fesiones o disciplinas, programas de especializacién, maestrias, doctorados y posdoctorados
(Capitulo III, articulos 18, 19, capitulo IV, Ley 30 de 1992, de 28 de diciembre).

Respecto a las exigencias en el numero, dedicacion, nivel de formacién y experiencia

de los profesores, el Consejo Nacional de Acreditacion, al describir las caracteristicas para
ingresar al Sistema Nacional de Acreditacién y optar por la acreditacion de calidad (LA, 2013),
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afirma que: De acuerdo con la estructura organizativa de la institucién y con las especifi-
cidades del programa, este cuenta directamente o a través de la facultad o departamento
respectivo, con un nimero de profesores con la dedicacion, el nivel de formacién y la expe-
riencia requeridos para el 6ptimo desarrollo de las actividades de docencia, investigacion,
creacion artistica y cultural, y extension o proyeccion social, y con la capacidad para atender
adecuadamente a los estudiantes.

Teniendo en cuenta lo anterior, los profesores universitarios son nombrados por
las facultades o los departamentos, quienes definen el nivel de formacién y experiencia
requeridas: cada universidad define sus criterios de seleccion de docentes. Esta normati-
vidad garantiza que las universidades adelantan programas de formacién en ocupaciones,
profesiones o disciplinares.

El articulo 117 de la ley 115 de febrero 8 de 1994, sefiala las normas generales para
regular el servicio publico de la educacién que cumple una funcién social acorde con las
necesidades e intereses de las personas, de la familia y de la sociedad. Se fundamenta en
los principios de la Constitucion Politica sobre el derecho a la educacién que tiene toda
persona, en las libertades de ensefianza, aprendizaje, investigacion y catedra y en su caracter
de servicio publico. Define la correspondencia entre la formacion y el ejercicio profesional
de educador. El ejercicio de la profesién de educador correspondera a la formacién por él
recibida; como consecuencia, las instituciones de educacién superior certificardn el nivel y
el drea del conocimiento en que hizo énfasis el programa académico.

En esta direccion, el articulo 118 de la ley 115, establece el ejercicio de la docencia
por otros profesionales: por necesidades del servicio, quienes posean titulo expedido por las
instituciones de educacion superior, distinto al de profesional en educacién o licenciado,
podran ejercer la docencia en la educacion por niveles y grados, en el drea de su especialidad
o en un area afin. Estos profesionales podrdan también ser inscritos en el Escalafén Nacional
Docente, siempre y cuando acrediten estudios pedagégicos en el pais o en el extranjero,
en una facultad de educaciéon o en otra unidad académica responsable de la formacién de
educadores, con una duracién no menor de un afio.

Con estos articulos se justifica la necesidad de estudiar los programas de formaciéon
matemadtica: Licenciatura en Matemadticas y Programa de Matemadticas: respecto a sus
profesionales para el desempefio en la ensefianza universitaria y en relacion con el objeto
Grupo.
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3.3.5. Normatividad de los programas de formacién matematica

El Decreto 2566 de Septiembre 10 de 2003, establece las condiciones minimas de ca-
lidad y demds requisitos para el ofrecimiento y desarrollo de los programas académicos de
educacion superior y dicta otras disposiciones. En el articulo 3. en cuanto a la justificacion del
programa, establece que: La justificacion del programa deberd tener en cuenta los siguientes
criterios:

a) La pertinencia del programa en el marco de un contexto globalizado, en funcién de las
necesidades reales de formacién en el pais y en la region donde se va a desarrollar el
programa.

b) Las oportunidades potenciales o existentes de desempernio y las tendencias del ejercicio
profesional o del campo de accién especifico.

c) El estado actual de la formacion en el drea del conocimiento, en el &mbito regional,
nacional e internacional.

d) Las caracteristicas que lo identifican y constituyen su particularidad.

e) Los aportes académicos y el valor social agregado que particularizan la formacién pro-
pia de la institucion y el programa con otros de la misma denominacion o semejantes
que ya existan en el pais y en la region.

f) La coherencia con la misién y el proyecto educativo institucional.

La resolucion 2769 del 20 de Noviembre de 2003 define las caracteristicas especificas
de calidad para los programas de pregrado en Ciencias Exactas y Naturales, en su articulo 2,
respecto a los aspectos curriculares y en su literal 2.3.4. establece que: para el programa de
formacién académica en Matematicas, se exige la formacion tedrica y practica en: Célculo:
diferencial, integral y vectorial; Algebra lineal; Algebra abstracta: teorias de grupos, teorias
de anillos y teoria de cuerpos; Ecuaciones diferenciales; Geometria: euclidiana, diferencial;
Andlisis numérico; Andlisis matematico; Topologia; Probabilidad y Estadistica; Teoria de
Nuimeros; Métodos Numéricos y Variable compleja.

A partir de la ley 1188 de 2008 del 25 de abril y el Decreto 1295 de 2010 del 20 de abril,
se establece en la Resolucion 5443 de 2010 del 30 de junio, que deroga la Resoluciéon 1036 de
2004 del 22 de abiril, las caracteristicas especificas de calidad de los programas de formacién
profesional en educacion:

a) Seestablece que los programas de formacion profesional en educaciéon deben fortalecer
las competencias bésicas y desarrollar las competencias profesionales de los educado-
res, entendidos como profesionales en formaciéon pedagégica.
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b) Se replantean los criterios para la denominacion de los programas, estableciendo asi
de manera particular, la existencia de las Licenciaturas en Matemaéticas que forman do-
centes para el ciclo de secundaria para la Educacion Bésica y para la Educacion Media
y deja por fuera las Licenciaturas en Educacién Bdsica con énfasis en Matemadticas pro-
movidas por aquel decreto.

c) Se establece la necesidad de demostrar la pertinencia de los programas frente a la de-
manda del contexto.

d) Se determina que la practica pedagogica debe durar un afio lectivo.

e) Se plantea que se deben formular politicas de investigacion educativa, pedagégica y
did4ctica, que fomenten la reflexion o el pensamiento critico, la indagacion y el plan-
teamiento de soluciones innovadoras (articulo 7).

f) Se exige que los formadores de profesores posean las competencias bésicas y profesio-
nales que promoveran en sus estudiantes.

g) Se requiere incluir el uso pedagogico de las TICS en el desarrollo de los programas de
formacion.

h) Seratificalanecesidad de la autoevaluacion para plantear un plan que cualifique el pro-
grama en los aspectos de calidad evidenciados como oportunidades de mejoramiento.

j) Se abre una opcién para que los normalistas graduados se integren a las licenciaturas.

En la normatividad presentada, se establece que el programa de Matematicas pre-
senta unos contenidos minimos (art. 2, numeral 2.3.4, Resolucion 2769 de 2003, del 13 de
noviembre) a diferencia de la indefinicién de contenidos para los programas de formacion
inicial de profesores de Matematicas, en la normatividad anédloga. Los programas de Ma-
tematicas tienen la opcion de ofrecer ademads el titulo de Licenciados en Matematicas: “
Aquellos programas que ademds de cumplir con las caracteristicas especificas de calidad
contempladas en esta resolucién, cumplan con las establecidas para los programas de
pregrado en educacion, podrdn otorgar, ademads del titulo propio al 4rea de ciencias exactas'y
naturales, el de licenciado en biologia, fisica, geologia, matemaéticas o quimica, segun el caso”
(art. 1, Resolucion 2769 de 2003, del 13 de noviembre), pero, esta condiciéon no es explicita
para los programas de formacién de profesores; ademads, no estd claramente determinado
cuales programas son los responsables de la formacion de los profesores de Matemaéticas
para la Educacion Superior: “seguramente los programas de posgrado en Matemaéticas
seguirdn teniendo el papel protagonico en tal direccién, pero no deberdn permanecer por
mucho tiempo ajenos a las dindmicas de campos como la Did4ctica de las Matematicas o la
Educaciéon Matemdtica” (Guacaneme, Bautista & Salazar, 2012).
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La normatividad establece que para los programas de Licenciatura en Matematicas,
la Pedagogia es la disciplina fundante y dentro de ella ubica la Did4ctica que para este
caso corresponderia a la Didactica de la Matematica. Con esta normatividad se justifica
la relevancia de este estudio donde se analiza el Conocimiento Did4ctico-Matemdtico de
los estudiantes de formacién matemadtica, al final de su proceso de formacién, en tépicos
especificos de la Matematica, para este caso del objeto Grupo.

A continuacion, se pasa a establecer las nociones tedricas que sirvieron como herramientas
de analisis y que permitieron el desarrollo de las fases propuestas para este estudio centrado
en el andlisis y caracterizacién del CDM del profesor universitario en relacién con el objeto
Grupo.



CAPITULO 4

Marco teorico

4.1. Introduccion

La normatividad descrita para los programas de Educacién Superior, referente a los pro-
gramas de formacion matemadtica, establece caracteristicas especificas de calidad de los
programas de formacién profesional en educacién y de igual forma para el programa de
matematicas, establece unos conocimientos minimos respecto al objeto de investigacion,
por tanto, bajo esta normatividad las universidades colombianas dentro de su autonomia
universitaria establecen los perfiles para sus docentes donde se encuentran los profesionales
en formacion matematica.

En este sentido, con el fin de explorar el conocimiento del estudiante de formacién ma-
tematica sobre el contenido y respecto al objeto Grupo, este capitulo se divide en tres
secciones: una primera parte que hace referencia a los procesos del Pensamiento Matemati-
co Avanzado-PMA de los estudiantes. Una segunda parte, donde se presentan las nociones
desarrolladas en la perspectiva tedrica EOS las cuales sirvieron de guia para el desarrollo de
la investigacion centrada en la exploracion de la dimension epistémica del conocimiento
Didactico-Matematico del estudiante de formacion matemadtica sobre el objeto Grupo y
finalmente, se presentan los modelos que estudian el Conocimiento del profesor y que
integran el modelo del CDM: modelo que se define en el enfoque ontosemidtico del conoci-
miento y la instruccién matemadtica y que permitieron analizar la faceta epistémica de este
CDM, a través de practicas matemadticas desarrolladas por los estudiantes cuando solucionan
problemas relacionados con el objeto Grupo.

56
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4.2. Pensamiento matematico avanzado

El grupo de trabajo en Pensamiento Matemadtico Avanzado, nace en 1985, en la so-
ciedad Psychology of Mathematics Education con el objetivo de profundizar en los procesos
cognitivos de ensefianza y aprendizaje de temas relacionados con el célculo infinitesimal
(Dreyfus, 1990; Tall 1991). Alrededor de los afos 80, el interés en Didactica de la Matemaética
se desplaz6 hacia la problemaética del aprendizaje en términos de procesos cognitivos,
reorientando la preocupacién hacia las competencias y habilidades. Las investigaciones
evolucionaron y empezaron a ocuparse también de topicos que por su naturaleza y comple-
jidad, se situaban dentro de la llamada matematica escolar superior. Entre estos topicos, se
encuentran: limite, derivada, integral y el objeto Grupo, entre otros. Para trabajar con estos
objetos se admiti6é que era necesario poner en juego procesos de abstraccién y de generaliza-
cién, que tienen un papel clave en el pensamiento matemadtico avanzado (Sanchez, 2012).

Dreyfus (1991) define la abstraccién como el proceso de construccién de objetos
mentales a partir de objetos matemadticos y la generalizacion como el derivar o inducir desde
casos particulares para identificar generalidades y expandir los dominios de validez. Por
su parte Tall (1991) a partir de los aspectos cognitivos que observo, distinguié diferentes
procesos de generalizacion: (a) expansiva (generalizacion en la cual el estudiante extiende
su estructura cognitiva pero sin producir cambios en las ideas corrientes); (b) reconstructiva
(generalizacion en la cual se requiere una reconstruccion de la estructura cognitiva) y (c)
disyuntiva (generalizacion en la que los estudiantes son capaces ahora de operar en un
amplio rango de ejemplos y no parece ser muy duradera) (Sdnchez, 2012).

Tall (1981) y Vinner (1991) proponen una teoria cognitiva sobre la forma en la que
los alumnos aprenden los conceptos matemadticos. Para muchos estudiantes, una de las
dificultades en la ensefianza de las matematicas es su alto grado de abstraccién. Aunque
la abstraccion y la generalizacién no pueden ser consideradas caracteristicas exclusivas
del pensamiento matemadtico avanzado, parece haber cierto acuerdo en que éstas, junto
con la definicion, la demostracion y la formalizacién, adquieren mayor importancia en el
pensamiento matemadtico avanzado (Sdnchez, 2012).

El paso del pensamiento matematico elemental (PME) al pensamiento matematico
avanzado (PMA) exige una transicion significativa que requiere una reconstruccion cognitiva
con la cual se pasa, por un lado, de “describir” a “definir” y por otro, de “convencer” a
“demostrar”. Para Tall (1991) los alumnos que tienen entre 16 y 20 afos estan intelectual-
mente preparados para dicha transicion. Tall, ademds expone algunas diferencias entre
el pensamiento matemadtico elemental y el avanzado, pero advierte que no es fécil dar
una explicacién precisa o satisfactoria del paso del pensamiento matemadtico elemental al
avanzado (Sanchez, 2012).
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Se proponen diferencias entre el PME y el PMA: Robert & Schwarzenberger (1991)
establecen que, en el pensamiento matemadtico avanzado: (a) los alumnos tienen que
aprender mds conceptos en menos tiempo y ademds, éstos son presentados de manera
formal; (b) los conceptos ensefiados llevan asociados procesos (generalizacion, abstraccién
y formalizacion) que pueden entrar en conflicto con el conocimiento anterior: el que se
tenia sobre el concepto y finalmente, (c) los alumnos se enfrentan a una amplia gama de
problemas que nacen de una variedad de contextos (Sanchez, 2012).

Existe, una distincion entre el PME y PMA, al considerar que el PMA es un pensamien-
to que requiere razonamiento deductivo y riguroso acerca de nociones matemadticas, que no
es enteramente accesible a través de los cinco sentidos (p. 17-18): un concepto se considera
como parte del pensamiento matemadtico avanzado segin los aspectos que involucre. Por su
parte, Edwards, Dubinsky & McDonald (2005) no creen que se pueda delimitar exactamente
una linea divisoria entre el pensamiento matematico elemental y el pensamiento matemati-
co avanzado, consideran que el PMA forma parte de un proceso continuo de pensamiento
que trasciende la experiencia procedimental o las intuiciones del pensamiento matematico
elemental, sin ignorarlas ni abandonarlas. Se acepta que el clasificar un concepto como de
PMA depende del contexto en el que se estd trabajando (Sdnchez, 2012).

Las formas de pensamiento se separan de las formas de comprension; por un lado,
los significados particulares que los estudiantes dan a un término, sentencia o texto, la
resolucién de un problema o la justificacién que usan para validar o refutar una afirmacion,
son formas de comprension. Y de otro lado, las teorias generales implicitas o explicitas que
subyacen a tales acciones son formas de pensamiento (Harel & Sowder, 2005). Asi, se define
que un pensamiento matemadtico es avanzado si su desarrollo involucra al menos una de
las tres condiciones para que un obstdculo sea epistemologico. El nivel de adquisicion para
una forma de pensamiento por un individuo es determinado por la amplitud con la cual ha
superado estos obstaculos. (pp. 34-35).

Un obstaculo se considera epistemoldgico si cumple tres condiciones: (a) hay trazas
de él en la historia de las matemadticas; (b) no estd generado por una ausencia de conocimien-
to, o por una mala concepcién, sino por una o mas piezas de conocimiento o concepciones
que producen respuestas satisfactorias en un contexto determinado y generan respuestas
invélidas fuera de ese contexto y (c) ocasiona contradicciones y generan deseablemente un
mejor conocimiento que, sin embargo, no es suficiente para que el conocimiento anterior
desaparezca (Harel & Sowder, 2005).

Esta linea de investigacion en Pensamiento Matemadtico Avanzado, surge en Espafa,
en el Departamento de Didactica de las Matemadticas de la Universidad Auténoma de
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Barcelona (Azcérate, 1996) y se amplia luego a otras universidades y corresponde también, a
una linea que tiene entre sus objetivos profundizar en el estudio de los procesos cognitivos
implicados en el aprendizaje de las Matematicas, que adquiere una progresiva importancia
en los cursos superiores: abstraer, analizar, categorizar, conjeturar, representar, conceptuali-
zar, inducir y visualizar, definir, demostrar, formalizar, generalizar y sintetizar, son procesos
que tienen una componente psicolégica.

En este sentido, se analizan algunos de los procesos del PMA como parte de los
objetos primarios que conforman las configuraciones epistémicas que se activan en el
desarrollo de las practicas matemaéticas que son motivo de andlisis dentro de la exploracion
del Conocimiento Didactico-Matematico de los estudiantes de formacién matematica.

Como conclusion, el Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) se relaciona con los
procesos mentales propios de las Matemadticas Superiores que se ensefian y se aprenden en
los tltimos afios de bachillerato y en especial en el &mbito universitario y que de acuerdo con
Azcarate & Camacho (2003, p. 136-141), este tipo de pensamiento por su naturaleza posee
unos procesos caracteristicos entre los que destaca: el nivel de abstraccion, la formalizacién
del conocimiento, la representacion, la definicién de los conceptos yla demostracion. En esta
direccion, lo que diferencia a las Matematicas elementales de las avanzadas es la complejidad
de los contenidos y la forma de controlarla: entre los procesos més potentes para esto, se
encuentran los que permiten dicho control, en particular, la representacion y la abstraccion:
Azcéarate (1996) establecen que en las matemadticas elementales los objetos se describen
mientras que en las avanzadas estos objetos matemaéticos se definen (Aldana, 2011).

4.2.1. El objeto Grupo y el pensamiento matematico avanzado

En esta seccion, se describen algunos de los procesos del PMA, que se relacionan con la
ensefanzay el aprendizaje del objeto matemaético Grupo, pero primero, se presenta el aporte
de la Psicologia a este pensamiento.

4.2.1.1. La psicologia en el pensamiento matematico avanzado

Una dificultad fundamental en la discusion de la naturaleza de la psicologia del pen-
samiento matemadtico avanzado aparece debido a:

...el tema involucra las dos disciplinas, la psicologia y las matematicas, y seria necesario, con el fin de
ser tratados adecuadamente, ser a la vez psic6logo y matemadtico. Debido a la falta de este equipo, el
sujeto ha sido investigado por los matemaéticos, por un lado, y por los psic6logos de otro (Hadamard,
1945, p. 1).
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Los exponentes de las dos disciplinas ven el tema de diferentes maneras: el psicélogo
para extender las teorias psicoldgicas a los procesos del pensamiento en un dominio de
conocimiento mds complejo y el matemadtico para buscar informacién sobre el proceso
de pensamiento creativo, para mejorar la calidad de la ensefianza o de la investigacion
(Tall, 2002). Se da una atencién especial al ciclo completo de la actividad del pensamiento
matemadtico avanzado desde: el acto creativo de considerar un problema en un contexto
y desde la investigacién matemadtica que conduce a la formulacion creativa de conjeturas
junto con la fase final de refinamiento y prueba; muchas de las actividades que se realizan
en este ciclo, se producen desde la primaria con la resoluciéon de problemas matematicos:
sin embargo, la posibilidad de una definicién formal y de la deduccién son un factor que
distingue al pensamiento matemadtico avanzado.

Las matemadticas para la ensefianza a menudo presentan la forma final de la teoria
deducida en lugar de permitir que el estudiante participe en el ciclo creativo completo. En
palabras de Skemp (1971), los enfoques actuales para la ensefianza de pregrado tienden
a dar a los estudiantes el producto del pensamiento matemadtico en lugar del proceso del
pensamiento matematico (Watson & Tall, 2002). Los métodos actuales de ensefianza, presen-
tan el conocimiento matematico avanzado dejando de darle todo el poder al pensamiento
matemadtico y ademas, tiene otra deficiencia igual de grave: una presentacion légica que
puede no ser la apropiada para el desarrollo cognitivo del alumno (Watson & Tall, 2002).

El célebre matematico Henri Poincaré afirmaba que: Es imposible estudiar las obras de
los grandes matematicos, sin darse cuenta y distinguir dos tendencias opuestas, o més bien dos tipos
de pensamiento completamente diferentes. Unos estan preocupados por la 16gica; al leer sus trabajos,
uno cree que han avanzado paso a paso, sin dejar nada al azar. El otro tipo es guiado por la intuicién
y en la primera carrera van a hacer conquistas rdpidas pero a veces precarias (Poincaré, 1913, p.
210). No hay solo dos diferentes tipos de pensamiento matemaético, sino muchos. Kronecker,
estaba de acuerdo con Weierstrass quién prueba que la légica es de suma importancia y
que transciende los argumentos visuales intuitivos: pero las creencias fundamentales en la
naturaleza de los conceptos matemadticos eran muy diferentes. Tales argumentos acerca de
los fundamentos de las matematicas, llevan al desarrollo de lineas diferentes de la filosofia
matematica a principios del siglo XX. La visién intuicionista, representada por Kronecker,
afirmaba que solo existen conceptos matemadticos cuando su construccién se demuestra a
partir de los nimeros enteros, la vision formalista de Hilbert, afirmaba que la matemaética
es la manipulacién significativa de simbolos sin sentido escritos en papel, mientras que el
punto de vista logicista de Russell, declara que las matematicas constan de deducciones que
utilizan las leyes de la l6gica (Watson & Tall, 2002).

Las prdcticas de los matemadticos tienden a distanciarse de argumentos esotéricos
y simplemente, siguen adelante con su trabajo de afirmar y demostrar teoremas. Asi, en el
siglo XX desaparecen los puntos de vista de Kronecker y triunfa una mezcla pragmatica de
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formalismo y légica. Se vio la creaciéon de un gran nimero de sistemas formales basados en
una deduccién logica a partir de definiciones y axiomas formales: un enfoque que sobrevivio
al golpe dado por el teorema de la incompletitud de Godel: cualquier sistema axiomadtico que
incluya a los enteros debe contener afirmaciones verdaderas que no pueden ser probadas
por una secuencia finita de pasos dentro del sistema (Watson & Tall, 2002).

El libro Bishop (1967) sobre un andlisis constructivo, insiste en las pruebas de
construccién de algoritmos y no permite la prueba por contradiccion. Sin embargo, con la
introduccién de la informética se pudo ver un nuevo renacimiento en la constructibilidad,
por la forma en que las computadoras manipulan datos: con las computadoras es posible
probar algunas hipoétesis y compilar datos con una facilidad que antes no habia sido posible
a través de técnicas mds sofisticadas. Esto afect6 el tipo de preguntas que los matematicos
trabajaban y su modo de pensar. En este sentido, surge la pregunta ;qué ejemplos pueden
ser probados en un ordenador? una cuestion que obliga a considerar algoritmos concretos y
a tratar de que sean eficientes. Debido a esto y porque los algoritmos tienen aplicaciones en
la vida real de considerable importancia, el desarrollo de algoritmos se convirtié en un tema
respetable (Edwards & Mercer, 1987).

Asi, cualquier teoria de la psicologia del aprendizaje de las matemadticas tiene en
cuenta las crecientes concepciones de los estudiantes y ademads, las concepciones de los
matematicos maduros-expertos. Las matematicas son una cultura compartida y hay aspec-
tos que son dependientes del contexto. Por lo tanto, cualquier teoria de la psicologia del
pensamiento matemadtico se ve en un contexto mds amplio de la actividad mental y cultural
humana. No hay una forma verdadera y absoluta de pensar en las matemadticas, lo que existe
son diversas formas desarrolladas culturalmente de pensar en las que los diversos aspectos
se relacionan con el contexto (Watson & Tall, 2002).

Existe una distincion entre la forma en que el individuo piensa el concepto matema-
tico y su definiciéon formal, distinguiéndose asi las matematicas como actividad mental y las
matemadticas como sistema formal (Tall & Vinner, 1981). Esta teoria se aplica también a los
matemadticos expertos y a los estudiantes: el cerebro humano no es una entidad puramente
l6gica: la manera compleja en la que funciona va a menudo en contradiccion con la logica de
las matematicas. No siempre es la pura légica la que da una idea, ni es casualidad lo que hace
cometer errores (Watson & Tall, 2002).

El término “imagen del concepto” describe la estructura cognitiva total que se le
asocia al concepto, que incluye todas las imagenes mentales, propiedades y procesos aso-
ciados: se construye a lo largo de los afios a través de experiencias de todo tipo, cambiando
a medida que la persona cumple con nuevos estimulos y madura. Como la imagen del
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concepto se desarrolla, no tiene que ser coherente en todo momento. El cerebro no funciona
de esa manera. La informacion sensorial excita ciertas vias neuronales e inhibe otras. De esta
manera, diferentes estimulos pueden activar diferentes partes de la imagen del concepto; se
desarrolla de una manera que no necesariamente es un todo coherente (Tall & Vinner, 1981).
De esta manera, es posible que puntos de vista conflictivos se organicen en la mente del
individuo y sean evocados en diferentes momentos sin que el individuo sea consciente del
conflicto hasta que sean evocados simultdneamente.

El matematico maduro-experto no es inmune a los conflictos internos, pero €l o ella
han sido capaces de unir una gran parte de los conocimientos en secuencias de argumentos
deductivos. Para unas personas parece mucho mas facil clasificar este conocimiento de una
manera l6gicamente estructurada. Asi, un matemdtico maduro puede considerarlo ttil para
presentar el material a los estudiantes de una manera que pone de relieve la l6gica al sujeto.
Sin embargo, un estudiante sin la experiencia del maestro puede encontrar un enfoque
formal inicialmente dificil: un fenémeno puede ser visto por el profesor como la falta de
experiencia o del intelecto por parte del estudiante. Este es un punto de vista para tomar,
sobre todo cuando el maestro es parte de una comunidad matemadtica que comparte la
comprension matematica: pero no es realista en el contexto méds amplio de las necesidades
de los estudiantes: lo que es esencial para ellos, es un enfoque del conocimiento matematico
que crezca a medida que crecen: un enfoque cognitivo que tenga en cuenta el desarrollo de
su estructura de conocimiento y los procesos de pensamiento (Piaget, 1975). Para llegar a ser
matemadticos maduros en un nivel avanzado, se debe tener una perspectiva de los caminos de
los matematicos avanzados: lo que requiere de una transicion fundamental en los procesos
de pensamiento (Watson & Tall, 2002).

Hay muchas teorias que compiten en psicologia. La teoria conductista, construida con
la observacion externa de estimulo y respuesta, se niega a especular sobre el funcionamiento
interno de la mente. Proporciona evidencias observables y repetibles del comportamiento
de los animales, incluyendo los seres humanos, en virtud de estimulos repetidos, pero
tiene una aplicacién limitada para el pensamiento matematico mads alld de la mecénica de
algoritmos de rutina. La Psicologia constructivista, por su parte, nace de los intentos de
discutir coémo las ideas mentales se crean en la mente de cada individuo. Esto puede suponer
un problema de dialéctica para el matematico; como un ideal platénico de las matematicas
que existe independientemente de la mente humana, pero resulta para dar una informaciéon
valiosa sobre los procesos creativos de los matemadticos en la investigacién, asi como de las
dificultades que experimentan los estudiantes de matemadticas.

Piaget (1975) vio la necesidad en el individuo de estar en una dindmica de equili-
brio con su medio ambiente, como tema fundamental de su obra. Este equilibrio podria
ser perturbado a través de la confrontacién con nuevos conocimientos que entraban en
conflicto con la edad y que en un periodo de transiciéon puede ocurrir que la estructura de
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conocimiento sea reconstruida para dar un nivel mas maduro de equilibrio. Piaget vio al nifio
desde su crecimiento hasta llegar a ser adulto, a través de una serie de etapas de equilibrio,
cada una mads rica que la anterior: identifico cuatro etapas principales: la primera era la
etapa sensorio-motriz antes del desarrollo del lenguaje significativo, seguido de una etapa
pre-operatoria cuando el nifio se da cuenta de la permanencia de los objetos, que contintian
existiendo incluso si estdn temporalmente fuera de la vista. Luego, el nifio pasa por una
transicién en el periodo de las operaciones concretas, donde €l o ella pueden considerar
estables los conceptos que estdn vinculados a los objetos fisicos, pasando de alli al periodo
de las operaciones formales en los primeros afios de adolescencia, cuando el tipo hipotético
“si-entonces” se hace posible (Watson & Tall, 2002).

La teoria de las etapas de Piaget, se ha extendido a los niveles més altos para abarcar
el pensamiento matemadtico avanzado. Por ejemplo, Ellerton (1985) sugiere que el ciclo
de Piaget: sensorio-motor, pre-operativo y concreto corresponde al primer nivel de un
desarrollo cognitivo en espiral en el que la etapa formal y es el comienzo de otro ciclo del
mismo tipo en un nivel mds alto de abstraccion. Biggs & Collis (1982) sugieren una repeticiéon
de las operaciones formales en un nivel cada vez més elevado, cada repeticion del ciclo de
aprendizaje: uniestructural, multiestructural y relacional. Una dificultad de aplicar dicha
teoria a la ensefianza de las matematicas de la universidad es que muchos, probablemente la
mayoria de los estudiantes universitarios, no son capaces de actuar en el nivel abstracto de
las operaciones formales, que segtin Piaget ocurre en los nifilos durante sus primeros afnos de
adolescencia.

Por su parte, Ausubel critica esta teoria de las etapas:

... porque un alto porcentaje de los estudiantes de secundaria y universitarios estadounidenses no
llegan a este nivel abstracto de operaciones l6gicas cognitivas (Watson & Tall,2002).

Luego, la distincién concreta-formal ha demostrado ser un buen punto de partida en
el desarrollo de las jerarquias de las dificultades en extensos estudios (Hart, 1981) en el rango
de 11 a 16 afios de edad y en el desarrollo de conceptos de cdlculo (Orton, 1980). Pero una falla
importante de la teoria de las etapas de Piaget para el disefio de nuevas estrategias de ense-
flanza, es su propia afirmacién que el movimiento de una etapa a otra no se puede acelerar
en gran medida por los efectos de la ensefanza. Las diferencias de demanda cognitiva se han
utilizado a menudo en un sentido negativo para describir las dificultades de los estudiantes,
pero rara vez, para proporcionar criterios positivos, para el disefio de nuevos enfoques en la
materia. En esta direccion, Papert (1980) afirmo:

La teoria de las etapas de Piaget es esencialmente conservadora, casi reaccionaria, al enfatizar lo que
los nifios no pueden hacer. Me esfuerzo por descubrir un Piaget més revolucionario, que vea que las
ideas epistemologicas podrian ampliar los limites conocidos de la mente humana.

Las Matematicas avanzadas ofrecen una metafora ttil que amplia la vision de la teoria
del escenario a una teoria mas valiosa en el desarrollo del pensamiento matematico avanza-
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do. Piaget utiliz6 una analogia con la teoria de grupos para apuntalar su sentido del equilibrio
dindmico del crecimiento cognitivo. Ve el elemento identidad como la representacion del
estado estable y sefiala que la estabilidad podria mantenerse si cualquier transformacion de
este estado puede revertirse, lo que sugiere una estructura de grupo en la que cada elemento
tiene un inverso.

Un aspecto valioso de la teoria de Piaget, es el proceso de transicién de un estado
mental a otro: durante esta transicion, el comportamiento inestable es posible con la
experiencia de las ideas anteriores en conflicto con los nuevos elementos. Piaget, utiliza el
término “asimilacion” para describir el proceso por el cual el individuo toma nuevos datos
y los acomoda: es el proceso por el cual la estructura cognitiva del individuo se modifica.
El ve que la asimilacién y la “acomodacién” son procesos complementarios: durante una
transicién se requiere mucha acomodacién. Se presentan ideas similares de una manera
diferente al distinguir entre el caso en que el proceso de aprendizaje provoca una simple
expansion de la estructura cognitiva del individuo y el caso donde hay conflicto cognitivo, lo
que requiere de una reconstruccién mental (Skemp, 1978). Es este proceso de reconstruccion
el que provoca las dificultades que se producen durante una fase de transicion. Estas transi-
ciones se producen a menudo en las matemadticas avanzadas como las luchas individuales
con las nuevas estructuras del conocimiento.

El problema mads grave ocurre cuando las nuevas ideas no estdn acomodadas de
forma satisfactoria. En este caso, puede ser posible que ideas conflictivas estén presentes en
el individuo al mismo tiempo: el nuevo conocimiento entra a menudo en contradiccién con
la edad y el aprendizaje efectivo y requiere de estrategias para hacer frente a dicho conflicto.
A veces las piezas de conocimiento en conflicto pueden reconciliarse, a veces uno u otro
conocimiento deben ser abandonados y algunas veces los dos pueden “mantenerse” si se
mantienen de forma segura en compartimientos separados. (Papert, 1980, p. 121).

En este sentido, se define el obstaculo como un conocimiento: es parte del cono-
cimiento del estudiante (Cornu, 1983); un conocimiento que fue en un tiempo en general
satisfactorio para la solucién de ciertos problemas. Es precisamente este aspecto satisfactorio
el que ha anclado el concepto en la mente y el hecho de que sea un obstaculo. El conoci-
miento mas tarde resulta ser inadecuado cuando se enfrenta a nuevos problemas y esta
insuficiencia puede no ser obvia (Watson & Tall, 2002). Por el principio genérico de extension,
si una persona trabaja en un contexto restringido en el que todos los ejemplos considerados
tienen una cierta propiedad, entonces, en ausencia de contraejemplos, la mente asumird las
propiedades conocidas como implicitas en otros contextos. En este sentido, una dificultad
comun que se observa en los estudiantes, respecto al aprendizaje de las matemaéticas
avanzadas, es su denuncia en relacion a que el tema es “demasiado abstracto”. ;Cudl es la
razén cognitiva para su dificultad? Los términos “generalizacion y abstraccidon” se utilizan
en matemadticas tanto para denotar procesos en los que los conceptos se ven en un contexto
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mads amplio como para los productos de esos procesos (Watson & Tall, 2002).

En cuanto a la intuicién y el rigor matemadtico, algunos matemaéticos consideran
que estos términos son mutuamente excluyentes, por lo que sugieren que una explicacion
intuitiva es aquella que carece necesariamente de rigor. Por lo general, una intuicion llega
a la mente y puede ser dificil separar sus componentes en un orden légico deductivo. Pero
la oposicion entre los dos conceptos es una falsa dicotomia. Es inapropiado considerar solo
dos tipos de pensamiento en matemadticas; se puede prever que la mente humana inmersa
en el pensamiento l6gico puede llegar a desarrollar intuiciones que se basan en una légica.
La intuicién es el producto de las imégenes del concepto individual. Cuanto mdas educado
sea el individuo en un pensamiento légico, es probable que el concepto imaginario (imagen
del concepto) del individuo vaya a razonar con una respuesta logica. Esto es evidente en el
desarrollo del pensamiento de los estudiantes que pasan de las intuiciones iniciales basadas
en sus matematicas pre-formales, a las intuiciones formales mads refinadas a medida que
su experiencia crece: entonces, se tienen muchos tipos de intuicion; primero, la apelacion
a los sentidos y la imaginacion; al lado, la generalizacién de la induccién, copiado, de los
procedimientos de las ciencias experimentales y por ultimo, se tiene la intuicién pura
(Poincaré, 1913, p. 215).

Desde un punto de vista psicolégico, se citan dos tipos diferentes de intuicién: intui-
ciones primarias, que se refieren a esas creencias cognitivas que se desarrollan en si mismas
en los seres humanos, de una manera natural, antes e independientes de la instruccion
sistemadtica y las intuiciones secundarias, que son aquellas que se desarrollan como resultado
de la formacion intelectual sistematica (Fischbein, 1975). En el mismo sentido, Felix Klein
(1898) utilizaba el término “intuicién refinada”” y E Severi (1951) escribia acerca del segundo
grado intuicion avanzada (Fischbein, 1978, p. 161).

Por lo tanto, los aspectos de la l6gica también pueden ser perfeccionados para ser mas
intuitivos a la mente matematica. El desarrollo de esta intuicion légica refinada deberia ser
uno de los principales objetivos de la educacién matemadtica. En el plan de estudios nacional
del Reino Unido y en los estdndares NCTM de los EE.UU. para las matemadticas escolares,
se aboga por un nivel de resoluciéon de problemas de composicién abierta, que rara vez se
especifican en los cursos de pregrado de las universidades. Los procedimientos de resolucion
de problemas de entrada, el ataque y la revision pueden y estdn siendo llevados a cabo
por los nifilos més pequefios en investigaciones matematicas. Asi, muchos de los procesos
del pensamiento matemaético avanzado, ya se encuentran en un nivel mas elemental. Se
describe el proceso de verificaciéon del pensamiento Matemadtico en tres niveles: convencerte;
convencer a un amigo y convencer a un enemigo (Mason et al., 1982).
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Convencerse a uno mismo implica tener una idea de por qué alguna afirmacién
puede ser cierta, pero convencer a un amigo requiere que los argumentos estén organizados
de una manera mds coherente. Convencer a un enemigo significa que el argumento ahora
debe ser analizado y perfeccionado para que resista la prueba de la critica. Esto es lo mds
cercano que el pensamiento matemadtico llega a la nocién de prueba. Lo que esta totalmente
ausente es la nocion de las definiciones formales y la 16gica de las deducciones formales de
esas definiciones. Podria ser la hip6tesis de que el pensamiento matematico en cada nivel
puede incluir fases de entrada, el ataque y la revision, incluyendo un nivel de justificacién
matematica, pero que, en el pensamiento matematico elemental falta el proceso de abstrac-
cién formal y no incluye la fase final del “precisado” en su apariencia formal.

El paso del pensamiento elemental al pensamiento matemadtico avanzado implica
una transicion significativa, que la descripcion de la definiciéon sea convincente para poder
demostrar de una manera légica con base en estas definiciones. Esta transicion requiere una
reconstruccion cognitiva que se ve durante la lucha inicial de los estudiantes universitarios
con abstracciones formales; ya que, se abordan en el primer afio de universidad. Es la
transicion de la coherencia de las matemadticas elementales a las matemadticas avanzadas,
basadas en entidades abstractas que el individuo debe construir a través de deducciones de
las definiciones formales (Watson & Tall, 2002).

4.2.1.2. Procesos del pensamiento matematico avanzado

Segutn las ideas anteriores, es posible pensar en temas de matematicas avanzadas en
forma elemental: por ejemplo, muchos ejercicios en anillos o grupos pueden ser desarro-
llados con solo conectarse con los niimeros correctos y esto seria pensamiento avanzado
en temas elementales. Una caracteristica distintiva entre el pensamiento avanzado y el
elemental es la complejidad y la forma de abordarla: conceptos avanzados, tales como anillos
o grupos de Lie, pueden ser muy complejos; la distincién estd en la forma de gestionar esta
complejidad. Los procesos mds poderosos, son los que permiten hacer esto, en particular, la
abstraccion y la representacion: por medio de la abstraccion y la representacion, se puede
pasar de un nivel de detalle a otro y asi gestionar esta complejidad (Dreyfus, 1991).
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Estos procesos del PMA, son procesos matemaéticos y psicologicos y en muchos
casos, son las dos cosas: de hecho, los aspectos matematicos y psicolégicos de un proceso
rara vez se pueden separar. Las imdgenes mentales y la matemadtica estdn estrechamente
vinculadas. No puede surgir una sin la otra y son generadas por el mismo proceso que son
respectivamente: los aspectos matematicos y los psicolégicos. Existe una vinculacién similar
entre las matemadticas y la psicologia con respecto a los otros procesos del pensamiento
matemadtico avanzado. Es precisamente esta vinculacién la que hace que los procesos sean
interesantes y relevantes para entender el aprendizaje y el pensamiento en matemaéticas
avanzado (Dreyfus, 1991).

Lo que la mayoria de los estudiantes aprenden en los cursos de matemadticas, conlleva
un gran numero de procedimientos estandarizados, emitidos en formalismos que precisa-
mente proporcionan las respuestas a las clases de preguntas de los ejercicios y las delimitan
claramente. De este modo, adquieren la capacidad de realizar, aunque en forma lenta, el tipo
de operacién que un ordenador puede llevar a cabo por medio de un programa adecuado.
Asi, terminan con una cantidad considerable de conocimientos matemadticos, pero sin la
metodologia del trabajo del matematico; es decir, que carecen de los conocimientos técnicos
que les permite utilizar sus conocimientos de una manera flexible para resolver los problemas
de un tipo desconocido por ellos: se les han ensefiado los productos de la actividad de los
matematicos en su forma final, pero no han ganado la penetracién en los procesos que han
llevado a los matemadticos a crear estos productos (Dreyfus, 1991).

Parte de las expectativas de los maestros y del desempefio de los estudiantes en este
tipo de tareas, se debe a que los profesores a menudo no se dan cuenta de cudnto de la
experiencia con los procesos matemadticos y conceptos se utilizan. Hoffman (1989) propone
una filosofia de la educacién matemadtica con base en el simple reconocimiento de que la
matemadtica es una actividad humana, ttil en el mundo real: sobre esta base, se requiere
transmitir a los alumnos una imagen de las matemdticas como ciencia que incorpora la
observacion, la experimentacion y el descubrimiento.

En cuanto a las representaciones de los objetos matematicos, ellas tienen una funcién
muy importante en las matemadticas: si se habla por ejemplo del grupo de permutaciones de
n-objetos, que corresponde al grupo simétrico de grado n se denota por S;: la notacién S,
es el signo al que se refiere; lo que representa o simboliza el grupo, es una representacion
simboélica del grupo. Estos simbolos son absolutamente indispensables en las matematicas
modernas, pero también, hay algunos peligros asociados a ellos. Los simbolos implican
relaciones entre signos y significados; sirven para hacer explicito el conocimiento implicito
de una persona -el significado que le asigna- en términos de simbolos (Campbell,1992).
Tiene que haber algun significado asociado a una idea antes que un simbolo de la nocién;
posiblemente, puede ser de utilidad en el discurso educativo de la ensefianza de las matema-
ticas, esto que a menudo se pasa por alto y que conduce al conocido fenémeno de la presiéon
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del simbolo: el simbolo colocado (Dreyfus, 1991).

En la misma direccidn, otro de los significado para las representaciones, que resulta
ser mds importante en el aprendizaje y el pensamiento en matemadticas, se tiene cuando
se habla o se piensa por ejemplo, en un grupo, una integral, una aproximacion o cualquier
objeto matemadtico o proceso; cada uno se refiere a algo que se tiene en la mente - una
representacion mental del objeto o un proceso en consideracién. Aunque se puede esperar
que la mayoria de los matemadticos lleguen a definiciones mds o menos equivalentes, las
representaciones mentales de la nocién pueden ser muy diferentes. Entonces, aparece
la pregunta ;qué es lo que viene a la mente de los matemadticos cuando trabajan en las
diferentes dreas, cuando piensan en un objeto matemaético?

En este sentido, representar un concepto significa generar una instancia, muestra,
ejemplo, una imagen de la misma. Pero esta breve descripcién no es suficiente, ya que no
especifica si la instancia generada es simbélica o mental, ni indica que “generar” significa
en términos de los procesos, que las representaciones mentales entran en existencia y
se desarrollan. La representacion simbdlica, estd externamente escrita o hablada, por lo
general, con el objetivo de hacer que la comunicacién sobre el concepto sea més facil. La
representacion mental, por otro lado, se refiere a esquemas internos o marcos de referencia
que una persona utiliza para interactuar con el mundo exterior. En el caso de los Grupos,
motivo de estudio; como es el caso particular del grupo simétrico, la representacion mental
de una persona puede consistir en el simbolo S;; otra, podria pensar en un conjunto de
cubos de colores que se estan permutando, una tercera, podria ver en los ojos de la mente
simbolos como (1 3 5) (24 6 7) que pueden o no tener un significado asociado y otra persona
podria concebir el grupo por medio de sus representaciones irreducibles.

Continuando con estos procesos del PMA, “la visualizacién”, también juega un papel
esencial en el trabajo de muchos eminentes matematicos. Por ejemplo, Einstein escribi6 a
Hadamard (Hadamard, 1945, p. 82):

Las palabras y el lenguaje, escritos u orales, no parecen desempefiar ningtin papel en mi pensamiento.
Las construcciones psicoldgicas que son los elementos de pensamiento son ciertos signos o imégenes,
mads o menos claras, que pueden ser reproducidos y combinados en libertad.

La visualizacién, por tanto, corresponde al proceso mediante el cual las represen-
taciones mentales pueden llegar a existir; de acuerdo con Kaput, el acto de generar una
representacion mental, se basa en los sistemas de representacion: es decir, algo concreto,
objetos externos, que pueden ser realizados materialmente (Dreyfus, 1991).

Una persona puede crear representaciones mentales tinicas o varias que compiten por
el mismo concepto matemadtico. Para tener éxito en las matematicas, es conveniente contar
con representaciones mentales ricas de los conceptos. Una representacion es rica si contiene
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muchos aspectos vinculados de ese concepto. Una representacién es pobre si no tiene
suficientes elementos para permitir flexibilidad en la resolucién de problemas. Tal falta de
flexibilidad a menudo se observa en los estudiantes: el mds minimo cambio en la estructura
de un problema, o incluso en su formulacién, puede bloquearlo por completo (Dreyfus, 1991).

Sin embargo, diferentes representaciones mentales también pueden entrar en con-
flicto. En los casos mds favorables, varias representaciones mentales para el mismo concepto
pueden complementarse entre si y con el tiempo pueden ser integradas en una sola repre-
sentacion del concepto. Este proceso de integracion se relaciona con la abstraccién. Como
resultado de este proceso, se tiene lo que se describe como representaciones multiples: un
estado que permite utilizar varias de ellas al mismo tiempo y de manera eficiente, cambiar
entre ellas en los momentos adecuados previstos por el problema o situacion (Dreyfus, 1991).

Muchos de los procesos mencionados, se dan en cualquier nivel del pensamiento
matemadtico: incluso los nifios pequefnos crean representaciones mentales de todo lo que
piensan y en particular de los objetos matemaéticos del pensamiento, como nimeros o
tridngulos. Comenzando en la escuela primaria, los nifios trabajan con estos objetos,
especialmente los nimeros, en diferentes representaciones. Otros procesos, sin embargo,
adquieren mayor importancia como la experiencia matemadtica de los estudiantes y las
habilidades que desarrollan; ademads, los contenidos matematicos que tratan se vuelven mas
avanzados: el mas importante de estos procesos avanzados es el de abstraer. Si el estudiante
desarrolla la habilidad de hacer conscientemente abstracciones de situaciones matematicas,
ha logrado un nivel avanzado del pensamiento matematico. El logro de esta capacidad para
abstraer bien puede ser el objetivo mds importante de la educacién matemdtica avanzada
(Dreyfus, 1991).

Existen dos procesos, ademads de representar, que son requisito previo para la abstrac-
cion: generalizar y sintetizar. Generalizar es derivar o inducir de lo particular, para identificar
puntos en comun, para ampliar los dominios de validez; sintetizar, significa combinar o
componer partes de tal manera que formen un conjunto, una entidad. Esto corresponde a
la suma de las partes. El proceso de fusién en una sola imagen corresponde a una “sintesis”.
Se ha reconocido que debido en parte a esta posibilidad de sintesis, las matemaéticas son
compresibles (Thurston, 1990). También se sefiala que, si bien la idea que va con la com-
presion y este es uno de los placeres reales de las matemadticas, este proceso es irreversible;
por lo tanto, es muy dificil para el matemético ponerse en el estado del estudiante que atin
no ha alcanzado esta sintesis y ver no solo la cantidad de detalles que estdn involucrados
en aprender, incluso conceptos y operaciones simples: se necesita de una gran cantidad de
trabajo detallado con los conceptos y operaciones para poder empezar a sintetizar (Dreyfus,
1991).
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Este proceso de abstraccion, se encuentra intimamente vinculado con el de genera-
lizacion. Uno de los principales incentivos para la abstraccién es la naturaleza general de
los resultados que se pueden obtener. Otro incentivo es el logro de la sintesis. Grupos de
estudiantes muestran que es posible describir de una manera unificada un gran ntimero de
situaciones que hasta ahora han sido consideradas por separado e independientemente una
de la otra. Pero ni generalizar ni sintetizar, hacen las mismas demandas cognitivas en los
estudiantes que la abstraccién. La generalizacion por lo general implica una expansion de
la estructura de conocimiento de la persona, mientras que la abstraccion es probable que
implique una reconstrucciéon mental (Dreyfus, 1991).

Por lo tanto, la abstraccion contiene el potencial tanto para la generalizacién como
para la sintesis y viceversa y consigue su propoésito, principalmente de este potencial de ge-
neralizacion y de sintesis. La naturaleza del proceso mental de abstraer es, sin embargo, muy
diferente de la de generalizar y de la de sintetizar. La abstraccidon, es un proceso constructivo:
la construcciéon de estructuras mentales de las estructuras matematicas, es decir, de las
propiedades y de las relaciones entre los objetos matemadticos. Este proceso es dependiente
del aislamiento de propiedades y de las relaciones apropiadas. Se requiere la capacidad de
desviar la atencion de los propios objetos a la estructura de sus propiedades y relaciones.
Tal actividad mental constructiva por parte del estudiante, depende en gran medida de la
atencion de centrarse en aquellas estructuras que van a formar parte del concepto abstracto
y apartarse de las que son irrelevantes en el contexto previsto; la estructura se vuelve
importante, mientras que los detalles irrelevantes se omiten, reduciendo asi la complejidad
de la situacién (Dreyfus, 1991).

Un problema diddctico abierto, es el hecho de si se debe llevar al estudiante a abstraer
de muchos casos o de uno solo. Més general, varios casos, por ejemplo de grupos concretos
permitirian a los estudiantes identificar puntos en comun; ésta es una manera para que
el profesor centre la atencién de los estudiantes en esas propiedades y relaciones que son
importantes tener previstas y de esta forma, enfocar la atencién podria funcionar bien si la
cantidad de informacién en la descripcién detallada de la estructura interna de los ejemplos
es limitada. Sin embargo, silos ejemplos son demasiado complejos; es decir, si tienen muchas
propiedades que son ignoradas en el proceso de abstraccion, puede ser dificil el lograr este
enfoque (Dreyfus, 1991).

Hay una dificultad inherente a la abstracciéon: ;c6mo generar estructuras mentales,
que estén vinculadas con las imégenes visuales, si se deben representar relaciones que se
retiren de los objetos concretos que originalmente fueron vinculados? ;cudl es el papel de la
visualizacion en el proceso de abstraccion? No hay una respuesta definitiva a esta pregunta.
Las imagenes visuales son generalmente globales y subrayan aspectos estructurales. Por lo
tanto, si se pueden encontrar imagenes visuales apropiadas, es probable que sean de gran
ayuda para los estudiantes que participan en la abstraccion.
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De propiedades concretas se espera abstraer las representaciones particulares de un
concepto matemadtico abstracto; las funciones son un ejemplo de ello, pero también lo son los
vectores, los espacios vectoriales, los grupos, los campos, dlgebras, categorias y funtores. Las
propiedades y relaciones del concepto abstracto son representaciones independientes. La
representacion y la abstraccion son asi, procesos complementarios en direcciones opuestas:
por un lado, un concepto a menudo se abstrae de varias de sus representaciones; de otro
lado, las otras representaciones son siempre representaciones de un concepto mds abstracto.
Cuando se utiliza una sola representacion de un concepto, la atencién puede centrarse en
el lugar del objeto abstracto. Sin embargo, cuando varias representaciones estdn siendo
consideradas en paralelo, la relacion con el concepto abstracto se vuelve importante. A
menudo se necesitan varias representaciones para llevar a cabo algin trabajo especifico con
el concepto; por ejemplo, las representaciones de un grupo, luego de grupos abstractos que
se utilizardn para célculos con grupos tedricos (Dreyfus, 1991).

Esta necesidad de representaciones concretas con el fin de llevar a cabo algtin proceso
de pensamiento especifico no es solamente matematico. Hay una necesidad cognitiva para-
lelamente: el pensamiento de muchos matemaéticos y estudiantes de matematicas se ve refor-
zado a ver si son capaces de poner mentalmente una representacion particular, por ejemplo,
una visual. Es mas, si son capaces de utilizar varias representaciones en paralelo. Una vez mas,
hay una complementariedad, esta vez entre los aspectos matemadticos y los cognitivos de las
representaciones de las estructuras matematicas (Dreyfus, 1991). Ambos aspectos son com-
plementarios: el que existe entre la abstraccion y la representacion y el que existe entre las
representaciones matematicas y mentales, ambos aspectos pueden ser y han sido objeto de
uso didéctico en los procesos de aprendizaje. Los procesos de aprendizaje pueden ser vistos
como constituidos por cuatro etapas:

El uso de una sola representacion

El uso de més de una representacién en paralelo

Establecer conexiones entre representaciones paralelas

Integracion de las representaciones y la conmutacion flexible entre ellas

Enla primera etapa, los procesos parten de un caso concreto, una sola representacion.
Pero en el aprendizaje del concepto de funcién, por ejemplo, los estudiantes suelen reunir
varias representaciones (graficas, tabulares, algebraicas, diagramas de flechas, entre otros).
En la segunda etapa, por lo tanto, varias representaciones sobre el mismo objeto matematico
se utilizan en paralelo. El dificil proceso de transicién hacia el concepto abstracto depende de
manera esencial de la relacion entre las representaciones que se forman. El establecimiento
de estos enlaces constituye la tercera etapa. Fuertes vinculos permiten a los estudiantes
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cambiar las representaciones, que a su vez los hace conscientes del concepto subyacente
y es por lo tanto probable que influya positivamente en la abstraccion. En la cuarta etapa,
hay un proceso de integracion entre las diferentes representaciones que estan sucediendo,
una sintesis de la clase que se ha demostrado anteriormente es parcial en el proceso de
abstraccion: los vinculos, las relaciones, las propiedades comunes permanecen para formar
el concepto abstracto, mientras que aspectos especificos de la representacion se retraen en
el fondo. Una vez que este proceso se ha completado, se ha formado la nocién abstracta del
concepto dado y de alguna manera, ya se es “duenno” del concepto (Dreyfus, 1991).

El uso de varias representaciones para ayudar a los estudiantes a hacer la transicion
de un entendimiento concreto limitado de un tema determinado a una comprensién mds
abstracta y flexible, ha sido investigado por Kaput y sus colaboradores (1988). Para algunos
estudiantes especialmente dotados, tales construcciones de los conceptos son disefiadas
cuidadosamente; aunque pareciera ser algo superfluo, a los ocho afios de edad, Terence Tao
(Clements, 1983) es uno de esos casos: a pesar de su edad, €l fue capaz de aprender direc-
tamente de estructuras algebraicas abstractas pero representaciones concretas tendian a
molestarlo. Cuando se le pregunt6 si una determinada estructura era un anillo, de inmediato
se dio cuenta que solo tenia que demostrar tres cosas y procedio a probar esto con la con-
fianza méaxima de los resultados estructurales probados antes. Una situacion similar puede
presentarse en los estudiantes avanzados de matematicas que han tenido la oportunidad de
adquirir una experiencia considerable con la abstraccion; esta experiencia es probable que
sea superflua en algunas de las etapas anteriores y para estructuras matematicas complejas,
presentar un obstdculo con la abstraccién; como se ha sefalado, la abstraccién de uno o
incluso de varios casos, puede ser mas facil para este tipo de alumnos. Pero la mayoria de los
estudiantes que toman cursos universitarios y de secundaria de matematicas no pertenecen
a esta categoria y para ellos la abstraccion es probablemente el més exigente de todos los
procesos matemadticos avanzados.

Los procesos de representaciéon y abstraccion, se encuentran entre los mds im-
portantes para el pensamiento matemadtico avanzado; sin embargo, solo algunos entre
muchos procesos son los que deberian ocurrir y ocurren como un interactuar de eslabones
de cadenas que pueden incluir ademads, descubrir, intuir, revisar, probar, definir y otros:
intuir, es la aprehension por intuicién, por la cognicién directa inmediata sin evidencia de
pensamiento racional, que tiene un papel central en cualquier secuencia de procesos que
se inicia desde el descubrimiento y tiene estrechos vinculos con los procesos de visualizacion.

En esta direccion, comprobar significa tomar acciones para convencerse que el
resultado, de hecho responde correctamente a la pregunta que se hizo. Una forma util de
control es utilizar un procedimiento inverso; por ejemplo, la diferenciaciéon para comprobar
si se ha encontrado correctamente una funcién primitiva. Con demasiada frecuencia, la
comprobacién no es vista por los estudiantes como una parte esencial de la actividad
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matemadtica. Aunque la comprobaciéon puede darles mucha seguridad, la mayoria de los
estudiantes no parecen estar muy interesados en esta seguridad. Esto puede y debe ser
cambiado mediante la transferencia de mdés responsabilidad del maestro al estudiante
en los procesos de aprendizaje, o por ejemplo, dar a los estudiantes actividades abiertas
en lugar de ejercicios de un minuto para trabajar, es un paso en esta direccién (Dreyfus, 1991).

El trabajo matematico utiliza muchos procesos en forma definitiva y permite a los es-
tudiantes interactuar de manera eficiente. El objetivo deberia ser el de llevar el pensamien-
to matemadtico de los estudiantes lo mds cerca posible al trabajo del matemadtico: esto es, la
comprension de los procesos matemadticos avanzados y a su interaccion; esto es un requisito
necesario para el logro de este objetivo (Dreyfus, 1991).

4.2.2. Pensamiento algebraico

La Sociedad Espanola de Investigaciéon en Educacién Matemadtica present6 en el afio
1999 (III SEIEM), al grupo de investigacién en Pensamiento Numérico y Pensamiento Alge-
braico. Este grupo se formo por los vinculos existentes entre los conocimientos numeéricos y
los algebraicos, enfatizando en que los problemas, derivados de la ensefianza y el aprendizaje
de estos dos campos son similares y que las bases tedricas y metodolégicas para su estudio
tienen componentes comunes; también, se establece que existen diferencias entre estos dos
tipos de pensamientos.

El pensamiento algebraico, se constituye como una de las lineas de estudio e inves-
tigacion en Didéctica de las Matematicas, que se ocupa de los fen6menos de ensefanza,
aprendizaje y comunicacion de los conceptos algebraicos. Se define el pensamiento alge-
braico, como aquel que aparece inmerso en muchos de los problemas del pensamiento
matematico: la cognicion es intrinsecamente contextual mientras que el lenguaje algebraico
es intrinsecamente abstracto.

El pensamiento algebraico tiene presencia como contenido matematico en el sistema
educativo, desde la secundaria hasta la universidad. En secundaria se ha investigado en
las letras con significado algebraico, en las variables, en las expresiones algebraicas y las
ecuaciones lineales. Las investigaciones en Pensamiento Algebraico, tienen enfoques desde
la psicologia cognitiva, el lenguaje, las calculadoras y computadores, la historia y la epis-
temologia, la ensefianza y el desarrollo curricular y por dltimo, desde la perspectiva de las
situaciones didacticas (Godino, 2012).

La ensefianza del dlgebra aparece en todo el curriculo de las matematicas, en educa-
cién media y bdésica (secundaria). Existe un espacio importante en el cual, los estudiantes
desarrollan la capacidad de abstraccion y generalizacién; procesos propios del algebra,
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presentandose bajo este enfoque el dlgebra como una herramienta util en la resolucién de
problemas mateméticos, tanto del bachillerato como para los problemas que surgen en las
asignaturas relacionadas con las matematicas avanzadas de los programas universitarios.

Los investigadores en dlgebra del International Group of the psychology of Mathe-
matics Education (PME) en 1900, en el XIV- PME realizado en México iniciaron el trabajo
con procesos y estructuras algebraicas y lo culminan en el afilo 1997 con un texto editado
por Sutherland, Rojano, Bell & Lins que tenia el objetivo inicial de caracterizar los cambios
producidos en el pensamiento algebraico y el papel del simbolismo en este cambio. Las
investigaciones del grupo PME, se dirigian al estudio de los procesos cognitivos involucrados
en el aprendizaje del Algebra, en los que diferenciaron dos grandes bloques: por un lado,
los procesos cognitivos que se derivaban de considerar la aritmética como fundamento del
algebra y por otro lado, los procesos especificos del pensamiento algebraico; de igual forma,
buscaban desarrollar una teoria de la ensefianza y del aprendizaje en élgebra elemental,
distinguiéndola del Algebra Superior o abstracta en la cual se ubica la asignatura universitaria
de Teoria de Grupos.

El razonamiento algebraico se pone de manifiesto en tareas relacionadas con arit-
mética, medida, geometria y andlisis de datos y con diversos grados de algebrizacién. En la
prdctica algebraica intervienen entre otros procesos la generalizacion y la simbolizacién y
existen objetos denominados algebraicos, que corresponden a: relaciones binarias, las opera-
ciones que se efectian con los elementos de un conjunto; las funciones entre conjuntos y las
estructuras en el sentido de un conjunto y una operacion binaria definida en él, que cumple
ciertas propiedades. Asi, un estudiante puede dar respuesta a un problema utilizando solo
aritmética o utilizando algebra y aritmética. La presencia de estos objetos y de los procesos
reconocidos como algebraicos es gradual, sistemética y progresiva. En general, el trabajo
con actividades algebraicas busca el desarrollo del pensamiento algebraico elemental, a
través del trabajo con estructuras. Un enfoque basado en aspectos estructurales, necesita
ademds de la descripcién y fundamentaciéon, la determinacién de medios para abordar
los problemas tanto en la ensefianza como en el aprendizaje en relaciéon con las tareas y
competencias algebraicas; ademds de acciones en la formacién de docentes (Godino, Castro,
Aké & Wilhelmi, 2012).

Las siguientes actividades matematicas se consideran algebraicas; esto es, el Algebra
tiene los siguientes rasgos caracteristicos:

* El proceso de Generalizacion, es decir, el paso de considerar casos particulares de si-
tuaciones, conceptos, procedimientos a las clases o tipos de tales objetos. Por ejemplo:
llegar al concepto de Grupo a partir del andlisis de conjuntos y de sus propiedades. Las
generalizaciones empiricas en esta direccién se basan en el reconocimiento de caracte-
risticas o cualidades comunes a los objetos o situaciones y las generalizaciones teéricas
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resultan de la identificacion de invariantes. Para Dorfler, generalizar significa construir
variables (1991, p. 84).

* Los medios para simbolizar, tanto las situaciones de generalizacion como las de inde-
terminacion; esto es, el uso de incognitas y ecuaciones que permiten modelizar situa-
ciones.

* Las nociones de relacion, funcién y estructura.
 El estudio de relaciones de equivalencia y sus propiedades.

* El estudio de operaciones entre los elementos de conjuntos numéricos o de otro tipo y
las propiedades de las estructuras que se generan de dichos conjuntos.

En relacién con las actividades algebraicas, estas pueden ser de tipo Generacional,
transformacional y Global o de meta nivel: las actividades de tipo Generacional, implican
la formacién de expresiones y ecuaciones que se consideran como objetos del algebra;
por ejemplo, las ecuaciones en una incégnita para representar una situacion problema:
expresiones de generalidad que surgen de patrones geométricos o secuencias numeéricas;
expresiones de reglas que gobiernan relaciones numéricas (Kieran, 2007).

Entre las actividades de tipo Transformacional que son las actividades basadas en
reglas, se encuentran: agrupar términos semejantes, factorizar, desarrollar, sustituir una
expresion por otra, sumar y multiplicar expresiones polindmicas, resolver ecuaciones e
inecuaciones, simplificar expresiones, sustituir valores numéricos en expresiones, trabajar
con ecuaciones y expresiones equivalentes. Estas actividades tienen como objetivo los cam-
bios en la forma simbdlica conservando la equivalencia, no implica esto que sean actividades
rutinarias; ya que, su justificacién se basa en axiomas y propiedades de las estructuras
correspondientes.

La categoria Global o de meta nivel hace referencia al uso de procesos matema-
ticos mdas generales. Son actividades no exclusivas del algebra donde ésta se usa como
herramienta. Por ejemplo, se tiene la resolucion de problemas, la modelizacidn, el estudio
de patrones generalizables, la justificacion y la prueba, la formulacién de predicciones y
conjeturas, el estudio del cambio en situaciones funcionales y la bisqueda de relaciones o
estructuras. Estas son actividades que se pueden realizar sin usar expresiones simbélico-
literales (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

La caracterizacion del pensamiento algebraico no implica solo ver lo general en lo par-
ticular, se debe de expresar algebraicamente (Kieran, 2007). Esta expresion es una condicion
para la manipulacion de las representaciones simbdlicas que producen otras equivalentes
y que permiten la resolucion de problemas. Algunos investigadores proponen separar
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el simbolismo algebraico del pensamiento algebraico debido a que se podria realizarse
una manipulacion de expresiones sin sentido y ademads, se debe tener presente que el ob-
jetivo que se busca es el trabajo con las estructuras, en lugar de procesos de cédlculo numérico.

En esta direccion, el simbolismo algebraico viene a ser el lenguaje que da voz al
pensamiento algebraico, es el lenguaje que permite expresar la generalidad (Mason, 1996).
Sin embargo, hay estudiantes que pueden expresarse verbalmente con cierto grado de
generalidad y no pueden expresar la notacion algebraica con facilidad; la generalidad es
esencial para el dlgebra, pero no todas las actividades algebraicas involucran este proceso
(Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

El proceso por el cual se da la transicion de la aritmética al dlgebra cruza por una
zona transicional en la que se admite que las tareas matemaéticas pueden exhibir objetos
y procesos algebraicos con una presencia gradual, pero creciente. La actividad algebraica
tiene lugar cuando una persona aborda la solucion de cierto tipo de problemas o tareas,
realizando determinadas précticas operativas y discursivas. En dichas practicas intervienen
elementos de diversas naturalezas como los medios de expresion, reglas conceptuales, proce-
dimentales, proposiciones y justificaciones. Entonces la caracterizacién de una préctica y del
pensamiento que la acompafna, como de la indole algebraica, se hace en términos de cierto
tipo de objetos y de procesos que intervienen en dichas précticas. Los objetos y los procesos
involucrados en las précticas se interrelacionan formando configuraciones (Godino, Castro,
Aké & Wilhelmi, 2012).

Una préctica matematica bajo esta vision, corresponde a toda actuacion o expresion,
ya sea verbal o grafica, que realiza la persona o las personas de una institucién para resolver
problemas matemadticos, comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a
otros contextos o problemas (Godino & Batanero, 1994, p. 334). Los objetos primarios que
sirven para indagar sobre las practicas algebraicas caracterizados en el enfoque EOS, corres-
ponden a: el lenguaje, los argumentos, los procedimientos, los conceptos-definiciones, los
problemas-tareas y las propiedades-proposiciones. Una préctica se considera algebraica si
los siguientes objetos primarios algebraicos se hacen presentes:

* Relaciones binarias que pueden ser de equivalencia o de orden, junto con sus respecti-
vas propiedades.

* Las operaciones y sus propiedades, realizadas en un conjunto de objetos; sin embargo,
a la aplicacion de propiedades tales como la asociativa, la conmutativa, la distributiva,
la existencia de un elemento neutro y de los inversos se le denomina: célculo algebraico,
ademads, se encuentran los conceptos de: ecuacion, transposicion de términos, factori-
zacion, desarrollo de términos.
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* Funciones, sus tipos, operaciones y propiedades; funciones proposicionales (verdade-
ro/falso); variables, férmulas, pardmetros.

 Lasestructuras y sus tipos como los semigrupos, monoides, semi-mddulos, grupos, mo-
dulo, anillo, cuerpo, espacio vectorial y las propias del dlgebra superior o abstracta.

Estos objetos mencionados se expresan mediante diversos lenguajes (Godino, Castro,
Aké & Wilhelmi, 2012). En la escuela se usa el lenguaje ordinario o cotidiano, gréfico, tabular,
incluso se puede considerar el gestual. Un tipo de actividad algebraica primaria es la traduc-
cién o transformacion entre distintos lenguajes. Las practicas algebraicas y los objetos que
intervienen en las mismas, se pueden analizar desde diversos puntos de vista, relativos al con-
texto donde se definen, caracterizan y realizan: éstos puntos de vista, se pueden presentar a
través de las siguientes dualidades:

* Extensivo-Intensivo; esto es, lo particular y lo general y los procesos de
particularizacién-generalizaciéon. Por ejemplo, la funcién y = 3x corresponde a
una funcién particular; es decir, un objeto extensivo, pero esta funcién pertenece a la
clase de funciones de la forma y = mx que es un objeto intensivo.

e Unitario-Sistémico; esta dualidad describe los procesos mediante los cuales una enti-
dad compuesta o sistémica; es decir, un intensivo pasa a ser visto como una entidad
unitaria que puede participar en otros procesos de generalizacion dando lugar a otros
intensivos de orden superior.

* Ostensivo-no Ostensivo; aporta una nueva comprension de los procesos de generaliza-
cién de los objetos intensivos resultantes: la ostension (que se ve, se comprueba con
facilidad, visible), hace referencia a los recursos perceptivos de expresién que pueden
ser simbdlicos o de otro tipo. Por lo general, los objetos matemaéticos (conceptos, propo-
siciones), se consideran ideales o mentales, es decir, no ostensivos, pero su comunica-
cién se hace con objetos perceptibles (palabras, simbolos y gestos), esto es, con objetos
ostensivos.

* Personal-Institucional: se relaciona con los significados personales e institucionales.

* Expresién-Contenido: un objeto matemadtico se usa como expresion en algunos casos,
pero luego puede pasar a ser el contenido para otro objeto (significado - significante).

Los objetos y procesos aportan criterios para definir las siguientes Configuraciones
Algebraicas, las cuales permiten distinguir diferentes tipos y niveles de algebrizacion de la
actividad matematica (Godino et al., 2012):

* Configuracion de tipo relacional, en las tareas matemadticas que ponen en juego; rela-
ciones binarias; Configuracién operacional para operaciones; Configuracién funcional,
para las tareas con funciones y Configuracion estructural, en el trabajo con estructuras.
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» Configuracion transformacional, presente en las tareas que buscan la transformacion
entre diferentes modos de expresion; especialmente, entre el lenguaje natural, iconico
y gestual al lenguaje alfanumérico.

» Se reconoce cierto nivel de abstraccién o generalizacion en una practica por la presen-
cia de objetos intensivos.

Segun los razonamientos expuestos, se establece que el dlgebra tiene presencia en las
matematicas escolares; ya que, en actividades como el conteo de una coleccién de objetos,
realizada por nifios de preescolar, hay procesos de generalizacién y conceptualizacion.
El razonamiento algebraico se inicia con las primeras actividades de cuantificacion de
cantidades mediante los procesos de simbolizacién numérica. Los simbolos numéricos se
originan desde los primeros niveles, como un sistema formado por elementos relacionales
mediante operaciones; estas operaciones que inicialmente hacen referencia a acciones sobre
cantidades, pasan a ser operaciones sobre los propios simbolos, pero estdn relacionadas con
un sistema de propiedades estructurales; por ejemplo, los nimeros naturales con la suma,
tienen la estructura de monoide. Se inicia el trabajo con estructuras, con un primer ejemplo
de estructura algebraica: los semigrupos aditivos y multiplicativos de los nimeros naturales.

Los nifios como tal no conocen el nombre de las estructuras, pero en su actividad con
las operaciones aritméticas que son funciones, se trabajan los conceptos y teoremas propios
de las estructuras algebraicas mencionadas. El razonamiento algebraico surge entonces,
de un primer proceso de generalizacién, cuando de una cantidad concreta por ejemplo,
del niimero de ldpices, se pasa al simbolo que representa la cantidad de una magnitud
cualquiera, como cuadernos, personas, ovejas. Este sistema de simbolos emergentes de las
practicas de cuantificacién se encuentra regulado por los axiomas de Peano y se convierte
para el estudiante de primaria en un sistema numérico natural (Godino, Castro, Aké &
Wilhelmi, 2012).

En esta direccion, la aritmética es la parte del dlgebra que trabaja con ciertos ejemplos
particulares y es el de los conjuntos numéricos que posteriormente, llegaran a ser ejemplos
de otros ejemplos mds generales. Un nivel mds avanzado de Pensamiento Algebraico, se
pone de manifiesto en las actividades que involucran las relaciones binarias y las funciones:
primero, entre cantidades y luego entre simbolos estructurados. La igualdad es otro objeto
emergente de las practicas matemadticas que caracteriza al Pensamiento Algebraico; ya que,
la igualdad es un primer ejemplo de relacion de equivalencia entre ntimeros. A partir de esta
relacion de equivalencia aparecen las clases de equivalencia y los conjuntos cocientes que
son los objetos caracteristicos del dlgebra; ademas de las correspondencias o funciones que
llevan a la identificacién de isomorfismos entre estructuras (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi,
2012).
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Tabla 4.1: Variables que caracterizan la actividad algebraica

Extensivos - Intensivos -
Particularizaciones | (-) (+) | Generalizaci6én
Lenguaje Natural, Lenguaje
Grafico, gestual | (-) (+) | Alfanumérico

Las variables que caracterizan el trabajo algebraico se representan en la Tabla 4.1.
(Godino et al., 2012) y el uso del lenguaje alfanumérico, junto con objetos algebraicos de
tipo relacional, operacional y estructural caracterizan los niveles més avanzados de algebri-
zacion. Cuando se reconoce la presencia de objetos intensivos en una practica matematica,
en alguno de sus niveles de generalidad se tiene cierto grado de algebrizacion en dicha
préactica, tanto si el intensivo se expresa de forma alfanumérica como si no. Si se expresa
en forma alfanumérica se estd ante una prdctica algebraica y de lo contrario, la préctica se
puede considerar como proto-algebraica (pre-algebraica). Hay una amplia zona donde los
estudiantes comienzan a pensar algebraicamente aunque no hagan uso de signos alfanumé-
ricos; esta zona es la zona de emergencia del Pensamiento Algebraico y es la zona donde el
profesor debe presentar actividades en la busqueda de una continuidad en el desarrollo del
Pensamiento Algebraico, ya que este pensamiento se da en forma continua.

La diferencia entre el Pensamiento Aritmético y el Algebraico, es el trabajo con canti-
dades indeterminadas de forma analitica, es decir, se consideran cantidades indeterminadas
como incOgnitas o variables y se opera con ellas como se hace con los niimeros. Se busca el
desarrollo del pensamiento matemadtico a través de todos los niveles educativos, en especial,
se plantea el conocimiento que debe tener el profesor, para ayudar a los estudiantes en la
busqueda del desarrollo del Pensamiento Algebraico, presente en la mayoria de actividades
matematicas (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

El desarrollo del Pensamiento Algebraico, se presenta desde la educacién primaria
hasta la educacion secundaria. Es de importancia el trabajo que se realiza con los sistemas
numéricos; es decir, el trabajo desde la aritmética: en esta actividad se tienen objetos
denominados algebraicos y por tanto, estas actividades se deben direccionar al trabajo con
estructuras para lograr que el paso de la aritmética al trabajo con estructuras, no sea un
conflicto para el estudiante al llegar en la educacién media y la bésica (secundaria) a la
manipulacién con otros objetos algebraicos, al igual que con el trabajo en las matemaéticas
universitarias (Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012)

Esta clarificacion de la naturaleza de las practicas matemadticas, en sus diversas
areas de contenido, junto con los objetos y procesos matematicos, es de interés para la
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investigacion en Didéctica de la Matematica, al tener presente que la educacién busca
mejorar la enseflanza y el aprendizaje y que para esto, se propone, como un paso preliminar
comprender en profundidad los conocimientos y compentencias que se deben desarrollar
en los estudiantes.

Asi, se considera el Algebra como la rama de las matematicas que sirve de herramienta
a otros campos de la matematica; que es un darea de investigacion en si misma y especialmen-
te, que la investigacion didéctica la reconoce como un area conflictiva para los estudiantes
(Godino, Castro, Aké & Wilhelmi, 2012).

4.3. Enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematica

Se presenta en esta seccion la perspectiva ontosemidtica que evidencia el desarrollo
de un modelo epistemolégico para las matemadticas, con bases antropolégicas y sociocul-
turales; un modelo cognitivo, con bases semid6ticas, de indole pragmatista y un modelo
instruccional y se precisan las nociones tedricas desarrolladas en este enfoque: herramientas
utiles para el desarrollo de la presente investigacion; ademads, se presenta la técnica del
andlisis semi6tico; la vision de la complejidad de los objetos matemadticos y finalmente,
a la Fenomenologia (Freudenthal, 1983) como otra de las herramientas coherentes con el
enfoque y de gran importancia para la presente investigacion.

EI EOS surge del andlisis a las diversas teorias y al considerar que no hay una respuesta
clara, satisfactoria y compartida entre ellas (Teoria de las Situaciones Didacticas-TSD, Teoria
Antropolégica de lo Didactio-TAD, Dialéctica Intrumento Objeto: DIO y Juego de Marcos-JM,
Teoria de los Campos Conceptuales-TCC) al problema epistemoldgico (en Matematicas y en
Didé4ctica de la Matematica) sobre los fundamentos tedéricos de la investigaciéon en Did4ctica
de la Matematica. Este problema se formula como un PE (problema epistemoldgico): ;qué
es un objeto matemdtico? de manera equivalente, ;cudl es el significado de un objeto mate-
matico (nimero, derivada, grupo) en un contexto o marco institucional determinado? El PE,
se refiere al objeto matemadtico, como entidad cultural o institucional, que se complementa
dialécticamente con el problema cognitivo asociado, o sea, el del objeto como entidad
personal o psicoldgica: PC (problema cognitivo): ;qué significa un objeto matematico, para
un sujeto en un momento y circunstancias dadas? Para dar respuesta a estas preguntas
de naturaleza ontosemi6tica, Godino & Batanero (1994) parten de la nocién de objeto
propuesta por Chevallard (1991), clarifican algunas nociones introducidas por la TAD y las
hacen operativas; determinan semejanzas, diferencias y relaciones con otras herramientas
conceptuales usadas ampliamente, tales como concepcion y significado (Godino, 2012).
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En la problematica inicialmente abordada, existia una cuestiéon epistemoldgica de
base y era precisar y explicitar la naturaleza del objeto matematico y su emergencia a partir
de las practicas matematicas y un problema cognitivo, que era caracterizar el conocimiento
desde el punto de vista subjetivo (Godino, 2012). Para abordar los andlisis epistemoldgicos y
cognitivos requeridos en la Did4ctica de la Matematica, se conformaron las nociones claves
de Sistema de Practicas, Configuracion de Objetos y Procesos (Godino, Batanero & Font,
2007; Font, Godino & Gallardo, 2013). Estas herramientas teéricas permiten formular el
problema epistémico, (conocimiento institucional, socio-cultural) y cognitivo (conocimiento
personal) de la did4ctica de la matematica.

El enfoque EOS, tiene entre sus objetivos “comparar, coordinar e integrar las teorias:
TSD, TCC, DIO-JM, TAD, Teoria de los Registros de Representacién Semid6tica-TRRS (Duval,
1996), que permitan abordar los problemas did4ctico-matemadticos” ademads, pretende ser un
marco tedrico que incluye las herramientas necesarias y suficientes respetando el principio
fundamental de la parsimonia metodolégica, formulado en los siguientes términos: Pro-
blema de epistemologia de la did4ctica de la matematica: Dadas las teorias Ty, T», T3, ..., Tn
focalizadas sobre una misma problemadtica de ensefanza y aprendizaje de las matemaéticas
;es posible elaborar una teoria T que incluya las herramientas necesarias y suficientes para
realizar el trabajo de las T; ? (Godino et al., 2006; Godino, 2012).

4.3.1. Nociones teoricas

Se presentan las herramientas teéricas del EOS, que permitieron realizar andlisis detallados
para el estudio de los Conocimientos Didé4cticos-Matemadticos relacionados con el objeto
Grupo.

4.3.2.1. Sistemas de practicas

En primer lugar, se presenta la nocién de Prictica matemadtica y objeto matematico
introducidas por Chevallard (1991; 1992), que se conectan en este enfoque, con las ideas
centrales de la Teoria de las Situaciones Did4acticas (Brousseau, 1986) y la Teoria de los Cam-
pos Conceptuales (Vergnaud, 1990). Una préictica matematica es una accién o manifestacion
(verbal o escrita) operativa y discursiva que puede ser de un sujeto personal, o puede ser
compartida en una institucién (profesor, textos), para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucion, validar la solucién y generalizarla a otros contextos y proble-
mas (Godino et al., 1994). Esta nocién se generaliza a los sistemas de practicas matemaéticas
personales (estudiante) e institucionales (profesor) y juega un papel central desde el punto
de vista epistemoldgico y did4ctico. Con esta nocién se asume y se hace operativo el supuesto
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antropologico sobre las matemaéticas en el cual se basa el EOS. Estas practicas matemaéticas
pueden ser realizadas por una persona o compartidas en el interior de la institucién, lo
cual da lugar a las nociones de sistemas de practicas personales y sistemas de précticas
institucionales las cuales se definen (Godino et al., 1994, p. 337) como:

El sistema de prdcticas institucionales asociadas a un campo de problemas, esta
constituido por las précticas consideradas como significativas para resolver un campo de
problemas y compartidas en el seno de una institucion. Los sistemas de practicas personales
asociadas a un campo de problemas, estd constituido por las practicas prototipicas que una
persona realiza en su intento de resolver un campo de problemas.

Segin Font, Godino & Gallardo (2013), las practicas matemadticas pueden ser con-
ceptualizadas como la combinaciéon de una préctica operativa, a través de la cual los
textos matematicos son leidos y producidos y una practica discursiva, la cual permite la
reflexion sobre las practicas operativas (p. 104). Los sistemas de practicas dan respuesta a la
pregunta de naturaleza semidtica ;que significa un objeto matemaético? y a la pregunta de
naturaleza ontolégica ;qué es el objeto matematico? (Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy, 2011).

Los sistemas de prdcticas se han categorizado teniendo en cuenta diversos puntos de
vista. El primero, corresponde a la distincion entre la faceta personal o idiosincrésica de un
sujeto, de las prdcticas y la faceta institucional, compartida y social de las mismas. Cuando es-
ta nocion se aplica a la descripcion de los conocimientos de un sujeto particular, es necesario
distinguir el sistema global de practicas que potencialmente puede poner en juego dicho su-
jeto, de los subsistemas de practicas declaradas (en un proceso de evaluacién) y las logradas
(al ser comparadas con unas practicas institucionales de referencia). En cuanto a las préacticas
institucionales, también es necesario distinguir entre las efectivamente implementadas en un
proceso de estudio, las pretendidas y las practicas de referencia (Pino-Fan, 2013).

4.3.2.2. Objeto matematico

Otra noci6n importante en este enfoque, es la de objeto matemadtico que correspon-
de, a una entidad emergente e interviniente en las practicas matemadticas. Se entiende por
objeto alguno de los elementos: lenguaje, accién, argumentacién, concepto, propiedades y
situacion-problema. Cada uno de estos elementos (excepto la situacion-problema) se en-
tienden como emergentes de una practica cuya finalidad es la resolucion de una situacién-
problema (Godino et al., 1994; 1998) (ver, figura 4.1). En el EOS, se adopta una visiéon pragma-
tica, al considerar que los objetos matematicos son emergentes de los sistemas de précticas
realizadas para resolver un campo de problemas (Godino et al., 1994). Para Font et al. (2013) la
propuesta ontoldgica, se deriva de las practicas matematicas, siendo éstas, el contexto bdsico
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en el que los individuos obtienen su experiencia y de las cuales emergen los objetos mate-
maticos; asi, el objeto matemdtico adquiere un estatus derivado de las practicas matemaéticas
que le proceden (p. 104).

Figura 4.1: Objetos matemadticos (Godino et al., 1994)

En las préacticas matemadticas intervienen objetos ostensivos (simbolos, gréficos,
etc) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc), que se evocan al hacer matemaéticas
y que se representan en forma textual, oral, gréfica e incluso gestual. De los sistemas de
préacticas matemadticas operativas y discursivas, emergen nuevos objetos que provienen de
las mismas y dan cuenta de su organizacion y estructura. Como los sistemas de précticas
pueden ser personales o institucionales, entonces de igual forma, se considera a los objetos
emergentes como objetos institucionales, si provienen de sistemas de practicas compartidos
en el interior de la institucion, mientras que a los objetos emergentes de los sistemas de
prdcticas personales se les denominaré objetos personales Godino et al. (1994).

Los autores sefialan que la emergencia del objeto personal es progresiva a lo largo de
la historia del sujeto, como consecuencia de la experiencia y del aprendizaje; mientras que
la emergencia del objeto institucional es progresiva a lo largo del tiempo. En un momento
dado es reconocido como tal objeto por la institucion, pero incluso después de esta etapa
sufre transformaciones progresivas segiin se va ampliando el campo de problemas asociado
(Pino-Fan, 2013).
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El EOS en consonancia con el interaccionismo simbdlico, considera como objeto
o entidad matemadtica (ver, figura 4.1.), todo aquello que puede ser indicado, todo lo que
puede sefalarse o a lo cual puede hacerse referencia, cuando se hace, se comunica o se
aprende matemadtica. En la descripcion de la actividad matematica se hace referencia a
muchos y diversos objetos, los cuales se pueden agrupar segtn distintos criterios, formando
categorias o tipos diversos (Godino, 2002). Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy (2011), sefialan
que los objetos matematicos primarios se pueden analizar desde una perspectiva proceso -
producto y para esto consideran los procesos duales: Institucionalizacion-Personalizacion;
Generalizacion-  Particularizacion;  Descomposicion/anélisis-Composicion/reificacion;
Materializacién-Idealizacion; Representacion- Significacion (ver Figura 4.2.).

Figura 4.2: Objetos y procesos matemadticos (Godino et al., 1994)

La nocion de “Sistema de practicas personales” describe los conocimientos de un su-
jeto individual sobre el objeto, de manera global concretada en la trama de funciones se-
midticas (relaciones) que el sujeto puede establecer en las que el objeto se pone en juego
como expresion o contenido (significante, significado). Si en el sistema de practicas se distin-
guen entre las que son de naturaleza operatoria o procedimental ante un tipo de situaciones-
problemas, respecto de las discursivas, se obtiene un constructo que guarda relacion con la
nocion de praxeologia (Chevallard, 1999): ddndole a dicha nocién una dimensién personal.
En estas practicas matemadticas intervienen objetos ostensivos (lenguaje, simbolos, gréficos,
etc.) y no ostensivos (conceptos, proposiciones, etc.), en este sentido en el EOS, se propo-
ne una tipologia de objetos matemadticos primarios, intervinientes en los sistemas de précti-
cas (Godino, Batanero & Font, 2007) que corresponde a: elementos lingiiisticos, situaciones-
problemas, conceptos-definiciones, proposiciones-propiedades, procedimientos y argumen-
tos. De igual forma, estos objetos se organizan en entidades mdas complejas: los sistemas con-
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ceptuales, teorias. Estos seis tipos de objetos primarios amplian la tradicional distincion entre
entidades conceptuales y procedimentales al considerarlas como insuficientes para describir
los objetos intervinientes y emergentes de la actividad matematica (Pino-Fan, 2013).

4.3.2.3. Significados de los objetos matematicos

En el EOS, se concibe el significado de los objetos matematicos (operacién binaria,
grupo) desde una perspectiva pragmatico-antropoloégica. El significado de un objeto, se defi-
ne como el sistema de practicas operativas y discursivas que una persona (o institucion) reali-
za para resolver una cierta clase de situaciones-problemas en las que dicho objeto interviene.
Asi, el significado de un objeto matematico puede ser visto desde dos perspectivas: Significa-
do institucional y Significado personal del objeto matematico, que se desarrollan y precisan
en Godino et al. (1994; 1998) en términos de los sistemas de précticas en las que un deter-
minado objeto matemadtico es determinante para su realizacion, ademads, se relacionan con
las nociones de conocimiento y comprension. Desde supuestos pragmaticos-antropoléogicos,
estas ideas centran el interés de la investigaciéon en los conocimientos matemaéticos institu-
cionalizados, sin perder al sujeto individual al cual se dirige el esfuerzo educativo. Godino et
al. (1994) definen estos significados:

El significado de un objeto institucional, es el sistema de précticas institucionales asociadas al campo
de problemas de las que emerge el objeto mateméatico en un momento dado (p. 340).

Esta nocién de significado institucional permite introducir en la problemética episte-
mologica y did4ctica, el estudio de la estructura de los sistemas de précticas sociales de los
que emergen los objetos matematicos, asi como su evolucion en el tiempo y la dependencia
institucional. De igual forma, Godino et al. (1994) definen:

El significado personal de un objeto como el sistema de practicas personales (de una persona) para
resolver el campo de problemas del que emerge el objeto personal, en un momento dado(p.341).

En este enfoque, las nociones de significado y sentido dejan de ser entidades etéreas.
El significado de un objeto matemaético, es el contenido de cualquier funcién semi6tica en el
sentido de Hjemslev (1943); por tanto, segin el acto comunicativo correspondiente, puede ser
un objeto ostensivo 0 no ostensivo, extensivo-intensivo, personal o institucional (ver, figura
4.3y 4.2); puede referirse a un sistema de préicticas o a un componente (situacién-problema,
una notacién, un concepto). En el EOS una de las formas de entender el significado de un
objeto desde la perspectiva pragmatista, es en términos de los sistemas de practicas en las
que dicho objeto interviene (significado sistémico). Los sistemas de practicas estdn ligados
a tipos de situaciones-problemas, donde se distinguen diferentes significados cuando se
abordan distintos problemas (Pino-Fan et al., 2013).

Algunos sistemas de prdcticas se consideran como primarios, por su caracter extensi-
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vo (particular), esto hace referencia a que resuelven ciertos tipos de situaciones-problemas
con métodos y procedimientos particulares. Los sistemas de préicticas primarios se agrupan
en sistemas mds genéricos en los cuales se pueden abordar situaciones-problemas mads
generales. Este proceso contintia por niveles, hasta llegar a la formalizacion del objeto
matemadtico. La consideracién conjunta de los elementos y sus relaciones, conforman el
Significado epistémico global del objeto matematico.

Reconstruir el significado global de un objeto matemadtico significa identificar los
sistemas de précticas en las cuales se utiliza, los cuales llevan asociadas, configuraciones
epistémicas que constituyen un significado parcial del objeto matematico (Godino, 2009).
El sentido en el EOS, se interpreta como un significado parcial del objeto matemadtico y se
refiere a los subsistemas de prdcticas relativos a marcos o contextos de uso determinado.
El uso del término sentido en la Teoria de Situaciones Did4cticas, queda restringido a la
correspondencia entre un objeto matematico y la clase de situaciones de la cual emerge y
le da sentido (se describe como significado situacional). En el EOS esta correspondencia es
crucial, ya que es la razén de ser del objeto, su justificacion u origen fenomenolégico, pero,
tienen en cuenta las correspondencias o funciones semidticas entre el objeto y los otros
componentes operativos y discursivos del sistema de practicas del que se considera que
proviene el objeto, entendido en términos cognitivos o en términos epistémicos (Godino,
Contreras & Font, 2006).

La interpretacion semi6tica de las practicas, lleva a hablar de tipologia de significados
personales (globales, declarados y logrados) y significados institucionales (implementados,
evaluados, pretendidos, referenciales) (Godino, Font, Wilhelmi & Lurduy, 2011). Segtin Go-
dino et al. (1994), los significados logrados por los estudiantes dependen fundamentalmente
de los significados institucionales, concretamente, de los significados pretendidos asociados
a los sistemas de practicas planificadas para un proceso particular de instruccion, asi como
de los significados efectivamente implementados en dicha instruccién y de los evaluados
(ver figura 4.4.). Ademds, el profesor como parte de la institucion escolar, debe recurrir, para
la eleccion de los significados pretendidos, a los significados de referencia. En una institucién
concreta de ensefanza este significado de referencia sera una parte del significado holistico
del objeto matematico. La determinacién de dicho significado Global u holistico, requiere
realizar un estudio histérico, epistemolégico y fenomenolégico sobre el origen y evolucién
del objeto en cuestion, asi como el tener en cuenta la diversidad de contextos (sistemas de
précticas-fenémenos) de uso donde se pone en juego dicho objeto matematico (Pino-Fan,
2013).

El significado global de referencia se define a partir de dos nociones: significado glo-
bal, también denominado holistico u holo-significado, comprende los diferentes significados
parciales de un objeto matemadtico y significado de referencia, entendido como los sistemas
de practicas que se usan como referencia para elaborar los significados que se pretenden
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Figura 4.3: Tipologia de significados sistémicos (Pino-Fan, 2013)

incluir en un proceso de estudio (Pino-Fan, Godino & Font, 2011). Para una instituciéon de
ensefanza el significado de referencia serd una parte del significado holistico del objeto
matematico.

Laidentificacién de los significados parciales se hace mediante la descripcion sistema-
tica de los objetos primarios (situaciones, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimien-
tos y argumentos) que intervienen en los sistemas de practicas de los cuales emerge el objeto
matematico (Font & Godino, 2006; Pino-Fan et al., 2011) (ver, figura 3.1 y 4.1) En el anélisis de
las configuraciones epistémicas, cada objeto interviniente en una practica matemadtica, pue-
de verse desde distintas facetas duales (ver, figura 4.5) Para determinar los diferentes niveles
de generalizacion entre las configuraciones, se trabajaran los aspectos intensivos-extensivos
(general-particular).

4.3.2.4. Configuraciones de objetos y procesos matematicos

La Configuracion epistémica, se compone de los objetos que intervienen y emer-
gen de los sistemas de practicas matemadticas en los diferentes contextos de su uso. Un
objeto matemadtico puede tener varias configuraciones epistémicas, las cuales a su vez
llevan asociadas un significado parcial diferente de dicho objeto matematico (Godino et
al.,, 2006). Las configuraciones epistémicas permiten reconstruir el significado global de
referencia, definido a partir de las nociones de significado global-holistico-holosignificado
que comprende los diferentes significados parciales de un objeto matemético (ver, figura 3.1).
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La nocién de sistemas de practicas, es til en los andlisis de tipo macrodiddctico,
particularmente, cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los conoci-
mientos matemadticos en diferentes marcos institucionales, contextos de uso o juegos del
lenguaje.

Para los andlisis mds finos de la actividad matematica, se ha introducido en este
enfoque, una tipologia de objetos matemadticos primarios (situaciones, lenguaje, definicio-
nes, proposiciones, procedimientos y argumentos). Estos objetos matematicos primarios se
relacionan entre si, formando redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de
practicas, lo que en este enfoque se denomina: Configuracién. Las configuraciones pueden
ser: socio-epistémicas, que corresponden a redes de objetos institucionales; o cognitivas,
que corresponden a las redes de objetos personales. El término de Configuraciéon Cognitiva
hace referencia, al sistema de objetos matemadticos primarios que estdn involucrados en
las practicas matematicas personales llevadas a cabo para resolver un problema especifico
(Godino, Batanero & Font, 2007), y la nocién de Configuracién Didéctica, se relaciona con la
secuencia interactiva que tiene lugar a prop6sito de una situacién-problema. Una configura-
cion didactica se compone de una Configuracién Epistémica, esto es la situacién-problema,
lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que puede estar a cargo
del profesor, de los estudiantes o bien distribuirse entre ambos en interaccion (ver, figura 4.4)
(Font, Planas & Godino, 2010).

Este término de configuracion epistémica o cognitiva es ttil, ya que, en la realizacién
de una préctica matemadtica y especificamente, en la interpretaciéon de su resultado como
satisfactorio, se necesita poner en juego determinados conocimientos; asi, entre los compo-
nentes del conocimiento para la realizacion y evaluacion de la practica que permiten resolver
una situacién-problema, se encuentran: en primer lugar, el lenguaje (verbal, simbdlico): estos
lenguajes son la parte ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos
que intervienen en la elaboracion de argumentos para decidir si las acciones simples que
componen la préctica y ella en tanto a accién compuesta, es satisfactoria. En consecuencia,
cuando un sujeto realiza y evaltia una préctica matemadtica, activa un conglomerado de
objetos, formados por situaciones-problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones, proce-
dimientos y argumentos, que se encuentran articulados en la configuracion epistémica (ver,
figura 4.4; (Font & Godino, 2006, p. 69)).

Estos objetos primarios que conforman la configuracion, se manifiestan de diversas
maneras durante la actividad matematica: el lenguaje, con el que nos referimos a ellos, a su
vez, evoca a conceptos o definiciones, los cuales se operativizan mediante procedimientos
y propiedades asociadas, que se manifiestan durante la solucion de las tareas matematicas.
Ademds, cada uno de los objetos matemadticos primarios pueden ser considerados desde
distintas facetas o dimensiones duales: personal-institucional, unitario-sistémico, expresion-
contenido, ostensivo-no ostensivo y ejemplar-tipo (ver, figura 4.2). En esta direccién, Godino,
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Figura 4.4: Configuracion epistémica (Font & Godino, 2006)

Font, Wilhelmi & Lurduy (2011) sefialan que tanto estas dualidades como los objetos
matematicos primarios, pueden ser analizados desde una perspectiva proceso-producto,
lo cual lleva a considerar los siguientes procesos: Institucionalizacion-Personalizacion;
Generalizacion-  Particularizacion; Descomposicion/Andlisis-Composicion/Reificacion;
Materializacion-Idealizacion y Representacion- Significacion (Pino-Fan, 2013).

La emergencia de los objetos matematicos primarios considerados, llevan asociados,
respectivamente los procesos de problematizacién, comunicacion, definicion, algoritmiza-
cién, enumeracion y argumentacion (ver, figura 4.2) Otros procesos como la resolucion de
problemas y la modelizacion se ven en este enfoque como mega-procesos, e implican la
intervencion y la activacion de los procesos mencionados. Las situaciones-problemas y las
prdcticas realizadas para resolverlas, tienen un papel central, asi como su dependencia de los
contextos institucionales en que tienen lugar.

4.3.2. Facetas y niveles del analisis didactico

Las nociones teéricas del EOS son un conjunto de herramientas de anélisis y reflexion
de los procesos de ensefianza y aprendizaje. Se han elaborado varios sistemas de objetos y
relaciones (categorias) que ayudan a analizar y comprender, de manera sistemadtica y con
distintos niveles de profundidad, los diversos aspectos implicados en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas.

En este enfoque se proponen las siguientes facetas para el andlisis de los procesos de
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instrucciéon matematica (Godino, 2009):

Epistémica: conocimientos matemadticos relativos al contexto institucional en el que se
realiza el proceso de estudio y la distribucion en el tiempo de los diversos componentes del
contenido (problemas, lenguajes, procedimientos, definiciones, propiedades, argumentos).
Cognitiva: conocimientos personales de los estudiantes y progresion de los aprendizajes.
Afectiva: estados afectivos (actitudes, emociones, creencias, valores) de cada estudiante con
relacion a los objetos matemadticos y al proceso de estudio seguido.

Mediacional: recursos tecnoldgicos y asignacion del tiempo a las distintas acciones y proce-
S0S.

Interaccional: patrones de interaccion entre el profesor y los estudiantes y su secuenciacion
orientada a la fijacién y negociacion de significados.

Ecoldgica: sistema de relaciones con el entorno social, politico, econémico, etc. que soporta
y condiciona el proceso de estudio.

Figura 4.5: Facetas del Anélisis Didéctico (Godino, 2009)
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En este modelo tedrico se consideran claves las facetas epistémica y cognitiva
y se postula para ellas un punto de vista antropolégico y semiético: la matemaética co-
mo actividad humana que adquiere significado mediante la accién de las personas ante
situaciones-problema, especificos. Ademads, se concede relevancia a las demds facetas
(afectiva, mediacional, interaccional y ecoldgica;) ya que, condicionan los aprendizajes y la
ensenanza (Godino, 2009).

En los trabajos de investigacion realizados en el marco del EOS (D’Amore, Font &
Godino, 2007; Font & Contreras, 2008; Godino, Font, Wilhelmi & Castro, 2009) se proponen
cinco niveles para el anélisis del proceso de instruccion:

Nivel 1. Identificacion de prdcticas matemdticas. Descripcion de las acciones realizadas para
resolver las tareas matemadticas propuestas para contextualizar los contenidos y promover
el aprendizaje. Se parte del supuesto, que el aprendizaje de las matemaéticas consiste en
aprender a realizar una préctica operativa (de lectura y produccion de textos) y sobre todo,
una prdctica discursiva (de reflexion sobre la practica operativa) que puede ser reconocida
como matemadtica por un interlocutor experto. Desde esta perspectiva, se entiende el discur-
so del profesor como un componente de su préctica profesional. Dicha practica tiene como
objetivo generar en el estudiante, un tipo de préctica operativa y una reflexién discursiva
sobre ella (practica discursiva) que el profesor puede considerar como matemadtica. Asi, se
considera como practica matemadtica a cualquier acciéon o manifestacion (lingiiistica o de
otro tipo) llevada a cabo en la resolucién de problemas matemadticos y en la comunicacion
de soluciones a otras personas con el fin de validarlas y generalizarlas a otros contextos y
problemas (Godino & Batanero, 1994).

Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matemdticos y diddcticos. Descripcién de objetos
y procesos matemadticos que intervienen en la realizacion de las précticas, asi como los que
emergen de ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad de los objetos y sig-
nificados de las practicas matematicas y did4cticas como factor explicativo de los conflictos
en su realizacion y de la progresiéon del aprendizaje. Se considera que cuando un agente
realiza una préctica matemadtica tiene que activar un conglomerado formado por algunos
de los objetos: situaciones-problemas, lenguajes, conceptos-definiciones, proposiciones,
procedimiento y argumentos. Estos seis tipos se articulan formando la configuracion de la
figura 4.4. (Font & Godino, 2006).

En el EOS, se consideran relevantes en la actividad matemadtica a dieciséis procesos: los
procesos de generalizacion- particularizacion, institucionalizacién-materializacion (asocia-
dos a las cinco dimensiones duales) y procesos de comunicacion, definicién, enunciacion,
argumentacion, algoritmizacién y problematizacién (asociados a los objetos matematicos
identificados en el proceso de evaluacion que se analiza). Existen otros procesos igualmente
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relevantes, como los procesos de comprension, de modelizacién o de resoluciéon de pro-
blemas, que pueden entenderse como mega procesos que incluyen algunos de los tipos
anteriores (Font, Planas & Godino, 2010).

Nivel 3. Descripcion de conflictos semidticos. Segin Godino et al. (2007) se entiende por
conflicto semiético cualquier disparidad entre los significados atribuidos a una expresion
por dos sujetos, personas o instituciones. Cuando la disparidad se produce entre practicas
de un mismo sujeto se habla de conflicto semidtico de tipo cognitivo. El conflicto semi6tico
interaccional, surge entre las personas, pero se interpreta que estas personas proponen
practicas validas en instituciones diferentes: mundo de la vida y aula de matemadticas y
finalmente, si la disparidad se produce entre practicas propias de instituciones diferentes, se
habla de un conflicto semi6tico de tipo epistémico.

Los tipos de conflictos semiéticos no son excluyentes, puesto que un mismo conflicto
puede ubicarse en un tipo u otro segun la perspectiva que se adopte. Por ejemplo, un
conflicto epistémico entre el profesor y el alumno, también se puede considerar como
un conflicto de tipo interaccional y los conflictos cognitivos de una persona a menudo son
el resultado de interacciones sociales generadoras del conflicto (Font, Planas & Godino, 2010).

Nivel 4. Identificacion del sistema de normas y meta normas. Identificacion de la trama de
reglas, habitos, normas que condicionan y hacen posible el proceso de estudio y que afectan
a cada faceta y sus interacciones. La actividad matematica en el aula tiene una dimensién
social; ya que, la clase se puede considerar como una micro-sociedad donde tiene lugar la
difusion y construccion de conocimiento matematico a través de la interaccion social entre
alumnos y profesor. En consecuencia, el aprendizaje matemaético estd condicionado por
meta conocimientos matemadticos y didacticos, tales como las normas socio-matemaéticas
(Planas & Setati, 2009; Yackel & Cobb, 1996) y las cldusulas del contrato didactico (Brousseau,
1997).

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad interaccional del proceso de instruccién, donde se iden-
tifican potenciales mejoras del proceso de estudio que incrementan la idoneidad didactica
(Godino, 2009). La identificacion de seis idoneidades parciales en un proceso de instruccién
permiten considerarlo un proceso idéneo; estas son: la idoneidad epistémica, donde se
valora silas matemadticas que se ensefian son unas buenas matemadticas; idoneidad cognitiva,
para valorar, antes de iniciar el proceso de instruccion si lo que se quiere ensefiar estda a una
distancia razonable de lo que saben los estudiantes y después del proceso, si los aprendizajes
logrados se acercan a los que se pretendian ensefar; idoneidad interaccional, para valorar
si la interaccion ha resuelto dudas y dificultades de los alumnos; idoneidad mediacional,
para valorar la adecuacién de recursos materiales y temporales utilizados en el proceso de
instruccion; idoneidad emocional, para valorar la implicacién (interés, motivacion) de los
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estudiantes en el proceso de instruccion y finalmente, idoneidad ecolégica, para valorar
la adecuacion del proceso de instruccion al proyecto educativo del centro, las directrices
curriculares, las conclusiones del entorno social y profesional (Font, Planas & Godino, 2010).

Laidoneidad didactica de un proceso de instruccion se define como la articulacion coherente
y sistémica de las seis componentes siguientes (Godino, Batanero & Font, 2007):

Idoneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados instituciona-
les implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia y permite valorar
la calidad del contenido matematico a ensefiar, en términos de su grado de consistencia con
los significados institucionales de referencia; la idoneidad cognitiva, expresa el grado en que
los significados pretendidos o implementados estén en la zona de desarrollo potencial de los
alumnos, asi como la proximidad de los significados personales logrados a los significados
pretendidos o implementados; la idoneidad interaccional hace referencia a que un proceso
de ensenanza-aprendizaje tiene mayor idoneidad desde el punto de vista interaccional,
esto es, si las configuraciones y trayectorias diddcticas permiten por una parte, identificar
conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori) y por otra parte, permiten
resolver los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion: esta idoneidad,
busca valorar si la interaccién permite identificar conflictos semiéticos potenciales y resolver
los que efectivamente se producen durante el proceso de instruccién (ver, figura 4.6)

La idoneidad mediacional, responde al grado de disponibilidad y adecuacion de los recursos
materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje:
esta idoneidad, se encarga de la valoracion del grado de disponibilidad y adecuacion de los
recursos materiales y temporales involucrados en el proceso de instruccion; la idoneidad
afectiva, corresponde al grado de implicacién (interés, motivaciéon) del alumnado en el
proceso de estudio y se relaciona tanto con factores que dependen de la institucién como
con factores que dependen bésicamente del alumno y de su historia escolar previa. La
idoneidad emocional, valora la situacién afectiva de los estudiantes, la cual determina su
grado de interés o motivacion hacia el proceso de estudio; finalmente, la idoneidad ecolégica
representa el grado en que el proceso de estudio se ajusta al proyecto educativo del centro, la
escuela y la sociedad y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla y pretende
valorar la adecuacion del proceso de instruccion al proyecto educativo escolar, su pertinencia
con el entorno, etc. (a prioriy a posteriori).

Estos niveles de andlisis permiten el desarrollo de un andlisis completo para des-
cribir, explicar y valorar los procesos de instruccién (Font, Planas & Godino, 2010). En
un proceso de instruccién, la aplicacién del nivel 1 permite describir la secuencia de las
practicas matemadticas. La realizacion de una practica moviliza elementos distintos, a un
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Figura 4.6: Idoneidad did4ctica (Godino, 2011)

saber, un agente (persona) que realiza la practica y un medio donde se realiza. El agente
realiza la practica matemadtica orientada a la resolucion de situaciones-problema, esto
hace que sea necesario considerar otros aspectos, objetos y procesos matemadticos que
posibilitan dichas practicas. Esto se realiza en el nivel 2 del andlisis. Este segundo nivel
tiene como finalidad, describir la complejidad de las practicas matematicas tomando en
consideracion la diversidad de objetos y procesos descritos en el enfoque EOS (Godino, 2012).

El andlisis diddctico de un suceso de clase parte del planteamiento de una situacion-
problema por parte del profesor; seguidamente, los estudiantes realizan pricticas matemati-
cas necesarias para la resolucion de dicho problema. Existen las configuraciones de objetos
y procesos matematicos, que hacen posible realizar estas practicas matematicas (nivel 2), de
ahi se avanza al estudio de las interacciones entre el profesor y los alumnos presentes en el
proceso de instruccion. Estas interacciones did4cticas que suceden en un proceso de instruc-
cién pueden ser muchas y se analizan en el nivel 3, en especial interesan, las interacciones
en torno a los conflictos de tipo semiotico (Planas & Iranzo, 2009). En el nivel 4 del analisis
did4ctico se consideran las practicas matemadticas e interacciones que estan condicionadas y
soportadas por una trama de normas y meta-normas que regulan las acciones (Godino, 2012).

Estos cuatro niveles de andlisis son herramientas para una didactica descriptiva y
explicativa; ya que, sirven para comprender y responder a la pregunta 3;qué ha ocurrido aqui
y por qué? Sin embargo, no evaltan la pertinencia del proceso de instruccion matemaética
ni determinan pautas para la mejora del disefio y la implementacion del proceso. Para esto
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son necesarios criterios de idoneidad o adecuacién que permitan valorar los procesos de
instruccion efectivamente realizados y que permiten guiar la mejora de dichos procesos; de
esto se ocupa el nivel 5 del modelo (Font, Planas & Godino, 2010).

Finalmente, dentro del anadlisis did4ctico, el estudio de los Conflictos Semidticos se
enmarca dentro del estudio de errores y dificultades que tienen los estudiantes para abordar
el objeto de estudio y se ubica también dentro del estudio de las concepciones de los estu-
diantes (Sepulveda, 2014).

4.3.3. Analisis semiotico

El andlisis semiotico de un texto matemadtico y en general, de la actividad matemadtica
en el enfoque ontosemi6tico contempla el andlisis de los siguientes elementos: a) Las nota-
ciones y sus representaciones (lenguaje); b) Las situaciones-problemas; c) Las definiciones;
d) Los procedimientos y las técnicas; e) Las proposiciones, propiedades y teoremas y f)
Los argumentos. Estos elementos se articulan formando las configuraciones epistémicas
descritas anteriormente; estas configuraciones son herramientas utiles para describir la
complejidad de los objetos matemadticos y las préacticas de donde emergen los objetos
matematicos.(Godino, 2002).

El lenguaje, segin Godino (2002) se encuentra constituido por los términos, las expresiones,
las notaciones, las gréficas. En un texto vienen dados en forma escrita o gréfica, pero en
el trabajo matematico pueden usarse otros registros (oral, gestual). Mediante el lenguaje
(ordinario y matemadtico) se describen otros objetos lingiiisticos.

Las situaciones, corresponden a los problemas mds o menos abiertos, aplicaciones extra ma-
tematicas o intra matematicas, ejercicios. Son las tareas que inducen la actividad matematica.

Los procedimientos, operaciones, algoritmos, técnicas de célculo. Son las acciones del sujeto
ante las tareas matematicas.

Los conceptos, son dados por las definiciones o descripciones; por ejemplo, nimero, punto,
recta, funcion.

Las proposiciones, son las propiedades o los atributos de los objetos mencionados y suelen
darse como enunciados.

Las argumentaciones, pueden ser deductivas o de otro tipo; se usan para validar y explicar las
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proposiciones.

Estos seis tipos de objetos se califican como matemadticos porque se ponen en
juego en la actividad matemadtica y son los constituyentes primarios de otros objetos mas
complejos u organizaciones matemadticas, como los sistemas conceptuales, las teorias. Las
entidades lingiiisticas, tienen un papel representacional -se ponen en lugar de las restantes-
e instrumental; o sea, se ven como instrumentos de la actividad matematica. Las situaciones
- problemas, son las promotoras y contextualizadoras de la actividad matematica y junto con
las acciones (procedimientos) constituyen el componente prictico de las matemadticas, la
accion dirigida a un fin (Godino, 2002).

Se define el “andlisis semidtico” de un texto matemdtico como su descomposicién en
unidades, que se llaman semidticas, junto con la identificacién de las entidades puestas en
juego y las funciones semiéticas (relaciones) que se establecen entre los mismos por parte
de los diferentes sujetos. El criterio para definir las unidades de anélisis es el cambio del
elemento de significado, esto es, cuando se cambia de problema a estudiar dentro del campo
de problemas considerados, se pasa del enunciado del problema al desarrollo de una técnica,
al empleo de una notacién, al uso o identificaciéon de una propiedad, o a la descripcion,
sistematizacion y validacién de las soluciones; es decir, se tiene presente en la delimitacion
de las unidades de andlisis, los momentos en los cuales se ponen en juego alguno de los seis
elementos introducidos en este enfoque teérico (Godino, 2002).

El anélisis semidtico segiin Godino (2002) es la indagacion sistematica de los signifi-
cados puestos en juego a partir de la transcripcion del proceso y de cada una de las partes en
que se puede descomponer dicho texto, para un interpretante potencial (andlisis a priori).
Cuando el texto corresponde al protocolo de respuestas de los sujetos en interacciones
efectivas, el andlisis permite caracterizar los significados personales atribuidos de hecho por
los emisores de las expresiones (andlisis a posteriori). En ambos casos se pueden confrontar
con los significados institucionales de referencia, para formular hip6tesis sobre los conflictos
semioticos potenciales y contrastarlos con los efectivamente ocurridos.

El andlisis semidtico ayuda a formular hip6tesis sobre puntos criticos de la interaccion
entre los diversos agentes en los cuales pueden haber lagunas o vacios de significacién, o
disparidad de interpretaciones que requieran procesos de negociacion de significados y
cambios en el proceso de estudio. Se considera el andlisis semi6tico a priori como una etapa
previa y crucial del andlisis did4ctico-matemaético porque permite identificar el sistema
de entidades que se ponen en juego en el estudio de un contenido matematico, los cuales
requieren de procesos instruccionales especificos. Este andlisis permite describir el signifi-
cado institucional local del contenido estudiado y la distribucién temporal de los distintos
elementos. Para la valoracion del cardcter mas o menos completo del significado local, se



CAPITULO 4. MARCO TEORICO 97

requiere disponer de un patrén de comparacién que se denomina el significado institucional
de referencia. La comparacion entre significados institucionales se puede describir como la
transposicion didactica localmente implementada en el proceso de estudio. El significado
de referencia se elabora a partir del andlisis de textos y de la practica del andlisis estadistico
(Godino, 2002).

El andlisis semi6tico de texto, desde el punto de vista del estudiante tiene el caracter
de andlisis a priori (o potencial); ya que, se refiere a las interpretaciones (y a los conflictos
semiodticos) que pueden poner en juego los alumnos que estudian un objeto matematico
en el sistema didéctico a considerar. Desde el punto de vista del profesor, que para el caso
puede ser el autor del texto, el andlisis tiene un cardcter a posteriori; ya que, el texto es la
expresion efectivamente emitida por el autor. Las interpretaciones del investigador (persona
que analiza y valora los diversos significados puestos en juego) se adscriben al autor de la
investigacion y tienen un cardcter a posteriori.

4.3.4. El conocimiento

Se describe de manera general como lo propone Chevallard (1992), esto es, como
la relacion de alguien (persona o institucién) con un objeto. Esta nocién abarca todos
los constructos cognitivos usados en las diversas ciencias y tecnologias de la cognici6n
humana (Varela, 1988), pero para hacerla operativa se modeliza adecuadamente el objeto de
conocimiento, esto es, aquello con lo que se establece la relacion y los tipos de relaciones
posibles (Godino, 2012). En general, la relacién de (X) (persona o institucién) a un objeto
(O) se traduce en las correspondencias que (X) puede establecer entre (O) y otros objetos:
correspondencias que se interpretan como funciones semiéticas (Godino, Batanero & Font,
2006). Si (O) es un término o expresion, el sujeto (X) puede atribuir a (O) otro objeto, su
significado (S); si (O) es una tarea, (X) puede aplicar a (O) una técnica o varias técnicas de
solucion, asi como aportar explicaciones y justificaciones, etc. El objeto (O) puede ser una
organizaciéon matemadtica més o menos compleja y el sujeto puede tener distintas relaciones
a cada uno de sus componentes.

En el enfoque ontosemiético de la cognicion matematica, al igual que en la teoria
antropolégica de lo didactico (Chevallard, 1992; 1999), los objetos matemadticos se conciben
en términos de sistemas de practicas operativas y discursivas, esto es, sistemas compuestos
de praxis y logos. El sujeto puede tener una relaciéon bien adaptada a la praxis, pero no al
componente discursivo. En este caso, decimos que el sujeto conoce cémo hacer un tipo
de tareas, tiene competencia o capacidad para hacerla, pero no comprende (o comprende
parcialmente) el porqué de las técnicas que aplica (Godino, 2012).
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Las expresiones del tipo, (X) es competente para realizar la tarea T, indican que el
sujeto (X) domina o es capaz de aplicar correctamente la técnica ¢ que resuelve o permite
hacer bien la tarea T. En esas circunstancias, se dice que el sujeto tiene una capacidad o
competencia especifica, o también que: conoce como hacer la tarea. En cambio, la expresion
(X) comprende la técnica ¢t que permite realizar la tarea T, se aplica si (X) conoce porqué
dicha técnica es adecuada, su ambito de validez y las relaciones con otras técnicas.

La competencia matemadtica, se entiende en el sentido restringido, como la capacidad
para realizar adecuadamente tareas matemadticas especificas y se complementa con la
comprension matemadtica de las técnicas necesarias para realizar las tareas y las relaciones
entre los diversos contenidos y procesos matemadticos puestos en juego. En el EOS, se
considera que la competencia y la comprensién en matemadticas son nociones cognitivas
complementarias cuyo logro implica un proceso de crecimiento progresivo que debe tener
en cuenta las diversas facetas del conocimiento matematico y sus relaciones con el mundo
empirico. Es necesaria una dialéctica competencia-comprension, teniendo en cuenta que es
imprescindible tener disponible cierta prictica instrumental (adquirida en contextos signi-
ficativos que involucra la comprensién de la misma) para avanzar hacia otras problematicas
de comprension més complejas (Barallobres, 2001).

El reconocimiento de la complejidad del conocimiento matemaético lleva a recono-
cer una complejidad para el logro de la competencia y comprension matematica, las cuales
no pueden ser concebidas como estados dicotémicos, esto es, se tiene 0 no competencia,
se comprende o no se comprende un contenido matematico. Se trata mas bien de proce-
s0s en progresivo crecimiento y mejora, que ademads, deben ser valorados relativamente a los
contextos institucionales correspondientes. El problema del logro del binomio (competencia,
comprension) estd, por consiguiente, intimamente ligado a como se concibe el propio cono-
cimiento matematico. Los términos y expresiones matemadticas denotan entidades abstractas
(no ostensivas, generalizaciones) cuya naturaleza y origen se tienen que explicitar para poder
elaborar un modelo ttil y efectivo sobre qué se entiende por la comprension de tales objetos
(Godino, 2012).

4.3.5. La complejidad de los objetos matematicos

Lo que en los planteamientos filos6ficos de tipo platonista o empirista se consideraba
como objeto matematico, con una existencia independiente de las personas, en el EQS, se
explica como un objeto virtual o ficticio que emerge de las diferentes maneras de ver, hablar,
operar; esto es, el objeto es el contenido al que se refiere o indica globalmente, explicitamente
o implicitamente el par (Practicas matematicas, configuraciéon epistémica que las activa).
Este objeto virtual primero, considera la referencia global de una configuracién epistémicay
después, el conjunto de varias configuraciones epistémicas (Godino, 2002).
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Font, Godino & Gallardo (2013) consideran que el proceso por el cual emergen los
objetos matemadticos a partir de las practicas es complejo y se deben distinguir, al menos dos
niveles. En el primer nivel, emergen representaciones, definiciones, proposiciones, proble-
mas y argumentos (objetos primarios) que se organizan en configuraciones epistémicas que
permiten realizar practicas matemadticas en diferentes contextos. En el segundo nivel, emerge
una referencia global asociada a una o varias configuraciones epistémicas. La emergencia
de este objeto virtual o ficticio se explica por la combinacién de efectos de las diferentes
dualidades consideradas para cada objeto.

En el EOS se considera que los objetos primarios matemadticos que intervienen en las
practicas matemadticas, segun el juego del lenguaje en el que participan segiin Wittgenstein
(1987) pueden ser considerados desde diferentes maneras de estar participando; estas formas
se agrupan en las siguientes facetas o dimensiones duales: unitaria/sistémica; expresion/
contenido; ostensivo/no ostensivo; personal/institucional; extensivo-intensivo (ver, figura
4.1y4.2)

La dualidad, unitaria/sistémica, permite considerar una configuraciéon epistémica,
como la descripcién del objeto que tiene una definicién, la cual forma parte de la configu-
racion y en la cual hay propiedades que se asume pertenecen al objeto matematico, ademads
de procedimientos que son los que permiten usar el objeto. Esta dualidad hace referencia
al objeto, que se puede considerar como unitario o perteneciente a un sistema, es decir,
que hace parte de otro objeto matemadtico. Las otras dualidades que se mencionan, son
importantes; ya que, permiten delimitar propiedades que se le atribuyen al objeto.

La dualidad expresion/contenido (significante-significado), permite duplicar el objeto
considerando la representacion y el objeto representado como objetos diferentes. Esta distin-
cién permite tener en cuenta el cardcter esencialmente relacional de la actividad matematica.
El uso que en este marco se hace, es el propuesto por el lingiiista danés Hjemslev (1943). Para
el autor, una funcion semiotica, es la dependencia entre el texto y sus componentes y entre
estos componentes entre si. Se trata de las correspondencias (relaciones de dependencia
o funciones) entre un antecedente (expresion, significante) y un consecuente (contenido,
significado) establecidas por un sujeto (persona o instituciéon) de acuerdo con un cierto
criterio o c6digo de correspondencia. Estos cddigos pueden ser reglas (hdbitos, convenios)
que informan a los sujetos implicados sobre los términos (funtivos) que se deben poner en
correspondencia en las circunstancias fijadas.

La dualidad ostensivo/no ostensivo, permite considerar que el objeto representado es
un objeto ideal diferente de sus representaciones materiales. Hace referencia al hecho que
cualquiera de los objetos tiene una faceta ostensiva, es decir, perceptible y otra no ostensible.
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Las entidades lingiiisticas en principio, se muestran por si mismas directamente a nuestra
percepcion (escritura, sonido, gestos). Pero las entidades praxémicas y discursivas, aunque
son intrinsecamente diferentes de las lingiiisticas, necesitan a estas entidades de manera
esencial para su constitucion y funcionamiento. El lenguaje es el medio por el cual no solo se
expresan los no ostensivos, ademads, es instrumento para su constitucion y desarrollo.

La dualidad extensivo/intensivo lleva a considerar el objeto como algo general y la
dualidad personal/institucional, como un objetivo. Esta dualidad, permite referirse al objeto
matemadtico como personal o institucional. Se trata entonces, de la manifestacion de un
sujeto individual, como la respuesta a una prueba de evaluacidon, la realizacién de una
tarea escolar por el estudiante, se habla asi de objetos personales, al ser portadores de sus
conocimientos. Si se trata de documentos curriculares, libros de texto, explicaciones del
profesor ante su clase, se ponen en juego objetos institucionales al tener connotaciones
normativas o convencionales, es decir, los objetos se usan como referencia en el proceso de
ensefianza y aprendizaje. Esta distincion de los conocimientos matemadticos es fundamental
para describir y explicar las interacciones entre el profesor y los alumnos en los procesos de
ensefnanza y aprendizaje. La distincion entre persona e institucion es esencial en el andlisis
de la actividad matematica y de los procesos de ensefianza y aprendizaje. Esta distincion de
posiciones, en el sistema didactico interesa que se refleje en los propios objetos de ensefianza
y de aprendizaje (objetos y significados personales e institucionales;) ya que, esto permite
caracterizar el aprendizaje como un acoplamiento progresivo entre significados personales e
institucionales. Estos significados pueden ser elementales o sistémicos (praxeolégicos). En el
limite, ambos significados pueden coincidir, pero puede no ocurrir.

La combinacién de las dualidades produce la emergencia de una referencia global
sobre la cual se pueden realizar determinadas acciones (Rondero & Font, 2014). Esta re-
ferencia global, en la actividad matemadtica se concreta en una configuracién epistémica
determinada. Asi, en el contexto de la actividad matematica el objeto matemaético, virtual o
ficticio se presenta en forma de configuracién y lo que se puede hacer con este objeto esta
determinado por la configuracién en la que dicho objeto se presenta. Se tiene en cuenta, que
el objeto emerge con el tiempo desde varios sistemas de practicas matemadticas diferentes.
Por esta razon, el objeto se considera como singular y plural. Singular, por razones de
simplicidad y plural, porque en cada subconjunto de practicas, la configuracién de objetos
en la cual se presenta varia, posibilitando précticas diferentes (Font, Godino & Gallardo,
2013). Se considera de acuerdo a Font et al. (2013) que el objeto matematico es uno y muchos
a la vez. Se considera de manera unitaria, como emergente de varios sistemas de practicas
diferentes; en este caso, es el objeto asociado al sistema de pares (practicas matemadticas,
configuraciones que las activan.) Esta asociacion explica que el objeto se puede definir de
diferentes maneras equivalentes y que se puede representar por diferentes representaciones;
por otra parte, se puede considerar que en cada configuracion el objeto asociado es diferente.
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4.3.6. Fenomenologia

En el andlisis didéactico se define la Fenomenologia, como un procedimiento para
explorar, profundizar y trabajar con los diferentes y multiples significados del contenido
matemadtico escolar, para efectos de disefiar, llevar a la practica y evaluar actividades de
enseflanza y aprendizaje (Goémez, 2007). La caracterizacion de este anadlisis did4ctico, se
fundamenta en la teoria curricular que se articula a partir de cuatro dimensiones: cultu-
ral/conceptual, cognitiva, ética o formativa y social, y en diferentes niveles de especificidad,
asi, el andlisis didactico es un recurso que le permite al profesor organizar la actividad de
ensefnanza de un tema matemadtico especifico (Rico, 1997, p. 46-50).

La realizacion de un andlisis didéctico, establece unos organizadores del curriculo
dentro de los que se encuentra en primer lugar, los errores y dificultades de los estudian-
tes detectados en el aprendizaje de las matematicas, que se presentan para cada topico,
asi como los problemas y obstidculos de aprendizaje que se detectan o se plantean para
cada concepto. En segundo lugar, se encuentran las representaciones utilizadas para cada
sistema conceptual, junto con algunas modelizaciones usuales de los correspondientes
conceptos. En tercer lugar, la fenomenologia de los conocimientos implicados, asi como las
aplicaciones prdcticas de cada bloque de contenidos. En cuarto lugar, la diversidad de los
materiales de tipo manipulativo y de los recursos que pueden emplearse en la ensefianza
de cada tépicoy finalmente, la evolucion histérica de cada campo e incluso de cada concepto.

Estas cinco perspectivas junto con los propios contenidos, no determinan todas las
posibilidades para reflexionar sobre cada una de las unidades de un curriculo de matemaéticas
desde un planteamiento didactico. Estos organizadores ofrecen la posibilidad de realizar
un analisis didactico de cada tema de matematicas, es decir, un analisis de los contenidos
para su ensefianza en el sistema educativo. Este andlisis hace parte del trabajo del profesor
en el proceso de planificacién de sus unidades o temas para el proceso de instruccién. El
desarrollo de los componentes del andlisis didactico activa una serie de conocimientos
que en conjunto se denomina: El conocimiento didactico del profesor. Este conocimiento
estd compuesto de herramientas tedricas, denominadas los organizadores del curriculo;
estos organizadores corresponden a los conocimientos que le permiten al profesor articular
el disefo, desarrollo y evaluacion de las unidades del curriculo (Segovia & Rico, 2001. p.
102) y se consideran elementos tedricos y metodolégicos, mediadores, articuladores del
andlisis didéctico y de los sistemas de conocimiento, que fundamentan los significados de
los conocimientos matematicos (Bedoya, 2002, p. 55).

El analisis didactico tiene entonces, como objetivo facilitar la practica del profesor
de matemadticas, de una manera sistemdtica y profunda, tomando en consideracién el
maximo de dimensiones que influyen en su actuacién, mediante cuatro tipos de anadlisis
parciales: andlisis de contenido, cognitivo, de instruccién y de actuaciéon (Gémez, 2007).
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Se ha mencionado a la Fenomenologia, las representaciones, el pensamiento matematico
avanzado, las dificultades, obstdculos y errores de los estudiantes como organizadores del
curriculo (Rico, 1997).

El término fenomenologia (Freudenthal, 1983) no hace referencia al sentido dado
por Husserl, Hegel o Heidegger. El noumenon se refiere a lo que es pensado mediante la
razén o lo inteligible y phainomeno también de origen griego significa lo que parece. Los
fenémenos se consideran que son las apariencias o lo que se nos parece de las cosas. En la
tradicion filosoéfica realista, el mundo de los noumenos era el que se calificaba de real. La
contraposicion entre fendmeno y noimeno es una contraposicion entre mundos, el de los
fenomenos que es el de la apariencia, de la experiencia y el noumenon que es lo sensible, lo
inteligible.

Identificar los conceptos matemadticos con noumenon, los sitia fuera del campo de
nuestra experiencia y esto contradice las ideas de Freudenthal al presentar el concepto ma-
tematico como medio de organizacion de fen6menos, que posteriormente, pasardn a formar
parte de otro campo de fenémenos que son organizados por un nuevo concepto matemadtico,
asi, los conceptos no caen fuera de la experiencia ni estdn en un mundo diferente del mundo
de los fendmenos que organiza: los fendmenos son objetos de la experiencia matemaética y
se establecen las cadenas (fenémenos, medio de organizacién 1), (medios de organizacion 1,
medios de organizacion 2) y esta cadena continta.

Hacer fenomenologia es describir cada una de estas series o pares, es decir, es
determinar cudles son los fenémenos para los cuales el concepto es un medio de organi-
zacion, teniendo en cuenta que la actividad matemdtica no permanece en el nivel inferior
(fenémeno, medio de organizacion); el proceso de creaciéon de los objetos matemaéticos
es un proceso por medio del cual los medios de organizacion se convierten en objetos
que aparecen en el campo de los fen6menos. Asi, los objetos matematicos se incorporan a
nuestra experiencia y entran como fené6menos en una nueva relacion fenémenos/medios
de organizacion en la que se crean nuevos conceptos matematicos y este proceso contintia
reiterativamente (Puig, 2001).

Se define la fenomenologia como el método de andlisis de los contenidos mate-
maticos y el andlisis fenomenolégico del concepto u objeto matematico; corresponde a la
descripcion del objeto matematico. El andlisis fenomenolégico se hace con una intencion
did4ctica; ya que, es un andlisis previo a todo disefio o desarrollo curricular y se entiende
en este contexto como un componente del anélisis didactico (Rico, 1997, p. 61), que tiene
el objetivo de servir de base para organizar la ensefianza de las matemadticas y no pretende
elaborar una explicacion de la naturaleza de las matemadticas (Freudenthal, 1983).
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La fenomenologia de un concepto matematico, de una estructura o de una idea ma-
tematica, significa describir el noumenon (conceptos) en su relaciéon con los phainomenon
paralos cuales es el medio de organizacion, indicando los fenémenos para cuya organizacién
fue creado y a los cuales puede ser extendido, de qué manera actta sobre ellos como medio
de organizacion y que poder nos da sobre esos fenémenos. En la fenomenologia didéctica se
analiza el elemento didéctico en la relacion entre noumeno y phainomenon, esto es, cOmo
se adquiere la relaciéon concepto, fenémenos en el proceso de ensefianza y aprendizaje:
se tiene una fenomenologia didactica, donde intervienen los fen6menos presentes en el
mundo de los alumnos y los que se proponen en las secuencias de ensefianza, se trata asi,
de los fen6menos que estdn organizados por el concepto en las matemadticas tomadas en el
momento actual.

Si se analiza como se adquiere la relacién concepto, fen6menos en la historia, se tiene
una fenomenologia historica, es decir, se analizan los fenémenos para cuya organizacién
se cred el concepto en cuestion y como se extiende a otros fenémenos. El orden para los
andlisis fenomenolégicos, corresponde a iniciar con una fenomenologia pura, es decir, con
el conocimiento de las matemadticas y sus aplicaciones. Se completa con la fenomenologia
historica y se continua con la fenomenologia diddctica, para lo cual se necesita conocer el
proceso de ensefianza y aprendizaje y finalmente, se realiza la fenomenologia genética, en
cuanto al crecimiento cognitivo de los alumnos (Freudenthal, 1983).

Una de las tareas de la fenomenologia es indagar, analizando los conceptos matema-
ticos, sobre cudles son los fendmenos que organizan los conceptos matematicos. Asi, en el
estudio de las configuraciones epistémicas que corresponde a la identificacion de los dife-
rentes significados de un objeto matematico, se realiza este estudio fenomenolégico al deter-
minar las situaciones - problemas, de donde emergen estos significados parciales del objeto
matematico y se incluye asi, la fenomenologia dentro de las herramientas del EOS.

4.3.7.1. La nocién de significado de Frege

Frege (1998a; 1998b; 1998c¢) introduce la idea de tridngulo semdantico para abordar el
significado de un término (ver, tabla 4.2). Al igual que la referencia de un nombre propio es el
objeto que designa; un término conceptual se refiere a un concepto. En la nocion de Frege pa-
ra significado de un término conceptual, en el tridngulo semdntico viene dado por el signo o
término con el que se expresa, por su referencia o concepto propiamente tal, y por su sentido
o modo en que vienen dados los objetos (ver, tablas 4.2 y 4.3).

El tridngulo semdntico propuesto por Frege (Gémez, s.f.) identifica los elementos
constitutivos del significado de un término conceptual desde una perspectiva estrictamen-
te légica y formal. Dado que el interés por el significado de los conceptos mateméticos se
centra en el ambito de la matematica, se adaptan las ideas de Frege para considerar un sis-
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Tabla 4.2: Tridngulo semadntico (término) de Frege

Sentido
Expresa Determina
Signo(término) Designa Referencia

tema de relaciones amplio. Se interpretan las ideas de Frege, al enfatizar en el hecho de que
los sentidos con los que se usa el término conceptual matemadtico implican, por un lado, los
modos en los que establecen relaciones con otros términos conceptuales matematicos y por
el otro, las diferentes formas en las que el término conceptual y estas relaciones se pueden
representar.

Tabla 4.3: Tridngulo semadntico (concepto) de Frege

Sentido
Signo-Término Referencia-Concepto

Se adopta asi, un punto de vista funcional, por el cual el sentido con el que se usa un
término conceptual matemaético también incluye los fenémenos que sustenta el concepto.
En la matemadtica escolar, los fenémenos se presentan mediante un contexto o situaciéon en
que el concepto toma sentido, o también, mediante un problema que se aborda y da sentido
al concepto. Se aborda asi, el significado de un concepto matemaético atendiendo a tres
dimensiones que se denominan: la estructura conceptual, los sistemas de representaciony la
fenomenologia :

En la estructura conceptual es donde se incluyen las relaciones del concepto con otros
conceptos atendiendo tanto a la estructura matemaética de la que el concepto forma parte,
como a la estructura matemadtica que dicho concepto configura.

En los sistemas de representacion es donde se incluyen las diferentes maneras en las que se
puede representar el concepto y sus relaciones con otros conceptos. En la fenomenologia, es
donde se incluyen aquellos fendbmenos (contextos, situaciones o problemas) que pueden dar
sentido al concepto.

Estas tres dimensiones del significado de un concepto en la matemaética se ponen en
evidencia y organizan una de las cuestiones centrales de la problematica de la planificacién
de la clase: la multiplicidad de significados de un concepto en las matemadticas escolares. Esta
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multiplicidad de significados implica que, para efectos de planificar una hora de clase o uni-
dad didéactica, es deseable que el profesor conozca las tres dimensiones que caracterizan el
significado de un concepto en la matemadtica escolar y sea capaz de adquirir la informacion
necesaria que le permita identificar dichos significados y organizar esta informacién de tal
forma que sea ttil para la planificacién; ademads, de seleccionar a partir de esta informacion,
aquellos significados que €l considera relevantes para la instruccion y utilizar la informacion
que surge de los diversos significados del concepto para el disefio de unidades didacticas.

4.3.7.2. El Objeto grupo y la fenomenologia didactica

Freudenthal indica que le ha dado a su método de andlisis de los contenidos mate-
maticos el nombre de fenomenologia porque parte de la contraposicion establecida en la
tradicion filos6fica entre lo que se expresa en esa tradiciéon con los términos phainomenon
y noumenon. Esa contraposicién, cuyo cardcter de antitesis pone en duda, la establece en
las matematicas entre los conceptos o estructuras matematicas que serian noiumenos y los
fenémenos que esos conceptos organizan (Puig, 1997).

El andlisis fenomenolégico de un concepto o de una estructura matematica consiste
en describir cudles son los fendmenos paralos que es el medio de organizacion y qué relacion
tiene el concepto o la estructura con esos fendmenos. La descripcion de los fenémenos para
los que es un medio de organizacion, considera la totalidad de los fenémenos para los
que actualmente es asi, esto es, se toman las matemadticas en su desarrollo actual y en su
uso actual, pero también se indican cudles son los fenémenos para cuya organizacién fue
creado y a qué fendmenos se extendié posteriormente. La descripciéon de la relacién con
los fendmenos en cuestion debe mostrar de qué manera actiia sobre esos fenémenos como
medio de organizacién y de qué poder nos dota sobre ellos. La relacion entre fenémenos y
conceptos se torna mds compleja al intervenir un tercer componente en la relacion, el objeto
mental; ademads, el andlisis fenomenolégico toma en consideracion las relaciones entre
fenémenos y objeto mental y entre objeto mental y concepto (Puig, 1997).

Los términos notimeno y fenémeno, provienen del griego. Noimeno, procede de
nous (no uc) y significa: lo que es pensado mediante la razén o lo inteligible y fenémeno,
proviene de phainémenon, que significa lo que aparece. El término noimeno, se toma como
medio de organizacion, esto es, por la funcién de los conceptos cuando se consideran en
su relacion con los fenémenos. El término fenémeno, hace relacién a lo que es objeto de
nuestra experiencia matematica, se deja de lado su significado original de apariencia y se
tiene presente que los medios de organizacion de los fendmenos, son aquello con lo que
pretendemos dar cuenta de nuestra experiencia matematica, que son tomados a su vez como
objeto de experiencia (Puig, 1997).
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El anélisis fenomenolégico desarrollado por Freudenthal, toma prestados términos
de la filosofia y tiene consecuencias en el hecho de como se concibe la naturaleza de las
matematicas, estd hecho al servicio de la didactica. Sin embargo, Freudenthal distingue va-
rios tipos de fenomenologia, todos importantes desde el punto de vista de la didactica, pero
solo uno de ellos calificado de didéctico. Esos tipos son: Fenomenologia, Fenomenologia
did4ctica, Fenomenologia genética y Fenomenologia historica (Puig, 1997).

Lo que caracteriza cada uno de estos andlisis fenomenolégicos son los fen6menos
que se toman en consideracién con respecto al concepto cuyo andlisis se realiza. En el primer
caso, se trata de los fenémenos que estdn organizados en las matematicas tomadas en su
estado, en el momento actual y considerando su uso actual. En el caso didactico, intervienen
los fenémenos presentes en el mundo de los alumnos y los que se proponen en las secuencias
de ensefianza. En el caso genético, los fendmenos se consideran con respecto al desarrollo
cognitivo de los aprendices. En el caso histoérico, se presta especial atencion a los fenémenos
para cuya organizacion se cre6 el concepto en cuestion y como se extendio a otros fenémenos.

La descripcién de las relaciones entre los fendmenos y el concepto toma en conside-
racion en el primer caso, las que estan establecidas y en los otros tres, como se produjeron,
se adquirieron o se conformaron esas relaciones en el sistema educativo, con respecto al
desarrollo cognitivo o en la historia, respectivamente. Ademds, en el caso de la fenomenolo-
gia pura, los conceptos o las estructuras matematicas se tratan como productos cognitivos,
mientras que en el caso de la fenomenologia didéctica se tratan como procesos cognitivos, es
decir, situados en el sistema educativo como materia de ensefianza y siendo aprendidos por
los alumnos (Puig, 1997).

Freudenthal dice que al describir una fenomenologia didactica se puede pensar que
deberia estar basada en una fenomenologia genética, pero que esta idea es erronea. El orden
en que hay que desplegar los distintos tipos de andlisis fenomenolégico comienza por la
pura fenomenologia (para la cual se deben conocer las matemadticas y sus aplicaciones),
se completa con una fenomenologia histérica, sigue por una fenomenologia didé4ctica
(para lo que se debe conocer el proceso de ensefianza y aprendizaje) y termina, con una
fenomenologia genética. Ningin andlisis fenomenolégico puede resultar efectivo cuando se
organiza posteriormente la ensefianza a partir de €l si no se sustenta en un sélido analisis de
fenomenologia pura.

Una de las tareas de la fenomenologia es indagar, analizando los conceptos matema-
ticos, sobre cudles son los fen6menos que organizan, de modo que, no se puede pretender
saber de antemano cuales son. Al situarnos en el origen, o en el nivel mds bajo, se puede decir
que los fenémenos que van a ser organizados por los conceptos mateméticos son fenémenos
de ese mundo real, fisico, cotidiano. Nuestras experiencias con ese mundo fisico tienen que
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ver con los objetos del mundo, sus propiedades, las acciones que realizamos sobre ellos y
las propiedades que tienen esas acciones. De modo que, los fen6menos que van a organizar
las matematicas son los objetos del mundo, sus propiedades, las acciones que hacemos
sobre ellos o las propiedades de esas acciones, cuando objetos, propiedades, acciones o
propiedades de acciones son vistos como lo que organizan esos medios de organizacién y se
consideran en su relacion con ellos (Puig, 1997).

Freudenthal no se queda en el nivel mas bajo al describir la actividad matemadtica
simplemente como un juego entre fenémenos del mundo y medios de organizacion de las
matematicas, en el que los fenémenos solicitan ser organizados y se crean medios para ello
en las matematicas. Por el contrario, el proceso de creacion de objetos matemdticos como
medios de organizacién, lo acompafa de un proceso por el que los medios de organizacién
se convierten en objetos que se sitian en un campo de fenémenos. En consecuencia, los
objetos matemadticos se incorporan al mundo de nuestra experiencia, en el que entran como
fendmenos, en una nueva relacién fenémenos/medios de organizacién en la que se crean
nuevos conceptos matematicos y este proceso se reitera una y otra vez.

Las matematicas estdn en el mismo mundo de los fenémenos que organizan: no
hay dos mundos sino uno que crece con cada producto de la actividad matemadtica. Los
fen6menos que organizan los conceptos matematicos son los fenémenos de ese mundo
que contiene los productos de la cognicién humana y en particular, los productos de la
propia actividad matemdtica; los fendmenos que organizan los conceptos matematicos
son los objetos de ese mundo, sus propiedades, las acciones que realizamos sobre ellos y
las propiedades de esas acciones, en tanto se encuentran en el primer término de un par
fen6menos/medios de organizacion.

La progresion escalonada de pares fenémenos/medios de organizacién comporta dos
procesos: el proceso de creacion de conceptos matemadticos como medios de organizacion,
que viene indicado por cada par y el proceso por el cual se objetiva un medio de organiza-
cion, de forma que puede entrar a formar parte de un nuevo par, ahora en la posiciéon de
los fenémenos. La progresion escalonada dibuja una imagen de la producciéon de objetos
matemadticos cada vez de nivel més elevado, mds abstractos y muestra que la actividad
matemadtica genera su propio contenido. Esta idea es importante porque a partir de ella,
Freudenthal adopta una toma de partido diddactico: el objetivo de la accién educativa en el
sistema escolar debe ser basicamente la constitucion de objetos mentales y solo en segundo
lugar, la adquisiciéon de conceptos tanto temporalmente como en orden de importancia.

Freudenthal plantea en una primera aproximacion, la contraposicién objeto men-
tal/concepto que puede verse como la consecuencia de considerar a las personas que
conciben o usan las matemadticas frente a las matematicas como disciplina o conjunto de
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saberes, historica, social o culturalmente establecidos. Al hablar de los conceptos matema-
ticos se consideran bdsicamente en la disciplina y poco se hace intervenir a las personas
concretas; en todo caso aparece, el sujeto ideal que realiza acciones con poderes superiores
a los que nosotros tenemos. Se puede partir de una imagen inicial: la contraposicién objeto
mental/concepto es una contraposicion entre lo que estd en la cabeza de las personas, los
objetos mentales y lo que esta en las matemaéticas como disciplina, los conceptos.

En el uso corriente del lenguaje, no suele aparecer el término “objeto mental”. Lo
habitual es que también se hable del concepto que tiene una persona, de nimero o de
tridngulo o de cualquier otra cosa, ya sea que pertenezca a las matemadticas o no, o que se use
el término “concepcion” en lugar de concepto y se hable de la concepcién que una persona
tiene de circunferencia, por ejemplo; pero en este caso, suele quererse subrayar que lo que
hay en la mente de esa persona es una parte o una forma de ver el concepto. Por ejemplo, lo
que Freudenthal llama “objeto mental niumero” corresponde en una descripcion semidtica al
campo semdntico personal. La toma de partido didactico de Freudenthal por la constitucion
de objetos mentales, es que la intencién de los sistemas educativos tendria que ser expresada
en los términos que se estdn usando: que el campo seméntico personal de los alumnos sea
lo suficientemente rico, abarque suficientemente la enciclopedia, como para permitirles
interpretar de forma afortunada todas las situaciones en las que se deba usar nimero o los
numeros (Puig, 1997).

Constituir un objeto mental conlleva entonces, a poder dar cuenta con €l de todos los
usos en todos los contextos, o poder organizar todos los fenémenos correspondientes; asi,
el objeto mental estard bien constituido. El objetivo de los sistemas educativos que marca
Freudenthal es esta constitucion de buenos objetos mentales. Adquirir el concepto implicaria
examinar como ha sido establecido en las matemadticas, organizado local o globalmente
en un sistema deductivo. La relacion particular que cada concepto matemadtico tiene con
el objeto mental correspondiente, determina c6mo se relaciona la constitucién del objeto
mental con la adquisicién del concepto. Los constituyentes del objeto mental bueno se
determinan gracias al anélisis fenomenolégico del concepto correspondiente.

El andlisis que conduce a distinguir entre objeto mental y concepto es un andlisis
didactico; esto es, en el andlisis se tiene presente que lo que interesa es examinar las ma-
temadticas, sus conceptos y sus estructuras, en la medida en que hay personas que quieren
aprenderlas y hay un sistema, el sistema escolar, que quiere ensefiar contenidos social y cul-
turalmente establecidos. Por ello, se debe tener presente, por un lado, los conocimientos que
los alumnos elaboran, los objetos mentales y por otro, los contenidos social y culturalmente
establecidos que son los conocimientos a los que se quiere que los alumnos accedan: a los
conceptos.
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La contraposicion objetos mentales/conceptos se estd examinando en el sistema
educativo. Los objetos mentales se sitian en la mente de las personas porque son lo que éstas
elaboran a partir de su experiencia, como medios de organizacion que les permite dar cuenta
de ella y lo que les da poder sobre ella. Los conceptos se sitian en las matemadticas como
disciplina, pero también, son medios de organizacién de fenémenos y como tales se tratan.
Lo que sucede en el sistema educativo, es que para los alumnos los conceptos preexisten
a su experiencia con los fendmenos correspondientes y lo que el sistema quiere es que los
alumnos constituyan un objeto mental como medio de organizacién de esos fenémenos y
que tengan acceso a los medios de organizacion que la historia les ha legado como medios
valiosos de organizacién de esos fen6menos, es decir, a los conceptos (Puig,1997).

En la historia, los conceptos matemadticos no son algo que preexista a nuestra
experiencia, sino que es la actividad matemadtica la que los crea y la actividad matema-
tica no es otra cosa que la actividad de los matemadticos. En ese sentido, los conceptos
matematicos vistos ahora en la historia, no son sino cristalizaciones de objetos mentales.
Incluso puede darse el caso, como sefiala Freudenthal: los matemadticos trabajan durante
mucho tiempo con un objeto mental sin convertirlo en concepto: es lo que sucedi6 por
ejemplo, con la continuidad. En otro contexto, que no corresponde al de aprender algo que
ya estd establecido en las matemadticas y que por tanto, preexiste a nuestra experiencia,
sino en la creacién de nuevos conceptos matemadticos, se pone de relieve que uno de los
procesos que crean nuevos conceptos matemadticos es el andlisis de los objetos mentales
que los matemadticos estdn usando como medios de organizacion de fenémenos, con
el fin de definirlos conceptualmente, es decir, incorporarlos al sistema de las matemati-
cas. La actividad matemadtica produce asi, conceptos a partir de objetos mentales (Puig, 1997).

4.3.7.3. El Algebra modernay la Fenomenologia

El Algebra Moderna organiza fendmenos que tienen que ver con las propiedades
estructurales de conjuntos de objetos arbitrarios en los que hay definidas operaciones. Esas
propiedades y esos objetos provienen de la objetivacion de medios de organizacién de otros
fen6menos de nivel méas bajo y son el producto de una larga historia con sucesivos ascensos
de nivel.

Una manera de recorrer la historia consiste en situarse en el siglo IX, en el momento
en que al-Khwarizmi escribe el Libro conciso de al-jabr y al-muqabala y se toma este
acontecimiento como el nacimiento del “dlgebra” en tanto disciplina claramente identificada
entre las matematicas. Lo que hace al-Khwarizmi, que lo separa de todos los trabajos que
desde el suyo se verdn como 4lgebra, es comenzar estableciendo todos los tipos de nimeros
que son necesarios para los cdlculos: tesoros, raices y simples nimeros o dirhams, en su
terminologia, a continuacién todas las combinaciones posibles de esos tipos, seis tipos:
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tesoros mads raices igual a nameros, etc. y luego, un algoritmo para resolver cada uno de los
tipos; hallar su tesoro o su raiz. Cada uno de los tipos es una forma canénica a la que se puede
reducir cualquier problema por intermedio de su traduccién en términos de cosas, tesoros,
raices y dirhams. Lo que es nuevo en al-Khwarizmi no son pues los métodos de resolucion,
sino el establecimiento de un conjunto completo de formas candnicas, todas ellas resolubles
y la organizacion posterior de la aplicacion a los problemas cuyas soluciones se organizan
por esas formas candnicas (Puig, 1997).

El siguiente salto de nivel lo da Galois, al dejar de buscar nuevas soluciones para
estudiar las condiciones de resolubilidad de las ecuaciones; el resto de la historia hasta el
dlgebra moderna actual puede verse como sucesivos saltos de nivel por objetivacion de los
medios de organizacién de fen6menos del nivel anterior.

Las estructuras Matematicas y la Fenomenologia

Una estructura multiplicativa en un conjunto de cuatro elementos {e, a, b, c} se puede re-
presentar por una tabla de multiplicar para ser leida en la forma habitual. Este es el llamado
"grupo V-4 de Klein". Sin embargo, no es usual definir estructuras tan explicitamente (tabla);
muy a menudo se hace implicitamente, es decir, se introduce un conjunto con ciertas relacio-
nes en él y se necesitan esas relaciones para observar ciertos postulados.

Tabla 4.4: Grupo V-4 de Klein

*

O T o0

o oo oo
T o0 0 o
MO TT
o 0 O0

Freudenthal (1983) define el anterior grupo, como un conjunto G con la relacién ab = cy
coloca como postulados:

Asociatividad: (ab)c = a(bc)
Un elemento identidad, e tal que ea=ae=a
Para cada elemento un inverso, a1, tal que, aa ' =ala=e

Ademds, establece que esto no define un solo grupo, sino més bien el concepto de grupo,
lo que se puede ejemplificarse por muchos (finitos o infinitos) modelos y para cada par de
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grupos se podria preguntar si ellos son isomorfos, es decir, si muestran la misma estructura.

Se continuaré en la siguiente seccién con el andlisis de las herramientas teéricas y metodo-
légicas del EOS, relacionadas con el andlisis del modelo CDM, del conocimiento didéctico-
matematico del profesor que se toma como parte del marco tedrico necesario para el desa-
rrollo de los capitulos 8 y 9; primero se presentan los modelos que integran el modelo CDM y
luego se presenta el anélisis a los componentes del CDM en su dimensién epistémica.

4.4. Modelos para el estudio del Conocimiento del Profesor

La Did4ctica estudia los procesos de ensefianza y aprendizaje donde interviene un
contenido, estudiantes, profesor y unos medios tecnolégicos. Estos procesos se realizan
en una institucién educativa que condiciona y hace posible el proceso educativo; asi, este
estudio se relaciona con sistemas heterogéneos y complejos que necesitan de modelos
tedricos especificos para cada uno de sus componentes: componentes que interactian entre
siy para lo cual se hace necesario identificar y tener en cuenta las facetas que intervienen en
estas interacciones. En este sentido, se detalla en esta seccién el modelo del CDM: modelo
para el cual se definen facetas o componentes del Conocimiento del Profesor, para una
ensenanza idénea de las matematicas (Godino, 2009).

El término “Conocimiento del Profesor” en la investigacion didéctica, corresponde a
la integracion cognitiva del conocimiento cientifico y conocimiento practico, procedentes
de los diferentes dominios cientificos y practicos. Este término tomo fuerza con los estudios
sobre el Pensamiento del Profesor, cuyos supuestos bdsicos eran: el profesor es un sujeto re-
flexivo, racional, que toma decisiones, emite juicios, tiene creencias y genera rutinas propias
de su desarrollo profesional y los pensamientos del profesor influyen sustancialmente en su
conducta e incluso la determinan. Estos supuestos, dieron paso a una preocupacion por el
conocimiento del profesor (Pino-Fan, 2013).

Segin Schon (1983; 1987), los docentes son profesionales que generan y desarrollan
un conocimiento sobre la ensefianza que debe ser investigado, en este sentido, no solo los
procesos formales del pensamiento de los docentes median e influyen en el proceso de
instruccion, sino que ademds, los contenidos implicitos y explicitos en tal pensamiento,
han dirigido la atencion de los investigadores hacia la necesidad de comprender mejor las
caracteristicas del conocimiento de los profesores. La dificultad de conceptualizar el término
Conocimiento del Profesor, ha dado paso a varios intentos por delimitarlo a través de sus
diversos componentes, tal y como lo evidencia Shulman (1986, 1987), quien puso de mani-
fiesto que el conocimiento del contenido y el conocimiento pedagégico del contenido, mds
que considerarse dos componentes separados se deben de considerar integrados (Llinares,
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1996).

Para el término “conocimiento” no se encuentra una definicion en la literatura; lo que
se observa es una aproximacion extensional; es decir, se intentan especificar los componentes
de dicho conocimiento, como lo proponen Ball y colaboradores. Asi, la mayoria de las inves-
tigaciones sobre el conocimiento del profesor de matematicas, consideran que estd formado
por los siguientes componentes (Llinares, 1997):

* Conocimiento de matemadtica (conceptos, procesos) y sobre la matematica (concepcio-
nes sobre la naturaleza de la matematica escolar).

¢ Conocimiento del curriculo matematico.

» Conocimiento sobre las cogniciones de los aprendices: caracteristicas del aprendizaje
de las nociones matematicas especificas, dificultades, errores y obstdculos.

* Conocimiento pedagogico especifico de la matemadtica: de representaciones instruccio-
nales, analisis de tareas, etc.

* Conocimiento sobre la ensefianza: planificacion, rutinas, interaccion, organizacion de
la ensefianza, evaluacion (p. 57).

Los modelos del conocimiento matematico para la ensefianza, elaborados desde las
investigaciones en educacién matemadtica, incluyen categorias demasiado globales y disjun-
tas: el modelo de Ball y colaboradores (Hill, Ball & Schilling, 2008) denominado Mathematical
Knowledge for Teaching - MKT (ver, tabla 4.5) supone avances en la caracterizacién de los
componentes del conocimiento que debe tener un profesor para ensefiar matematicas. Pero
quedan cuestiones por responder: ;como determinar el conocimiento matemdtico para
la ensefianza de los profesores con modelos que incluyen categorias demasiado globales?
(Godino, 2009). Especificamente, ;de qué forma o bajo qué criterios se puede evaluar o
medir el MKT?;como se puede ensefiar a los profesores a adquirir o desarrollar los diferentes
componentes del MKT?

El conocimiento matemadtico para la ensefianza MKT, es un concepto importante en la
comunidad de investigacién en formacién de profesores; sin embargo, hay una comprensién
limitada, de c6mo se puede reconocer y como se puede desarrollar en la mente de los
profesores (Silverman & Thomson, 2008). Ademas, se observa que existe una desvinculaciéon
aparente entre los componentes del conocimiento del contenido (conocimiento comun,
especializado y en el horizonte matemadtico) y el conocimiento pedagégico del contenido
(conocimiento del contenido y la ensefianza, conocimiento del contenido y los estudiantes y
conocimiento curricular) (Godino, 2009).
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Este modelo del Conocimiento Matemadtico para la Ensenanza-MKT (Ball et at., 2000;
2005; 2008) se basa en las componentes del conocimiento profesional propuesto por Shul-
man y se distinguen dos categorias: Conocimiento del contenido y Conocimiento didactico
del contenido. Cada una de estas categorias presenta una subdivision. El Conocimiento
del contenido, tiene las subcategorias: a) Conocimiento comun del contenido-CCK, que
corresponde al conocimiento matemadtico y habilidades que se emplean en situaciones
que no son exclusivas de la ensefianza (Ball et al., 2008) e incluye el conocimiento que el
profesor pone en juego para resolver problemas matematicos, operar correctamente y aplicar
definiciones y propiedades; b) El Conocimiento especializado del contenido- SCK, hace
referencia al conocimiento matematico y la habilidad exclusiva para la ensefianza (Ball et al.,
2008, p. 400-401) (ver, tabla 4.5). El profesor para desarrollar las tareas de ensefianza, requiere
de un conocimiento que le permita participar en tal actividad, incluyendo poder representar
las ideas de manera clara a los estudiantes, proporcionar explicaciones matematicas precisas
y adecuadas, examinar o comprender métodos excepcionales de resoluciéon de problemas,
entre otras actividades (Ball et al., 2005).

Finalmente, c) El Conocimiento en el horizonte matematico-HCH, se define como
el conocimiento que tiene el docente de como estdn relacionados los tépicos matematicos
incluidos en el curriculo (Ball et al., 2008). Se considera como el conocimiento sobre las rela-
ciones entre los diferentes temas matematicos y la forma en que el aprendizaje de los temas
evoluciona en los diferentes niveles escolares. Puede entenderse como aquellas relaciones
que enlazan los conocimientos previos y los futuros, permitiendo estudiar propiedades de
un concepto o procedimientos en situaciones nuevas o mds complejas (Martinez, Giné,
Figueiras & Deulofeu, 2011).

Continuando con la segunda componente: el Conocimiento Didactico del Contenido:
se describe como la composicion de tres subdominios del conocimiento (Ball et al., 2008; Hill
et al., 2008): a) El conocimiento del contenido y los estudiantes-KCS, que se refiere al conoci-
miento del contenido que se entrelaza con el conocimiento de c6mo los estudiantes piensan,
saben o aprenden un contenido particular (Hill et al., 2008); es el conocimiento que se utiliza
en las tareas de ensefianza e implica atender a un contenido especifico y aspectos particula-
res de los alumnos; ademads, incluye el conocimiento de los errores comunes y las dificultades
mas habituales de los estudiantes; b) El Conocimiento del contenido y la ensefianza-KCT, se
relaciona con el conocimiento y combina: el conocimiento sobre la ensefianza con el mate-
matico (Ball et al., 2008) e incluye, saber construir a partir del razonamiento de los estudiantes
y de las estrategias utilizadas por ellos, procesos pertinentes para tratar y corregir sus errores
y concepciones erréneas y c¢) El Conocimiento del curriculo-KCC, se relaciona con el cono-
cimiento de los objetivos, contenidos, fines, orientaciones curriculares, materiales y recursos
disponibles para la ensefianza y le permiten al profesor guiar su prdctica y seleccionar las
tareas adecuadas para el aprendizaje de sus estudiantes (ver, tabla 4.5).
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Tabla 4.5: Conocimiento matematico para la ensefianza - MKT (Hill et al., 2008)

Mathematical knowledge for teaching

‘ Subject Matter Knowledge ‘ Pedagogical Content Knowledge

Common Content Knowledge-CCK Knowledge of Content and Students-KCS

Knowledge at the mathematical | Knowledge of Content and Teaching-SKT
horizon-SCK

Specialized Content Knowledge-SCK Knowledge of Curriculum

El modelo del CDM, se define en el EOS y hace referencia a la fusién de los modelos
MKT y PCK: El CDM del profesor se compone de la trama de relaciones que se establecen
entre los distintos objetos matemadticos primarios y los procesos de significacién, que se
ponen en juego en las practicas operativas y discursivas, realizadas con el fin de resolver un
determinado campo de situaciones-problemas matemadticos, para implementar procesos de
instruccion eficaces que faciliten el aprendizaje de los estudiantes (Pino-Fan, Godino & Font,
2010, p. 209). Esta forma de entender el CDM, bajo el enfoque EOS verifica el hecho de poder
formular preguntas como 3qué debe conocer un profesor para que la ensefianza del objeto
Grupo, tenga la mayor idoneidad didéctica posible? o bien preguntas relacionadas con com-
petencias tales como ;qué competencias debe desarrollar un profesor para que la ensefianza
de un determinado contenido matemdtico, tenga la mayor idoneidad didactica posible?
Preguntas a las cuales se pretende dar respuesta con el desarrollo de la presente tesis doctoral.

En el modelo del conocimiento CDM, se distinguen seis categorias o facetas: epistémi-
ca, cognitiva, afectiva, interaccional y ecoldgica. En cada faceta se distinguen componentes y
herramientas para su andlisis (ver, figura 4.5) Cada una de estas facetas se encuentra involu-
crada en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los tépicos especificos de la matematica
(Godino, 2009):

La Faceta Epistémica de un proceso de estudio, hace referencia a los significados insti-
tucionales puestos en juego (implementados) en cada una de las fases de dicho proceso
(preliminar, disefio, implementacion y evaluacion.) Estos significados son interpretados en
términos de los sistemas de précticas y configuraciones de objetos y procesos.
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La Faceta Cognitiva, que hace referencia a los conocimientos personales de los estudiantes y
ala progresion de los aprendizajes (desarrollo de los significados personales).

La Faceta Afectiva, tiene en cuenta los estados afectivos (actitudes, emociones, creencias, va-
lores) de cada alumno con relacién a los objetos matemadticos y al proceso de estudio seguido.

En la Faceta Mediacional, se analizan los recursos tecnolégicos y la asignacion del tiempo a
las distintas acciones y procesos.

La Faceta Interaccional, tiene en cuenta los patrones de interaccién entre el profesor y los
estudiantes y su secuenciacion orientada a la fijacion y negociacion de significados.

La Faceta Ecoldgica, se refiere al sistema de relaciones con el entorno social, politico,
economico que soportay condiciona el proceso de estudio (Godino, 2009).

Se hace énfasis en la Faceta epistémica del CDM: ella se relaciona con el conocimiento
que tiene o debe tener el profesor sobre el contenido matematico como objeto institucional
cuya enseflanza se planifica, implementa o evaltia. La primera referencia a esta faceta,
se analiz6 en relacion con el proceso de instruccién; se retoma en el modelo del CDM y
se propone una divisién en tres categorias globales del conocimiento sobre el contenido
matemadtico; categorias que son similares a las del modelo MKT pero que se reestructuraron
en este enfoque y corresponden a (Pino-Fan et al., 2013):

e Conocimiento comun del contenido
e Conocimiento ampliado del contenido

* Conocimiento especializado del contenido

La categoria del Conocimiento especializado, se subdivide en: conocimiento del
contenido especializado; conocimiento del contenido en relacién con los estudiantes;
conocimiento del contenido en relacién con la ensefianza y conocimiento del contenido
en relacion con el curriculo y el contexto en el que se desarrolla la practica de ensefianza y
aprendizaje. Se introduce este modelo y las tablas 5.3; 5.4, que reestructuran el modelo MKT
con el fin de describir la relaciéon e interaccién entre cada una de las facetas o dimensiones
incluidas en este modelo; ademas, se establecen pautas para la creacion de otros items que
permitan evaluar y analizar cada una de las facetas del CDM. Con la divisién del conoci-
miento especializado, se logré un avance respecto al modelo inicial del CDM, propuesto
por Godino (2009), primero, porque atiende a la relatividad de los tépicos matematicos y
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ademads, en cuanto a la exploracién y descripcién de la faceta epistémica del CDM en los
aspectos tedricos que se tenian como base, unidos a los aspectos empiricos de los andlisis de
investigaciones (Pino-Fan, 2013; Vazquez, 2014).

El conocimiento especializado del contenido comprende el conocimiento y las
habilidades matemadticas tinicas para la ensefianza (Ball, Thames & Phelps, 2008, p. 400). Este
conocimiento incluye: Como representar con precisién ideas matemadticas, proporcionar
explicaciones matemadticas de reglas y procedimientos comunes y examinar y comprender
los métodos poco usuales para la resoluciéon de problemas (Hill, Ball & Schilling, 2008, p.
377-378); sin embargo, surge la pregunta sobre ;qué criterios especificos permiten analizar y
potenciar dicho conocimiento especializado? (ver, tabla 4.5).

Asi, se redefine este Conocimiento Especializado del modelo del CDM y se proponen
dos niveles para el conocimiento especializado. Un primer nivel, en el que los futuros
profesores utilizan diversas representaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y
argumentos, asi como el uso de los diversos significados del objeto matematico, para resolver
las tareas pertinentes. El segundo nivel, se refiere a la competencia de los futuros profesores
para identificar conocimientos (elementos lingiiisticos, conceptos, propiedades, procedi-
mientos y argumentos) puestos en juego en la resolucién de una tarea (Pino-Fan, 2013);
con estas caracteristicas, es claro que el conocimiento especializado implica conocimiento
comun y parte del conocimiento ampliado.

Dadas las caracteristicas de estos dos niveles del conocimiento especializado en el
modelo MKT, este se encuentra intimamente vinculado, dentro del modelo CDM, con las
otras facetas del conocimiento de los profesores. Por un lado, el nivel uno de aplicacion, se
relaciona con las facetas interaccional y mediacional (Knowledge of content and teaching),
puesto que un buen dominio de este nivel del conocimiento especializado sobre un tépico
especifico, proporcionard al profesor los medios para un desempefio idéneo en su practica
de ensefanza futura. Por su parte, el nivel dos de identificacion, se vincula con las facetas
cognitiva y afectiva (knowledge of content and students), puesto que faculta al profesor
para detectar de manera previa, durante y posterior a la implementacién de una actividad
de ensefianza, conocimientos matemadticos involucrados, significados de los objetos ma-
tematicos, asi como conflictos y errores de los alumnos, gestionando asi, los aprendizajes
de éstos de una manera mas eficaz. Se concluye entonces, que el modelo del Conocimien-
to Didactico-Matemadtico (CDM) propone una reestructuracion de los componentes del
modelo-Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) y una vinculacién e interaccion entre
las dimensiones del CDM (ver, figura 4.7).
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Figura 4.7: Relacién entre los modelos: MKT y CDM (Pino-Fan, 2013)

Los Niveles de andlisis en el EOS, para cada una de las facetas permiten el anélisis del CDM
del profesor, de acuerdo con el tipo de informacién requerida para la toma de decisiones
instruccionales. Estos niveles corresponden a:

Nivel 1. Practicas matematicas y didacticas (operativas, discursivas y normativas.) Se consi-
dera como practica matematica a toda actuacion o expresion (verbal, grafica) realizada por
alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién obtenida, vali-
darla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino & Batanero, 1994). La aplicacion
de este nivel corresponde a la descripcion de la secuencia de las practicas matematicas en
la solucién de un problema. El EOS, asume una concepcion pragmatista - antropoléogica de
las matematicas, tanto desde el punto de vista institucional (sociocultural) como personal
(psicolégico). La actividad de resoluciéon de problemas se adopta en este enfoque como
elemento central en la construccién del conocimiento matematico. Estos sistemas permiten
describir las acciones realizadas para resolver las tareas matemadticas propuestas para
contextualizar los contenidos y promover el aprendizaje. También, se describen las lineas
generales de actuacion del docente y discentes (Godino, 2009).

Nivel 2. Configuraciones de objetos y procesos matematicos emergentes e intervinientes en
las practicas matemadticas en los diversos contextos de su uso. Corresponde al segundo nivel
de andlisis. Este nivel permite describir la complejidad de las practicas matemadticas tomando
en consideracién la diversidad de objetos y procesos y sus tipologias (Font, Planas & Godino,
2010). Se asume una nocion interaccionista de objeto y pragmatista del significado, que
articula de manera coherente la concepcion antropolégica (Wittgenstein) con posiciones
realistas (no platénicas) de las matematicas. Los diversos medios de expresion (lenguajes)
desempenan el doble papel de instrumentos de trabajo matemadticos y de representacion de
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los restantes objetos matemadticos. Permite describir los objetos y procesos matemadticos que
intervienen en la realizacion de las précticas, asi como los que emergen de ellas (situaciones,
lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) (ver, figura 4.1). La
finalidad de este nivel es describir la complejidad de los objetos y significados de las précticas
matemadticas y diddcticas como factor explicativo de los conflictos en su realizacion y de
la progresion del aprendizaje: también, permite la reconstruccion del significado global de
referencia de un objeto matemdtico mediante la identificacion de los significados parciales
del objeto matematico (Font et al., 2010)

Nivel 3. Normas y metanormas. En este nivel se identifican las reglas, hébitos, normas
que condicionan y hacen posible un proceso de estudio y que afectan a cada faceta y sus
interacciones (Godino, 2009).

Nivel 4. Idoneidad. En este nivel, se identifican las potenciales mejoras para el proceso, que
puedan incrementar la idoneidad didactica (Godino, 2009).

Enla figura 4.2 se resumen las categorias de objetos y procesos, introducidos en el EOS
que permiten realizar los anélisis pormenorizados de la actividad matematica y por tanto, de
los conocimientos que intervienen en una enseflanza idénea de las matematicas. Este tipo
de andlisis realizado por los propios profesores, representa una de las competencias cuyo
logro es deseable alcanzar (Godino, Rivas & Castro, 2008), ya que, permite profundizar en el
Conocimiento del Contenido Matemadtico para la Ensefianza (Conocimiento Especializado
y en el Horizonte Matemadtico, segin Ball y colaboradores) (ver, tabla 4.5 y figura 4.7). El
modelo del CDM (Godino, 2009) propuesto desde el enfoque EOS, ademas de las facetas
y niveles de andlisis que refieren a categorias de andlisis més finas de los conocimientos
didacticos y matemaéticos del profesor, propone una serie de pautas para la formulaciéon de
consignas (items de evaluacién) que permiten evaluar este CDM de los profesores. Asi, en el
modelo se propone que la faceta epistémica del CDM, incluye y refina el Conocimiento del
Contenido: Conocimiento Comun, Especializado y en el Horizonte Matematico (ver, tabla
4.6). La propuesta que se tiene se presenta en la tabla 4.6 (Godino, 2009, p. 25).

Se pasa en el siguiente capitulo, a describir la metodologia seleccionada para el desa-
rrollo de cada una de las fases de la investigacion centrada en la evaluaciéon del CDM del
profesor universitario para la ensefianza del objeto Grupo.
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Tabla 4.6: Conocimiento comun, especializado y ampliado del contenido matemadtico

‘ FACETA EPISTEMICA

CONSIGNAS

| Conocimiento Comtin:

Resuelve la tarea

Conocimiento especializado:

Elabora la configuracién de objetos y procesos
puestos en juego en las soluciones plausibles de la
tarea y otras relacionadas:

Tipos de problemas:

Identifica las variables de las tareas, generaliza (par-
ticulariza) el enunciado.

Lenguajes:
Resuelve las tareas usando diferentes representa-
ciones.

Procedimientos:
Resuelve las tareas usando diferentes procedimien-
tos (intuitivos, formales).

Conceptos-Propiedades:
Identifica los conceptos y propiedades puestos en
juego en las soluciones.

Argumentos:
Explica y justifica las soluciones.

Conocimiento ampliado:

Conexiones:

Identifica posibles generalizaciones de la tarea y co-
nexiones con otros temas mas avanzados.




CAPITULO 5

Metodologia

5.1. Introduccion

El presente estudio tiene un enfoque mixto a nivel exploratorio y de carécter descriptivo. En
las tres etapas de la investigacion se analiza la variable cualitativa: configuracion epistémica,
activada en las prdcticas matemdticas y la variable cuantitativa: grado de correccién de los
items, esta variable se analiza en la tercera fase de la investigacién (ver, figura 5.1), donde
ademads, se utilizan técnicas estadisticas para el andlisis de la variable cuantitativa (tercera
fase) y técnicas en investigacion cualitativa (todas las fases) para determinar el tipo de
configuracién epistémica activada en las diferentes précticas realizadas por los estudiantes
de formacién matematica, cuando responden el cuestionario disefiado con el objetivo de
evaluar aspectos del conocimiento comtn y del conocimiento ampliado, como bases de
un conocimiento especializado para futuro desempefo de profesor universitario y sobre el
objeto de investigacion.

Este enfoque metodolégico corresponde a un enfoque de tipo mixto, al tener presente que
la investigaciéon mixta implica la mezcla de factores cuantitativos y métodos cualitativos
o caracteristicas de este paradigma (Onwuegbuzie & Johnson, 2004; Tashakkori & Teddlie,
1998, 2003) y de acuerdo con el principio fundamental de la investigacién mixta, ella implica
la combinacién de métodos cuantitativos y cualitativos, los enfoques y conceptos que tienen
fortalezas complementarias y debilidades que no se superponen (Brewer & Hunter, 1989;
Johnson & Turner, 2003).

120



CAPITULO 5. METODOLOGIA 121

5.2. Componentes y fases de la investigacion

Se detallan a continuacién, los componentes y las fases de la investigaciéon (ver,
Figura 5.1): La primera fase, corresponde al desarrollo del estudio: E1. Estudio historico,
epistemologico y fenomenoldgico del objeto Grupo; esta fase se desarrolla bajo un enfoque
cualitativo, con un alcance descriptivo que permite determinar los significados parciales del
objeto Grupo, buscando el porqué de ciertos fenémenos (Arias, 1999). A partir del andlisis
de diversas fuentes (libros de historia de la matematica, investigaciones), se identifican
las diferentes configuraciones epistémicas y los significados parciales asociados a ellas; la
forma como éstas se encuentran articuladas y la complejidad asociada al objeto Grupo. Esta
articulacién de significados parciales lleva a la emergencia del significado global del objeto
de investigacion.

La segunda fase de la investigacion, corresponde al estudio E2. Andlisis semi6tico
de textos de Teoria de Grupos, donde se utiliza la técnica del andlisis semi6tico de textos,
propuesta en el EOS; en esta fase se buscaba dar respuesta a la pregunta ;los significados de la
nocion Grupo, pretendidos por los libros de texto y los planes de estudio son representativos
del significado global del objeto Grupo? Esta fase se realiza bajo un enfoque cualitativo de
tipo explicativo y descriptivo que permite dar respuesta a la pregunta planteada donde se
analiza la variable cualitativa de “configuracién epistémica” a través de los objetos matemati-
cos primarios que la componen. El significado “Global” del objeto matematico, corresponde
al conocimiento que realmente deberian tener los estudiantes de formaciéon matematica
sobre el objeto matematico y se contrasta con el significado(s) que se propone en los libros
de texto y en los planes de estudio y que dan lugar al conocimiento que se pretende que
adquieran los estudiantes de Formaciéon Matematica.

La tercera fase de la investigacion corresponde al E3. Disefio e implementacion de
un instrumento para evaluar la faceta epistémica del CDM de los estudiantes de Formacién
Matemadtica, en relacion con el objeto Grupo. Esta fase tiene un enfoque mixto, a nivel
exploratorio y en ella se hace uso de las herramientas tedricas desarrolladas en el EOS.
Especificamente, en esta fase se toman las herramientas tedricas y metodolégicas propuestas
para el andlisis del modelo del CDM y también, se hace uso del anélisis de las dos fases ante-
riores de investigacion para llegar al disefio e implementacion del cuestionario CDM-Grupo.
En primer lugar, se inicia con el disefio de una prueba piloto, la cual permiti6 llegar a la
version final del instrumento, con el cual se evaltian los conocimientos de los estudiantes de
Formacién Matemadtica en relacién con el objeto de investigacion.

Para el logro de cada uno de los objetivos especificos se plantearon las siguientes actividades:
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Primera Fase de la investigacion: actividades para el objetivo especifico 1:

1. Estudio para determinar y describir los objetos primarios (fenémenos-situaciones-
problema, lenguajes, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos) que
intervienen en los sistemas de practicas, de los cuales emerge el objeto Grupo: estudio
histérico, fenomenolégico y epistemoldgico, que permite identificar los distintos
significados parciales del objeto matematico.

Segunda Fase de la investigacion: actividades para los objetivos especificos: 2, 3 y 4:

2. Reconstruccion del significado global de referencia del objeto grupo, mediante la
descripcion de los significados parciales obtenidos de la caracterizacién (practicas,
configuracién de objetos y procesos activados en dichas practicas) (objetivo 2).

3. Estudio del tipo de configuraciones epistémico-didacticas que se proponen en la dupla
(libros de texto, planes de estudio) para el objeto matematico grupo, (objetivo 3y 4) y
estudio de la representatividad del significado pretendido por los textos y los planes de
estudio sobre el objeto de investigacion.

Tercera Fase de la investigacion: actividades para los objetivos especificos 5, 6y 7:

4. Estudio empirico del Conocimiento Did4ctico-Matemaético de los estudiantes de For-
macion Matematica en relacion con con el objeto grupo; se realiza mediante el disefio
e implementacion del cuestionario piloto, recogida de datos y el anélisis de los mismos.

5. Andlisis mediante triangulacién del juicio de expertos junto con los resultados obteni-
dos en el punto anterior: en busca de una mejora al cuestionario CDM-Grupo.

6. Anadlisis del cuestionario piloto para evaluar la faceta epistémica del conocimiento
did4ctico-matematico de los estudiantes de formaciéon matematica relacionado con el
objeto matemadtico Grupo.

7. Caracterizacion de las categorias: Conocimiento Comun del Contenido y Conocimien-
to Ampliado del Contenido, de los estudiantes de Formacion Matemadtica relacionadas
con el objeto Grupo, bases del conocimiento especializado del contenido.

8. Implementacion del cuestionario definitivo a muestras intencionales de estudiantes de
Formacién Matemadtica; andlisis de los resultados y estudio sobre los conocimientos
personales y los conocimientos de referencia.
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9. Analisis de las implicaciones del estudio y sus resultados, en cuanto al aporte para el
programa de formacioén inicial de profesores y para el programa de Matematicas.

Tabla 5.1: Fases de la investigacion

FASES DE LA INVESTIGACION

1. ESTUDIO HISTORICO, EPISTEMO- | 2. ESTUDIO DEL SIGNIFICADO PRE-
LOGICO Y FENOMENOLOGICO DEL | TENDIDO PARA EL OBJETO GRUPO, EN
OBJETO GRUPO: SIGNIFICADO GLO- | LOS PROGRAMAS Y LOS LIBROS DE
BAL DEL OBJETO GRUPO TEXTO

3. EVALUACION DEL CDM DE LOS ESTUDIANTES DE FORMACION MATEMATICA

5.3. Poblacion

El estudio se desarrolla una Universidad Colombiana formadora de educadores, con
los estudiantes de Licenciatura en Matematicas y estudiantes de Matematicas (estudiantes
de formaciéon matemadtica). Para el disefio del instrumento de evaluacion, en primer lugar
se aplica la prueba piloto a los estudiantes en la asignatura de Teoria de Anillos de los dos
programas. El disefio del cuestionario de evaluacion, se sometio a la revision de expertos:
Magister en ciencias Matemadticas en la linea de Algebra Abstracta, doctores en la linea
de Algebra y doctores en Didéctica de la matematica en la linea de Algebra abstracta y el
cuestionario final se aplic6 a los estudiantes que cursaban igualmente la asignatura de
Teoria de anillos en los dos programas (Matemadticas y Licenciatura en Matematicas). Estos
estudiantes, ya habian cursado asignaturas en la linea de Algebra Abstracta, junto con asigna-
turas donde se trabajan grupos numeéricos y por tanto, se espera que los estudiantes posean
un conocimiento del contenido matematico del objeto de investigacion, en las categorias
del Conocimiento Comuin y Conocimiento Ampliado, como bases de un conocimiento
Especializado, necesario para la ensefianza del objeto Grupo (ver, Capitulo 8 y 9).

En esta misma direccién, se analizaron los libros de textos de la asignatura de Teoria
de Grupos; éstos son textos utilizados en los cursos de los programas de Formacién Matema-
tica; dos son textos cldsicos de Algebra Abstracta: el de Herstein (1986) y el de Gallian (1990)
y los otros dos textos han sido elaborados por profesores de la Universidad Nacional de
Colombia. Estos son cuatro libros de uso por parte de los profesores que dirigen la asignatura
de Teoria de Grupos. El andlisis de los libros de texto se realiza en las unidades relacionadas
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especificamente con el objeto de investigacion y la muestra (libros de texto y alumnos) no se
considera representativa.

5.4. Variables

En la tercera fase de la investigacion relacionada con el disefio del instrumento para
indagar el desarrollo y la potenciacion del conocimiento diddctico-matematico relacionado
con el objeto Grupo de los estudiantes de formacién matematica, se considera la variable
cuantitativa: grado de correccion de los items para el andlisis del cuestionario y la variable
cualitativa que corresponde al tipo de configuracion epistémica activada en cada una de
las practicas matemadticas desarrolladas por los estudiantes al solucionar las situaciones
problematicas planteadas; esta variable se analiza en las tres fases de la investigacion.

La variable cualitativa: configuracién epistémica activada en las pricticas matema-
ticas, se identifica a partir del anélisis documental en la primera fase del estudio y de igual
forma, en el anadlisis de los libros de texto y en la evaluacion del cuestionario. Esta variable
se denomina configuracion epistémica cognitiva si es del sujeto que realiza la practica y
se relaciona con las configuraciones epistémicas caracterizadas en la primera fase de la
investigacion.

5.5. Técnicas e instrumentos para la recoleccion y el procesa-
miento de datos

Para los estudios E1 y E2, se utiliza la técnica del andlisis semidtico que permite
caracterizar la variable cualitativa: configuracion epistémica. Esta técnica permite describir
de manera sistemadtica tanto la actividad matemaética de los matemaéticos en los dos primeros
estudios, como la actividad realizada por los estudiantes de Formacién Matematica al
resolver los problemas planteados en el cuestionario, junto con los objetos matematicos
primarios (elementos lingiiisticos, conceptos-definiciones, proposiciones-propiedades, pro-
cedimientos y argumentos) y los procesos de significacién que intervienen en las précticas
realizadas (Godino, 2002; Godino, Batanero & Font, 2007) algunos de los cuales corresponden
a procesos del PMA. La segunda variable tiene un cardcter cuantitativo: grado de correccion
de los items y se analiza con técnicas estadisticas.
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Finalmente, en la tercera fase del estudio, se disefi6 el cuestionario que permitié
explorar por medio de practicas matematicas operativas y discursivas desarrolladas por los
estudiantes, el conocimiento did4ctico-matemadtico de los estudiantes de formacién mate-
matica, relacionado con el objeto Grupo: se caracteriza a partir de las practicas matemadticasy
en las componentes del conocimiento comtn y conocimiento ampliado del contenido, como
bases del conocimiento especializado, necesario para la ensefianza del objeto matematico.

Los siguiente capitulos, se orientan al desarrollo de las fases de la investigacion (3),
conducentes al logro del objetivo general, centrado en la evaluacién del CDM del profesor
universitario en relacion con el objeto Grupo.



CAPITULO 6

Estudio epistemoldgico, historico y fenomenoldgico
del objeto Grupo

6.1. Introduccion

El presente capitulo se inicia con la argumentacién sobre la importancia del estudio de
los significados del objeto matemadtico grupo y se continta con el anélisis epistemolégico,
histérico y fenomenolégico del objeto de investigacion: en especial, se retoma la obra de
Piaget & Garcia (2008) para un primer andlisis sobre la génesis del algebra. Para Piaget
& Garcia (2008) “la epistemologia explica como el pensamiento real del hombre, puede
producir la ciencia en tanto sistema coherente de conocimiento objetivo” (pp.134-155);
desde este punto de vista, los autores presentan en su obra consideraciones importantes
sobre la evolucién del pensamiento cientifico desde la antigiiedad griega, hasta la evolucién
newtoniana, para el objeto Grupo: en la obra se describen unos mecanismo de un progreso
evolutivo que resultaron evidentes para los autores: para Piaget & Garcia, el conocimiento
se produce por la interaccion del individuo con su medio y de acuerdo con unas estructuras
que posee el individuo.

El capitulo contintia, con la descripcion del desarrollo histérico del objeto matematico a
través de diferentes etapas (algunas se traslapan y es dificil establecer una particion clara de
éstas) hasta llegar al surgimiento del significado global del objeto matematico, que para el ca-
so corresponde a su significado de Grupo como grupo abstracto: se describe c6mo el dlgebra
inici6 con una definicion muy restringida y como fue adquiriendo su propia identidad hasta
convertirse en el estudio de las estructuras algebraicas varios siglos después de su nacimien-
to; entre estas estructura se encuentra precisamente el objeto Grupo o la estructura de Grupo.

126
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A partir de la descripcién del proceso evolutivo del objeto matematico, se realiza un ané-
lisis de las principales problematicas que fueron dando forma al significado abstracto del
objeto Grupo: esto se realiza mediante la determinacién y andlisis de las configuraciones
socio—epistémicas (ver, capitulo 4) y a partir de estas se describe la emergencia del significado
global del objeto de investigacion (ver, figura 3.1).

6.2. Estudio de los significados del objeto Grupo

En el andlisis de los antecedentes de la investigacion (ver, capitulo 2) surgieron
algunas preguntas importantes para la investigaciéon, como: ;qué es el objeto Grupo? y la
pregunta scudles son los significados del objeto matemdtico? Estas preguntas llevaron a
enfocar la investigacion en el andlisis de la relacion entre la evolucién del objeto Grupo
y la exploracién del Conocimiento Did4ctico-Matemético (CDM) de los estudiantes de
formacién matemadtica sobre dicho objeto; este conocimiento se explora ya que él es que se
pone en juego para la labor de la ensefianza universitaria. Para dar respuesta a las preguntas
formuladas, fue necesario comprender ampliamente qué debian conocer los estudiantes
de formacion matemadtica sobre el objeto de investigacion, para poder llegar asi, en una
siguiente fase de investigacion y bajo estos supuestos a explorar y evaluar este conocimiento
didactico-matematico; es decir, fue indispensable en primer lugar dar respuesta a la pre-
gunta jcudl es el significado global del objeto Grupo? y en especial cudles son los distintos
significados asignados al objeto matematico, en su desarrollo histérico.

En este sentido, el estudio de los significados del objeto de investigacion, adquiere
gran importancia ya que a partir del significado global del objeto, el profesor como re-
presentante de una institucién educativa, determina cudl o cudles serdn los significados
pretendidos, los efectivamente implementados y los evaluados en el proceso de instruccién
del tépico matemaético (Pino-Fan, 2013) (ver, figura 4.3).

Para determinar el significado global del objeto Grupo, se requiere en primer lugar, del
estudio epistemolégico, histérico y fenomenolégico sobre el origen y evolucion del objeto y
de igual forma, se requiere conocer los contextos de su uso, esto es, donde se pone en juego
el objeto matematico. En esta direccion, en las siguientes secciones se presenta el estudio
epistemoldégico, histérico y fenomenolégico sobre el origen y evolucion del objeto Grupo.

6.2.1. Génesis del dlgebra: vision Piagetiana

El uso de la palabra “dlgebra” para designar una de las ramas de las matematica tiene
su origen en el libro Hisab al-jabr w al-muqabalah del matemético Muhammed ibn Musa,
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al-Khowarizmi (al-Juarismi). Esta obra corresponde al afio 825 y una traduccién del titulo
corresponde a: La soluciéon de ecuaciones por medio de restituciéon y reduccién, que el mismo
al-Juarismi menciona en el prélogo del libro:

...es un corto trabajo sobre [como] calcular por medio de [las reglas de] Completacién y Reduccién,
confindndose a lo que es lo mas facil y de mds utilidad en aritmética, tal como los hombres constante-
mente requieren en casos de herencias, legados, reparticiones (Déavila, 2002, p.9).

Asi, la palabra al-jabr y al-mugqgdabalah significaban: restauracién y oposicion, por
lo que en el contexto hacian referencia a resolver la ecuaciéon agregando o quitando las
mismas cantidades en cada lado de la ecuacion, lo cual restaura el balance de la misma (esto
es al—jabr) y simplifica la ecuacién por medio de la cancelacion de los términos opuestos
(al-mugabalah).

En la obra de Piaget & Garcia (2008) se presenta un estudio basado en una epistemo-
logia genética sustentada en el método histérico-critico, el cual se apoyaba en el método
psicogenético para tratar de extraer los procesos inherentes a toda construccién de conoci-
miento; en este caso, se retoma el capitulo de la obra orientado a la emergencia del objeto
Grupo y en general al desarrollo del dlgebra: los autores, subordinan la psicogénesis y la
historia de la ciencia a la verificacion de la hip6tesis de una epistemologia constructivista: la
vision de la génesis del conocimiento del nifio se refina y profundiza en este estudio histérico
relacionado con la evolucién del pensamiento cientifico (p. 134).

Algunos historiadores de la matemadtica, hacen remontar los origenes del édlgebra a
diversos pueblos de la antigiiedad: asirios, babilonios y egipcios; otros, ubican el punto de
partida, en la escuela de Alejandria. Se tiene a Diophanto como la figura que representa al
formulador de los problemas de la aritmética en términos simbdélicos; el que introduce los
valores determinados, representados no por ntimeros sino por letras para expresar de ma-
nera general las cantidades especificas que aparecen como incégnitas en las ecuaciones que
conducen a la solucién de los problemas propuestos. Para Piaget & Garcia (2008) esta inter-
pretacion histdrica es insatisfactoria, ya que resultaba claro por una parte, que las dificultades
que encontraron los griegos en la solucién de numerosos problemas geométricos, se explica-
ba por la carencia de un 4lgebra que les permitiera formularlos en términos de operaciones.
Por otra parte, resultaba dificil explicar el estancamiento total de una ciencia que solo vuelve
a florecer en el siglo XVI.

En esta interpretacion, aparece Viete (Vieti-Vieta) como un renacentista en el sentido
estricto del término. Su vuelta a los griegos, le permitié retomar la ciencia de Diophanto y
perferccionarla, para convertirla en el punto de partida del dlgebra en la época moderna. No
es claro, para los autores, el papel que desempenaron los drabes, fuera de la introduccion de
una notacion mas adecuada para las operaciones aritméticas; de haber aportado el concepto
de cero como ntumero (que ellos importaron de la India) y del uso generalizado de las letras
para representar cantidades indeterminadas. En este contexto, la obra deViéte es la de un
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erudito y un sistematizador, mas que la de un creador y un revolucionario en el campo
cientifico.

El panorama se modifica con la obra de Jacob Klein, publicada en Alemania en 1934,
con el titulo Die grieschische Logistik und die Entstehung der Algebra, pero un mayor impact6
surge, con la publicacion de la version inglesa en 1968, Greek mathematical thought and the
origin of algebra. En ella, Jacob Klein presenta una profunda interpretacién de las obras de
Diophanto y de Viete sobre la base de un erudito anélisis del pensamiento griego y del sig-
nificado de la nueva ciencia desarrollada en los siglos XVI y XVII (Piaget & Garcia, 2008, p.136).

Piaget & Garcia (2008) citan el estudio de J. Klein , el cual les permitié ubicar los
origenes del dlgebra dentro del esquema general de unos mecanismos que se encontraron
en el desarrollo de otros campos de la matemadtica y la fisica, asi, como de las etapas mds
avanzadas del dlgebra misma. El capitulo On the difference between ancient and modern
conceptualization da los elementos para la interpretacion de unos mecanismos puestos en
juego, siendo coherente y sélidamente fundados. El eje de distincion entre Diophanto y
Viete, eje que una vez identificado daba sentido a toda la reinterpretacion histérica a la cual
se hace referencia, pasa por una diferenciacién que se establece sobre el uso de simbolos
matematicos. El cardcter algebraico atribuido a la Aritmética de Diophanto, se basaba en la
utilizacién de diversos signos y abreviaturas, particularmente con referencia a las incégnitas
de las ecuaciones, a las cuales se las ha interpretado como un simbolismo algebraico: pero la
simple utilizacion de letras para representar niimeros o entes geométricos no le confiere el
cardcter simbdlico al tratamiento de un problema (p.136).

Euclides y aun antes que €l Archytas, habian hecho uso de tales representaciones: al
respecto Klein (1972) cita el juicio de Tannery: La letra reemplaza bien a un nimero cualquie-
ra...pero solamente alli donde ese niimero se supone estd situado; no simboliza su valor, ni se presta a
las operaciones.(Piaget & Garcia, 2008, p. 137)

También, Aristételes hizo uso de tales letras matemaéticas, por ejemplo en la fisica y en
el De Caelo y aun lleg6 a introducirlas en sus investigaciones logicas y éticas: pero tal letra no
es jamas un simbolo en el sentido que tiene cuando lo que es significado por el simbolo es en
si mismo un objeto general.

A partir del siglo XVI el uso de letras inici6 a tener un cardcter simbdlico. Cuando
se le atribuye a Diophanto, la invencién del dlgebra (o a sus predecesores con respecto a
quienes €l no seria sino un compilador) se toma partido, explicita o implicitamente, sobre
el cardcter simbdlico de sus métodos de solucion. El hecho de que Diophanto hable de
problemas generales y de una solucién general, podria sustentar la interpretacién clésica.
Sin embargo, la reinterpretacion de Klein pone en tela de juicio el cardcter simbdlico -en el
sentido algebraico del término- que pudiera atribuirse a estas expresiones. A este respecto,
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su distincién entre “generalidad del método” y “generalidad del objeto de investigacion”
fue fundamental: La matemadtica antigua se caracterizé por una tension entre método y
objeto. Los objetos en cuestion (figuras y curvas geométricas, sus relaciones, proporciones de
magnitudes geométricas conmensurables e inconmensurables, relaciones numéricas) daban
la direccion en la que avanzaba la investigacion, ya que ellos eran a la vez el punto de partida
y el de llegada (Piaget & Garcia, 2008, p.137).

La forma en que determinaban el método de investigacion se muestra especialmente
en el caso de demostraciones de existencia, es decir, demostraciones de que el ser de un
cierto objeto es posible, puesto que no involucra auto contradicciones. El problema de la
aplicabilidad general del método es, por consiguiente, el problema de la generalidad de los
objetos matemadticos mismos y ellos podrian resolver este problema solo sobre la base de
una ontologia de los objetos matemadticos. En contraste con esto, la matemética moderna
y por consiguiente también la interpretacion moderna de la matemaética antigua, dirigen
su atencién del comienzo al fin al método como tal: los objetos quedan determinados por
una reflexion acerca de la forma en la cual estos objetos se tornan accesibles a través de un
método general.

Viete, retoma una metodologia caracteristica del pensamiento griego, pero le da una
extension y una profundidad que le permiten reorganizar la obra de Diophanto en un nivel
muy diferente. El mérito en la obra de Klein, se encuentra en mostrar, en qué se basé dicha
reorganizacion y por qué Viete debe de ser considerado como el verdadero fundador del
dlgebra. La introduccién al “arte analitico” incluye una presentacién de lo que Viéete llama
una cierta via de inquisiciéon de la verdad, que seria caracteristica de las matemaéticas y cuyo
descubrimiento él mismo atribuye a Platén. El nombre de “anélisis” dado a esta forma de
investigacion provenia segun Viete, de Zhéon, de quien presenta la siguiente cita: “considerar
la cosa investigada como establecida y proceder por medio de lo que sigue de ello hasta una
verdad que sea incontestada”. En un sentido corriente -agrega- la sintesis, es un proceso
que comienza con la suposicién de aquello que es aceptado y que por sus consecuencias se
llega a la conclusion y a la comprension de aquello que se busca. Klein observé también que
Pappo habia provisto una explicacion mas clara de este doble proceso de andlisis y de sintesis
(Piaget & Garcia, p.138).

Respecto al andlisis, Viete retoma una distincion, hecha por los griegos, en dos
géneros: el andlisis zetético o tedrico y el andlisis poristico o problematico. Pero agrega un
tercer género al que llama rético o exegético. Hay por consiguiente -segin Viéte- un arte
zetético por el cual se encuentra la ecuacion o la proporcion entre la magnitud que se busca'y
aquella que es dada; un arte poristico por el cual, a partir de la ecuacion o de la proporcion, se
busca verificar el teorema establecido y un arte exegético por el cual, a partir de la ecuacién
establecida o de la proporcion, se descubre la magnitud que se busca.
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Viete afirmaba (Piaget & Garcia, p. 138):

Ahora bien, lo que pertenece realmente al arte zetético es establecido por el arte de la 16gica a través
de silogismos o entimemas, cuya fundamentacion estd dada por las estipulaciones mismas (simbolos)
por medio de las cuales se llega a las ecuaciones y proporciones: estipulaciones que, a su vez, se deri-
van de nociones comunes como también de teoremas que son demostrados por el poder del andlisis
mismo. En el arte zetético, sin embargo, la forma de proceder es peculiar al arte mismo, en tanto el arte
zetético no emplea su logica en los numeros -que fue el tedio de los analistas antiguos- sino que usa
su loégica a través de una logistica que tiene que ver, con una forma que es nueva, con especies. Esta
logistica es mucho mds eficaz y poderosa para comparar magnitudes entre si que la logistica numérica,
una vez que la ley de homogeneidad ha sido establecida.

El hecho esencial en la formulacion de Viete es que el término “magnitud” se utiliz6
en su sentido mas general: la magnitud buscada es, o bien un niimero determinado, o una
magnitud geométrica especifica medible (Piaget & Garcia, 2008, p. 138).

Klein citado en Piaget & Garcia (2008) establece en su obra (1972):

De alli deriva el doble nombre de la tercera forma de anélisis cuyo objetivo es, tanto el cédlculo de las
magnitudes aritméticas, como la construccién de las magnitudes geométricas partiendo de las ecua-
ciones candnicas ordenadas; ella es llamada rética con respecto a los ntimeros a los cuales conduce y
que pueden ser expresados por los nombres comunes de los nimeros de nuestro lenguaje; ella es lla-
mada exegética con respecto alas magnitudes geométricas que considera como directamente presentes
a nuestra vista (p. 138).

Para Klein, convergen alli dos lineas independientes: el andlisis geométrico de Pappo
y los métodos aritméticos de Diophanto. La nueva 4lgebra de Viete es a la vez geométrica y
aritmética. Para lograrlo, fue necesario llegar a un nivel de generalizacién més elevado que lo
que estuvo al alcance de los antiguos. En la obra de Viéte se introduce una nueva distincion
aclaratoria:

Las consideraciones numéricas (logistice numerosa) operan con numeros; las consideraciones por es-
pecies (logistice speciosa) operan con especies o formas de las cosas como por ejemplo, con las letras
del alfabeto (citado en Piaget & Garcia (2008, p. 139).

Se tiene como palabra clave “las especies”. El largo estudio de Klein refuta de manera
concluyente, las interpretaciones corrientes, aun cuando sean tan autorizadas como la
interpretacion de Cantor. La importancia de este punto justifica una nueva cita de Klein,
en la cual pone de manifiesto cudl es el punto crucial de la formulacién de Viete: Las
especies, son en si mismas formaciones simbdlicas, es decir, formaciones cuya objetividad
solamente potencial es entendida como una objetividad actual. Ellas son, por consiguiente,
solo comprensibles dentro del lenguaje del “formalismo simbdlico” que es completamente
enunciado por primera vez por Viete como unico capaz de representar el finding of finding,
es decir el arte zetético. A partir de aqui la herramienta mds importante de la ciencia natural
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matemadtica, la “férmula” se torna posible por primera vez, pero por encima de ello, una
nueva forma de entendimiento inaccesible al episteme antiguo se abre de esta manera.

La distincién crucial hecha por Viete que le permitié dar un gran paso adelante y cons-
tituir el dlgebra, como una nueva disciplina, fue el pasaje del concepto de “arithmos” al con-
cepto de “simbolos generales”. El arithmos hace referencia inmediatamente a las cosas o a las
unidades, mientras que los simbolos (letras) utilizados por Viete hacian referencia directa-
mente a la propiedad de ser un numero, propiedad que pertenece a cada uno de los nimeros
e indirectamente a las cosas o a las unidades cuya numerosidad estd representada por un
numero. En otros términos, las letras remiten al concepto de niimero en general. Esto es ex-
presado por Klein en Piaget & Garcia (2008), en los siguientes términos:

El signo que corresponde a una letra designa el objeto intencional de una segunda intencién (intentio
secunda), a saber, de un concepto que a su vez va dirigido a otro concepto y no a un ser (p. 140).

Las leyes de la zetética, parecian contener un aspecto absolutamente esencial de
la formulacién de Viéete y desde el punto de vista de Piaget & Garcia (2008), su base epis-
temolégica mds importante. Klein, relega este capitulo a una referencia en la nota 250. El
capitulo de referencia contiene las leyes de transformacion de las ecuaciones que él considera
que son tres: antitesis (la transferencia de un término, de un miembro de la ecuacién al
otro); hipobibasmo (la reduccién del grado de la ecuacién, dividiendo los dos miembros
por la especie comtn a todos los términos de la ecuacion) y parabolismo (la divisién de los
coeficientes de la ecuaciéon por una cantidad convenida).

Viete (Piaget & Garcia, 2008) concluye el capitulo con la observacién: Diophantus, en
aquellos libros que tenian que ver con aritmética, emple6 la zetética en la forma mas sutil. Pero él
lo present6 como si fuera establecido por medio de ntimeros y no también por especies (las cuales
fueron, sin embargo, usadas por él), a fin de que su sutileza y habilidad pudiera ser méds admirada,
en tanto aquellas cosas que parecen mds sutiles y ocultas para quien usa consideraciones acerca de
numeros (logistece numerosa) son enteramente comunes e inmediatamente obvias para quien usa
consideraciones acerca de especies (logistece speciosa) (p.140).

Para Piaget & Garcia (2008), no parecia que en el capitulo se encontrara la verdadera
raiz del razonamiento que consiste en hacer abstraccion de los niimeros y trabajar con espe-
cies, sino que una vez que éstas aparecen -aunque no de manera expresa- como invariantes
en las transformaciones de una ecuacion. Esta interpretacion de la razon subyacente: es el
salto que realiza Viéte, cuando pasa a otro nivel de generalizacién para fundamentar su nue-
va élgebra y se encuentra explicita por aquel que se sitiia en la continuacion directa de esta
linea de pensamiento: Descartes.
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6.2.1.1. Las ecuaciones algebraicas

A partir de Viete y hasta mediados del siglo XIX, el estudio del élgebra se limita al
estudio de las ecuaciones algebraicas. El método de resolucion de la ecuaciéon de segundo
grado fue descubierto por los hindudes, aun cuando los babilonios hubieran encontrado
anteriormente soluciones de ecuaciones particulares de dicho grado. Las ecuaciones de
tercero y cuarto grado fueron resueltas hacia finales del siglo XVII; la disputa entre Tartaglia
y Cardano, sobre quién fue el verdadero descubridor de la férmula que permitia resolver las
ecuaciones de tercer grado es un hecho histérico conocido (Piaget & Garcia, 2008, p.141).

Durante largo tiempo tuvieron lugar numerosas tentativas para encontrar férmulas
que permitieran resolver ecuaciones de grado superior a cuatro: pero los tnicos logros de
este periodo se refieren a la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales. En la misma
época se encuentran también soluciones algebraicas para ciertos problemas particulares
provenientes de la geometria o de la mecénica. Sin embargo, cada problema necesitaba de un
método de resolucion propio. Este es un periodo que se caracteriza como “intra-operacional”
(Piaget & Garcia, 2008).

La ausencia de progreso significativo durante el siglo XVII y primera mitad del
siglo XVIII se debe a que la atencién de los matemaéticos se concentrd, durante ese largo
intervalo de tiempo, en el nuevo instrumento creado por Leibniz y por Newton: el célculo
infinitesimal. Esta herramienta, en manos de matemadticos como: Euler, Lagrange, Gauss,
Cauchy, conducen el dlgebra -durante la segunda mitad del siglo XVIII- a un nuevo nivel de
desarrollo. En ese momento se llegan a formular, en el interior del dlgebra, problemas de una
gran generalidad, tal como el que condujo al “Teorema Fundamental del Algebra”. Pero alli
se llega haciendo uso de las propiedades de las funciones continuas y sus transformaciones,
tomadas del célculo infinitesimal. Este periodo corresponde a una etapa inter-operacional.
Durante largo tiempo, fueron las “transformaciones” las que dominaron el 4lgebra, hasta el
surgimiento de la primera estructura algebraica: el grupo, que conduce a la etapa “trans-
operacional” (Piaget& Garcia, 2008, p.141).

La figura clave en la transicién entre la etapa intra-operacional y la etapa inter-
operacional esLagrange. Las tentativas empiricas para resolver ecuaciones de diversos
grados (propias de la etapa intra operacional) fueron sustituidas por Lagrange, por una
cuestion de alcance mucho mds general; Lagrange se cuestiond sobre 3cuél es exactamente
la naturaleza de los métodos de resolucién de las ecuaciones de tercero y cuarto grado
y cudl ha sido la razén de su éxito? Lagrange pens6 obtener de ésta forma, ideas que le
permitieran abordar las ecuaciones de grado superior. En su anadlisis llegé a mostrar que
todos los métodos consistian en introducir funciones que transformaran la ecuacion de la
cual se parte y que permitieran llegar a una ecuacion reducida. El problema asi formulado se
reducia a encontrar la relacion entre las soluciones de la ecuacion reducida y las soluciones
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de la ecuacion original (Piaget & Garcia, 2008, p.142).

Lagrange, utiliz6 otra idea muy fecunda que contiene el germen; las ideas que condu-
cirdn ala teoria de los grupos: el nimero de valores diferentes que toma un polinomio cuando
se permutan las variables de todas las formas posibles. Para esto, analiz6 ciertas funciones de
las raices de una ecuacion y demostr6 que el namero de valores que puede tomar una funcién
de las raices xp, x2,..., X, cuando se permutan las x; de todas las maneras posibles es un
divisor de n!, el nimero de permutaciones posibles de las raices (Piaget& Garcia, 2008, p.142).

Para una ecuacion de cuarto grado, por ejemplo, con raices xj, X2, x3, X4 la funcion
¥ = X1 X2 + X3x4 toma tres valores diferentes cuando se permutan las raices de las 24 formas
posibles. Ademads, Lagrange demostr6 que el nimero de dichos valores diferentes determina
el grado de la ecuacién reducida que permite resolver la ecuaciéon dada (Piaget & Garcia,
2008).

Seguidamente, Ruffiniretoma las ideas de Lagrange e intenta demostrar la imposibili-
dad de encontrar una solucion por radicales de la ecuacién de quinto grado. Su demostracion
queda incompleta, pero el marco conceptual en el interior del cual trabajo lo sitian en un
lugar excepcional dentro de este periodo inter-operacional del dlgebra, muy préximo ya a la
etapa siguiente que Galois tuvo el mérito de inaugurar (Piaget & Garcia, 2008, p.143).

Ruffini define las permutaciones (se define una permutaciéon como una funcién
biyectiva, para este caso de un conjunto finito en el mismo) de variables de una funcién dada
y las clasifica en géneros. Es posible cambiar la terminologia que él utiliza y traducirla en
términos de la teoria de grupos de sustituciones-permutaciones. Sin embargo, no se trata
simplemente de un cambio de terminologia; para Ruffini, las permutaciones estaban ligadas
a los valores de las raices. La clase de las permutaciones que no cambiaban el valor de la
funcidén, no tenian para €l estructura: él concibe la transformacién implicada en el pasaje
de una permutacion a otra, pero no concibe la estructura matematica dentro de la cual esta
transformacion estd a su vez implicada (Piaget & Garcia, 2008, p.143).

Por su parte, Cauchy considera las funciones con un grado mayor de generalidad: se
trata de funciones de cantidades, pero dichas cantidades no eran consideradas como raices
de las ecuaciones: se trataba solamente de letras que representan cantidades indeterminadas.
Cauchy, llama “permutacién” al orden de las letras. La transicion de una permutacion A; a
otra A, la llama sustituciény la representa con la notacion:

(%)
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Define también la multiplicacion de sustituciones y la sustitucion idéntica, llegando a
la introduccién de la sustitucién inversa:

() (%)

A partir de estos desarrollos se demuestran algunos teoremas que se consideran como
los antecesores inmediatos de los teoremas generales sobre los grupos de sustituciones. Pero
no hay en Cauchy una idea de estructura ya tematizada (interiorizada), sino de cierto modo
explicitada (Piaget & Garcia, 2008, p.143).

Continuando con estos desarrollos, las investigaciones aritméticas de Gauss también
ocuparon un lugar singular hacia el final de este periodo. En particular en su obra, la seccién
quinta tenia el titulo: “De las formas y de las ecuaciones de segundo grado”. Gauss, estudio
las formas cuadréticas en relacion con la solucién de las ecuaciones cuadraticas indetermi-
nadas; su anélisis minucioso de las formas cuadréticas binarias y ternarias se convirtieron en
su tema principal. No solo clasificé las formas, en cuanto tales, definiendo sus 6rdenes vy ti-
pos: ademads logrd, por primera vez en la historia de las matemadticas, componer formas entre
si, esto es, definir operaciones entre formas. Algunas de éstas definiciones generales, dadas
por Gauss y los problemas abordados en la seccién quinta de sus Investigaciones Aritméticas,
corresponden a:

En esta seccién hablaremos sobre todo de las funciones de dos indeterminadas de la forma ax?+2bxy+
cy?, donde a, b, c son ntimeros enteros dados; funciones que llamaremos formas de segundo grado, o
simplemente formas.

Estas investigaciones conducen a encontrar todas las soluciones de una ecuacién in-
determinada cualquiera de segundo grado, con dos incégnitas, ya sea que la solucién corres-
ponda a nimeros enteros, o solamente niimeros racionales (Piaget & Garcia, 2008, p. 144). Un
poco mds adelante, en el mismo texto, precisa ain mas la definicién de forma:

Representaremos la forma ax?+2bxy+cy? por el simbolo (a, b, ¢) cuando no se trate de las indetermi-
nadas x e y. Asi esta expresion designard de una manera indefinida la suma de tres partes, de las cuales
la primera es el producto de un nimero dado a por el cuadrado de una indeterminada cualquiera, la
segunda el doble del producto de b y de esta indeterminada multiplicada por otra, y la tercera el pro-
ducto de ¢ por el cuadrado de esta segunda indeterminada. Por ejemplo (1,0,2) expresa la suma de un
cuadrado y del doble de otro cuadrado (p. 119, citado en Piaget & Garcia, 2008, p.144).

Para Piaget & Garcia (2008) Gauss, llega a uno de los puntos mds originales de su obra,
que introduce en los siguientes términos: vamos a pasar a otro tema muy importante y del
cual nadie se ha ocupado hasta ahora, a la composiciéon de formas (p. 241). La definicién
de composicién de formas dada por Gauss constituye la primera operacion introducida en
un dominio no numérico, cuyas propiedades no pueden ser deducidas directamente de las
operaciones entre numeros. Gauss llega asi a numerosos teoremas importantes tales como:
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Si las formas f, f/ son de los mismos 6rdenes, géneros y clases que g, g’ respectiva-
mente, la forma compuesta de f'y f’ es de la misma clase que la forma compuestade g, g’ (p.
273).

El enunciado, va seguido del comentario: se ve de alli qué es lo que debe entenderse
por una clase compuesta de dos o mds clases (p. 273). De esto, resulta que las formas
estudiadas por Gauss y las propiedades que él demuestra con tanta minuciosidad, pueden
ser traducidas hoy en el lenguaje de la feoria de los grupos. En efecto, una forma cuadratica,
con una ley de composicién como la define Gauss, es un grupo abeliano que tiene como
elemento unitario; la clase que Gauss llama clase principal (Piaget & Garcia, 2008, p. 145).

Traducciones similares a las anteriores, se pueden establecer de los resultados
obtenidos por Ruffini o Cauchy. La mayor parte de los historiadores muestran su asombro
ante la ausencia de respuesta a la cuestién jpor qué estos autores, habiendo llegado tan
cerca de los conceptos de teoria de grupos, no pudieron dar el pequeiio salto que hacia
falta para constituirla? Hay una respuesta a esta cuestion, el pequefio salto solo lo es, en
apariencia. Gauss constituye, junto con Lagrange, Ruffini, Cauchy y algunos otros que se han
omitido, la culminacién del periodo “inter-operacional” en el desarrollo del dlgebra y mds
particularmente, en la historia de la teoria de las ecuaciones algebraicas. Sus métodos con-
sisten esencialmente en transformar funciones y encontrar las relaciones que permanecen
estables. Las propiedades que ellos dedujeron corresponden a: “los invariantes de sistemas
de transformaciones” (Piaget & Garcia, 2008, p. 146).

El tipo de desarrollo que se ha encontrado tanto en la historia de las ciencias como en
la psicogénesis, evidencia que hay un largo camino por recorrer antes de poder pasar de un
sistema dado de transformaciones a una estructura total dentro de la cual, aquéllas resultan
variaciones intrinsecas. Pero en eso consiste, el pasaje de las conexiones inter-operacionales
a las conexiones trans-operacionales. A nivel psicogenético, la etapa “trans” se alcanza
cuando el sujeto puede efectuar operaciones sobre operaciones (Piaget & Garcia, 2008,
p-146).

A este respecto, no es trivial sefialar que Galois introduce la nocién de grupo a partir
de la accion de agrupar. Las definiciones siguientes constituyen su punto de partida (Piaget
& Garcia, 2008, p.146):

La permutacion de la cual se parte para indicar las sustituciones es totalmente arbitraria cuando se
trata de funciones; puesto que no existe ninguna razén para que en una funcién de varias letras, una
ocupe un rango mds que otra. Sin embargo, como apenas se puede formar la idea de una sustitucion
sin la de permutacién, haremos en el lenguaje un empleo frecuente de las permutaciones y no
consideraremos las sustituciones sino como el pasaje de una permutacién a otra.
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Cuando deseemos agrupar sustituciones, las haremos provenir todas de una misma permutacién. Co-
mo se trate siempre de cuestiones donde la disposicidn primitiva de las letras no influye en nada, en
los grupos que consideraremos, se deberan tener las mismas sustituciones cualquiera que sea la per-
mutacién de donde se haya partido. Por consiguiente, si en un grupo tal, se tienen las sustituciones S
y T, se esté seguro de tener la sustitucién ST (Piaget & Garcia, 2008, p. 146).

Mas adelante, dice explicitamente: “Se llama grupo a un sistema de permutaciones tal
que [...] representaremos este conjunto por G” (Piaget & Garcia, 2008, p. 146).

Aqui, se encuentran las fuentes de la primera nocién de estructura de la historia del
dlgebra, se encuentra el hilo, que permite comprender el pasaje del periodo inter al periodo
trans: exactamente como en el caso de la psicogénesis, esta transicion supone el pasaje de las
operaciones sobre elementos, a las operaciones sobre operaciones (Piaget & Garcia, 2008).

En los estudios de Jacob Klein (citado en Piaget & Garcia, 2008, p.147), respecto a la historia
del 4lgebra, presenta las siguientes conclusiones :

* Viete realiz6 la transicion (que los antiguos no habian logrado llevar a cabo) del
concepto de arithmos al concepto de simbolos generales y es sobre estos ultimos en los
que se construird el dlgebra como una disciplina nueva.

* Viete llega a este logro mediante una sintesis entre el andlisis geométrico de Pappo y los
métodos aritméticos de Diophanto.

Si bien los conceptos de “transformacién y de invariante” no son explicitados
(tematizados-interiorizados) en esta época, desempenan un papel fundamental. Es gracias
a su utilizacién que se hace posible el pasaje del concepto de simbolo utilizado por los
antiguos para representar de una manera general un nimero particular, al concepto de
simbolo general, en tanto forma que representa un nimero general (es decir, un nimero
cualquiera).

Cuando el édlgebra se constituyé como disciplina independiente, su tema central y
unico, fue la resoluciéon de ecuaciones. En este caso se han podido diferenciar las tres etapas
caracteristicas del desarrollo. Durante un primer periodo, extremadamente prolongado, se
trataba de la resolucion de ecuaciones especificas. El método que se aplicaba era puramente
empirico, por tanteos sucesivos. Cada ecuacion era objeto de un tratamiento particular. Se
estaba entonces, en un periodo intra-operacional.
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Solo en el siglo XVIII se inicia la bisqueda de métodos més generales y el planteamien-
to de problemas generales, tales como, la existencia o no de soluciones. Las transformaciones
de ecuaciones que pudieran permitir reducir una ecuacién no resuelta a una ecuacion
resoluble dominaban ampliamente las investigaciones. Aqui, como en el caso de la geome-
tria, el andlisis desempefié un papel fundamental. Lagrange y Gauss son, entre otros, las
grandes figuras de este periodo que constituye un periodo inter-operacional. Con Galois y el
desarrollo de la teoria de grupos -primera estructura tematizada en matematicas- culmina la
historia de la resolucién de ecuaciones y comienza el predominio del estudio de estructuras.
Es el punto de partida de un largo periodo trans-operacional.

Como conclusion, se establece que existe una diferenciaciéon en cuanto a la psicogé-
nesis de la Teoria de Grupos en tres periodos de desarrollo: el intra-operacional caracterizado
por la solucién de ecuaciones algebraicas en una forma empirica: cada ecuacion se solucio-
naba con un método particular. Luego se pasa al periodo inter-operacional caracterizado por
una bisqueda de métodos mds generales para la solucién de estas ecuaciones algebraicas,
con métodos basados en la transformaciéon de las ecuaciones en otras de menor grado
que fueran resolubles y finalmente con los trabajos de Galois, se da inicio al periodotrans-
operacional y comienza el desarrollo de la Teoria de Grupos, cerrando el estudio de las
ecuaciones algebraicas y la solucién por el método de radicales y se inicia con el problema
del estudio de las estructuras algebraicas, donde la primera estructura algebraica correspon-
de al estudio del objeto Grupo.

En el primer periodo se ubican los trabajos de Viete y Ruffini; en el segundo periodo se
encuentran los trabajos de Lagrange, Gauss, Ruffini y Cauchy y con los trabajos de Galois se
inicia el tercer periodo denominado por Piaget & Garcia (2008) el periodo trans-operacional.
Estos periodos de evolucion se retoman en la teoria APOS, para determinar al igual que en
las etapas de la evolucion del conocimiento cientifico, los periodos de evoluciéon del cono-
cimiento de los estudiantes respecto a los diferentes objetos matematicos; especificamente
se toma como marco tedrico, en algunas de las investigaciones relacionadas con el objeto
Grupo, presentadas en los antecedentes de la presente investigacion (ver, capitulo 2): algunas
investigaciones fueron analizadas en los antecedentes en un marco tedrico importante para
el desarrollo de investigaciones en diddctica del Algebra en relacién precisamente con las
estructuras algebraicas: en este marco tedrico, se han desarrollado estudios muy importantes
relacionados con la comprensiéon de objetos algebraicos (ver, capitulo 2).

Luego de la visi6n general tomada de la obra de Piaget & Garcia (2008), se pasa a ana-
lizar en forma mds detallada la evolucién del objeto Grupo en cada una de las etapas de su
desarrollo.
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6.2.2. Epoca antigua y edad media (Siglo V-XV)

6.2.2.1. Periodo cero: Métodos empiricos de solucion de ecuaciones algebraicas particula-
resdegrado 1,2,3y4

En la seccion anterior se presento la evolucion del objeto Grupo segun la mirada
de Piaget & Garcia (2008); ahora se profundizard en algunos de los aportes mencionados
en la seccién anterior y otros que son relevantes para la determinacion de los significados
del objeto Grupo segun su evolucién histérica. La obra de Piaget & Garcia (2008), define
unos periodos de evolucién del objeto grupo y con base en estos periodos se presentan
detalles relevantes de los mismos; puntos, necesarios para la identificaciéon de los distintos
significados que se han dado al objeto Grupo a lo largo de la historia de la matematica hasta
el presente siglo. Se inicia con el periodo cero, que corresponde a los aportes de los g