ANEXO0S

ANEXOS

Anexo 1. Recuento de Clase N° 20

Clase N": 1l
IMecha: A lM-301T
s Goometrin dol Pspacio

Irofesora: Carmon Saimper

Fragmentos de clase: 1. Comentarios de lo Tares kxiraclase 10 sobro ol signiopte item:
Eseribir la prucha de los sipuientes leoremas enimeindos al finalizar
In clase |sesion 9]
T. unicidad Plano-recta perpendicular punto intorno Sea
n plano a y un punto A, tal que A € e bntonecs sxiste una iniea
rocia mo tal que Acmym Lo
2. Comentarios de I Tarea Exiraclase 10 sobre ol signieole ilem:
Eseribir la prucha de los sipuientes leoremas enuneindos al inelimar
ln elase |aosicn 19).
T. Rocta-plano perpendicular punto oxterno: Soaomouna
recta v A ¢ m. Enlonees existe nn fnieo plano e, ol que A€o v
o Lomopar AL
T. Plano-recta porpendicular punto externo Sea un plano o
youn pumto A tal que A ¢ o Enbonces adste uns dnics rocta m

Sean AR W €D dos sepmentos congrnenles. s pogible delerminsr
mn pmnta B ode lorma tal que AABE v ACDE sean congrnenlos?
I e actividad s pedia un reporte de construecion, explorscion,

canjoburs ¥ su L‘um._nn(ﬁm!a demis -‘El

Fragmento |

Dentre de los comentarios gque hise, deslach gqoe ol ilom 2o, on esencia, alude o que b recis
porpondieilar o wn plano # por un punba © es dniea; aclard que este lecho se incluird oo ol T
Plane punto interno. - recla perpendicular. La profesora comenta comoe Learemas provios son ikiles
para. demostrar obrog, hocho que ilnsim edmo seova constrayvendo i sistema loories; alude 1o
nmterior dobido a ko que habia estado pasando en las dlbimas sesiones de elase: en s bisguads do
maslrar como m plano os perpendicalar a ona recla, se demoelnd o 1. Fundamental de la
perpendicularidad; v edmo estos dos leoremas permitisron demostear o T. Plano pinlo inlbermo

rocla porpendicular. De meners cspecilicn, la profesors pido ol gropo C gqoe smnonton so rerpoesia
v justificacion a tal itom 2a; Brayan | (miombro de (ol grepo) dice gqoe la respoesta es No e inicia
au justificavicn. Alude an primem instancia a la creacion de m plrmu:l ;!“sl_l;u;wr e & oxiske
dicha recta I, se gener el plano § , por ol T, Dos roclas - plano, La profesorad valida ssi, respaosta
y dica que e muy importanke, pars esko tipo de demostraciones (oo el conlesxto de b Geomokoi
el EBepacio) byscar phnud |:a30 Clnl|. Hecho esto, I profesors pregun s a la clase que implica

tal rorstruecion; varios almlen o la recta m de inboreeccion eolre los dos plancs inmiorsse en la

situacion. Dravan | reloma sa justificacion; con lo becho hasta ol momento, se tendrin @ 1 m por
.k Lo por © por D Recta perpendicalar aoun plano; Ja profesora synda on la conclusidn de la
demostracion almliendo & que lal becho es eonbradictorio porgoe no pueden existic dos reclas
porpendieslares o ona recta por on misme punlo of wl misme plana; esto gacias o la anicidad

que provee el T, Existencia porpendicular punto inlarior.

OSCAR JAVIER MOLINA JAIME

L= vamos @ s2guir un segWmisnto & =ste problema_
=5tz pof CcuEnto s un problema que no es tEn
evidente en su solucian; es el mas abierto que se ha
propuesto hastz &l momento. Permite introducr &l
plang mediador.

OSCAR JAVIER MOLINA JAIME
Mormz sobre estrategia pars hacer demastraciones
en Geometria del Espacio.
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ANEXO0S

Ropresentacion grafica

situaciones del espacio se pueden Hovar al glanq [6:5T Clan1|. Vale decir que las demestracicnes
solo son verbalizadas en sus ideas elaves; no se alude a alpin formato ni se eseucha las palabras
Micleos y Pilares; se enuncian los nieleos mas oo los pilares verbalmente ¥ se acompana de ana

L profesura propone abordar la Unicidad de mlano per licular a wna recta por punto mibema.
Progunta a los estudiantes edmo abordar e demostracion, Joss Luis proponen suponer que hay
doe planos; la profesora lo paralrses diciendo gue una demestracién de unicidad siempre os por
contradiceidn,

Tormaio Neicleas y Pilares para una demostracion, es necesario reportar log asuntos provies a la
divnosdracion misma, esto os, dalos, ssereidn y el bipe de demostracion, pam goe se poedan
entender los wiclos v pilares, Do otro ado, L quie b o iomes auxiliares son muy
imporiantkes para ¢l cirse aun cuando oo son muy frecs ilustra la situacion con bass en la
econstrueciin de clase pasadas, de dog Lridnguloe eongraentes empleands sus rospectivas alturas, y
no dircetamonto constroyendo sus partes eormespondiontes. A la hee do ese cjemplo, By profesora
resalla que este s, Jus datos sorian las tridngnlos que comparten un Tado, eads uno en i plans
respectivamente y sus altums congruentes. |23:00 LLPani|

Volvienda al ssunto de demostrar bn unicidad del planc, Nalalia expone su demostraciin v s
apoyada por Schastian, Finalmente, este altimo proves ideas, miontras la profesorn las parnfmsea
v las eseribe con nolacidn geométrica en el tablero, no precisando el [ormalo o usar, pero
catipulando los Nicleos v Pilares. aco una roprosentacion grifica similar la que sigue.

Reprosontacion grafica

o
W

Ex ¢l bablero que eserita la denostracion eomo sigoe:

OSCAR JAVIER: MOLINA JAIME
Refuerza la norma del comentanio anterior, Estrategia
para abordar unza demaostracian en &l espadia.

OSCAR JAVIER MOLINA JAIME
‘Mormz sobre formatos. La profesora aclare ssunto
relztive al Formato Midleo y Filares, 2n términos de
los 2spectos gus se deben poner previo 3 ks
demostracidn
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ANEXOS

Anexo 2. Enunciados Problemas por

Bloques

BLOQUE N° 1

Dominio tematico: Geometria Plana Temas: Segmentos Congruentes; Circunferencia
Problema Principal 1 Objetivo Sesiéon N°
Generar de la necesidad de introducir
. objetos primarios en torno a la
Construir dos segmentos congruentes. . . L, 1,2
circunferencia: su definicién y teorema
de existencia.
Problema Auxiliar 1.1 Objetivo Sesi6on N°
Precisar las condiciones que permiten
. . . . definir circunferencia dadas por los
Quiero que ahora definamos circunferencia. . ,
L, . . estudiantes, contrastandolas con el
(Quién se acuerda, quién quiere promover 3

una primera definicién de circunferencia?

procedimiento de construccién exigido
por el software Cabri 3D cuando se

emplea la herramienta circunferencia.

Problema Auxiliar 1.2

Objetivo

Sesién N°

Ahora nos toca pensar en cémo muestro que

realmente existe una circunferencia en
nuestro sistema teodrico, es decir, usando los
elementos que tenemos hasta ahora, jes

posible?

Demostrar e instaurar el Teorema de

la existencia de una circunferencia

Tarea Extraclase 1

Objetivo

Sesién N°

Los tridngulos se clasifican segun relaciones
entre los lados o de acuerdo con propiedades
de los dngulos. Demuestre, si es posible, que

Usar el objeto circunferencia, entre

otros, como herramienta para construir

. . . y justificar la existencia de los 2,4

existen tridngulos de cada tipo, dentro de » . L

L . . . triangulos, particularmente isésceles y
cada clasificacién. Si no es posible explique o

, equildteros.

por qué.
Tarea Extraclase 2 Objetivo Sesién N°
En clase demostramos que las circunferencias Aclarar la diferencia entre la infinitud
tienen infinitos puntos. Para ello, jes de puntos que puede tener un objeto 4

realmente necesario usar los rayos opuestos?

Justifique su respuesta.

determinado y la totalidad de puntos

que conforma a dicho objeto.
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BLOQUE N° 2

Dominio tematico: Geometria Plana

Temas: Plano, Relacién de Paralelismo

Problema Principal 2 Objetivo Sesién N°
.Se puede justificar o no si los planos tienen infinitos

i i Instaurar el Teorema plano
puntos, de manera analoga a cémo tenemos para las 4

rectas con el Teorema recta — infinitos puntos?

infinitos puntos.

Problema Auxiliar 2.1

Objetivo

Sesién N°

LEs cierto que con el método de considerar todas las

rectas que contienen al punto C en el plano y a un

Generar la necesidad de
demostrar el T. Existencia

de la paralela: existe una

— , recta paralela a la AB que 5
punto de la AB hay puntos del plano que no estan en .
. contiene a C. [Surge la
esas rectas? Justifique su respuesta. . .,
primera demostracién por
contradiccién en el curso]
Tarea extraclase 3 Objetivo Sesién N°
1. En clase, se propuso la siguiente situacion:
a plano, 4B C a, C punto, C € a, C ¢ ‘AB. Sean .
—_— ) — Generar la necesidad de
X, € AB,i=1,2,.... Entonces si l || AB, C €l se . i
) - - ) . . introducir el Postulado de 6
tiene que « = ABU|JCX, Ul. Analice la situacién,
. o las Paralelas
indique su acuerdo o desacuerdo, y justifique su
respuesta.
2. Sean AABC y un punto D € m tal que G ) dad d
enerar la necesida e
Aem,B,C¢&myAABC =2 ABAD. ;Cuél es la . . 6
., — . introducir el Teorema AIP
relacion entre m y BC'? Justifique su respuesta.
3. Demuestre, si es posible, el teorema
propuesto en clase. Si no es posible, explique por
qué. Usar el Postulado de las .
T. Perpendicular paralela-perpendicular En un paralelas.
plano, si una recta es perpendicular a una de dos
rectas paralelas, entonces es perpendicular a la otra
Tarea Extraclase 4 Objetivo Sesién N°
3. Determine si la respuesta a la pregunta es
Si, No o No Se Sabe. Justifique su respuesta.
a) Sean ZABC'y /EFG tal que BC | FG. Sean
BX y FY las bisectrices de los angulos, .
) - —_— Usar los diferentes teoremas
respectivamente; BX || FY. jEs BA || FE? . .
asociados al paralelismo: T. 9

b) Las rectas m y k son paralelas. ; Todos los puntos
de m equidistan de k?

c¢) La recta t es una traseversal de las rectas paralelas,
myn;tNm={S} tNn={Q}; P punto, PEmy
R punto tal que R € S, p Nn. (Es LPSQ = LSQR?

AIP, T. PAL
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BLOQUE N° 3

Dominio tematico: Geometria Plana

Temas: Recta tangente a una circunferencia

Problema Principal 3 Objetivo Sesiéon N°
Generar la necesidad de introducir
. . teoremas relativos a la recta
Sea recta m en plano o y circunferencia de . . . )
. . . tangencia de una circunferencia: Si
centro P y radio r contenida en o. ;Existe
. ) ) ) una recta es tangente a una 6,7
un radio de la circunferencia perpendicular a .
. circunferencia en un punto S,
m? Justifique su respuesta. .
entonces el radio con extremo en S es
perpendicular a dicha recta.
Tarea Extraclase 4 Objetivo Sesién N°

2. En clase, tratamos de demostrar el
siguiente teorema:

T. Tangente - perpendicular Si DE es
tangente a O P, en el punto D, entonces
— e

PD 1 DF.

Un estudiante propuso hacer la demostraciéon
por contradiccion, suponiendo que la recta
no es perpendicular al radio, e hizo una
demostracion, que todos aceptamos, que
lleva a que la recta tendria que intersecar a
la circunferencia en dos puntos. Esto es la
contradiccién a que se llega. Lo que no nos
qued6 claro fue en qué momento uséd la
negacién de la conclusion en su
demostracién. ;Si usa la negacién de la

conclusion? Justifique su respuesta.

Reflexionar sobre una demostracion
previamente hecha, con el dnimo de
precisar el método llevado a cabo

para la misma.

1. Demuestre el siguiente teorema:

T. Perpendicular a radio -tangente:
Sean © P, y [ recta, PX es un radio y L
PX, X €1, entonces [ es tangente a © P.

Demostrar el respectivo teorema bien

sea por método directo (usando
teoremas de desigualdades) o por
método indirecto (negando la tesis del

teorema).
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BLOQUE N° 4

Dominio teméatico: Geometria Plana, Geometria del

Temas: Relacién de paralelismo,

Cuadrilateros, Cuadrildteros plegados, El

Espacio espacio, Visualizacion de Planos en el
espacio
Problema Principal 4 Objetivo Sesién N°

Sean A, B, C'y D cuatro puntos. ;Qué figura seria la
union de segmentos determinados por estos puntos, si
ningiin par de segmentos se intersecan en puntos

diferentes a los extremos?

Generar la necesidad de

definir  cuadrilateros y

algunos de sus tipos. 8,9
Generar la necesidad de  (Geometria
establecer el Postulado de Plana)
existencia de puntos fuera 11

del plano, si por su propia  (Geometria
iniciativa, los estudiantes del Espacio)
ponen un punto fuera del

plano.

Tarea Extraclase 5 (Geometria Plana)

Objetivo Sesién N°

1. En clase, surgié la propuesta de usar el HG Angulo
inscrito en semicircunferencia, que se establecié en el
curso Elementos de Geometria, para demostrar que
realmente existe un cuadrildtero con ambos pares de
lados opuestos congruentes y un par de &angulos
opuestos rectos. La propuesta resulté a partir del uso
de la circunferencia que contiene tres vértices del
cuadrildtero para encontrar el cuarto vértice. Como
no hemos demostrado el hecho geométrico, no se
aceptd la propuesta. La tarea consiste en decidir si el
hecho geométrico se puede deducir a partir de la
teorfa que tenemos en el momento. En caso
afirmativo, escribir la demostracién completa. Si no

se puede, explique por qué.

Demostrar e instaurar el T.
angulos inscrito en 10

circunferencia.

2. Para la siguiente tarea, use geometria dindmica.
Reporte su construccién, exploracién y conjetura.

Para demostrar sus conjeturas, consigne solo los

Generar la necesidad de
instaurar teoremas relativos

a propiedades de varios

Ntcleos y Pilares. Determine la relacién entre “tipo tipos de cuadrilateros, en 10, 11
de cuadrilatero” y la propiedad “una diagonal biseca particular aquellos que son
a la otra”. paralelogramos.

3. ¢;Las diagonales de un paralelogramo se intersecan? Usar teoremas de 1

Demuestre su respuesta.

paralelismo y semiplanos.
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Tarea Extraclase 6 (Geometria Plana) Objetivo Sesién N°
1. a) Desarrolle la demostracién completa usando el
formato Asercion-Garantia y Datos.
Tipo de demostracion: Directa
Datos: AABC, X punto medio de AB, Y punto
medio de AC
Asercién: XY || BC, XY = %BC Usar teoremas relativos a
Niicleos Pilares las propiedades de 12, 13
1. Punto Z € XY tal  T. Localizacién de puntos cuadrilateros
que YZ = XY
2. AAXY = ACZY P. LAL
3.0 XBCZ T. Lados opuestos
paralelogramo paralelos y congruentes-
paralelogramo
Instaurar el T. Existencia
2. Demuestre, si es posible, que existen los trapecios. de los trapecios usando en 12
(Formato Asercién-Garantia y Datos). su demostracion T. de la
paralela.
3. Usando el formato Nucleos y Pilares, demuestre: Si .
. Usar teoremas relativos a
un segmento tiene extremos en lados opuestos de un .
. . ., las propiedades de 13
paralelogramo y contiene el punto de interseccién de .
. ) cuadrilateros
las diagonales, entonces ese punto lo biseca.
Problema Auxiliar 4.1 (Geometria del Espacio) Objetivo Sesién N°
Establecer teéricamente y
no de manera figural las
LEs el espacio diferente a un punto, a una recta y a un diferencias entre punto, 111213
plano? recta, plano y espacio. Y
Generar la necesidad del P.
del Espacio.
Problema Auxiliar 4.2 (Geometria del Espacio) Objetivo Sesién N°
Garantizar que el espacio
;Cuantos puntos tiene el espacio? ] o d P 13, 14
tiene infinitos puntos.
Problema Auxiliar 4.3 (Geometria del Espacio) Objetivo Sesién N°
Construir la definicién de
Al redefinir fuera del plano base dado un vértice de un drilét logad 13. 14
cuadrilatero egado ,
HABCD. jLa figura que queda es un cuadrilatero? L bies Y
pirdmide
Tarea Extraclase 7 (Geometria del Espacio) Objetivo Sesién N°
1. Resuelva el siguiente problema con Cabri 3D. L.
» y Proveer procedimientos
Reporte el proceso: construccién, exploracion, .
. . . para construir un
conjetura. Demuestre su conjetura. ;Existe un 15

cuadrilatero plegado con un par de dngulos opuestos

rectos?

cuadrilatero plagado con

caracteristicas especificas.
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Problema Principal 5 (Geometria del Espacio)

Sesién N°

En una linea de una demostracion de geometria del
espacio un estudiante ha escrito una aserciéon. Escriba
todas las posibles garantias que conozca para dicha
asercion, y datos correspondientes que posibilitaria usar

dicha garantia (Si necesita poner maés filas, puede

Objetivo

Recodar todas las garantias
y respectivos datos que
permiten justificar
teéricamente, la

determinacion de un plano.

[Este Problema se concibe

13, 14

hacerlo): o o
Asercion Garantia Datos como 4l para explicitar
varias herramientas para
Sea el plano « determinas planos en el
espacio].
Problema Principal 6 (Geometria del Espacio) Objetivo Sesién N°
Dado el A ABC, sean D y F puntos tal que F € AB,D €
ﬁ e I un punto que no pertenece al plano determinado por Visualizar distintos

A, By C. Sea un punto H tal que H € DI, y un punto G

tal que G € FH.

a) ;Pueden determinarse por lo menos tres planos distintos

al inicial? Justifique su respuesta.

b) Considere todos los planos determinados por tridngulos

planos en el espacio y
generar la necesidad
de establecer el P.
Interseccién de planos
y el T. Interseccion de

16, 17

que no comparten vértice con el AABC ;Qué relacion planos.
tienen esos planos con a4p-?
Tarea Extraclase 8 Objetivo Sesiéon N°

Responda la pregunta. Justifique su respuesta con una

demostracion.

¢) Considere el siguiente teorema:

Demostrar que existen

T. Punto — Infinitas rectas Dado un punto A4 en infinitas rectas no 17
un plano B entonces existen infinitas rectas en B que coplanares en el
5 contiene al punto A. espacio.
'g ;Seguird siendo un teorema si se elimina toda mencién
ﬁ% del plano B?
Ya vimos que los cuadrilateros plegados pueden tener  Proveer
dos angulos opuestos rectos. La pregunta que surge es  procedimientos para
si pueden tener mas de dos angulos rectos. Describan  construir un 17
cémo exploran la situacion y cudl es la conclusiéon que  cuadrildtero  plagado
establecen. Indiquen cémo llegaron a esa conclusion. con caracteristicas
NO DEBEN DEMOSTRAR SU RESPUESTA. especificas.
Justifique cada afirmacién usando el formato Nicleos Poner en juego el
y Pilares. sistema tedrico
a) Si ambos pares de &ngulos opuestos de un relativo al paralelismo
% cuadrildtero son congruentes, entonces es o perpendicularidad en 17
A, paralelogramo. el plano para
b) Si dos angulos consecutivos de un trapecio son demostrar las
congruentes, pero no suplementarios, entonces el proposiciones
trapecio es isosceles. enunciadas.

BLOQUE N° 5
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Dominio temético: Geometria del Espacio

Temas:
entre plano y recta

Relacién de perpendicularidad

Problema Principal 7

Objetivo

Sesién N°

Dados m recta, « plano, m N« = {X}, jexiste recta [,
[l C a, tal que I L. m?

Precisar que una recta que
interseca a un plano en un
inico punto y que es
perpendicular a una recta
de tal plano, no son
condiciones suficientes para
garantizar que tal recta es

perpendicular al plano.

17, 18

Problema Awuxiliar 7.1

Objetivo

Sesién N°

Cémo lograr que la recta m sea perpendicular al plano

a?

Generar la necesidad de
introducir la D. de recta
perpendicular a plano y de la
de

perpendicular a una recta

existencia un  plano

por un punto de ella.

18

Problema Auxiliar 8.1

Objetivo

Sesion N°

Un estudiante asegura que dados un PQ y puntos By
(' tales que equidistan de los extremos de tal segmento,
con seguridad la BC' es mediatriz del PQ. Ademas,
afirma que cualquier punto S entre By C equidista de
Py Q. jEsta de acuerdo con las dos aseveraciones del

estudiante? Justifique su respuesta.

Generar e instaurar el T. de
equidistancia en el espacio,
importante para la
demostracion del T.
Fundamental de la

perpendicularidad.

18

Tarea Extraclase 9

Objetivo

Sesién N°

Demuestre el siguiente teorema que corresponde a la
situacion que estudiamos al finalizar la clase:
T. Interestancia — Equidistancia en el

Espacio: Sean A, B, X,T puntos no coplanares y

Demostrar e instaurar el T.

o . . Interestancia — 18
ningtin trio de ellos colineales, tal que Ty X o . .
- Equidistancia en el Espacio
equidistan de A y B. Sea S un punto tal que
X — S —T; entonces S equidista de A y B.
Se provee una tabla con todas las aserciones.
Problema Principal 8 Objetivo Sesion N°
a) Construya un AABC en el plano ay un AABD Identificar el criterio por
congruente al AABC, tal que D ¢ «. excelencia para determinar
i) Escriba el proceso de construccién de los que un plano es
objetos involucrados en la situacion. perpendicular a una recta:
ii) Escriba el proceso de exploracién que llevd a una recta es perpendicular a 19

cabo (por ejemplo, qué medidas tomd, qué
arrastr6 -objeto o caja de cristal-, en qué se fijé
cuando arrastro tal objeto -o caja de cristal-, si

redefinié algtin objeto, etc.).

un plano por un punto si
dos rectas de este son
perpendiculares a la recta

dada por dicho punto (T.
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iii) Provea una conjetura que responda la

Fundamental de la

pregunta del problema. perpendicularidad)
iv) Provea una demostracién de dicha conjetura
[Nucleos y Pilares].
Problema Auxiliar 8.2 Objetivo Sesiéon N°

Para construir el AABD del problema anterior, un
estudiante propuso la siguiente construccion:

i) Construye CF altura relativa al AB

ii) En un plano 8 que interseca a « en E,

construye m L ‘AB ,m recta, E2 € m.

iii) D punto, D € m, DE = CE.
a) Represente la situacion.
b) (Se cumple que A ABC = A ABD? Justifique su
respuesta.
c) ;Existe una relacién especial entre una recta y
alguno de los planos que se pueden determinar? Si es

el caso indique la relacion, y cudles la recta y el plano.

Generar la necesidad del T.
Fundamental de la 19
perpendicularidad

Tarea Extraclase 10

Objetivo Sesiéon N°

1. Escribir las pruebas de los siguientes teoremas
enunciados al finalizar la clase [sesién 19].

T. Recta-plano perpendicular punto interno Sea
m una recta y A un punto de ella. Entonces existe un
plano o, tal que A € a y o L m por A.

T. unicidad Plano-recta perpendicular punto
interno: Sea un plano « y un punto A, tal que A € a.
Entonces existe una tnica recta m tal que A € m y
m L o.

[Lo andlogo para los siguientes teoremas:

T. Plano-recta perpendicular punto interno: Sea
un plano a y un punto A, tal que A € a. Entonces
existe una tnica recta m tal que A€ my m L a.

T. Recta-plano perpendicular punto externo Sea
m una recta y A ¢ m. Entonces existe un tnico plano
«, tal que A € oy a L m por A.

T. Plano-recta perpendicular punto externo:
Sea un plano oy un punto A tal que A ¢ «. Entonces

existe una tnica recta m tal que A€ my m L a.

Demostrar los Teoremas 19, 20
respectivos.
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BLOQUE N° 6

Dominio teméatico: Geometria del Espacio

Temas: Conjunto mediador y Plano

mediador
Problema Principal 9 Objetivo Sesi6on N°
Para responder las siguientes preguntas, deben usar la Usar la definicion
geometria dindmica Cabri 3D. La tarea no es solo responder de mediatriz como
las preguntas sino también realizar un reporte completo en el herramienta para
que incluyan para cada numeral la siguiente informacién: solucionar el
i) El proceso de construccién de los procesos involucrados  problema, si la
en la situacion. situacién se aborda
ii) El proceso de exploracién que llevé a cabo (por en un plano.
ejemplo, qué medidas tomd, qué arrastré -objeto o bola  Generar la 90. 21. 22. 24
de cristal-, en qué se fijé cuando arrastré tal objeto -0 necesidad de T
bola de cristal-, si se redefini6 algtin objeto, etc.). introducir el Plano
iii) Una conjetura que responda a la pregunta del Mediador de un
problema. segmento para
iv) La demostracién de la conjetura (nicleos y pilares). solucionar el
Sean AB y CD dos segmentos congruentes. ;Es posible problema, si los
determinar un punto E de forma tal que AABE y ACDE segmentos dados
sean congruentes? son alabeados.
Problema Auxiliar 9.1 Objetivo Sesiéon N°
Para responder las siguientes preguntas, deben usar geometria
dindmica Cabri 3D. La tarea no es solo responder las
preguntas sino también realizar un reporte completo en la que
incluyan para cada numeral la siguiente informacion:
i) El proceso de construccién de los objetos involucrados
en la situacion.
ii) El proceso de exploracion que llevé a cabo (por ejemplo,  Precisar las
qué medidas tomo, qué arrastré -objeto o caja de cristal-  .qracteristicas del
, en qué se fij6 cuando arrastré tal objeto -o caja de plano mediador v,
cristal-, si redefini6 algiin objeto, etc.). con base en ello, %

iii) Una conjetura que responda la pregunta del problema.
1. a) Dados dos puntos A y B en un plano «, jexisten puntos
Py Q talque P,Q ¢ a y equidistan de A y B? Si es el caso,
represéntelos.

Vet . . 0
b) Sea ﬁP,Mﬁﬁa' . Qué relacién existe entre Q) y ﬂP»Mﬁ,a'
c) {Qué relacién existe entre los puntos del ﬁP,Mﬁ y los
puntos A y B?
2. a) ;Cuéntas mediatrices tiene un segmento?
b) ;Se agrupan las mediatrices para formar una figura

geométrica espacial?

introducir la
Definiciéon de Plano
Mediador y el T.
Plano Mediador
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Tarea Extraclase 11 Objetivo Sesion N°

Un estudiante propone la siguiente demostracién para el

teorema:

El conjunto de puntos que equidistan de A y B (uy5 ) es igual

al plano que contiene todas las mediatrices del AB.

(Esta usted de acuerdo con ella? Explique su respuesta

Demostracién:

Datos: P el conjunto de todos los puntos que equidistan de

Ay B; a el plano que contiene todas las mediatrices del AB

Asercion: Pop = @

La demostracién del teorema implica demostrar la igualdad

entre dos conjuntos: oy = o Es decir, se debe demostrar que

aC Uz vy Hog C a.

Se demostrard primero que p-— C a. Corregir la

Tipo de demostracion: Directa demostracion
Asercion Datos y garantia provista del
1. Sea X tal que Xepuzp Dado teorema E

conjunto de
9. XA — XB D. COIlqultO Mediador (1) puntos que
equidistan de A y

3. Sea Bapx P. Plano-Puntos (2) B (5 ) es igual 24
4. Sea la M55 T. Existencia de la mediatriz (2) | al plano que
5. XeM4z T. Mediatriz (2, 4) contiene todas las
6. M45 C o Caracterizacién de a (5) mediatrices del
7. X Ca T. Contenencia (5, 6) AB el cual es otra

Se demostrard ahora que o C uzp

Tipo de demostracion: Directa

Asercion
1. Sea X tal que Xea

2. Sea Bapx

Datos y garantia
Dado
P. Puntos - plano (2)

3.X=0Na D. Interseccién de conjuntos (1,
2)

4. M54 T. Existencia mediatriz (2)

5. Mﬁ,ﬁ =f/Na T. interseccion de planos;
Principio de sustitucion (3)

6. XeMyp 4 Transitividad (3, 4)

7. XA=XB D. Mediatriz (6)

8. Xeuzp D. Conjunto mediador (7)

Comoa C iz vy pop C aentonces fi-— = o por D. Igualdad

de conjuntos.

forma de
caracterizar al
Plano Mediador.
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BLOQUE N° 7

Dominio tematico: Geometria del

Temas: Cubo, Angulos diedros

Espacio
Problema Principal 10 Objetivo Sesién N°
Definir cubo y demostrar su existencia a
partir de métodos de construccién
validos.
. Generar la necesidad de instaurar el T.
JExiste un cubo? 24

rectas perpendiculares a plano - paralelas.
Generar la necesidad de instaurar la
definicién de éangulo diedro y el T.

Angulos diedros.
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Anexo 3. Recuento Bloque N° 6 y

preanalisis con Atlas.ti 7

Recuento
Problema Principal 9 y Problema Auxiliar 8.1

Al fualizar 14 sesidn de elase 20, la profesors eubrega uns hoja con el Probleics Pripclpal 9 paa el
cual debfa hecerse uso de Cabri 3D. Su enunciado es el siguiente;

PPY: Pars responder les siguientes preguntes, deben usar geometria dindmica Cabri 3T,
La tarea no es solo regponder les preguntas sino también realizar un reporte completo oo
la gue ineluyan pers cada numeral la sigujente informacion:

i) El proceso de construeeion de Jos objetos inveluerados en ls situaeidn.

ii) El proceso de exploracion gue Uevi a cabo (pur gjemplo, qué medidas toms, yué
arrastro -objeto o caja de cristal-, en qué se Bjé cuando arrastrd tal objeto -o caja
de eristal-, & redefinid alpin obleto, ete.),

iii) TIna conjetura que responda le pregunta del problema.

iv) la demostracion de la conjeturs (Niicleos ¥ pilares)

Sean ABy £D dos segmentos congruentes. s posible determinar un punto E de forma

tal que AABE y ACDE gean congruentes?

En ls sctividad se pedis un reporte de construccon, exploracion, conjeturs y su correspondiente
demostracion. Dice la profesora que de €l surge un teovema bien importante. Al recogerse dicha
actividad (luego de 20 minutos aproximadamente), se div por tenninadas la sesion de clase 20,

En la seslén do elase 21, luezo de que la profesors hiclera un breve comentario sobre la Tarea
Extraclose 10, lu profesora retems ¢l Problema Priceipal 9. Pide a los csoudiantes que se organicen
por grupas pues se van o estudiar usando el software Cabri 3D cada una de las propuestas producidos
por vllos. La profesora, muestra ue documento donde pone eads una de las propuestas, v lo proyvecia
ar &l televisor; dice que los resultados fueron muy chéverss. El docnmento es el siguiente:

1 CasuT: A B, T O & coplanares

1. R punto medio de A BT punte medio de © D E punto medio de BT
2 Ee Mzg,"Mgg,

TI. Caso Mz A__B, T Deoplanares, F no coplanar a los segmentos AB TR

1. @A BC Baralslogramo, X e ACN BRI | tison pr X, Bel
2. R punto medio de ART punto medio de E_f,' M punto medio de B 1) L
oy o poe M, Bel
3. Punto mtxiicda;l_ﬁIJ_aﬁlr_,—npo:M,EE!
0. Caso I AT , © Dno eoplanares
1. R punto medio de A BT punto medio de C DA L A Bpor B, § L € Dpor T,
I=gand Bl {Pr2)
La profesers dice que v o formular las propuestas, y que quiere gue cads grupo las estudie en ¢l
goftware para ver gin son vdlidas o no. Para cada propuesta, la profesora pide que alglin

grupo/estudiante pase al frente. con su computador, para ilusirer la sisuacién. Ella advierte que el
problema no dice algo sobre ls losslizacion de puntoy, Fn consecuencia, varlos grupos pensaron que

“ 5 E¥ 0 ActClas
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toﬁ.ugl;spmtua&udﬁ‘mdflmwyelpuntaﬂdebfamnshrenelmismuphm[ﬁ:ﬂl I
C.Pani|.
CASO T: AB , €D, E coplanares |
1. R punto medio de AB, T punto medio de £D, E punio medio de RT

Un grupa (el de Sandra) dice gue No siempre funciona; Honald pasa con su equipo v tmuestran un

cjemple en el que los tridngulos on cuestidn son congruentes y olro en el que no. Este grupo usa p { )
Geogobra para hacer su representacion. Dicha propuesta es descartada [12:00 C.Pani). | gﬁ' S~E

2. EE Mgz N Mg

Pasa Tatiana 2 con su equipo para ilustrar la situacitn. Ellz usa Cabri 3D. Ella muestra casos donde ] ﬁ I'Arg- Ce
se cumple |la propiedad y cesos en los cual ello no pasa. Bspecificamente, s les dos segmentos son ‘ﬂ'
parelelos Ias mediatrices no se intersecan. ﬁ M SI~CF

: Si~E

Faltd docir que existe en punto E siempre y cusndo los segmentos no sean paralelos o colineales.
Luego de que Tatiana 2 mueve cualguicra de los segmentos dados mediante sus extromoes, se percatan
gue en este caso se cumple muy pocas veces la propiedad en cuestion,

Continuando con las opeiones de expleracion, la profesora comenta que hubu otros grupos que
pensaron los segmentos dados coplanares. pero el punto K en un plano diferente al plang en referencia.
Dice que estas propuestas son chéveres porque estamos en un curso de Geometria del Espacio, v pues
que se podrfa “pensar que me estdn pidiendo cosss en el espacio”.

CASO 1I: AF . TD coplanares, E no coplanar a los segmentos A5 , TD.

1. [1ABDC parslelogramo, X € AD NBE, | L agg 75, por X, E€ 1,
Pasa José Luls e lustra la situacién.
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Steven dice que 12 recta | es inediatriz de cada una de las disgonales e log planos que deterning cada
diagenal con L. La profesora pide arrastra el punto F y visualmente pereciera que los AABE y ACDE
son congruentes. Steven y Oscar ini¢ian un proceso pars argumentar que los tridngulos, en este caso.
necesariamente son congrientes. Se sabe que AR = T y son paralelos. Como | es perpendicular al
plato, lo es a cada disgonal, Por definicién de mediatriz, se ssbe que BE = €F y AF = DE. Porel
T. 11Ty los tridngulos son congruentes.

&% VArg-Ad~Dir
. ¥ Vs-CF

2. R punto medio de AB, T punto medio de TO, M punto medio de BT, I L agzp por M, E €1,

Coments, la profesora que lo bueno de esta propuesta es que los segmentes dado en este caso no demen
una posicién relativa especial, Karen pass con su equipo ¥ muestra su representecion. En ells, cstén
las medidas de los segmentos de los tridngulos en cuestidn, y se observan que no son iguales; razén
por la cual no son congruentes. Es descartada tal propuesta.

%% VArg-Ce
2 18-CF

2% Vsi-E

3. M punto medio de AD, | L azgzp por M, E EL
Zayra pasa con equipo para mostrar la Teprescrtacién esociada. Le profesore resalta que, on esta
propuesta, no se trata del punto medio de los segmentos dados, sino del punto medio del AD. Zayra
hace varios arrastres y toma la medida de los lades de los uridngulos.

% V Arg-Ce
- %% VsiCF
- ¥¥ is-E
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José Luig diee que la recta | es mediatriz de AD. La profesors dive gue, entonces los AF y ED son Ij
congruentes y nada mis, La profescra dice que tedricamente solo 8¢ puede garantizar la congruencia |
de dos parcjas de lados, La propuesta s deseartada entonces.

La sizuiente propuesta, dice la profesora, o4 muy intercsante porgue asumicron gue todo lo dado ‘ |
estaba en diferentes planoes.

CASO T AF |, €D no coplanares H

R punto medio de AB, T punto medio de CO, f L AB por R, 6 L CD por T, I=
gné Eel
Pase Andrés, miembro del grupo que propuse este solucidn. Para la construceitn del €D congruente I ] ﬁ 1] S~ CF
al AB, Andrés hace una esfera de centro Oy radio AB; de esa manera no solo garantize congruencia,
sing que np sean coplanams. Mientras Andrés llevaba o cobo los demés pasos de |n construceion (R |
piints medio de ZB, T punto medic de €D, # L AB por B, & LTD por T, I=pB 048, E €1) a profesora I
la parafraseaba. L]

Dado gue era difici] detorminer Ia congruencia de los AARE v ACDE visualmente, 1e profosors sugirio ! i -ﬁ? ¥ Si~E

tomar modida de los lados de los tridngulos. Sin embargo, después de maver la caja de cristal, se
dicron cuenta gue no lo cran,

Asf que realizaron un ajuste 8 la propuests respecto 2 los puntos medios, diciendo gue: R punto medio = ﬁ- I SI~CF
de BD,T punta medio de TA,f LBD por R, § LAT por T, l=fné&, E€l Andrés hace la
construccion con el ajuste, pero el fiempo de la clase agotd ¥ no se alcanzd explorar con devalle la
situacién, La sesitn de clase termins. |

En Ia sesitn de clase 22, Tuego de que la profesara hielora unes comentarics sobre las producciones
Telativas al Parcial 3, retoma las propuestas correspondientes al Problema Principal 9 |00:00 C.Pan?|.
Reitera que fueron chéveres la soluciones que surgleron dado que algunns grupos propusieron que los
segmentos v el punto £ fueran coplanares, otrog que los segmentos fueran coplanares pero el punto K
o sstuviers en el plano gue contiene lus segmentos, v golo un grupo yoe lus segmentos no fuersn
coplanares. La profesora pide a los estudiantes que recuerden lo realizado hasts ol momento con
regpecto al problema. Especificamente, les pregunta a los estudiantes qué les impactd sobre el proweso
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llevado & cabo. Le pregunta a Edwin; él dice no recordar mucho al respecto. Esteban recuerds que
alzunas propuestas cons'dersron los segmentes y el punto K en el plane, otres los segmentos en &l
plana y el puto fuers de 61 y otros todo en distintos semiplanos. Tia profesora pregunia qué le impscto
del proceso llevado o cabo. Fsteban dice que la dnica propuesta que llevo a ima solucién fue aquella
que eapsidersd los segmentes dados como lades de un paralelograma v la propuests deserita &l fnal de
Ia clase anterior que considerd la interseeclén de planes (aquells comentada por Andrés), La profesora
lusgo. Jo pregunts a Zayrs qué le impresiond; antes de que ella e responda dice que la profesora que
“a veces uno dice por qué no se me ocuwrrio las propuesias que olros cxponen”, Zbyra comenta gue su
grupo considerd todo en el planc, pero que no les oeurrid considerar objetos en el espacio. Jefferson
alza la mana pars periicipar luego de que la profesors preguntarn qué les sorprendis del proceso. Dice
que s ellas ne se les ocurifd pensar la situacidn en el plano; de une vez estudiaron ¢ caso de segmietitos
dados no coplanares.

La profesora comenta que cuanda se abordd la solucion en sl plano, solo se establecid una soluddn.
Esto e, tomar loe segmentos paralelos ¥ tomar el punto de interseccion de las diagonales del
paralelogramo asecfado vumo la solucidn al problems. Hace la vepresentacion en el tablero.

La profesora pregunia & en el plano, sélo se establece esa solucidn o si bay ofra.
Ronald propone la siguiente ides;

1, recta, m || €D por el punto E
2. K punto, K € m N DB
La profesora hace la siguiente representacion en el tablero:

Esta idea exige demostrar que el punto & es punto medio del DB, lo cual dio Tugar 8 un suevo teorema: . ﬁ b g~Ip

T, Segmento paralelo punto medio tridngulo Dado el ACBD, si ER 1 TD, E es
punio medio de TR, entonces K es punto medio de DB.

La demostracidn fue sugerida por Andrés; la profesors parafrasea lo dicho por &l pero no la eseribe.

i
La profesora dice que esta propucsts (de Ronald) la deja para que los estudiantes la exploren de tarea ﬁ § Arg~Ad~Dir
extraclase. . e rS~HP
La profesora ahora sugiere explorar omre solueién en ¢l plano &i los segmentos dados no son paralelos, ﬁ $S~E

es decir si no tienen ninguna condicion especisl. Entrega 8 los estudiantes el computader para que
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hagan la respectiva exploracion en grupos. Los estudiantes foman 10 minutos aproxdmademente en
hacer lo correspondiente,

El grupn da Vannsa es el primera que expone una solueidn: En Cebri 3D construyen los AC,BD v sus
mediatrices. Luego afirman que (E] = Mgz 0 Mgs.

Comenta la profesora que le parecid curoso que los estudiantes en suy producciones no wsaran los
criterios de congruencis, esto es, buscar congruenciss o bien de lados o bien de dngulos: pues sso era
lo matursl. Si so buscan lades congruentes, pues €] punto ¢ deber(e estar en la mediatriz de segmentos.
Con esa afirmacién, la prolesora parece validar la idea de este grupo de estudiantes [3:00 C.Pan3|
Dice gue esta es una sulucin pars cualesquivra semnentos congroentes en el plano.

Enseguida, la profesors le pide a Andréé gue describa el procedimiento de solucidn gue su grupo
propusoe para los segmentos no coplanares (aquella que habia imentado expencr en I sesidn de clase
anterior). Andrés dice que construyen los planes perpendiculares por ol punto medio do AT v BD, y
determinan la recta gue es interseccién de los dos plancs. La profesora comenta que ellos propusicron
cxactamente 1o mismo gue en gl plano, pero ahora en el cepacio: lo que son reetas se convierten, en ls
solucldn de Andrés, en planos, Paralrasea lo dicho por el estudiante v dice que, entonees, el plan que
el grupo de Vanessa propnso para el plano, sa puede pasar i un plan en el espacio, en donde, en lngar
de mediatrices, se busca planos.

Juste después del fragmento anterior, la profesora propuso ¢l Problems Awdliar 9.1, para ser
abordado on grupos v con el wso de Casnri 3D [07:20 € Pand]:

PA9.1: Para responder las signientes preguntas, deben usar genmetria dindmica Cabri
30 La farpn mo og solo responder las pregimtas sino también realizar nn reporte complato
en la que mcluvan para cada numeral la sipuente informacidn:

i}  El proceso de construecidn de los objetos involucrados on la situacion.

ii) Kl proceso de exploracion que llevd a cabe (por ejemplo, qué medidas Lomé, qué
arrastro -ohjeto o caja de eristal-, en qué se fijo cuando arrasted lal objelo -0 caja
de erlstal-, i redelinid algdn obleto, ete.).

ifi) Una conjetura que responda la pregunta del problema.

L

a) Dados dos puntos A y B o un pleno &, jcxisten puntos P y @ telgue P, &
@ y equidistan de A y BY 5 es el caso, represéntelos,
b)  Sed fracgy, - WQué relacion existe enire @ ¥ fp gy 7

¢) 1 Qué relacian existe entre Tos puntos del Bp gy V108 Duntos A y B?

¥ da-CcF

FE -
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a) (Cudntes mediatrices tiene un segmento?
b) (S egrupsn las medistrices pare formar une Agurs geamétrics espacial?
4. Hecho este proveso. (algo de lo reslizado To sorprendié verdaderamente (es decir,
no esperaba un resultado como ol arrejado loege de llevar & cabo todo ol procese)?
La profesore pravee 45 minutes aproximadamente para sbordar su solucion, Luego de gue los
vstudiantes entregan sus producciones, la profesora establece la sigulente definicién sin mediar
imteraccion emtre elle ¥ la clage [20:04, €. and):

D. El conjunto mediador de un segmento &g ol conjunto do puntos del espacio que

equidiszan de los exvremos del segmento.

Notacion: uqg

Al pues, pp=(X € E|XA = X8}
La profesora pregunta gue, con base en lo realizada en dicho wller, le indlquen qué condicidn lienen
esos puntos del conjunto mediador diferente a la explicitada en la deflinicion. Varios responden que
estdn en un plano; Andrés dice gue ese plano es perpendicular al plano por el punte medio, Pregunta
Tuego, sl todos los puntos de ese plano estén en el conjunto mediador; alguncs responden que si. Dice
entonees ln profesora que otra formar de decir lo anterior es que: pzg es igual 8, un plano perpendienlar
al AB por su punio medio. Dice que ello hay que demestrarlo. La profesors evoca la situacion ocurrida
er su momento con ls mediatriz, que es similar o la que ge tiene entre mancs: la mediatriz se define
como el conjunte de puatos que equidistan del plane y luego se mosied que diche conjunio es una
recly perpendicular al segments por su pundo medlo. Le sesion de clese lerming.
Loy objetos instanrados en la sesion de clese fuerom:

T. Segmento paralelo punto medio trifingulo Dado el A CBD, si ER | TD, E es

punto medio de TF. entonees K es punto medin ce B,

D. El conjunto mediador de un segmento es el conjunto de puntos del especio que
equidistan de los extremos del segmento.

Tarea Extraclase [1

En la sesion de clase 24, la profesora aborde la Tarea Extraclase 11, sin que elln prevismente bayn
bechy g revision de lse produccioness de los estudiantes, Eon un priner mowento sborda el ftem dos
de Ta tarea (006 C.Panll):

2. Un estudiante propane la signiente demostracién para el toorema:

fil corjunts de puntos que equidistan de 4 y B (Ugy ) es tqual af plano gue contiene lodos
las snediatrices del AB.

i Esré neted de acnerdn con ella? Txpligue su respuesta
Deamostracion:

Datos: pg el conjunto de todos los puntes que equidistan de A y B @ el plano gue
contime todas las mediatrices del A5

Asercidn: pog = a.

¥ da-IC

Lol

¥¥ 15~ Ip

Lo e o

£ Y SI~HP
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Lo dempstracion del teorema implica demostrar la igusldad entre dos conjuntos:
fey = @ P decir, se debe demostrer que @ © igg ¥ fap © 2

Se demostrard primers que ey < a.

Tipo de demostrocion: Dinecta

Asercidn Dalos y garantia
I Sea X tal que Xepgs Daido
2. XA=XB D. Conjunto Mediador (1)
3. Soa B ny P. Plano-Puntos (2)
4 Sea ln My T. Bdstencia de la mediatriz (2)
5. XeMag T. Mediatriz (2, 4)
6 MgrCa Carneterizacion de o (5)
XCa T, Comtenencia (5, #)

Se demostrard ahora que a C lizg

Tpo de demostreeiin: Direcen

Asercidn Datos y garantia
1. Bea X tal que Xen Dado
2, Sea F4uy P. Puntos - plano (2)
LX=3MNo D, Iolersecein de conjuntos (1, 2)
4 M=z, T. [xdstencia mediatriz (2)
b Mgp,=HNa T. interseecion de planes: Principio de sustitucidn (3)
6 XeM35, Transitividad (3, 4)
T.XA=XE D. Mediairiz (6)
8 Neyzw D. Conjunto mediador (7}

Como & € figg 7 Mgy © @ entonces flag = @ por D, Jgualdad de conjmmtos.

Ta profesora comenta que este teoreme surgio cel Problema Auxiliar 9.1 el cual habie sido propuesto
en la sesion de clase 22, Dice que esta es obra manera de caracterizer al conjunto mediedor edvirtiendo
shors que es un plano gue contiene todag las mediatrices del segmento dado. Se inicla el proceso de
carreecion de e demostacion que se proponda en eruneiado del ejercicio. La profesors aclera que o
nate casn hay que demmstrar dos inclusiones: o © pgp ¥ P T

Se indeia con la primers de ellas: g ©

Les progunla g varios gripos eobre cadn uno los pesos. De lgual [ormu, cusstions a olros grupos eobre
lae idess gue low primeros proporen. A continuacidn, se presentan sendas Tablas que exponen los
cembics de algunos de Jos pasos de Ja pruche de cada contenencin, Se destaca el autor respoctivo a
ceds complementacion, Vaole indicar gue la profesora iba corrigiende un documento de Ward que
proyectd en el televisor en donde tenfa las proebas en enesticn.

i Complemento Complemento Antor
Aszercion Diatos y garantia Kaecia B § et B
Sea X, Xepuzy, ¥ 4 .
T. Existencia Co 7
1, Bea Xtal qie Dada M punto medio i U i
Xeuyy mediador

de A B

€% VFArg-A-E

£ VFarg-A-P-

¥ VFArg- G-E

¥ VFArg- G-~

¥ VrAg-R-E

el
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2XA=X1D D. Conjunio Mediador (1)
8. Sen A4« P. Pluno-Puntos (2) P. Puntos-Planos (2) Varing

T. Existencia de la Sea la M-—= en T Existencia de ls
A S MAE  adian 2) R T ik
5 XeMyy  T. Mediatriz (2, 4) D. Medistriz (2, 4) Vacios
6. MizzCa Ceracterizacién do o (5)

Nocion primitive.

T.XCwm T, Contenencia (3, 6) Xew Pertenecer sy D, Profesora

Subconjunte (5, 6)

En relacién con el primer paso, la profesora dice que se debe tener clam lo sigiientes

* Sea significe que se estd seguro de que hay un objeto geométrico en ol conjunto.

= Suponer significa que considerames clerto que hay un slemento en el conjunto, pero es tan

solo una posibilided.

La profesora sugiere abordar |a segunda. inclusion: o © g

Se hace &l ndsmo ejerciclo que para la demostracitn de la contenencia anterior, In la tabla siguiente
se pone la complemencacidn respectiva. precisada en clase.

; y 4 Ci 1 Aut
Asereifn Datos y garantia Asercién Datos y g :' C r"l - £
@ plang que
coltiene las Dado
;"_:}ja X tal gue Dado mediatrices Profesora
Sea X sal gue T, Plano
Xea Infinitos Puntos
P. Puntos - plano
2.5
o8 fany (2)
. Se0Ch
1 X=fna !.ntamméfx de
conjuntos (1. 2)
T. Existencia
4. Mg

medietriz (2)

- Mypa=08Nn

T. interseccitn de
planos; Principio
de sustitueidn (3)

] o Transitividad o
6. XeM1py r_*m;‘;“'m"td‘id Principio do Varics
% sustitucién (3, 4)
7.XA=XE D. Mediatriz (6)
D. Conjunto
8. Xeuz5
SHAm mediador (7)

La profesora aclara que es importante saber queé es Io que se proves como dado, para realizar bien la
demostracidn, Pars que la demostracion ses vilida tenemos que desarrollar el caso en el que X no sea.
el punto medio AF, pues un punto con esta condicidn s estd en gy ¥ No estariamos demostrando

algo nyevn [20:05 C.Pan(].

ﬁ ¥ Firg

-

% VFMg-A-

T Vrarg-Q

¥ VFag- G-

'm b FAg- R
ol
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En relacion con el paso 5, lusgo de nna discusion entre varios (José Luis, Tatiana 1) la profesora
indicd que tocs determinat que e, &l plano determinado por les medistrices existe. Al respecto, Tatiena
1, Steven v Yesid sugieren pesos de 1 respective demostrecidn. Les idess centrales de 18 misma, las
cuales fueron verbalizedas, son las siguiontes: al emplear el T. Existencie mediairiz en cada ung de
los planos que contiene al segmento dado, existen infinitas mediatrices del segmento, Entonces por T.
Mediatriz se tiene gue cada una es perpendicular al segmento y conticnen sl punto medio. Por ende,
COMPArter: un punto por lo menos dos mediatrices; es decir se intersecen. Por el T. Kectas-plano se
tiene el plann @. Se tiene que 4l menos dos recias de o 2on perpendiculares a La:lﬁ por el mismo
punto. Entonces por el T. Fundamental de la Perpendicularidad, el plane @es perpendicular a la
;ﬁfuur el punto medio del segmenvo. Por tanto. se demostraria gue el plano acontiene a todas las
rectas perpendiculares a AB por el punto medi del segmento. Por o 'T. Mediatriz, diches rectas son
mediatrices del AB; e consecuencis, el plsao @ ey la unidn de las nwdissrices.

Log demids peses [ueron corregidos, pero no goneraron mayor discusion.

Hecha la demogtracion sugerida en el emmciado del problems de la tarea. la profesora adyierte que se
puede introducir 8 nuestro sistema tedrico el signiente teorema;

T. Plano mediador El plano mediador de 1m segmento es e plano perpendienlar al
segmantn por el punto medio.

La profesora propone retomar s soluciones dadas al Problema Principal 9 [08:00 C.Pan||:

PP9: Sean AB y TD dos segmentos congruentes. | fis posible determinar un punto E de
forna tal gue AABE 3 ACDE sean congrientes?

La Profcsora recuerda las propuestas: (i) tomar los scgmentos dados peralelos, (i) somar los dos
segmentos coplanares, pera no paralelos, En relacion con csta dltimes propuesta, ln profesora usa una
representacion grafica en el Lablero con la cual recuerda la constryccion respecliva consislente en
hacer las mediatrices de los olros dos segmenios formados por los exturemos de los segmentos dados
(ﬁ_\' oo, por ejempla), v determinar la interseccion de las mediairices. Esta interseecion es el punto
E buscado. Asi los tridngulos son congrientes por el T, LLL, Dice la profesora que esta propuesta [ue
la que el grupo de Andeds intentd levar al espacio, pero en lugar de usar medistrices se construyen
unos plancs. Progunts cémo hacer ls construceldn asociada s esc caso. Varloe responden gue para
constriir los segmentos congruentes se empled nna esfera. La profesora da la instruccion de que cada
grupo haga la respactiva construceidn en Cabrl 3D sugerida por el gripo de Andrés. Yesid hace la
construccidn proyeciando su pantalla en el Televisor. Esperificamente, construye los dos sczmentos
no eoplannres sipuiends las directrices del prupo eitads, este es, ulilivando la calers para construlr los
segmenlos congruentes 0o coplanares, Una yvex consuruidos los segmentos, oculia la esfora, Luego,
constriyve los planos mediadores de Aac ¥ BD, doterming, la tecta de intorseccion ¥ pone el punto B
en ¢lla, Construye los lados de los AABE y ACDE y toma sus medidas, Resnmiendo, la eonstruceitn
tiene las sipulentes condiciones: AB = €D. Sean AT, BD y Map Myp , £ punto, tal que E € Mgz N
Mz . Entonees AABE = ACDE.

la recta de interscccidn da lugar a todos los posibles trifingnlos congrucntes. Al arrastrar ol punto £
sobre la recta m, vemos que se cumple Ja congruencia de los midngulos. La profesora dice que el
argumento es similar al realizado para el ceso de los segmentos coplanares, esta ver wsando la
definicitn de planc mediador. Los objetos instairados luego del procesn descrito fiferon los slgidentes:

T. Conjunto Mediador El conjunto de puntes que equidistande 4 y B (tip) e igual
al plano unidn de todss las mediatrices,

T. Plano mediador El plano mediacor de up sepmento. s el plano perpendicular al
segmento por el punto medio,

gﬁ’ 'F—'Arg-tj E

% ts-HP

T tsiIP

¥ boi-cF % ¥ Arg- Aa

2% # Arg-Ad~Dir

¥E 18~E

2F 15-1p
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Anexo 4. Programa del curso

I. IDENTIFICACION
Geometria del Espacio (1444413) Semestre: 2017-1
Semestre en el plan de estudios: III Nuamero de créditos: 3
Intensidad ADD™ (semanal): 4 Intensidad TI™ (semanal): 5
Horario del espacio académico: martes y jueves )

Salén: B311
de 9all

Horario de atencion a estudiantes: Se precisa con ..

. Lugar de atencién: B306
los estudiantes

Prerrequisito(s): Geometria Plana

Nombre del profesor: Carmen Samper de Caicedo

Correo electrénico del profesor: csamper@pedagogica.edu.co/carmensamper@gmail.com
1I. PRESENTACION DEL ESPACIO ACADEMICO

El espacio académico Geometria del Espacio contintia el proceso formativo disciplinar del Area de
Geometria posterior al estudio de procesos de la geometria (visualizacién, exploracién, conjeturacion,
comunicacién con lenguaje formal, argumentacién en el marco de un sistema tedrico, etc.) y de
contenidos relativos a la geometria plana (relaciones entre puntos, rectas y planos, 4ngulos, congruencia
de tridngulos, etc.). En tal sentido, pretende repasar y afianzar los conceptos y teoremas relacionados
con las tematicas ya estudiadas, y apoyar al desarrollo de las habilidades necesarias para producir
demostraciones formales, esta vez en el marco de la geometria del espacio. En tal sentido, abordar
asuntos como la visualizacién en tres dimensiones (3D) y la exploracién con objetos virtuales que estan
en 3D (con la ayuda de software especializado), se convierte en uno de los ejes central del curso, dado

que ello cambia esquemas de pensamiento con relacion al contexto de la geometria plana.
De manera especifica, los propositos del espacio son:

1. Relacionar al estudiante con procesos matematicos, tales como: intuir, conjeturar, interpretar, crear,
disenar estrategias, ensayar - errar - corregir, explorar, razonar, generalizar; entre otras en el contexto
de la geometria del espacio.

2. Ampliar el sistema axiomdatico de la geometria euclidiana plana para incluir los elementos propios
de la geometria del espacio.

3. Consolidar el desempenio comprensivo de los estudiantes dentro de un sistema tedrico de la geometria,
afianzando la habilidad para hacer demostraciones formales por medio del planteamiento de ideas y
estrategias que involucran conceptos geométricos.

4. Comunicar correctamente, en el marco de una teoria especifica, argumentos que refuten, apoyen o
complementen ideas. Participar en el marco de una comunidad de practica cuya empresa es continuar
con el proceso de aprendizaje de la geometria plana e inicial el respectivo al de la geometria del

espacio. En esa comunidad, el trabajo cooperativo (en grupo) es fundamental —ver metodologia-

" ADD. Acompanamiento directo de docente (Decreto 0808 de abril 25 de 2002, Articulo 5.)
™ TT: Trabajo Independiente
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5. Usar adecuadamente el software de geometria dindmica Cabri 3D con el objetivo de solucionar

problemas de la geometria del espacio en correspondencia con una teoria especifica.

6. Experimentar una manera de gestionar una clase de geometria, alternativa a la tradicional —ver

III1.

metodologia-.

APRENDIZAJES ESPERADOS

Se espera que el estudiante durante el curso:

IV.

Establezca conjeturas respecto de propiedades o relaciones de la geometria del espacio.

Use representaciones graficas 3D como apoyo en la interpretacién de conceptos y relaciones
geométricas.

Valide proposiciones con argumentos formales que se cinan al sistema axiomatico de referencia.
Use con significado los conceptos, propiedades y relaciones geométricas, tanto de la geometria plana
como la del espacio, para justificar hechos geométricos. [Los anteriores propdsitos se corresponden
con la competencia basica del educador colombiano: Conocer y utilizar proceso y conceptos
fundamentales de las mateméticas]

Comunique correctamente, en el marco de una teoria especifica, argumentos que refuten, apoyen
o complementen ideas. [Se corresponde con la competencia bdsica del educador colombiano:
Comunicarse efectivamente de manera verbal y no verbal]

Usa adecuadamente un software de geometria dindmica con el objetivo de extraer elementos de
una situacién, resultado del dinamismo de las representaciones obtenidas en el software, como
recurso en la elaboracién de justificaciones. [Se corresponde con la competencia béasica del educador
colombiano: Usar de manera responsable los medios y tecnologias de la informacién y
comunicacién]

Desarrolle actitudes propias de un futuro profesor de matematicas (Puntualidad, responsabilidad
con las tareas asignadas, participacién y proposicién de actividades y soluciones a las mismas de

manera activa y auténoma, entre otras).
CONTENIDOS
Propiedades de Cuadrilateros

1.1. Cuadrilateros en un plano
1.2. Paralelismo de rectas

1.3.  Cuadrildteros especiales (paralelogramo, rectdngulo, rombo, trapecio, cometa)
Semejanza de tridngulos

2.1.  Proyeccion paralela
2.2.  Criterios de semejanza
2.3.  Teoremas fundamentales de la semejanza

Relacién de perpendicularidad y paralelismo en el espacio

3.1.  Definicién de perpendicularidad para rectas y planos
3.2.  Propiedades fundamentales de planos y rectas paralelos
3.3.  Angulos diedros

3.4.  Planos perpendiculares

3.5.  Teoremas asociados

3.6. Poliedros: tetraedro regular y cubo
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4 Circunferencia y esfera

4.1. Propiedades de las circunferencias y las esferas

4.2. Tangencia de planos y rectas a una esfera y circunferencia, respectivamente.
V. METODOLOGIA

El curso se desarrollard a través del didlogo participativo, en el que intervienen profesor-estudiante,
estudiante-estudiante, por el cual se busca la construccién colectiva de conceptos y relaciones y la
consolidacion de los procesos argumentativos propios de la estructuracién formal del sistema axioméatico
de la geometria euclidiana. También se realizaran talleres en forma grupal que permitan el acercamiento
a los resultados fundamentales de los temas estudiados y lleven a la comprensiéon y a la solucién de
problemas que involucren las tematicas del curso. Para el desarrollo de las actividades que buscan
favorecer la construccién del sistema teérico del curso se utiliza los softwares de geometria dindmica
Cabri II plus y Cabri 3D. Especificamente, el profesor tiene el papel de proponer problemas que propicien
la actividad demostrativa, y ser dinamizador de la discusién matematicas que tenga lugar con respecto
a la produccién de los estudiantes en cuanto a la solucién de los problemas. Por su parte, los estudiantes,
como se vislumbra de lo anterior, deben ser actores enérgicos de la clase pues de su produccién depende
el desarrollo de esta. Ellos deben solucionar un problema usando, por lo general, los softwares ya
precisados; presentar ante la clase su produccién; refutar o apoyar ideas que se aborden en el marco de
la presentacion; y con ello, participar en la construcciéon del cocimiento a institucionalizar. Esta
actividad permitira repasar y afianzar los conceptos y teoremas relacionados con las tematicas
estudiadas, y apoyar al desarrollo de las habilidades necesarias para producir demostraciones formales;
ademés describe perfectamente el Trabajo de acompanamiento directo del docente que se lleva a cabo

en las sesiones de clase.
Las actividades de trabajo independiente se centran en:

e Realizaciéon de trabajos en grupo (formados por dos o tres personas) a manera de tarea oficial
extraclase.

e Realizacién de las notas de clase. Las mismas consisten en el recuento que dé cuenta de lo ocurrido
en el transcurso de una clase. En las notas de clase se deben describir las actividades propuestas en
clase, y dar un recuento de las discusiones que estas ocasionaron y las respectivas conclusiones.
Ademés, deben contener un relato sobre el uso de la geometria dindmica en clase, y el listado de las
definiciones y hechos geométricos establecidos. Estas notas de clase se realizan por grupos; un grupo
es escogido para cada clase. El documento Notas de Clase se comparte a toda la clase mediante
sistemas de comunicacién virtuales como Dropbox o email.

e Realizacién auténoma de ciertas actividades cuyo registro no necesariamente se recoge por parte del

profesor
VI. EVALUACION

En este espacio académico se valorara la participacion y el compromiso del estudiante hacia el curso
por medio de la asistencia a las clases y acompafiamientos, mediante trabajos en grupo e individuales,
comprobaciones escritas, exposicion ante la clase de solucion de problemas. Se llevara a cabo una
evaluaciéon formativa y participativa, con miras a desarrollar competencia geométrica. La calificacién

final se obtiene de acuerdo con los siguientes porcentajes.
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Comprobaciones escritas y notas de clase 35 %
Tareas en grupo 20 %
Participacién, trabajo individual, trabajo en | 15 %
clase

Examen final 30 %

Nota: 1) El promedio de las calificaciones obtenidas en los documentos Notas de Clase, realizados a lo
largo del semestre, se convierte en una nota equivalente a un parcial, que se incluye con las deméas

calificaciones de parciales para obtener el 35% de la nota final.
2) Se tratara de hacer un parcial cada tres semanas.
VII. BIBLIOGRAFiA

MOISE, E (1964). Elementary Geometry from an advanced standpoint. Addison — Wesley Publishing
Company.

ALFONSO, H. (1997). Geometria Plana y del Espacio. Universidad Pedagégica Nacional.
BARNETT, R. (1991). Geometria. Mc Graw Hill.

CAMPOS, A. (1994). Axiomatica y Geometria desde Euclides hasta Hilbert y Bourbaki. Universidad
Nacional de Colombia.
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Anexo 5. Sistema Tedrico

Postulados
P. de Existencia Puntos, rectas y planos existen.
P. Conjunto de puntos Rectas y planos son conjuntos no vacios de puntos.
P. Dos Puntos — Recta Dados dos puntos diferentes existe una tnica recta que los contiene.

P. Recta — Reales Dada una recta m, se establece una correspondencia con R tal que:
i. A cada punto A en m le corresponde un tnico = € R.

ii. A cada x € R le corresponde un tnico punto A en m.

Nota: El ntimero z asignado al punto A se denotard como c¢(A) y se leerd coordenada de A.

P. de la Distancia Dados dos puntos A y B, existe un tnico € R con x > 0 tal que x = AB.
P. Llaneza del plano Dados dos puntos A y B diferentes en un plano « entonces 4B C a.

P. Tres Puntos — Plano Dados tres puntos A, B y C existe un plano que los contiene y si son no

colineales, entonces existe un tnico plano 3 que los contiene.
P. Plano — Tres Puntos Dado plano 5 entonces existen A, By C no colineales que pertenecen a (3.

P. Rayos — Reales Dada la OP en el plano a y los semiplanos §; y d, determinados por OP en a.
Se puede establecer una correspondencia entre los nimeros reales x entre 0 y 180 y los puntos A € 4,
de tal forma que:

i. A todo OA corresponde un unico ntmero .

ii. A todo ntimero z entre 0 y 180 corresponde un tnico OA.

iii. AlOP le corresponde x = 0.

iv. Al TQ opuesto al OP le corresponde x = 180.

Nota: El niimero z asignado a OA se representard como x =1, 5p.

P. Medida de angulo Dado LABC, existe un tnico € R, con 0 < x < 180 tal que m£LABC = x.
P. Adicién medida de angulo Si K € intZABC entonces mZABC = mZABK + mZKBC.
P. LAL Dados AABC y AMNO. Si ZA= /M, AB = MN y AC = MO entonces AABC = AMNO.

P. Paralelas Dada una recta [ y un punto C, C' ¢ [, sea m una recta paralela a [ talque C' € m, entonces

m es unica.

P. Paralelas Dada una recta [ y un punto C,C € [, sea m una recta paralela a [ talque C € m, entonces

m es Unica.
P. Espacio Dado un plano, existe un punto que no pertenece a él.

P. Interseccién de planos Si dos planos a y 8, talque @ N S # @, entonces la interseccién es por lo

menos dos puntos.
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Definiciones

D. Interestancia El punto B estd entre los puntos A y C siy solo si:
a) A,By C colienales.

b) AC = AB+ BC.
Notacién: A— B —C

Colinealidad A, B y C son colineales si y solo si existe una recta m tal que A, B,C € m.
Segmento AB= {A,B}U{X | A— X — B}.

. Rayo AB= ABU{X | A— B—X}.

. Punto medio M es punto medio de AB si y solo si: (i) AM = MB'y (ii) A— M — B.

. Segmentos congruentes AB = CB si y solo si AB = CB.

D
D
D
D
D. Rayo opuesto AC opuesto al AB si ysolosi C —A— B.
D
D. Semirrecta SemAB = AB — {A}.

D

. Semiplano Dada recta m y plano « tal que m C a, m determina en « dos conjuntos &, y J,
llamados semiplanos, tal que:
a) 6, Ndy=0.
b) §HNm=0.
c) mnNd,=0.
d) 4 UKUm=a.

D. Angulo ZABC = BA U BC donde A, B, C no colineales.

D. de Interior de dngulo intZABC = é45 N dge 4. Nota: 045 - es el semiplano determinado por

la AB en el cual estd el punto C.
D. Angulos congruentes ZABC = /MNO si y solo si mZABC = m/MNO.

D. Angulos par lineal ZABC y ZABD par lineal si y solo si
a) BC y BD son rayos opuestos y
b) A ¢ BD.

D. Angulos adyacentes ZABC y /DBC adyacentes si y solo si D € 5‘?0,~A'
D. Rectas perpendiculares AB | CD siy solo si ABNCD = {X} yZCXA recto
D. Tridngulo AABC= ABU BC U CA donde A, B, C no colineales.

D. Congruencia de tridngulos AABC = AMNO si y solo si LZA=/M, /B=/N,/C = /O,
AB = MN, BC = NO, y AC = MO

D. Mediatriz La mediatriz del AB, M o5 » es el conjunto de puntos del plano que equidistan de A y
B. M4 ={X| AX = XB,donde X, A, B coplanares, }.

D. Altura de un triangulo AK es altura del AABC si y solo si:
a) AK NBC = {K}.
b) AK 1L BC.

D. Recta paralela Dos rectas son paralelas si son coplanares y no se intersecan.
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. Circunferencia Todos los puntos de un plano que equidistan de un punto fijo en el mismo plano.
. Centro Punto fijo de la circunferencia.
. Radio Distancia constante entre el centro y un punto de la circunferencia.

. El espacio es el conjunto de todos los puntos.

O U O O OC

. cuadrilatero plegado Dados cuatro puntos no coplanares tales que cada punto es extremo de
exactamente dos segmentos. Entonces la union de los segmentos determinados por los cuatro puntos es

un cuadrilatero plegado.

D. Esfera Dado un punto P, un 7 € R, entonces el conjunto de puntos del espacio que equidista r
unidades en P se llama esfera. Notacién: ® P..

D. Recta perpendicular a un plano Una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a
todas las rectas del plano, que contienen al punto de interseccion de la recta y el plano.

D. El conjunto/plano mediador de un segmento es el conjunto de puntos del espacio que equidistan

de los extremos del segmento.

D. Rectas alabeadas. Dos rectas son alabeadas si no se intersecan y no son coplanares.
Teoremas

. Recta — Dos puntos Dada la recta m, existen puntos A y B en ella diferentes.

. Recta — Infinitos puntos Dada la recta m, existen infinitos puntos en ella diferentes.

. Punto entre Dados puntos A y B diferentes, existen un punto C tal que A — C — B.

. Punto al lado Dados puntos A y B diferentes existen un punto C tal que A — B—C.

H o8 83 8

. Recta — Rayo — Segmento
e Dado el AB, se tiene entonces el AB y viceversa.
e Dado el AB, se tiene entonces el ‘AB y viceversa.

e Dado el ZE, se tiene entonces el AB y viceversa.
T. Existencia rayo opuesto Dado el AB entonces existe el AD opuesto a él.

T. Existencia del punto medio Dados los puntos A y B diferentes existe un tinico punto C' tal que
C es punto medio del AB.

T. Localizacién de puntos Dado AB vy > 0. Existe un tnico punto D € AB tal que AD = z.

T. Punto — Infinitas rectas Dado un punto A en un plano [ entonces existen infinitas rectas en
que contienen al punto A.

T. Recta, punto — Plano Dada una recta y un punto que no pertenece a la recta, entonces existe un

unico plano que los contiene.

T. Dos Rectas — Plano Dadas dos rectas diferentes. Si las rectas se intersecan entonces existe un

unico plano que las contiene.

T. Interseccion de rectas Si dos rectas diferentes se intersecan, entonces su interseccién es un tinico

punto.
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T. Axioma de Pash Dados ¢;, J, semiplanos determinados por m en plano « y los puntos A, B,C €T.
Angulo coplanar Dado ZABC entonces existe un tinico plano « tal que ZABC C .

T. Construccién de angulos Dado AB y K ¢ AB,z €R (0 < x < 180) entonces existe un tnico AC
tal que C' € 645 5 ¥ mMLBAC = z.

T. Existencia perpendicular punto interior Dados recta [ y plano «, [ C « y un punto A €

entonces existe una tnica recta m en « tal que m L [ por A.

T. Existencia perpendicular punto externo Dados recta [ y plano o y un punto A ¢ [ entonces

existe una tnica recta m en « tal que m L [ por A.

T. Par lineal — Congruentes Si ZABC y ZABD par lineal con ZABC = ZABD entonces ZABC
y LABD rectos.

T. Mediatriz M5 es la recta perpendicular al AB por el punto medio.

. Existencia mediatriz Dado el AB existe una tnica M45.

. ALA Dados AABC y AMNO. Si /A= /M, AB= MN y /B = /N entonces AABC = AMNO.
. LLL Dados AABC y AMNO. Si AB = MN y BC =~ NO y AC = MO entonces AABC = AMNO.
. AAL Dados AABC y AMNO. Si ZA=~ /M, BC =~ NOvy ZB= /N entonces AABC = AMNO.

H o8 33 s

. Cateto — Hipotenusa Dados AABC y AMNO recténgulos con ZB y ZN rectos. Si AB = MN,
AC = OM entonces AABC = AMNO.

T. 180 Si AABC entonces mZA +mZB + mZC = 180.

T. Plano - infinitos puntos Dado plano «, existen infinitos puntos en él no colineales.
T. Existencia circunferencia Dado el plano «, entonces existe una circunferencia en él.
T. Circunferencia — Infinitos puntos Si ()P, entonces existen infinitos puntos en ella.

T. Punto entre dos puntos Dado un punto P en una recta m entonces existen dos puntos Y, Z tal
que Y —P—Z.

T. Angulo inscrito en semicircunferencia Un angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.

T. Puntos no coplanares Si cuatro puntos son no coplanares, entonces ningun trio de ellos son

colineales.
. Punto - infinitas rectas (¢) Dado un punto, hay infinitas rectas en el espacio que lo contienen.
. Existencia esfera Las esferas existen.

. Interseccion de planos Si dos planos se intersecan, la interseccion es una recta.

. Recta en plano Dada una recta existen infinitos planos que la contienen.

T

T

T

T. Punto en plano Dado un punto, existen infinitos planos que lo contienen.

T

T. Fundamental de la perpendicularidad Si una recta m interseca al plano « y m es perpendicular
a

dos rectas l; y [, contenidas en o, entonces m es perpendicular al plano.

T. Interestancia — equidistancia en el espacio Sean A, B, X,T puntos no coplanares tales que T
v X equidistan de A y B. Sea S un punto tal que X —S — T entonces S equidista de A y B.
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T. Recta-plano perpendicular punto interno Dada una recta y un punto en ella, existe un plano
perpendicular a la recta por ese punto.

T. Plano-recta perpendicular punto interno Dado un plano y un punto de este, existe una recta

perpendicular al plano por ese punto.

T. Recta-plano perpendicular punto externo Dado una recta y un punto externo a ella, existe un
plano perpendicular a la recta que contiene el punto dado

T. Plano-recta perpendicular punto externo Dado un plano y un punto externo a él, existe una

recta perpendicular al plano que contiene al punto dado.

T. Plano mediador: el conjunto de puntos que equidistan de Ay B (uzp) es igual al plano que
contiene todas las mediatrices del AB

T. Existencia conjunto/plano mediador: Dado un segmento existe el plano mediador de este.

T. Perpendiculares a plano - paralelas. Si dos rectas son perpendiculares a un plano, entonces son

paralelas.
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