

































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































6.2. Calculo de limites de funciones
en el infinito

Limites de funciones polinémicas

Las funciones polindmicas tienden a e cuando x — +o0 0 x — —eo, El signo
debe determinarse en cada caso:

Por ejemplo, para calcular el limite de la funcién —3x° — x* + 4x —1, dado
que el término de grado mdximo es el que determina la tendencia de la fun-
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6.3. Limites laterales de una funcion
en un punto

A continuacién, vamos a establecer los limites laterales de una serie de
funciones en determinados puntos:

H

® Lafigura 9.11 es la representacién grafica de la funcion f(x) = x* — 1.

Si x tiende a +oo, la funcién crece indefinidamente, lo cual se expresa
escribiendo:

lim (xX*—1)= +o

X— too

Lo mismo sucede si se estudia el comportamiento de la funcién si x — —oo.
Pero, jc6mo se comporta la funcién cuando x se aproxima a un valor con-
creto, por ejemplo a 37 Se puede realizar la aproximacién tomando valo-
res cercanos a 3 tanto por la derecha como por la izquierda, es decir, para
x> 3 y para x < 3.

En cualquier caso, las imdgenes conforman una sucesién cuyo limite es 8:

X 2,90 2,95 2,99 3 3,01 3,05 3,10
fx) 74 7,7025 7,94 8 8,0601 8,3025 8,61

Como se observa en la tabla, los valores leidos de izquierda a derecha
hacia x =3 y los leidos de derecha a izquierda hacia x = 3, convergen en el
valor 8. Por eso se escribe lim (x* — 1) = 8. Ademds, f(3)=8.

x—3

g (figura 9.12).
X2

= Consideremos ahora la funcién f(x) =

Y A

FiGura 9.12. / 4

Es una funcién definida en R — {2}. Por tanto, se puede escribir:

2
4, Ax+2) (x—2
f(x) = =( ) ( )=x+25ix¢2
X 2 x— 2
Su representacién grafica coincide con la de la recta y = x + 2, pero con
un hueco, el correspondiente a f(2), que no existe.

Del mismo modo que en el ejemplo anterior, es posible realizar una
aproximacion al punto x =2 y observar cémo se comportan las imdgenes
por f:

X 1,95 1,99 1,999 3 4 2,001 2,01 2,05
fx) 3,95 3,99 3,999 e 4,001 4,01 4,05
Si nos aproximamos a x = 2 tomando valores cada vez mds cercanos a 2

por la izquierda, el limite de las imdgenes es 4, igual que si lo hacemos por
la derecha. Por tanto, se escribe:

]
X —

lim ;=lim(x+2)=4

x—>2 xX— x—2
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6.4. Limite de una funcién en un punto

Es importante definir la relacién que existe entre el limite de una funcién,

f(x), en un punto a, lim f(x), y los limites laterales:

X—a

Si existen los dos limites laterales de una funcién en g, son finitos y coinciden;
entonces existe también el limite de la funcién cuando x tiende a a. Si no es asi, la

funcién no tiene limite en x = a.

Observa en la figura 9.21 que la funcién no tiene por qué estar definida
en a para que exista su limite. Es mds, puede tener un valor diferente al

lim f(x).
x—a

Es posible que la funcién tienda a infinito cuando x tiende a a: si los dos
[imites laterales tienen el mismo signo (figura 9.22.a), el limite es infinito
con el signo que corresponda, mientras que si los limites laterales son infini-
tos con distinto signo, el limite es infinito sin signo (figura 9.22.h).

Se dice que un numero real, L, es el limite de una funcién en el punto a si, al tomar
valores de x cada vez mas préximos a a, sus imagenes correspondientes, f(x), estan

también mas proximas a L (figura 9.23).
Intuitivamente, esto significa que si |x ) | — 0, entonces | fix) —L } — 0.

Siuna funcidn tiene limite en un punto, este es Unico.

vA
///v [P
i
8 BRI {
\\ /!
N\ /!
\\ / i
0 R - } i
I a X

Ficura 9.23.

Vamos a determinar a continuacién el Ifmite de una serie de funciones en
varios puntos. Para ello, no partiremos de sus gréficas, sino que de la determi-
nacién de la existencia de limite en un punto deduciremos cémo es su gréfica.
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ANEXO 2:

TRANSCRIPCION DE LAS SESIONES
DE CLASE
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TRANSCRIPCION DE LAS CLASES SOBRE LIMITES

- Curso: 1° de Bachillerato-LOGSE.
- Clase de 17 alumnos/as.

- Entorno: pupitres individuales, colocados dos a dos y situados frente a la pizarra.

PRIMERA SESION

Unidad de analisis 1: Idea intuitiva de limite en el infinito.

La clase comienza con la revision de 4 graficas de funciones en las que se pedia

el limite de la funcion representada cuando x tiende a infinito (limites en el infinito).

1. Profesor: ; Tenéis hechos los limites de las 4 funciones de las grdficas (f, g, h, i)?
2. Profesor: [Usando tizas blanca y roja mate, las dibuja en la pizarra]. ;Estas son?, jos
suena la 2?

3. Alumnos: Si, los tenemos.

—

B NP

f h g i

4. Profesor: [Toma y observa la libreta de una alumna].

5. Profesor: ;Como puede determinarse?

6. Profesor: ;Cuanto vale para el caso f?

[Va senalando las diversas graficas en la pizarra, haciendo ver la “tendencia’]
7. Alumna (Yurena): Segun la tendencia.

8. Alumna (Yurena): Vale +coy se expresa: lim f(x) = +oo

9. Profesor: [Se centra en la grafica f y explica el comportamiento de la grafica para x
tendiendo a mas infinito y menos infinito]: Cuando la grdfica va para infinito, se

hace mayor la y..., ;jcuanto? indefinidamente.
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Yel lim f(x) =—c, jqué valores puede tomar la x en este caso?, ;0,-1? [Se dirige a

un alumno].
10. Alumnos: [El alumno interrogado no contesta y dice que no lo sabe].

11. Alumnos: [Otro alumno]: pues —5000, menos lo que se quiera...

12. Profesor: Chiquitin, dime el lim g(x).

13. Alumnos: [El alumno no contesta].

14. Alumnos: Otros alumnos dicen: ;2/

15. Profesor: Dime la monotonia.

16. Alumno: Creciente.

17. Profesor: Pero, ;crece siempre?

18. Alumno: Si, porque hay infinitos numeros decimales. Desde luego, no crece igual
que la f.

19. Profesor: ;Y lim g(x) ?

20. Alumnos: ;-2!

21. Profesor: ;Como lo interpretas Antonio?

22. Alumnos: [ Antonio no contesta, pero una alumna]: la funcion toma valores menores
que —2.

23. Alumnos: Es la x la que interesa.

24. Profesor: Toma valores muy grandes, pero en valor absoluto, aunque con signo
menos. ;jComo son estas rectas? [Senala las asintotas]. Se denominan asintotas
horizontales.

[Define lo que es una asintota horizontal con la expresion analitica]:

Y = k es una asintota horizontal < lim f(x) =k

X — *oo

“La recta se va a pegar a la funcion”.

Ahora si que si es mas infinito o menos infinito, intervienen las semirrectas. Por

ejemplo:
k
lim f(x) =k —
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25.

26.
27.

Profesor (respecto a la grafica h). Veamos, Isabel, ;jcual es el limite cuando x
tiende a mas infinito de h(x)?

Alumna: [Isabel responde 0, pero no lo explica].

Profesor: [El profesor lo aclara y heuristicamente llega a 0]. Y pregunta ;qué

ocurre con la otra rama? (es decir limite cuando x tiende a menos infinito de h(x)).

28. Alumna: [Responde M* José que es 0]. Va pegdandose al eje X.

29. Profesor: Hay una asintota horizontal en y=0.

30. Profesor: Con h si podemos aplicar que el limite cuando x tiende a infinito de h(x)
es igual a k.

31. Profesor: Ya vimos que infinito no es un numero, pero cuando me acerco a él tengo
que especificar si es por la derecha o por la izquierda.

32. Profesor (respecto a la grafica i(x)). /Y con esta grdfica, Lucia, ...? ;Maria?

33. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a mas infinito es mas

infinito].

34. Profesor: [Senala la parte de la izquierda de la grafical: ;qué pasa aqui?

35. Alumna: [Maria responde que el limite cuando x tiende a menos infinito de i es
menos infinito].

36. Profesor: ;; Votos a favor!! (3 o 4 votos). ;;jVotos en contra!! (Todos los demas).

37. Alumna: [Maria rectifica y dice mas infinito].

38. Profesor: Podemos intuir lo que es una asintota. ; Podemos intuir una funcion para
la pardbola? [El profesor escribe y = x* + ¢].

39. Alumna: X’ £50x.

40. Profesor: Pasa por el origen y es contradictorio.

41. Alumna: [La alumna rectifica y dice y=x2+k].

42. Profesor: El patrén nuestro es f(x) = x° con el V (0,0). [Heuristicamente el profesor

los conduce a y = x> —2].

Unidad de analisis 2: Limites cuando x - a (finito).

43.
44.
45.
46.

Profesor: ;Qué pasard si quiero calcular limite cuando x tiende a 5 de x*-2?
Alumna: Sustituyo x por 5.
Alumno: Se dan valores mayores que 5 o menores que 5.

Profesor: ;No cercanos? ;Cudl es el numero real que hay antes del 5?

47. Alumnos: [Algunos dicen 4’1, 4°9,...].
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48. Alumnos: [Otros alumnos dicen que no se sabe].

49. Profesor: ;Donde van a parar las imdgenes?

50. Alumno: Cerca de 23, que es la imagen del 5. [ Antes ha habido fallos y por ensayo
y error llegan a la verdad].

51. Profesor: Luego limite cuando x tiende a 5 de x°-2 es igual a 23. Cuando me acerco

a 5, las imagenes se acercan a 23. Pero esto no siempre ocurre.

_

Imaginaros:

52. Profesor: ;Dominio de f? [El mismo contesta que es [J — {3}].

53. Profesor: ;Y f(3)? No caigdis en la trampa de decir 5, porque no esta en el dominio
vy no puede haber imagen. Pero no nos preocupa f(3), pero si el acercarme a 3 lo
mas que pueda y antes del 3.

54. Profesor: Ojo, ;donde estan las imagenes? No tengo ahora formula.

55. Alumnos: Cerca del 5.

56. Profesor: ;Y si ahora me acerco a 3 por la derecha, donde estan sus imdgenes?

57. Alumnos: Por encima del 5.

58. Profesor: [Analiza lo dicho hasta ahora. Tiza amarilla]. Si podemos decir limite

cuando x tiende a tres de f(x).

59. Alumnos: Pero si no existe f(3).

60. Alumno (Jaime): Pero la asintota tampoco lo toca.

61. Profesor: Luego es curioso pero lirr31 f(x) =5. No esta definida en 3 pero si existe

su limite. Ahora existe ese limite sin tener la expresion analitica y sin tener f(3).
62. Profesor: [Los conduce heuristicamente a los limites laterales, con lo cual llegamos

a una nueva unidad de analisis].

Unidad de analisis 3: Limites laterales.
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63. Profesor: Limite cuando x tiende a 3 por la izquierda y aclara la expresion de 3 por
la izquierda, sera igual a 5. Y limite cuando x tiende a 3 por la derecha sera igual a
5.
[Aclara los valores cercanos a 3].

Pues bien, cuando existen los limites laterales y los dos coinciden, se escribe
lim f(x) = lim f(x) = lin31f(x) =5
x-3" x-3" X -

64. Profesor: Situacion que se nos puede presentar:

3 )/ f
C

4

65. Profesor: No fodas las funciones son parabolitas. Lo primero que interesa es ver si

el Dom (f) = R.

66. Alumnos: [Algunos caen en los valores 1 y 3, dudan, hasta que admiten que el Dom

(f) es R].

67. Profesor: ;Y la imagen de 07, vale 1.

68. Profesor: Ahora vamos a investigar lin(} f(x).

69. Alumnos: Hay que ver a la derecha y a la izquierda.

70. Profesor: Eso hay que verlo, esta funcion tiene dos comportamientos, derecha e

izquierda, luego es necesario calcular: lim f(x) y lim f(x).
x-0" x-0*

71. Alumno (Francisco Jos¢€): Por la izquierda es menos infinito.
72. Alumno: [Otro alumno dice que es 1].

73. Profesor: Votos a favor. Nada. Ahora 3, ahora 4.

74. Alumno (Julio): Es menos infinito.

75. Profesor: Estamos en 0.

76. Alumno (Julio): jAh!, es 1.

77. Profesor: Votos en contra de 1. Ninguno. [Aclara]. Si tomo valores cerca de 0 por
la izquierda, las imagenes se me pegan a 1.

78. Profesor: ;Y limite cuando x tiende a 0 por la derecha?

79. Alumno (Emilio): [Duda algo]. Es 3. Se acercan a 3, pero no llega a tocarlo.
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80. Profesor: ;Y cudnto me acerco? jTodo lo que quiera!

81. Alumno: [Duday dice 1. El profesor lo saca a la pizarra].

82. Profesor: [Pone un valor de x. Pero, aunque el profesor intenta aclarar, el 1 sigue

siendo una barrera para este alumno].

83. Profesor: Fijaos, estd definida en 0, pero los limites laterales existen, pero son
distintos. El limite cuando x tiende a cero por la izquierda de f(x) es 1. El limite
cuando x tiende a cero por la derecha de f(x) es 3. ;Cual es el limite cuando x
tiende a 0 de f(x)?

84. Alumnos: No se puede saber. No hay. Pero, si tiene dos. [Distintas intervenciones].

85. Profesor: Antes vimos que existian los limites laterales para x tendiendo a 3 de f(x)
yeran 5. Aclaro que, ahora, no existe el limite cuando x tiende a 0 de f(x).

86. Profesor: Distinguiremos el valor de la funcion y el valor del limite. [Pone un

nuevo ejemplo grafico]:

"

7
-

¢/ Qué pasa ahora? ;Y el Dom (f)?

87. Alumnos: Es R menos el 0.

88. Profesor: ;Y el limite? No cambia. Luego, corroboramos la idea de que el valor de
la funcion en el punto puede no influir en el limite.

89. Alumno. ;Y si fuera la grdfica:
3

P!
7 ?

90. Profesor: M“ Lucia, ;jcuanto vale f(0)?

91. Alumna (M* Lucia): No tiene imagen.

92. Profesor: ;Por qué?
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93. Alumna (M* Lucia): Porque el Dominio llega hasta el 0.

94. Profesor: Luego, no existe lim f(x). No hay nada. ;Y a la izquierda hay limite?
x-0"

95. Alumnos: Es 1.
96. Alumno: Pues, yo creo que es 3 porque el 3 entra y el 1 no entra en el rango.

97. Profesor: [Aclara otra vez]. Miraos el apartado 6.3.
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SEGUNDA SESION
Unidad de analisis 1: Se continua con lo ultimo del dia anterior.

1. Profesor: ;Qué tal lo de ayer? ;Se va viendo como intuitivamente funcionan los
limites? Hoy toca cdlculo. Hay dos puntos de vista: con grdfica, sin tener la funcion

(la forma analitica es la funcion), y otra teniendo la funcion.

Unidad de analisis 2: Limites de funciones en el infinito.

2. Profesor: Vimos los apartados 6.1 y 6.3 juntos, pero hoy vemos el 6.2.
Comenzaremos por x tendiendo a =*oo, y después lo haremos en un punto.
JRecordais como hicimos el dominio? ;Como clasificamos el dominio?

3. Alumnos. Segun el tipo de funcion.

4. Profesor: Porque cada funcion tiene una forma y condiciona el calculo del limite.

Unidad de analisis 3: Funciones polindmicas.

5. Profesor: Un riesgo, el infinito no es un numero, pero en algunos casos lo
trataremos como un numero: ya que o+3=oc; 2-oco=-c0. [Lo dice
verbalmente]. Jugaremos con esa idea, pero que no es un numero, porque, por
ejemplo, 2.0 =00 y 0’ =00 Es una ampliacion de R un poco extraiia.

6. Profesor: |ymp(x) = ]ym(monomio de mayor grado). Quien manda es el monomio

X — too X - too
de mayor grado.

7. Profesor: Sea f(x) = x"+3894. X’ . Manda el cuatro por muy grande que sea el 3894.

Trabajamos con resultados intuitivos. ;Qué ocurre? lim (x* +3894x”) = lim x*

X — oo X — oo
Fijaos que utilizo el infinito como si fuera un numero. ;Cuanto dara?

8. Alumnos: +oo .

9. Profesor: Pero fijaos que lim (x* +3894x”) = lim x*. El signo menos juega con la
potencia, por lo que infinito es como si fuera un numero, jqué da?

10. Alumnos: +o .

11. Profesor : Luego, lim (x* +3894x") = lim x* = +co.

X - —00
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12.
13.

14.
15.

16.
17.

Alumno: Si no hay signo en infinito, ;cudl es, el de mayor potencia?

Profesor: Si, jugamos con los términos y con los signos. Si tengo:

lim (2x° +7x +4) = lim (2x°), ;Podéis interpretar lo que vale?

X — oo

Alumna: +co.

Profesor: ;Qué ocurre lim (2x° +7x+4) = lim (2x’) = —o0 ?

o gy
Alumno: Pues que dara menos infinito.

Profesor: Se intuye, jverdad? ;Qué ocurre si fuera —=2x°? Que el juego de signos
actua y seria mas infinito. Por esto la gente utiliza el infinito como si fuera un

numero.

Unidad de analisis 4: Funciones racionales f(x) = p(x)/q(x), cociente de polinomios.

18.

19.
20.
21.
22.

23.
24.

25.

Profesor: Ponemos tres ejemplos que seran el punto de partida:

2 4 2 4 2 4
o) lim 2% ) fim 2O i 2O
xoto x” —x+1] xoto 3T —x+2 xomo x =5

Profesor: ;Con qué he jugado con estos ejemplos? ;Qué observdis?
Alumnos: Responden mal, hay confusion.
Alumno. El grado.
Profesor: Hay como tres posibilidades:
» grado (numerador) > grado (denominador)
» grado (numerador) = grado (denominador)
» grado (numerador) < grado (denominador)
Alumno. ;Por qué insiste en estas tres posibilidades?
Profesor: Porque ‘“mandan” los grados de los polinomios. Y, ademas, sigue
mandado el monomio de mayor grado. Pero hay un problema: llegamos a una cosa

T oo ., i .
extraiia (escribe con rojo mate) —— no es una operacion. Lo logico es decir I,
+ oo

pero no. [Los alumnos se rien]. Es algo de lo que no sabemos el resultado. Cada
vez me puede salir una cosa distinta. Se llama una indeterminacion. No estd
determinado lo que vale.

Profesor: Para que vedis la diferencia entre la indeterminacion y otros casos:
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+ 00 + 00 . too , .
—5=+00 y —5=—00, es decir, —— =00 (segun el signo de n), luego es un
+ - n

resultado fijo.

26. Profesor: Vamos a demostrar que en los tres ejemplos a, b y c¢ habra una

zndetermmaczon. A ver si me intuis esta operacion: ——.
+ oo

27. Alumnos: Mas infinito.

28. Profesor: Mal.

29. Alumno: Se acerca a cero por la parte positiva.

30. Profesor: Esto no es un numero, solo sale en el limite.
31. Alumnos: Cero.

32. Profesor: ;2/1000, 2/88000000,..., qué les ocurre?
33. Alumnos: Se acercan a cero.

18 1000000 _

34. Profesor: [Insiste]. Infinitamente cerca de 0, y escribe e =0y N 0
(00] (0]

35. Alumno: ;Con n dividido entre menos infinito también sera cero?

36. Profesor: Votos a favor.

37. Alumnos: [Todos menos Yurena, que no lo entiende].

38. Profesor: ;Tu no te acercas todo lo que quieras a 0? [El profesor utiliza la tabla de

valores de modo verbal].

+ oo
39. Profesor: Vuelve sobre el cociente e Es muy cachondo, cada caso sale distinto.
+ o0

Del resultado no sé nada, siempre mandan los monomios de mayor grado.
Unidad de analisis 5: Solucion del apartado a).

o2t 2
40. Profesor: Siempre mandan los monomios de mayor grado. lim * —limZ=0

X — +o0 x x—»+oox

[0 lo dicen los alumnos].

41. Profesor: Esta propiedad se puede generalizar, cuando gr(denominador) es mayor
que gr(numerador), el limite es igual a 0.

42. Alumno: ;Puedo poner directamente 0?

43. Profesor: Claro que si.
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Unidad de analisis 6: Solucion del apartado b).

2
2x2 = lim 2 =§ [El resultado lo dicen los alumnos].

X — +oo 3

44. Profesor: lim

Xt 3y

45. Profesor: Regla de aplicacion del caso b: si gr(num)=gr(den), el limite es el
cociente de los coeficientes...

46. Profesor: ;Qué coeficientes, como se llamaban?

47. Alumnos: No lo saben.

48. Profesor: ;Es que nadie se acuerda? Prin ci pa les.

Unidad de analisis 7: Solucion del apartado c).

49. Profesor: ;Intuis lo que ocurre?

50. Alumnos: Si.

2

51. Profesor: [Escribe]. lim = lim 2x, por tanto...

X — +oo X — +oo
X

52. Alumnos: Mas infinito.
53. Profesor: Generalizacion, cuando gr(num)>gr(den), entonces es * oo . Sera mas o
menos, segun el signo del coeficiente principal de los polinomios del numerador y

denominador. [Poco claro para los alumnos].

- 3x’ +7x : A L
54. Profesor: [Escribe lim ﬁ] ;Qué es, mas infinito, menos infinito, o
xo=0 =2 x% + 5y +

cero?
[Polémica fuerte].

55. Profesor: Debido a que al dividir los coeficientes de mayor grado queda al final el
2x en el caso c), y el coeficiente del denominador era 1, éste no se tuvo en cuenta y
por eso dio mas infinito, pero, ;jy en este nuevo caso?

56. Alumna (Yurena): Mas infinito.

57. Profesor: ;Y si hubiera sido el numerador de segundo grado y el denominador de
tercero?

58. Alumno (Julio): Seria cero.

Unidad de analisis 8: Funciones Irracionales.
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59. Profesor: Que tanto nos gustan y tiene una raiz muy graciosa. En principio no
deben ofrecer ninguna complicacion, porque tienen un comportamiento como hasta

ahora. Lo unico es que a veces se presentan ocasiones en las que el limite no tiene

sentido, sobre todo con los indices pares de las raices. Por ejemplo, f(x)= Ji+x.
¢ Cual es su dominio?

60. Alumnos: [Ninguno lo sabe excepto M* Lucia, que dice]: intervalo desde —1 hasta
infinito.

61. Profesor: ;El -1 entra?

62. Alumna: Si, en general.

63. Profesor: Hay que cuidar mucho estos casos, porque lim «'1+ x =+oo. Es facil ver

X — too

que es infinito, pero imaginaros lim «1+x. Como véis no existe. Le daré un

pescozon al que me haga la pregunta, ;por qué? Porque no hay funcion. ;Cudal es

la imagen de —5? No existe. [El profesor tacha el limite anterior].

Unidad de analisis 9: Tipos de indeterminaciones con raices.

64. Profesor: /maginaros lim (V/1+x —\/;). Yo hago los limites de la primera y

X — too

segunda raiz y los resto. Si fuera 8§ — 5 = 3, pero aqui es mas infinito en los dos
casos: luego (+00) - (+00). ¢ Qué operacion surge?

65. Profesor: (+c0)—(+c0) INDETERMINACION (en rojo fuerte). [Como la gente se
queda extrafiada, dice ahora]: ojo, /¥ (—00) + (+00) ?

66. Alumnos: Indeterminacion.

67. Profesor: Estas indeterminaciones lo son porque no sabemos lo que valen estas
expresiones.

68. Profesor: Pensad que mas infinito y menos infinito no son numeros, luego no tiene
por qué dar 0. En estos casos vamos a recordar una de las técnicas que ya

tenemos: al racionalizar ;qué se hacia?

69. Alumnos: Multiplicar por el conjugado del denominador.

70. Profesor: Luego lim (\/m -Jx )(\/m +/x )
X - +00 \/m + \/;
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71. Alumnos: [Algunos dicen que hay que simplificar, con lo que se volveria a lo

mismo].

72. Profesor: ;Por qué lo hago? Para poder operar. ;Qué operacion puedo hacer?
Mas por menos.

73. Alumno: 1+x-x.

74. Profesor: [Aclara y los alumnos ven que el numerador es 1].

75. Profesor: Para manana perseverdis sobre lo que vale lim . Ahora una

1
st ]+ x +4/x

invitacion: pagina 222, el 14 y el 15. Pagina 225, el 17. Solamente. [Cada ejercicio
tiene muchos apartados y al darse cuenta los alumnos se produce una cierta

algarabia].
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TERCERA SESION

Unidad de analisis 1: Limite de una funcion continua en un punto

0. Profesor: Hasta ahora hemos visto el limite en el infinito, lo que nos ha llevado a
una idea agradable de asintotas.

1. Profesor: Hoy vemos el limite en un punto. Dada y= f(x) hay que hallar lim f(x).

2. Profesor: Veremos una idea intuitiva, a ver grdficamente en qué deriva. Un

/TN
\//

A BN
‘/ \a/

3. Profesor: El valor es...
4. Alumnos: f(a)

esquema.

5. Profesor: ;Qué ocurre con una serie de valores muy proximos tanto a la derecha
como a la izquierda? Las imagenes, ;qué pasa con ellas?

6. Alumnos: Se acercan a f(a).

7. Profesor: [Da valores separados por una centésima, una milésima... y dice]: Las
imdgenes estaran tan cerca de f(a) como yo quiera.

8. Profesor: ;Cudl es la diferencia de los valores con a?

9. Alumno (Luis): Infinitamente pequeria.

10. Profesor: Una forma de decir “estar muy cerca’ es ésa: x-a —» 0 implica f(x)-L...

11. Alumnos: [Dudan en lo que les pasa a las imagenes. No lo ven. Dicen f(a), uno sélo
dice 0].

12. Profesor: Si tomo valores de x tan cerca de a como yo quiera, las imagenes estaran
tan cerca de f(a) como yo quiera, pero pueden estar antes o después.

13. Profesor: Si x es mas pequeiio que a, x-a serda negativa. Pero si tomo valor

absoluto:
|x—a| -0 = |f(x)—L| - 0. Ya da igual.

14. Profesor: El limite de f(x) es un valor L, cuando se verifica: en un entorno de a con
todos los valores de x de ese entorno, ;qué les pasa a sus imdgenes? Pues que f(x)

estara en un entorno de L.
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Unidad de analisis 2: Ejemplo del calculo del limite de una funcion continua

2x+4

15. Profesor: ;Como se plasma en el calculo f(x)=— "
x- +

?, que es lo suficientemente

complicada como para no intuir la grdfica.
16. Profesor: Por cierto, ;jcual es el dominio?
17. Alumna: R, porque el denominador no puede hacerse 0.

2x +4

18. Profesor: Imaginaos que me dicen lim— o
+

x-2 X

19. Profesor: ;Como empezarias instruyendo ese limite?

20. Alumna: Sustituyo el 2 en la funcion.... bueno yo me entiendo.

21. Profesor: Esta funcion, ;jtiene algun problema en el 2? No, luego puedo visualizar
lo que ocurre en un entorno del 2. Saco con una foto donde es igual a 2, ahi esta
claro que hay un valor clave, f (2).

22. Profesor: Pero, jvosotros creéis que los valores muy proximos a 2 se pegaran a
alguien?

23. Alumna: A la imagen del 2. Explica, por ejemplo, 1'9999, 2'00001, sus imdgenes se
acercaran y estaran lo mas proximas posibles a f (2).

24. Profesor: Luego todo se reduce a calcular las imdgenes. El limite serd 8/5 y no hay

mads que hacer.

Unidad de analisis 3: Limites en funciones no continuas.

25. Profesor: Ahora bien, hay situaciones que no controlamos por este método.

JRecordais las asintotas horizontales? Ahora vamos a introducir las verticales:

x=2
26. Profesor: Vamos a plasmar esta idea. Si quiero calcular el limite cuando x tiende a

2, la f(x) se comporta de forma distinta por la derecha que a la izquierda.
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27.

28.

29.
30.

31

33.

Profesor: Luego, lim f(x) =+ y lim f(x) = —co.
x-2" x-2"

Profesor: ;Qué ocurre? Con valores todo lo cercanos a 2 como yo quiera, las
imdgenes se van...
Alumnos: A mas infinito en el primer caso.

Profesor: ;Y por la derecha?

. Alumnos: Las imdgenes se van a menos infinito.

32.

Profesor: Esta es la idea de asintota vertical. Podemos dar una definicion: "la

recta x=a es asintota vertical de y = f(x) sii lim f(x) =% y esto es valido

también para limites laterales, porque en muchos casos todo lo tendremos que
reducir a los limites laterales.

Profesor: Vamos a hacer una sintesis con las asintotas:

Horizontales: x tiende a infinito, f(x) tiende a un numero real.

Verticales: x tiende a un numero real; f(x) tiende a infinito. Como veis es al

contrario.

Unidad de analisis 4: Asintotas con la expresion analitica de f(x)

34.

35.
36.

37.

Profesor: ;Qué ocurre cuando no tenga la imagen grdfica, sino las formulas?
Vamos a entender una indeterminacion nueva.

Profesor: INDETERMINACION: k/0. [Lo escribe en azul].

Profesor: De ésta sabemos que solo admite dos posibilidades: mas infinito, menos
infinito. El trabajo de la determinacion estd acotado. Vamos a poner un ejemplo

+ +
2x+3 . de la cual vamos a calcular: lirrll 2x 13
X - x-1 x =

agradable: f(x)= . En un

principio, puedo tener la osadia de sustituir, y jqué ocurre? 5/0, pero el 1 no estda
en el dominio, luego me confirma que esto vale mas o menos infinito, con lo que

tengo una asintota vertical.

, . . 2x+3
Profesor: Por tanto, tengo que desdoblar en limites laterales: lim "
x-1" x—
. 2x+3 , . o ,
lim T ¢ Cuanto vale x tendiendo a 1 por la izquierda? Tomemos un numero
x-1" x —
cercano.

38. Alumna: Uno negativo.
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39.
40.
41.
42.
43.

44,

45.
46.

47.

48.

49.
50.

Alumno: No, 0'9.

Profesor: Sustituimos, ;qué signos?

Alumnos: Numerador positivo y denominador negativo.
Profesor: Luego, jel cociente?

Alumnos: Negativo.

+
Profesor: lim 2x+3
-1 x—1

es...

Alumnos: Menos infinito.
Profesor: Tened cuidado con esta idea. Son valores en un entorno cercano, porque
si nos separamos caemos en el error. Hay que acercarse al entorno, ahi es donde se

ve el efecto de mds y menos infinito, si me separo demasiado me puede salir mal.

, . 2x+3
Profesor: ;Y éste: lim , hermosas?

1" x =1
Profesor: Pensdis en 1'l, el numerador positivo y denominador positivo implica
positivo. ;jHacia donde va a ir ahora?
Alumnos: A mas infinito.

Profesor: Otro detallito, ;podemos ya decir que tiene una asintota vertical?

51. Alumnos: Si.

52.
53.

Profesor: La asintota vertical es x = 1.
Profesor: ;Y para la asintota horizontal, qué haciamos? Calcular el limite cuando

x tiende a infinito. ;Alguien se atreve?

54. Alumnos: 2.

55.
56.

Profesor: Asintota horizontal y = 2.
Profesor: Fijaos como con el conocimiento de las asintotas podemos facilmente
encontrar la grafica de la funcion. El 1 es como si fuera un tabique negro. Podria

hacerse una pequeiia tabla de valores, luego seria la grafica:

y=2




57. Profesor: ;Vista? En este tipo de funciones, donde colocar las asintotas es facil, la
grafica puede hacerse facilmente.

58. Profesor: En el lim f(x) cuando no hay problemas en a es f(a), y cuando no existe

f(a) surge lo de las asintotas verticales.
Unidad de analisis 5: Limite de una funcion definida a trozos, graficamente

59. Profesor: Primero vamos a analizar la idea graficamente y luego sin usar la

grdfica, analiticamente.

e

60. Profesor: Dominio de fes R. ;Y f(2)?
61. Alumnos: 3.

62. Profesor: ;Y el recorrido?

63. Alumnos: (-0,2) U{3}U (4, k).

64. Profesor: Antes del 2 y después, la f(x) se comporta de distinta manera. Si me
coloco antes, estoy en un trozo y si voy después estoy en otro.

65. Profesor: Esta idea me lleva:

lim /(x)

lin21 f(x)
lim f(x)
x-2*
66. Profesor: ;Para x tendiendo a 2 por la izquierda?

67. Alumnos: 2, porque las imdgenes se acercan a 2.

68. Profesor: Votos a favor.
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69. Alumnos: Todos.

70. Profesor: ;Y para x tendiendo a 2 por la derecha?
71. Emilio: Se aproxima mucho al 4.

72. Profesor: Votos a favor.

73. Alumnos: Todos.

74. Profesor: Entonces, quiero lin; f(x).

75. Alumna (Yurena): [Duda, balbucea, se calla].

76. Profesor: ;Chari?

77. Alumna (Chari): No tiene, porque no coinciden los limites laterales.

78. Profesor: Fijaos qué cosa mas curiosa, existen los limites laterales y no existe el
limite. Esto es asi porque la idea de limite es en el entorno. No hay nada que hacer,
o se corresponde la idea con el entorno, o no hay limite.

79. Alumnos: [Surgen comentarios en los que parece ser que algunos creen que
existiendo f(a) entonces hay limite].

[Observador: Subyace un conflicto semidtico: "existe f(a) implica existe limite" y "no

existe f(a) implica no existe limite"].

80. Profesor: Puede que la imagen de 2 fuese 4, pero no cambia nada. A la hora del

limite, el valor de f(a) es el que menos cuenta.

Unidad de analisis 6: Limite de una funcion definida a trozos, analiticamente

x*+1 x<0
81. Profesor: Bueno, veamos. f(x) = _ 0 Dos trozos perfectamente
x—1 x>

conocidos. ;Uno es...?

82. Alumnos: Parabola.

83. Profesor: ;Otro?

84. Alumnos: Recta.

85. Profesor: ;Dominio?

86. Alumnos: R.

87. Profesor: Vamos a hacer la grafica: antes del limite podemos hacer la grdfica,
damos 45 segundos. [Algin alumno mira para atrds. Comentarios del profesor
conforme observa resultados].

88. Profesor: Procurad que no se haga de noche.
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89. Alumna (M“ José): Bien.
90. Profesor: Hay dos que la tienen la recta va bien, bien Emilio, bien Antonio. Yurena,
esto no, piensa en una parabola sola.

91. Profesor: Vamos a ver, vértice de la parabola (0,1) que estd en la rama.

/

92. Profesor: Le doy 0 aunque no entre, pero empieza inmediatamente después del (.

93. Profesor: Para manana, calcular: lim f(x) ; lim f(x) ; lim4 f(x); 1in_12 f(x)
94. Profesor: Ahora la guindilla: ; lin(}f(x) =?. ;/De acuerdo? Tomad algo que ya nos

vamos.
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CUARTA SESION
Unidad de analisis 1: Resolucion del ejercicio del dia anterior.

1. Profesor: Bueno, vamos con esta emocion. ;Qué tal la grdfica de ayer? ;Hemos
entendido bien los limites laterales? Teniamos una funcion muy agradable:

x*+1, six<0

2x—1, si x>0

o

2. Profesor: Recordad siempre las caracteristicas de cada uno de los trozos.

-1

3. Profesor: lim f(x) = ;Cudnto vale, Antonio?
X — +oo

4. Alumno (Antonio): Mas infinito.

5. Profesor: ;Y lim f(x) =7

6. Alumno (Antonio): Mas infinito.

7. Profesor: ;Y lina f(x)=7?

8. Alumnos: Se sustituye 4 en la funcion y da 7.
9. Profesor: En la rama correspondiente, tanto por la derecha como por la izquierda se

me va a pegar a 7, jy lir{lzf(x) =?

10. Alumnos: Respuestas correctas.

11. Profesor: Por ultimo, ; linol f(x)=?

12. Profesor: Hay un cambio de definicion de la funcion, es decir, ; lim f(x) =?
x-0"
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13. Alumnos: 1.
14. Profesor: ;Y lim f(x)=7?
x-0"

15. Alumnos: -1.

16. Profesor: ;Lo veis todos? Todas las imagenes se van a agrupar en el +1 y luego en
el —1. ;Existe limite, entonces, para x tendiendo a 0?

17. Alumnos: No existe limite.

18. Alumno (Jaime). ;Siempre que no haya dominio ocurre esto?

19. Profesor: Veamos lo que dice Jaime.

T-z

20. Profesor: El dominio de fes R. ;f (0) =?
21. Alumnos: -2.
22. Profesor: ;Y lirr(}f(x) =?

23. Alumno (Luis): Vale 1.
24. Profesor: Lo tendriamos que plantear con laterales, pero en la figura se ve que
ambos son iguales, luego si es 1.

25. Profesor: Debemos de actuar independientemente de lo que pase en el punto.
Unidad de analisis 2: Indeterminaciones.

26. Profesor: Queda un poco para terminar todo este bloque, veamos una
indeterminacion muy importante. [El profesor escribe INDETERMINACION (en
rojo mate)]. ; Cuantas indeterminaciones conocemos?

27. Alumnos: k/0.

28. Profesor: Esa es una especial que vale *oo.
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29.

30.

31.

32.
33.
34.

35.
36.

37.

38.

39.
40.
41.

42.
43.

[00)
Alumnos: o —o0;—:1% .
[00)

Profesor: Hoy veremos 0/0. Se practica mucho, pues surgen muchos casos al

calcular lim f(x).

X—-da

x> -4

Profesor: Un ejemplo: lim [con tiza naranja].

L2 x =2
Profesor: ;Y el dominio cual es?
Alumnos: U —{2} .
Profesor: Pero el que 2 no pertenezca al dominio no tiene que ver con que
calculemos el limite. A veces puedo sustituir, pero es un atrevimiento, en este caso
aparece 0/0. ;jAlguien puede imaginar un recurso?
Alumnos: No saben.
Profesor: Hay que simplificar. [El profesor escribe entre corchetes SIMPLIFICAR
en tiza amarillo mate].
Profesor: Si sale 0/0 es porque el 2 es una raiz, por lo que habra factores comunes
y se podra simplificar, ;como? , descomponiendo en factores. Tendré que recordar:

ecuacion de 2° grado, Ruffini, sacar factor comun, productos notables, ...

- +
Profesor: En este caso lirrzlL(zz)
X - x —_—

Profesor: ;El numerador?

Alumnos: Mas por menos.

Profesor: Un término cuyo cuadrado es x° es x, un término cuyo cuadrado es 4, es
2. Entonces al factorizar puedo simplificar: ; £i£121(x +2)?

Alumnos: 4.

Profesor: ;Qué efecto tiene todo esto en la grdfica?, ;jcomo se interpreta que

2_
ik SNAP 4

x—=2

44. Profesor: x + 2 es (x’-4)/(x-2).
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45. Alumnos: Pero hay una parabola.

46. Otros alumnos: No, es lo mismo.

47. Alumnos: ;Y el dominio?

48. Profesor: Dom(f) =0 —{2}. En cambio en x + 2, el dominio es R. [El profesor se
va a la figura y dice]: ;qué problemas tengo para que salga esto?

49. Alumnos. El agujero.

50. Profesor: Son dos funciones iguales, excepto en x = 2, sin embargo, si analizamos
en f(x) el limite, si se confirma lo que hemos trabajado, que utilizando los valores
de las imagenes del entorno, se pegan a 4. Entonces como recurso en 0/0 se extraen
raices comunes en numerador y denominador y se simplifica.

51. Alumna (Lucia): ;Y si no se puede?

, . oANx+2-2 o
52. Profesor: Pues a veces no estd tan claro: llnzl—z. Si sustituimos x por 2
X - X -

nos aparece la indeterminacion 0/0. Ojo, la raiz de 4 puede ser +2 o —2. ;Qué pasa
aqui?

53. Alumna (Lucia): Seria +2, porque si no, no seria una funcion.

54. Profesor: Debemos tomar la raiz con signo positivo, asi es como la entendemos
cuando no tiene el signo delante.

55. Alumna (Lucia): Ahora no puedo simplificar facilmente.

56. Profesor: ;Qué hacer?

57. Alumnos: Elevar al cuadrado.

58. Alumna (Lucia): El de abajo... los dos por el conjugado.

59. Profesor: Los conjugados andaban por ahi, en complejos, en infinito menos

infinito. Luego lim (@2;(2\)/)(;\/7? 2J)r :

, ¢vale?, ;de acuerdo? Operarme, ya

sabemos que no conviene operar los denominadores... [El profesor va mirando la
actividad de los alumnos]. En el numerador hay que operar y resolver, no volver a
lo anterior.

60. Alumno (Antonio): [Lo hace mal].

61. Profesor: ;Ya, Antorniico?... ;Y luego en los examenes,...? ;Qué queda en el
numerador?

62. Alumno (Antonio): x-2.
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63. Profesor: Para el que no lo haya visto:

Vr+2-2)Vx+2+2)=x+2-4=x-2.

) -2
Luego, lim o

=2 (x=2)Wx+2+2
términos]. ;Y el numerador, cuanto vale?

64. Alumnos: 1.

)=, se simplifica [El profesor tacha x — 2 en ambos

65. Profesor: A ver si me dices el limite, Lucia.
66. Alumna (Lucia): 1/4.

67. Alumnos: Si.

68. Alumno (Jaime): 0.

69. Profesor: Cuidado con hacer x tender a infinito, que entonces es un despiste, y

.1 .
saldria — =0. ;Cuanto vale, hermosos?
+o00

70. Alumnos: 1/4, casi todos.
71. Profesor: ;Qué pasa si no se pueden descomponer los polinomios? Alguna
herramienta habra que buscar. [El profesor explica lo que podria salir para otros

valores].

Unidad de analisis 3: Funcion analitica a trozos.

72. Profesor: Ahora, sin pensar en la grdfica, veamos como atacar una funcion a

trozos.

2 si x<4
f(x)=< 3 si x=4
2x—6 si x>4

73. Profesor: ;Dominio?
74. Alumnos: R.

75. Profesor: Vamos a intentar lin} f(x). Solo con la expresion analitica de la funcion,

después la dibujamos.
76. Profesor: Venga, vamos a contar hasta 20 y lo hacéis. Si hay,..., si no hay,... y si

hay cuanto vale,...
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77. Profesor: Ya tenemos una base. Recordad todo lo que hemos hecho para el calculo
de limites laterales y esto nos ayudara a resolver este problema.

78. Profesor: ;Jaime?

79. Alumno (Jaime): [Dice 2].

80. Alumna (Lucia): [También dice 2, pero lo ha hecho sin la grafica].

81. Profesor: ;Luis?, ;Antonio?

82. Alumnos (Luis, Antonio y otros): 2.

83. Profesor: ;Imagen del 4?

84. Alumnos: 3.

85. Profesor: ;Entonces?

86. Alumna (Lucia): Por la izquierda y por la derecha.

87. Profesor: ;Solo a la derecha, Sara?

88. Alumna (Sara): Como no hay x,... entonces no hay limite.

[Observador: conflicto semiotico de la funcion constante].

89. Profesor: Surge un problema, independientemente del f(4), tengo una rama a la

derecha del 4 y otra a la izquierda de 4, luego... lim f(x) =2, por ser trozo de
x-4"

funcion constante, y lim f(x)=2. Por tanto lin} f(x)=2, independientemente de

+
x-4

que f(4) sea 3.

90. Profesor: ;Qué planteamiento tendriamos para dibujar la grdfica?

N

4

91. Profesor: Luego fijaos cudl sera la imagen gradfica de esta funcion. ;Todo bien?

92. Alumnos: Asentimiento general.

Unidad de analisis 4: Se insiste en 0/0, pero con necesidad de aplicar Ruffini.
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4 2
x"—=x"+x-1

3

93. Profesor: Veamos el ejemplo lirrll "
X - x> -

. (Por qué éste? Porque es

necesario recordar calculos de tiempos pasados. Aqui la ayuda grafica no me sirve.
¢ Cudal es el dominio de f?

94. Alumnos: R.

95. Profesor: ;R? El I anula al denominador...

96. Alumnos: Si.

97. Profesor: Luego, ;1 esta en el dominio?

98. Alumnos: El dominio es R menos 1.

99. Profesor: ;Hay alguna indeterminacion?

100. Alumnos: 0/0.

101. Profesor: ;Todos lo veis? Efectivamente al sustituir 1 sale 0/0. El numerador y
denominador son expresiones conocidas, ;como operamos?

102. Alumnos: Sacando factor comun.

103. Profesor: ;Como? Habrad que descomponer en factores, ;jqué hago?

104. Alumna (Lucia): Ruffini.

105. Profesor: Vamos a descomponer ayudandonos con la regla de Ruffini. Lo bueno
es que tengo el valor de 1 y ése me interesa. Haced Ruffini... [El profesor observa
los resultados de los alumnos]. Con huecos, sin huecos,...

106. Profesor: Antoriico, aqui os lo habéis comido.

107. Alumnos: Seis alumnos se comen lugares.

108. Profesor: Hay que hacerlo bien. Ya sabéis que al descomponer el polinomio tiene
que salir bien. A veces sale 0 y esta mal. No hay modo entonces de validar. No
metais la gamba.

109. Alumna (Lucia): La segunda no sale con 1.

110. Profesor: Pero, ;jinteresa descomponer totalmente? No, solo que haya un valor
comun. Solo si persiste la indeterminacion habria que seguir.

111. Profesor: ;Lucia? [Nadie contesta].

112. Alumno (Luis): Sale 0.

113. Profesor: ;Que te sale 0? ;Jaime? [Observa el profesor]. 4 Jaime le da 1, a ti
infinito, a ver si a cada uno le da un resultado distinto. Hasta ahora nada, yo no sé

lo que da, pero lo hacemos y quiza lo sepa.
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[El profesor hace Ruffini]. 1 0 -1 1 -1

lim (x - 1).(x3 +x7 + 1)
%=1 (x—l).(x2 +x+1)

:E:I
3

[El profesor tacha el x — 1]

114. Profesor: [Da las explicaciones oportunas hasta llegar a la solucion 1]. ; Visto? Si
0 no?

115. Profesor: De la pagina 229, el 19. [Se propone este ejercicio y los alumnos lo
solucionan].

116. Profesor: Y luego a la parte emocionante: pagina 238, del 20, los 6 primeros
apartados; el 21 al completo, y del 22, los 5 primeros apartados. Enhorabuena y

adios.
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ANEXO 3:

CUESTIONARIO
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CUESTIONARIO SOBRE EL LIMITE DE UNA FUNCION

1) ;Qué significa la expresion “x tiende a +0”? Responde aclarando con ejemplos y

detallando tus respuestas.

3

2) (Qué entiendes por la expresion “una funcion crece indefinidamente”? Responde

aclarando con ejemplos y detallando tus respuestas.

3) (Qué entiendes por la expresion “x se aproxima a 3”? Responde aclarando con

ejemplos y detallando tus respuestas.

4) Estudia, para cada una de las siguientes graficas, si existe, o no, f(3); y si existe, o no,

el limite cuando x tiende a 3 de f(x), especificando el valor de sus limites laterales:

a) b)

d) €)

5) ;Cuales de las funciones, cuyas representaciones graficas son las de la figura de

abajo, crees que verifican lim f (x) = 400 ? Explica, una a una, los motivos de decision.
X — oo
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a) b) c)

d) €) )

VA
VUV /

6) Hallar los limites en los puntos x=0; x=2 y x=3 para la funcion cuya grafica es:

N

7) Hallar los limites para: - o0 ; 0 ; 4 y + oo, para la funcion cuya grafica es:
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8) Observa la tabla de abajo y explica por qué crees que “las imagenes conforman una

sucesion cuyo limite es 8.

X

2,90 2,95

2,99 ...

3

3,01

3,05

3,10

f(x)

7,41

7,7025 7,94 ...

8

8,0601

8,3025 8,61

9) Calcula lin;(x2 - 1) y justifica como lo has hecho.

10) Dibuja una grafica de una funcion f(x) que cumpla las siguientes condiciones.

a)lim /(x)=0 b)lim f(x)=~4 o) lim /(x)=6

d) lim f(x) =+ ) f() =2 f)/Lf (=4

11) Fijate en las tablas siguientes y razona si existe, o no, y por qué el limite cuando x

tiende a 1.
X 0,9 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 3 3 3 0,001 0,01 0,1
X 0,9 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) -0,1 -0,10 -0,001 0,001 0,01 0,1
X 0,9 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 1,9 1,99 1,999 2,001 2,01 2,1
X 09 099 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 1,9 1,99 1,999 0,001 0,01 0,1
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