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RESUMEN

En los enfoques semiéticos aplicados en educacién matematica se introduce, como medio de
describir la actividad matematica, la nocion de “sistema semidtico”, constituido por los conjuntos
de signos, reglas de produccion de tales signos y las estructuras de significados subyacentes. Se
trata de una nocién difusa que necesita una definicién operativa a fin de aplicarla como
herramienta descriptiva y explicativa de fendmenos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
En este trabajo presentamos las nociones de sistema de practicas y configuracidn ontosemidtica, que
desarrollan y complementan la nocion de sistema semiotico. Asimismo, mostraremos en qué sentido
estas nociones facilitan la descripcion y comprension de los procesos de construccion y
comunicacion del conocimiento matematico. Estas nociones las aplicamos al andlisis de sistemas
semioticos implicados en el estudio de los niUmeros naturales, desde el punto de vista institucional y
personal.

ABSTRACT

The semiotic approach to mathematics education introduces the notion of “semiotic system” as a
tool to describe mathematical activity. It is formed by the set of signs, the production rules of signs
and the underline meaning structures. We consider that this is a fuzzy notion that needs an operative
definition to facilitate the description and explanation of teaching and learning phenomena. In this
paper we present the notions of system of practices and configuration of objects and processes that
develop and complement the notion of semiotic system. We also show in what sense these notions
facilitate the description and comprehension of building and communicating mathematical
knowledge, by applying them to analyze the semiotic system involved in the study of whole numbers,
from the institutional and personal viewpoint.
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1. INTRODUCCION

Ernest (2006) describe los rasgos caracteristicos de la perspectiva semidtica en Educacion
Matematica resaltando los nuevos “insights” que la “ciencia de los signos” aporta para describir y
comprender los procesos de comunicacion y de aprendizaje de las matematicas. Ejemplifica estas
aportaciones analizando el significado de los numeros, el recuento y las operaciones aritmeticas

! Semiotic Approaches to Mathematics, the History of Mathematics and Mathematics Education — 3" Meeting. Aristotle
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desde el punto de vista de su desarrollo histérico, las formulaciones matematicas de dicho contenido
y las cuestiones relativas a su aprendizaje. En esta perspectiva tedrica se trata de modelizar, dentro de
un marco coherente, tanto el papel de los sistemas matematicos de signos, como las estructuras de
significados, las reglas matematicas y la fenomenologia que motiva la actividad matematica.

Por su parte, Godino y cols. (Godino y Batanero, 1998; Godino, Batanero y Font, 2007) vienen
desarrollando el “enfoque ontosemiotico” (EOS) sobre el conocimiento y la instruccion matematicos
en el que se adopta como central la nocion de “sistema de practicas”. Una practica matematica es
entendida como toda actuacion o expresion (verbal, grafica, etc.) realizada por una persona (o0
compartidas en el seno de una institucion) para resolver problemas matematicos, comunicar a otros
la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas (Godino y Batanero,
1994, p. 334). La préctica es, por tanto, interpretada en términos de accion reflexiva, situada,
intencional y mediada por recursos linguisticos y materiales. Los sistemas de practicas se proponen
como respuesta a la cuestion semidtica, ¢qué significa el objeto O?, o la cuestion ontoldgica, ¢qué es
el objeto matemaético O?

Tanto la nocidén de “sistema de practicas” como la de “sistema semiotico” son utiles para ciertos
estudios comparativos de formaciones epistemoldgicas globales (por ejemplo, los nUmeros usados en
contextos informales o formales). Pero el analisis de la actividad matematica y los “productos”
resultantes de la misma (conceptos, teoremas, teorias,...) necesita una definicion operativa de tales
sistemas (de practicas y semidtico). En trabajos recientes realizados en el marco del EOS (Font,
Godino y Contreras, 2008; Font y Contreras, 2008) se ha introducido la nocién de configuracion de
objetos y procesos (en su doble version epistémica o institucional y cognitiva o personal) para hacer
operativa la nocion de sistema de practica y permitir analisis mas detallados de la actividad
matematica. Se trata de la red de objetos intervinientes y emergentes de un sistema de précticas
ligados a la solucién de un problema (configuracion puntual), o de una clase mas o menos amplia de
situaciones-problemas (configuracion parcial o global)

En este trabajo vamos a mostrar que las nociones de sistemas de préacticas y configuracion de objetos
y procesos, junto con la nocion de funcion semidtica como entidad relacional que conecta los
distintos tipos de objetos que intervienen en los sistemas de préacticas, desarrollan y hacen operativa
la nocidn de sistema semidtico.

En la seccidn 2 presentamos algunas notas caracteristicas de la perspectiva semiotica. En la seccion 3
mostraremos como la ontologia matematica del EOS puede complementar a la perspectiva semidtica,
en particular, la nocion de configuracion de objetos y procesos permite una definicion operativa del
constructo “sistema semidtico”. En la seccion 4 aplicaremos las nociones de sistema de practicas y
configuracién de objetos y procesos para analizar algunos sistemas semidticos puestos en juego en el
estudio de los nimeros naturales. En la seccién 5 aplicamos dichas nociones al analisis de las
respuestas de un alumno a una tarea de recuento y escritura de nimeros mayores que diez, la cual
involucra las dificultades de aprendizaje de la decena. Este andlisis permite describir la complejidad
ontosemiotica de los procesos de aprendizaje de la numeracion decimal.

Concluimos con una sintesis y reflexiones finales, resaltando la complementariedad del enfoque
ontosemioético y la perspectiva semidtica en educacion matematica y cuales son a nuestro juicio las
aportaciones del enfoque ontosemidtico a la perspectiva semiotica en educacion matematica.

2. RASGOS CARACTERISTICOS DE LA PERSPECTIVA SEMIOTICA

Las razones para utilizar el punto de vista de la semi6tica en la comprension de la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas son diversas. La semidtica abarca todos los aspectos de la
construccién de signos por el hombre, la lectura e interpretacién de los signos a través de los
multiples contextos en que tiene lugar dicho uso. No debe ser, por tanto, extrafio el uso de la



semiotica para estudiar la actividad matematica, dado el papel esencial del uso de signos en
matematicas y su caracter antropologico (Radford, 2006).

Por “actividad matematica” nos referimos a cualquier proceso de construccion y comunicacion de
objetos, procesos o significados matematicos; en particular, aquellos procesos que tienen lugar en un
contexto educativo. En consecuencia, parece justificado el estudio de la matemética escolar y su
didactica desde el punto de vista de la ciencia de los signos.

La perspectiva semiotica de la actividad matematica se caracteriza por centrar su atencion en los
signos y el uso de los signos?, contrariamente a las perspectivas cognitivistas que fijan la atencién, en
ocasiones de manera exclusiva, sobre las estructuras y funciones mentales. Dado que el signo supone
un acto comunicativo, la perspectiva semiotica abarca de manera conjunta las dimensiones
individuales y sociales de la actividad matemaética, la ensefianza y el aprendizaje.

“El foco primario en la perspectiva semiética es sobre la actividad comunicativa en
matematicas usando signos. Esto implica tanto la recepcion y comprension via escuchar y
leer, y la produccidn de signos via hablar y escribir” (Ernest, 2006, 69).

En este sentido podemos decir que la perspectiva semidtica trasciende los limites de las
aproximaciones cognitivas y conductuales de la psicologia al adoptar como unidad natural y basica
de anélisis el signo.

La atencién se centra no sobre signos aislados sino sobre los sistemas de signos matematicos y el
contenido, las destrezas y capacidades desarrolladas durante el proceso educativo. Los signos y su
uso solo se pueden comprender como partes de sistemas mas complejos: los sistemas semioticos, los
cuales comprenden tres componentes:

- El conjunto de signos (S).
- El conjunto de reglas de produccion de signos (R).

- Las relaciones entre los signos y sus significados, encarnados en una estructura de
significados subyacentes (M).

Ernest (2006) considera que esta tripleta (S, R, M) no puede ser establecida de manera precisa ya que
R es, en el mejor de los casos, un conjunto difuso y los miembros potenciales de M nunca se pueden
explicitar como un conjunto bien definido, fijo y bien representado (p. 70). Los sistemas semidticos
no son asimilables a estructuras matematicas formalizadas ya que pierden su significado cuando se
aislan como sistemas puramente estructurales.

“Los sistemas semioticos implican signos, reglas de uso y produccion de signos, y los
significados subyacentes. Todos estos elementos dependen de practicas sociales, y los seres
humanos como seres esencialmente usuarios de signos y productores de significados nunca se
pueden eliminar de la escena, incluso aunque para algunos fines ponemos en primer plano los
signos y las reglas y relegamos a las personas y a los significados” (Ernest, 2006, 72)

Es claro que para Ernest los sistemas semi6ticos no se reducen a los sistemas de representacion
semiotica; la actividad matematica no se reduce a la manipulacion de simbolos sino que hay un
mundo de objetos no linguisticos que intervienen en la actividad matematica y emergen de dicha
actividad. Dado que esa actividad es llevada a cabo por las personas, en el seno de comunidades de
practicas, los objetos emergentes quedan impregnados de “presencia humana”. LoS sistemas

2 En el EOS se adopta como unidad primaria de analisis la practica, entendida, como se ha comentado anteriormente,
como toda accién o manifestacién realizada por una persona (0 compartida en el seno de una institucion) para resolver
problemas, comunicar la solucion, justificarla, generalizarla a otros problemas y contextos. De esta descripcion se deduce
que la préctica incluye el uso del lenguaje, los signos, pero ligados a una intencionalidad (resolver una situacion —
problema) y a un contexto.



semioticos son relativos a las personas y grupos humanos que los usan y producen; son relativos a
los juegos de lenguaje inmersos en formas de vida sociales.

En el caso de los nimeros Ernest (2006) se plantea si éstos se pueden describir en términos de un
Unico sistema semiotico. Considera que no es pertinente esta vision en general para los sistemas
semidticos, y en particular para los numeros y el calculo aritmético, tanto desde el punto de vista del
desarrollo historico, de los estudios fundacionales de las matematicas y del desarrollo cognitivo de
los sujetos. Aungue existan semejanzas entre los diferentes sistemas de representacion y cada version
pueda representar en cierto sentido a la familia de los diversos sistemas semidticos sobre los
nameros, cada una es un producto contingente de su contexto social y tiene una finalidad especifica.
“Unidad y diversidad coexisten simultaneamente” (Ernest, 2006, 94)

Los significados de los numeros cambian segun los momentos histdricos. Los sistemas de
numeracion de los egipcios, los chinos, los romanos, los sistemas posicionales, etc. tienen diferencias
sustanciales, no solo en la apariencia fisica de los simbolos usados, sino en las reglas de elaboracion
de los numerales (sistemas aditivos, multiplicativos, irregulares, etc.) y los procedimientos de
calculo. De igual modo hay diferencias sustanciales entre los sistemas numéricos formales
elaborados por Frege, Dedekind, Peano, etc., y los sistemas numéricos elaborados en la matematica
escolar.

De estos planteamientos se deriva la necesidad de elaborar modelos teodricos que, partiendo de
postulados antropoldgicos para la matematica, ayuden a describir y comprender la pluralidad de
significados de los objetos matematicos, entendidos en su doble vertiente, como entidades
socioculturales, y personales o mentales. Las nociones de sistema de précticas matematicas,
configuracion de objetos y procesos y funcion semidtica que describimos en la siguiente seccion se
estan revelando como herramientas operativas para el analisis de los sistemas semiéticos, y en
general para el andlisis didactico.

3. LA APROXIMACION ONTOSEMIOTICA AL CONOCIMIENTO MATEMATICO
3.1. Sistemas de practicas

Podemos relacionar la descripcion que hace Ernest de los sistemas semio6ticos con la nocidn
introducida por Godino y Batanero (1998) de “sistema de practicas operativas y discursivas”, junto
con la de “configuracion de objetos y procesos™. Los sistemas de practicas - que son considerados en
el EOS como una de las posibles maneras de entender “el significado del objeto matematico” - son
siempre relativos a un contexto o marco institucional (0 a una persona individual), ademas de
situados o ligados a la solucién de cierta clase de situaciones — problemas. En consecuencia tienen
algunas de las caracteristicas que Ernest atribuye a los sistemas semioticos.

Los sistemas de practicas se han categorizado en el EOS teniendo en cuenta diversos puntos de vista.
El primero es la distincion del caracter personal, o idiosincrasico, de las préacticas (practicas
personales) y del caracter institucional (compartido, social) de tales practicas. Cuando esta nocion se
aplica a la descripcion de los conocimientos de un sujeto particular serd necesario distinguir el
sistema global de préacticas que potencialmente puede poner en juego el sujeto, de los subsistemas de
practicas declaradas (en un proceso de evaluacion) y logradas (al ser comparadas con unas practicas
institucionales de referencia). En cuanto a las préacticas institucionales también es necesario
distinguir entre las efectivamente implementadas en un proceso de estudio, de las pretendidas, y de
las practicas de referencia. La interpretacion semidtica de las practicas lleva a hablar de significados
personales (globales, declarados y logrados) y de significados institucionales (implementados,
evaluados, pretendidos, referenciales). La figura 1 resume los tipos de significados personales y
personales introducidos en el EOS.



La interpretacion semiotica de las practicas matematicas, personales e institucionales, permite
describir los procesos de aprendizaje en términos de acoplamiento de significados, como se indica en
la parte central de la figura 1. Asi mismo, la ensefianza implica la participacion del estudiante en la
comunidad de préacticas que soporta los significados institucionales, y el aprendizaje, en ultima
instancia, supone la apropiacion por el estudiante de dichos significados.

(" SIGNIFICADOS ) a snc;mncmos\
PR
/ PERSONALES articipacion | | NSTITUCIONALES
4 Global \ Ensefanza Referencial
Daclarado “ Pretendido
Implementado

Logrado

__Aprendizaje _ Evaluado

Apropiacion

- J
SISTEMA DE PRACTICAS
Operativas : Discursivas

TRASFONDO ECOLOGICO DE LAS PRACTICAS
(Material, biolégico y social)

Figura 1: Tipos de significados pragmaticos

3.2. Configuraciones de objetos y procesos

La nocién de “sistema de practicas”, o la de “sistema semiotico”, es Util para ciertos analisis de tipo
macrodidactico, particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los
conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o juegos de
lenguaje. Para un andlisis mas fino de la actividad matematica es necesario introducir una tipologia
de objetos matematicos.

La definicion de objeto como emergente de los sistemas de practicas, y la tipologia de objetos
primarios introducida en el EOS responde a esta necesidad de poder describir los sistemas de
practicas, a fin de compararlos entre si y tomar decisiones en el disefio, desarrollo y evaluacion de
procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Emergencia de los objetos matematicos

En el EOS se asumen los presupuestos de la epistemologia pragmatista y los objetos se derivan
(emergen) de las practicas matematicas. Dicha emergencia es un fendmeno complejo cuya
explicacion implica considerar, como minimo, dos niveles de objetos que emergen de la actividad
matematica. En el primer nivel tenemos aquellas entidades que se pueden observar en un texto
matematico (problemas, definiciones, proposiciones, etc.). En un segundo nivel tenemos una
tipologia de objetos que emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc. sobre los objetos
del nivel anterior; nos referimos a objetos personales o institucionales, ostensivos 0 no ostensivos,
unitarios o sistémicos, etc.

Primer nivel: Configuraciones de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas

Para la realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus resultados como
satisfactorios se necesita poner en funcionamiento determinados conocimientos. Si consideramos,



por ejemplo, los componentes del conocimiento para la realizacion y evaluacion de la practica que
permite resolver una situacion-problema (e.g., plantear y resolver un sistema de dos ecuaciones con
dos incognitas) vemos el uso de lenguajes, verbales y simbolicos. Estos lenguajes son la parte
ostensiva de una serie de conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la
elaboracion de argumentos para decidir si las acciones simples que componen la practica, y ella en
tanto que accion compuesta, son satisfactorias. En consecuencia, cuando un agente realiza y evalla
una practica matematica activa un conglomerado formado por situaciones — problemas, lenguajes,
conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, articulado en la configuracion de la Figura
2 (Font y Godino, 2006, p. 69).
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Figura 2. Configuracion de objetos primarios

Se propone pues la siguiente tipologia de objetos matematicos primarios:

- Elementos linglisticos (términos, expresiones, notaciones, graficos, ...) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, ...)

- Situaciones — problemas (aplicaciones extra-matematicas, tareas, ejercicios, ...)

- Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta, punto,
namero, media, funcion, ...)

- Proposiciones (enunciados sobre conceptos, ...)

- Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo, ...)

- Argumentos (enunciados usados para validar o explicar las proposiciones y procedimientos,
deductivos o de otro tipo, ...).

Los seis tipos de entidades primarias postuladas amplian la tradicional distincion entre entidades
conceptuales y procedimentales, al considerarlas insuficientes para describir los objetos
intervinientes y emergentes de la actividad matematica®. Las situaciones — problemas son el origen o
razon de ser de la actividad; el lenguaje representa las restantes entidades y sirve de instrumento para
la accion; los argumentos justifican los procedimientos y proposiciones que relacionan los conceptos
entre si.

3 Se amplia, asi mismo, el “tridngulo epistemologico” (Steinbring, 2006) (signo/simbolo, objeto/contexto de referencia,
concepto), especialmente al problematizar la nocion de concepto e interpretar el “objeto/contexto de referencia” en
términos de situaciones — problemas.



La consideracion de una entidad como primaria no es una cuestion absoluta sino que es relativa,
puesto que se trata de entidades funcionales y relativas a los juegos de lenguaje (marcos
institucionales, comunidades de practicas y contextos de uso) en que participan; tienen también un
caracter recursivo, en el sentido de que cada objeto, dependiendo del nivel de analisis, puede estar
compuesto por entidades de los restantes tipos (un argumento, por ejemplo, puede poner en juego
conceptos, proposiciones, procedimientos, etc.)

Los objetos primarios estan relacionados entre si formando configuraciones, definidas como las
redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas. Estas configuraciones
pueden ser socio-epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos
personales).

Segundo nivel: Atributos contextuales

La nocion de juego de lenguaje (Wittgenstein, 1953) ocupa un lugar importante, al considerarla,
junto con la nocién de institucién, como los elementos contextuales que relativizan los significados
de los objetos matematicos y atribuyen a éstos una naturaleza funcional. Los objetos matematicos
que intervienen en las préacticas matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de
lenguaje en que participan, pueden ser consideradas desde las siguientes facetas o dimensiones
duales (Godino, 2002):

e Personal — institucional. Si los sistemas de practicas son compartidas en el seno de una
institucion, los objetos emergentes se consideran “objetos institucionales”, mientras que si estos
sistemas son especificos de una persona se consideran como “objetos personales” (Godino y
Batanero, 1994, p. 338). La cognicion matematica debe contemplar las facetas personal e
institucional, entre las cuales se establecen relaciones dialécticas complejas y cuyo estudio es
esencial para la educacion matematica. La “cognicion personal” es el resultado del pensamiento y
la accion del sujeto individual ante una cierta clase de problemas, mientras la “cognicion
institucional” es el resultado del dialogo, el convenio y la regulacion en el seno de un grupo de
individuos que forman una comunidad de practicas.

e Ostensivo — no ostensivo. Se entiende por ostensivo cualquier objeto que es publico y que, por
tanto, se puede mostrar a otro. Los objetos institucionales y personales tienen una naturaleza no-
ostensiva (no perceptibles por si mismos). Ahora bien, cualquiera de estos objetos se usa en las
practicas publicas por medio de sus ostensivos asociados (notaciones, simbolos, graficos, ...)..
Esta clasificacion entre ostensivo y no ostensivo es relativa al juego de lenguaje en que
participan. EI motivo es que un objeto ostensivo puede ser también pensado, imaginado por un
sujeto o estar implicito en el discurso matematico (por ejemplo, el signo de multiplicar en la
notacion algebraica).

e Expresion — contenido: antecedente y consecuente de cualquier funcién semiética®.

La actividad matematica y los procesos de construccion y uso de los objetos matematicos se
caracterizan por ser esencialmente relacionales. Los distintos objetos no se deben concebir como
entidades aisladas, sino puestas en relacion unos con otros. La relacion se establece por medio de
funciones semioéticas, entendidas como wuna relacién entre un antecedente (expresion,
significante) y un consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o
institucién) de acuerdo con un cierto criterio o codigo de correspondencia.

e Extensivo — intensivo (ejemplar - tipo). Un objeto que interviene en un juego de lenguaje como
un caso particular (un ejemplo especifico, p.e., la funcién y = 2x + 1) y una clase méas general

* Un signo esta constituido siempre por uno (0 mas) elementos de un PLANO DE LA EXPRESION colocados
convencionalmente en correlacién con uno (o mas) elementos de un PLANO DEL CONTENIDO (...) Una funcién
semiotica se realiza cuando dos funtivos (expresion y contenido) entran en correlacion mutua. (...) (Eco, 1976, 83-84).



(p.e., la familia de funciones y = mx + n). La dualidad extensivo-intensivo se utiliza para explicar
una de las caracteristicas basicas de la actividad matematica: el uso de elementos genéricos
(Contreras y cols, 2005). Esta dualidad permite centrar la atencion en la dialéctica entre lo
particular y lo general, que sin duda es una cuestion clave en la construccion y aplicacion del
conocimiento matematico. “La generalizacion es esencial porque este es el proceso que distingue
la creatividad matematica de la conducta mecanizable o algoritmica (Otte, 2003, p. 187).

e Unitario — sistémico. En algunas circunstancias los objetos matematicos participan como
entidades unitarias (que se suponen son conocidas previamente), mientras que otras intervienen
como sistemas que se deben descomponer para su estudio. En el estudio de la adicion y
sustraccion, en los ultimos niveles de educacion primaria, el sistema de numeracion decimal
(decenas, centenas,...) se considera como algo conocido y en consecuencia como entidades
unitarias (elementales). Estos mismos objetos, en el primer curso tienen que ser considerados de
manera sistémica para su aprendizaje.

Estas facetas se presentan agrupadas en parejas que se complementan de manera dual y dialéctica. Se
consideran como atributos aplicables a los distintos objetos primarios

En la figura 3 se representa las diferentes nociones teoricas que se han descrito sucintamente. En el
EOS la actividad matematica ocupa el lugar central y se modeliza en términos de sistema de
practicas operativas y discursivas. De estas practicas emergen los distintos tipos de objetos
matematicos primarios, que estan relacionados entre si formando configuraciones. Por ultimo, los
objetos que intervienen en las practicas matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego
de lenguaje en que participan, pueden ser considerados desde las cinco facetas o dimensiones duales,
lo cual nos lleva a la siguiente tipologia de objetos secundarios: personal-institucional, unitario-
sistémico, intenso-extensivo, expresidén-contenido y ostensivo-no ostensivo.

Procesos

Tanto las dualidades como las configuraciones de objetos primarios se pueden analizar desde la
perspectiva proceso-producto, lo cual nos lleva a los procesos indicados en la figura 3. La
emergencia de los objetos de la configuracion (problemas, definiciones, proposiciones,
procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de
comunicacion, problematizacion, definicién, enunciacién, elaboracion de procedimientos
(algoritmizacién, rutinizacion, ...) y argumentacion. Por otra parte, las dualidades dan lugar a los
siguientes procesos cognitivos/ epistémicos: institucionalizacion — personalizacion; generalizacién —
particularizacion; analisis/descomposicién — sintesis/reificacién; materializacion /concrecion —
idealizacion/ abstraccion; expresion/representacion — significacion.

La consideracion de las facetas duales extensivo/intensivo, ostensivo/no ostensivo vy
unitario/sistémico permiten la delimitacion de los procesos de particularizacion y generalizacion con
respecto a los procesos de idealizacion y materializacion (Font y Contreras, 2008) y de estos con los
de reificacién y descomposicion. Se trata de una delimitacion importante que permite un analisis mas
detallado de cada uno de estos procesos y de su presencia combinada en la actividad matematica, y
por tanto, clarificar la naturaleza del “objeto matematico” usualmente considerado como una entidad
abstracta o ideal.

En el EOS no se intenta dar, de entrada, una definicion de “proceso” ya que hay muchas clases
diferentes de procesos; se puede hablar de proceso como secuencia de practicas, de procesos
cognitivos, metacognitivos, procesos de instruccion, procesos de cambio, procesos sociales, etc. Se
trata de procesos muy diferentes en los que la Unica caracteristica comdn a muchos de ellos puede



ser la consideracion del factor “tiempo” y, en menor medida, el de “secuencia en la que cada
miembro toma parte en la determinacion del siguiente”. Por tanto, se ha optado por seleccionar una
lista de los procesos que se consideran importantes en la actividad matematica (los incluidos en la
figura 3), sin pretender incluir en ella a todos los procesos implicados, entre otros motivos porque
algunos de los mas importantes (por ejemplo, el proceso de resolucion de problemas o el de
modelizacién) mas que procesos son hiper o mega procesos, puesto que implican procesos mas
elementales: representacion, argumentacion, idealizacion, generalizacion, etc.

Tampoco se consideran en esta seleccion los procesos metacognitivos necesarios para la realizacion
de las précticas’.

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES
Com@nicacién

T/po

Contexto
institucional

Figura 3: Configuracion de objetos y procesos matematicos
3.3. Los significados como contenidos de funciones semidticas

El objetivo inicial del EOS era dar una respuesta, Util para la educacién matematica, a la cuestion,
¢Cuél es el significado de un concepto?, por ejemplo, ;Qué significa el “concepto de media
aritmética”? (Godino y Batanero, 1994). Se propuso una respuesta pragmatista-antropolégica: El
significado de un concepto (o del cualquier “objeto matematico”) es el sistema de practicas
(operativas y discursivas) que un sujeto realiza para resolver un cierto tipo de problemas en las que
dicho objeto interviene. Se establece de esta manera una funcion semidtica entre el objeto y el
sistema de practicas.

La descripcion de la actividad matematica requiere el doble lenguaje de las practicas y de los objetos
intervinientes en las mismas: no hay practicas sin objetos, ni objetos sin précticas. Estas dos
categorias basicas de entidades se complementan con otra entidad relacional: la funcidén semidtica,
que conecta los objetos que intervienen en las préacticas.

Las funciones semidticas son un instrumento relacional que facilita el estudio conjunto de la
manipulacion de ostensivos matematicos, y del pensamiento que la acompafia, caracteristico de las
practicas matematicas.

® En Gusmao (2006) se ha utilizado el enfoque ontosemiético para estudiar los procesos metacognitivos activados en las
practicas de resolucion de problemas.



La figura 3 resume el sistema de objetos y procesos intervinientes y emergentes en las practicas
matematicas, los cuales pueden participar como expresion, contenido o criterio de funciones
semioticas. Se tiene de este modo un instrumento potente para el anlisis de la practica matematica y
de los procesos de comunicacion y significacion implicados.

Entre otras consecuencias la nocion de representacion queda generalizada de manera radical. El
papel de representacion no queda asumido en exclusividad por el lenguaje: en consonancia con la
semiotica de Peirce, se postula que los distintos tipos de objetos (situaciones-problemas, conceptos,
proposiciones, procedimientos y argumentos), pueden ser también expresion o contenido de las
funciones semioticas.

3.4. Relacion entre configuraciones y sistemas semioticos

La figura 3 nos ayuda a dar una definicion de “sistema semidtico” que consideramos operativa y
adaptada al andlisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje: es el sistema formado por la
configuracion de objetos intervinientes y emergentes en un sistema de practicas, junto con los
procesos de significacion que se establecen entre los mismos (esto es, incluyendo la trama de
funciones semidticas que relaciona los objetos constituyentes de la configuracion).

Puesto que los sistemas de practicas son relativos a las personas que los realizan, y a las instituciones
(comunidades, culturas,...) donde se comparten, los sistemas semioticos asociados seran también
relativos a las personas y las instituciones. Las practicas estan ligadas a la solucion de tipos de
situaciones — problema, los cuales pueden tener un caracter puntual, local o global, de donde también
resulta que los sistemas semidticos tendran dichos niveles de generalidad.

Los componentes de un sistema semidtico que Ernest considera son algunos de los elementos
contemplados en la configuracion de objetos y procesos activados y emergentes de las préacticas
matematicas. En efecto, el conjunto de signos (S) es el componente “lenguaje” de la figura 3 visto
desde su naturaleza ostensiva. El conjunto de reglas de produccion de signos (R) son, en nuestro
caso, las restantes entidades primarias (definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos).
Las relaciones entre los signos y sus significados, encarnados en una estructura de significados
subyacentes (M), son tenidas en cuenta en el sistema de objetos y procesos de la configuracion
contemplados desde el punto de vista de la dualidad expresion — contenido. La figura 3 muestra
también las limitaciones del constructo sistema semiotico para el analisis de la complejidad inherente
de la actividad matematica.

3.4. Conflictos semidticos y criterios de idoneidad didéactica

La nocidn de conflicto semidtico se ha introducido como una explicacién de los errores, dificultades
y obstaculos de los estudiantes para el aprendizaje de un contenido matematico, y en general, en las
dificultades surgidas en la comunicacion en el aula.

Pero la relatividad de los sistemas de practicas (y por tanto, de los significados) a los marcos
institucionales, y las relaciones ecoldgicas entre las instituciones (dominancia, subordinacion,
dependencia), lleva a considerar atil una generalizacion de la nocion de conflicto semiotico. Un
conflicto semidtico es cualquier disparidad o discordancia entre los significados atribuidos a una
expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en interaccion comunicativa. Si la disparidad se
produce entre significados institucionales hablamos de conflictos semidticos de tipo epistémico,
mientras que si la disparidad se produce entre practicas que forman el significado personal de un
mismo sujeto los designamos como conflictos semidticos de tipo cognitivo. Cuando la disparidad se
produce entre las practicas (discursivas y operativas) de dos sujetos diferentes en interaccion
comunicativa (por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) hablaremos de conflictos
(semidticos) interaccionales.

10



La aproximacion semiotica al conocimiento personal e institucional que propone el EOS ha
permitido introducir la nocion de idoneidad didactica de un proceso de estudio matematico. Se
distinguen seis dimensiones en el analisis de tales procesos y se proponen criterios de mayor 0 menor
idoneidad en cada una de dichas dimensiones. Tres de los seis criterios se definen en términos
semioticos.

= |doneidad epistémica, se refiere al grado de representatividad de los significados institucionales
implementados (o pretendidos), respecto de un significado de referencia.

= |doneidad cognitiva, expresa el grado en que los significados pretendidos/ implementados estén
en la zona de desarrollo potencial (Vygotski, 1934) de los alumnos, asi como la proximidad de
los significados personales logrados a los significados pretendidos/ implementados.

= |doneidad interaccional. Un proceso de ensefianza-aprendizaje tendra mayor idoneidad desde el
punto de vista interaccional si las configuraciones y trayectorias didacticas permiten, por una
parte, identificar conflictos semidticos potenciales (que se puedan detectar a priori), y por otra
parte permita resolver los conflictos que se producen durante el proceso de instruccion.

El sistema de nociones tedricas que componen el EOS se esta revelando en diversos trabajos como
herramientas potentes para el andlisis y la intervencién didactica. En la siguiente seccion aplicamos
algunas de estas nociones en el andlisis de los significados de los nimeros naturales y la descripcion
de algunos fendmenos relacionados con su aprendizaje en la escuela.

4. ANALISIS DE SISTEMAS SEMIOTICOS INSTITUCIONALES

En esta seccién aplicamos la nocion de sistema de practicas y configuracion de objetos y procesos
para clarificar los diversos significados de los nimeros naturales.

La naturaleza de los nimeros naturales, y en particular su relaciéon con los conjuntos, es una cuestion
que interesa tanto a las matematicas como a la filosofia de las matematicas. Pero los numeros son
también herramientas esenciales en nuestra vida cotidiana y profesional, por lo que constituyen un
tema de estudio imprescindible en la escuela desde los primeros niveles.

Consideramos necesario distinguir entre los usos practicos e “informales” de los nimeros (responder
cuestiones tales como, ¢cuantos elementos hay? o ¢qué lugar ocupa un objeto?), y los usos
“formales” (qué son los niimeros y cémo se construyen los sistemas numéricos); cuestiones estas
Gltimas, relativas a los fundamentos de la matematica como cuerpo organizado de conocimientos.
Dentro de estos dos grandes contextos de uso (0 marcos institucionales) es posible distinguir diversos
momentos historicos en los cuales las cuestiones se abordan con diversos recursos y desde distintas
aproximaciones, poniéndose en juego practicas operativas y discursivas propias. Vistos de manera
retrospectiva podemos identificar ciertas invariancias que permiten hablar del “niimero natural”, en
singular, pero desde un punto de vista local parece necesario distinguir entre los diversos numeros
naturales que “manejaron” los pueblos primitivos y culturas antiguas (egipcios, romanos,
chinos,...)°, como también entre las practicas numéricas que se realizan actualmente en la escuela
infantil o primaria, y las que realizan los matematicos logicistas del siglo XIX o las formulaciones
axiomaticas hilbertianas.

® Rotman (1988) concluye de manera similar en su analisis semidtico de la actividad matematica cuando afirma que los
numeros estudiados por los babilonios, griegos y romanos son diferentes de los estudiados por los matematicos actuales.
No obstante, pensamos que estos nimeros son similares debido a un fenémeno de apropiacion regresiva.
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"En vano aplicaremos nosotros, los occidentales, nuestro propio concepto cientifico del
numero, violentamente, al objeto de que se ocupaban los matematicos de Atenas y Bagdad; es
lo cierto que el tema, el proposito y el método de la ciencia que en estas ciudades llevaba el
mismo nombre, eran muy diferentes de los de nuestra matematica. <<No hay una matematica;
hay muchas matematicas>>." (Spengler, 1918, 96).

Asi pues, la comprension de la naturaleza y significado de los nimeros requiere adoptar una vision
antropoldgica — sociocultural sobre la matematica, como la propuesta, entre otras aproximaciones
(Chevallard, 1992; Radford, 2006), por ¢l “enfoque ontosemiotico del conocimiento y la instruccion
matematica”.

4.1. Caracteristicas de los sistemas semiéticos informales de los nimeros

Para comunicar a otras personas, y como medio de registrar para nosotros mismos en otros
momentos, el tamafio o cantidad de elementos de un conjunto de objetos discretos podemos hacerlo
usando diferentes recursos y procedimientos:

1) En nuestra cultura occidental actual estd generalizado el uso de las “palabras numéricas”, uno,
dos, tres..., y los simbolos numéricos indoarabigos, 1, 2, 3,... Estas colecciones ilimitadas de
palabras y simbolos son las que usan nuestros estudiantes cuando preguntamos, por ejemplo,
(Cuantos alumnos hay en clase?, y responden “hay noventa y un estudiantes”, o, escriben, “91”. Para
ello han debido aplicar un procedimiento riguroso de conteo, poniendo en correspondencia biyectiva
cada alumno de la clase con una y solo una palabra numérica recitadas en un orden establecido,
respetando los principios del conteo.

2) Si les pedimos que comuniquen el resultado del recuento sin usar las “palabras o los simbolos
numéricos” los alumnos pueden inventar otros medios de expresar el tamafio, numerosidad, nimero
de elementos (o cardinal) del conjunto de alumnos de la clase. Por ejemplo:

= La coleccion de marcas ///..., o cuadraditos, sobre el papel, tantos como elementos tiene el
conjunto.

= Una combinacion de simbolos para distintos agrupamientos parciales (* para indicar diez
alumnos, / para expresar una unidad).

Como tenemos libertad para inventar simbolos y objetos como medio de expresar el cardinal de los
conjuntos, esto es, de responder a la cuestion, ¢cuantos hay?, la coleccion de sistemas numerales
posibles es ilimitada. En principio cualquier coleccion ilimitada de objetos, cualquiera que sea su
naturaleza, se podria usar como un sistema numeral: diversas culturas han usado conjuntos de
piedrecitas, o partes del cuerpo humano, etc., como sistemas numerales.

Vemos, por tanto, que los sistemas semidticos informales en los que se usan los nimeros naturales se
caracterizan por una problematica especifica (describir la numerosidad de las colecciones de cosas),
asi como por usar recursos linguisticos, procedimientos, propiedades, conceptos y justificaciones
particulares para resolver dichos problemas de indole empirica.

4.2. Caracteristicas de los sistemas semiéticos formales

Las entidades matematicas que se ponen en juego en las situaciones de cardinacion y célculo
aritmético son analizadas de manera formal o estructural en el marco interno de las matematicas.
Para ello los nimeros dejan de ser considerados como medios de expresion de cantidades de
magnitudes (nimeros de personas 0 cosas, papel que cumplen en una situacién, etc.) y son
interpretados, bien como elementos de una estructura caracterizada segun la teoria de conjuntos, bien
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seglin los axiomas de Peano’. En este contexto de formalizacion matematica se plantean cuestiones
tales como,

- ¢Como se deberian definir los nimeros?
- ¢Como se deberian definir las operaciones aritméticas a partir de los axiomas de Peano?

- ¢Como se deberian definir las operaciones aritméticas cuando los nimeros naturales son
definidos como los cardinales de los conjuntos finitos?

- ¢Qué tipo de estructura algebraica tiene el conjunto N de los naturales dotado de la ley de
composicion interna adicion?

La respuesta a estas cuestiones requiere la elaboracion de recursos linguisticos especificos, técnicas
operatorias (recursion, operaciones conjuntistas), conceptos (definiciones conjuntistas de adicién y
sustraccion; definiciones recursivas; definicion algebraica de sustraccion), propiedades (estructura de
semigrupo con elemento neutro para la adicion y multiplicacion) y argumentaciones (deductivas), en
definitiva un sistema de practicas operativas y discursivas con rasgos o0 caracteristicas especificas,
adaptadas a la generalidad y rigor del trabajo matematico.

A pesar de las diferencias entre los significados informales-empiricos y formales de los nimeros
siempre ha existido una fructifera relacion sinérgica entre los mismos: “Los requerimientos practicos
han inducido innovaciones de escritura como el refinamiento de los sistemas de notacion
posicionales y la introduccién de la notacion numérica negativa. Los desarrollos conceptuales han
sustentado estas innovaciones, asegurando que las reglas de los procedimientos reflejen las
estructuras de significados subyacentes, asi como desarrollando el conocimiento de otras
propiedades” (Ernest, 2006, 80).

4.3. Pluralidad de numeros y significados

La figura 4 representa la pluralidad (sin buscar la exhaustividad) de significados informales y
formales de los niUmeros naturales. Las situaciones de cardinacion han sido abordadas por diversas
culturas mediante précticas e instrumentos diferentes, dando lugar a “ntimeros” diferentes. Estas
diversas configuraciones numéricas son articuladas en nuevos contextos de uso formales dando lugar
a distintas construcciones numéricas®.

Es importante resaltar que las practicas informales no tienen una existencia meramente “historica”.
Coexisten en el tiempo con la formalizacion cientifica en las practicas usuales de las escuelas y
determinan el progreso de los significados personales. No son un “mal menor”, sino hitos necesarios
en el desarrollo cognitivo de los nifios y consustanciales a los procesos de transposicion didactica.

Los numeros, la aritmética, es la respuesta social al problema de comunicar el tamafio 0 numerosidad
de los conjuntos, de ordenar una coleccion de objetos y de analizar procesos iterativos-recurrentes.
Pero cada pueblo, cada forma de vida comenz6 dando su propia respuesta a este problema. En
principio cada sociedad, cultura, etapa historica, tiene sus propios nUmeros, y su propia aritmética
asociada, distinguible segun la configuracion de objetos y procesos que la caracteriza. En cada
configuracién existen objetos organizados de manera recursiva, con un primer elemento, y un
siguiente determinado de manera univoca para cada elemento. Estas organizaciones son las que

La caracterizacion de los nimeros naturales segun la teoria de conjuntos o segun la axiomética de Peano no agotan las
formalizaciones del nimero natural. Por ejemplo, Bedoya (2003) introduce y relaciona de manera sucinta las axiomaticas
de Peano, Pierce y Lawvere (segln la teoria de categorias). Oostra (2008) analiza de manera mas extensa el articulo On
the Logic of Number de Peirce, afirmando que Peirce desarroll6 una presentacion axiomatica para N antes que Peano.

® Enla figura 4 el contexto “conjuntista” refiere a las construcciones de N basadas en la coordinabilidad de conjuntos,
mientras que “axiomatico” a las basadas en los axiomas de Peano (u otros equivalentes).
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permiten solucionar los problemas genéricos de la cuantificacion, la ordenacion, la iteracion y la
codificacion.

PRACTICAS
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Figura 4: Pluralidad de significados de los nimeros

Desde un punto de vista del aprendizaje, esto es, de la construccion de significados personales, los
nimeros aparecen inicialmente en formas repetitivas de expresion (///.., uno, dos,...), ligadas a gestos
y movimientos corporales (sefialar, apartar, caminar,...), en definitiva en representaciones actuativas.

En este proceso de desarrollo inicial del nimero una nocion clave es la de “siguiente” (inmediato
sucesor). Otro principio central es la correspondencia uno a uno en el emparejamiento de signos a
objetos. El aprendizaje del sistema morfosintactico de los nimeros naturales y del recuento supone
que el alumno sea capaz de participar en ciertas practicas sociales, y en particular que pueda enunciar
0 producir signos numéricos de manera pertinente. La apropiacién de estos significados de una
manera creativa requiere varios afios de intenso aprendizaje y supone, no solo el uso de los numeros
para la solucion de problemas précticos y competencia en diferentes sistemas de célculo y
representacion, sino también conocimiento de propiedades y relaciones numéricas que justifican los
procedimientos y aplicaciones practicas.

4.4. ;Qué son los nimeros naturales?

(Qué son realmente los numeros, si llamamos numeros tanto a ‘1, 2, 3...°, como a ‘uno, dos, tres,...’,
como a ‘one, two, three,...’, etc.? (Ferreirds, 1998, 52). Esta cuestion es sin duda de dificil respuesta,
si tenemos en cuenta las fuertes controversias que se plantearon entre autores de la talla de Frege,
Russell, Peano, Dedekind, etc., a propdsito de las diferentes formulaciones del numero natural.
Segun Russell, con el fin de proporcionar al concepto de nimero con alguna extension, que sea real,
tenemos que comprender “el nimero como el nimero de una cantidad” y proporcionar una
aplicacion para el concepto asi definido demostrando la existencia de conjuntos de cardinalidad
arbitraria (Otte, 2003, 222). De esta manera la intuicion aritmética se sustituye por una intuicién
conjuntista, lo que no deja de ser conflictivo.

Para Frege los niUmeros son objetos perfectamente concretos que existen en un cierto mundo ideal, y
su andlisis de los naturales se desarrollé de acuerdo con esa idea. Por el contrario, Dedekind se limito
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a sefialar que todos los conjuntos de nimeros (ya sean en una lengua o en otra, ya los denotemos con
cifras arabes o chinas) tienen una misma estructura, y que esta estructura es lo que caracteriza al
conjunto de nimeros naturales (Ferreirds, 1998, 52).

El trabajo de Benacerraf (1983) ha dado argumentos de peso para cuestionar las visiones conjuntistas
de los numeros naturales. Benacerraf concluye que los nimeros no pueden ser conjuntos, o conjuntos
de conjuntos, ya que existen muy diferentes presentaciones del significado y referencia de las
palabras numéricas en términos de la teoria de conjuntos. EI nimero 3 no es ni mas ni menos que
aquel que es precedido por 2 y 1 (y, en su caso, el 0), y seguido por 4, 5, etc. O, de manera mas
precisa, es un objeto que estd precedido por dos (o tres) objetos en un orden preestablecido y seguido
por infinitos también ordenados, de tal manera que dos elementos definidos como “contiguos” lo
seran siempre. Con otras palabras, cualquier objeto puede desempefiar el papel de 3; esto es,
cualquier objeto puede ser el tercer elemento en alguna progresion (preestablecida de manera
arbitraria). Lo que es peculiar a 3 es que él define ese papel - no por ser un paradigma de ningun
objeto que lo juegue, sino por representar la relacion que cualquier tercer miembro de una progresion
guarda con el resto de la progresion.

“Por tanto, los nimeros no son objetos en absoluto, porque al dar las propiedades (necesarias
y suficientes) de los nimeros simplemente caracterizamos una estructura abstracta - y la
distincién estd en el hecho de que los ‘elementos’ de la estructura no tienen ningunas
propiedades distintas de las que relacionan unos con otros ‘clementos’ de la misma
estructura” (Benacerraf, 1983, 291).

Una vez que tomamos conciencia de que, ademas de los simbolos indoarabigos, 1, 2, 3,..., podemos
usar una infinita variedad de “objetos” (perceptibles, manipulables o mentales) para expresar el
tamafio de las colecciones finitas de otros objetos debe resultar conflictivo decir que los nimeros
naturales son, 1, 2, 3... Desde una perspectiva filoséfica y matematica formal, la solucion coherente
consistira en asumir que un ndmero natural es un elemento de cualquier sistema numeral y el
conjunto de los nameros naturales es la clase de sistemas numerales, no un sistema numeral
particular. Ahora bien, como todo sistema numeral viene caracterizado por una estructura u
organizacion recursiva especifica (los axiomas de Peano, por ejemplo) también podemos decir que el
conjunto de numeros naturales se caracteriza por la estructura de cualquier sistema numeral. Cada
numero particular serd un elemento de dicho sistema.

5. ANALISIS DE SISTEMAS SEMIOTICOS PERSONALES

Las herramientas teoricas introducidas en el EOS, sistema de practicas y configuracion de objetos y
procesos, se pueden utilizar para describir y comprender los sistemas semiéticos formados por las
respuestas dadas por los alumnos a tareas matematicas especificas.

En este apartado ilustramos este uso para analizar las respuestas dadas por un nifio de primer curso
de primaria a una tarea de recuento y escritura de numeros mayores que diez en el sistema de
numeracion decimal (figura 4).
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Figura 4: Recuento y escritura de nimeros mayores que diez

La ficha de trabajo pide contar el numero de bombones representados en varias figuras y da una
pauta para escribir la respuesta en la primera tarea (1 decena viene escrito, y el 6 de las unidades se
da con trazos de puntos sobre el que el nifio debe escribir el 6). Sobre la ficha de trabajo se observa
que la maestra ha marcado con un trazo rojo el cero de la decena que el nifio ha escrito.

5.1. Sistema de préacticas matematicas institucionales y personales
La préactica esperada por el profesor (como representante de la institucion) se compone de las
siguientes acciones:
- Leer y comprender la tarea
- Contar el nimero de bombones representados en el dibujo;
- Escribir el resultado de los recuentos de tres formas diferentes:
o Lenguaje natural, 1 decena y el nimero de unidades correspondiente, escritos en los
lugares fijados.
o Como suma del cardinal de dos subcolecciones (bombones dentro y fuera de una
caja).
o ldentificar la decena y las unidades del resultado y escribidlas en una tabla ad hoc.
D|U

En este caso entendemos por practica del alumno la lectura de la tarea y su resolucion.

La ficha de trabajo muestra un ejemplo incompleto, ya que se trata de una ficha de “refuerzo” y el
nifio ya ha realizado actividades similares previamente.

El nifio cuenta bien, pero muestra dificultades con la identificacion de la decena y las unidades. El
significado personal parece no diferenciar cifra y nimero, a pesar de distinguir entre el valor relativo
y absoluto de las cifras (1 decena son 10 unidades). Con otras palabras, la practica operativa
(correcta) no tiene correlato con la practica discursiva. Esta inconsistencia no puede valorarse
unicamente en términos dicotdmicos “‘el alumno sabe-no sabe”.

Completar la tabla D-U se basa en la presuncion institucional de que es “inmediata” la identificacion
en la escritura del nimero como “agregacion de simbolos” y la interpretacion de estos segin el
lenguaje tabular.

5.2. Procesos de significacion y representacion
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A continuacion incluimos un andlisis detallado de los diversos objetos que intervienen en el
enunciado y solucion esperada de la tarea, y los significados dados a dichos objetos. Usamos la
nocion de “funcién semidtica”, relacion entre un objeto antecedente (expresion, significante) y otro
consecuente (contenido, significado), la cual viene establecida por el sujeto que realiza el proceso de
significacion al aplicar un criterio o regla de correspondencia®. Clasificamos la trama de funciones
semidticas en cuatro grupos, segun los tipos de objetos que intervienen como expresion o
antecedente: objetos lingiisticos, conceptos, procedimientos y proposiciones. Las acciones de los
sujetos estan en el nicleo de los criterios-regla que determinan la relacion expresion-contenido, esto
es, son consustanciales a la naturaleza relacional de las matematicas y a las funciones semioticas que
permiten la descripcion de la actividad matematica. Los argumentos intervienen como justificacion
de procedimientos y proposiciones. Este anlisis permite comprender las dificultades de Enrique en
términos de la complejidad ontosemiotica de la tarea.

Interpretacion de elementos linguisticos

EXPRESION CONTENIDO CRITERIO/REGLA
(Significante) (Significado)
- Problema, ¢cuéntos bombones hay dibujados en | -Para hallar “cuantos hay” hay que

la figura? contar;
Cuenta - Procedimiento de contar - Para contar hay que aplicar la técnica
- Concepto de cardinal, nimero de elementos de | de contar
las colecciones dadas
[SXcTelere) - Coleccién de objetos a contar dividida en dos | - Cardinal de la unién es la suma de los
OO - - . L
Soa oy subcolecciones (dentro y fuera) cardinales de los subconjuntos disjuntos
®
- Escribe el resultado de contar en los espacios | - Reglas de escritura: separa decena y
vacios, segun la muestra dada, siguiendo las | unidades; adicién en linea; escritura
Completa . .5 .
reglas del sistema de numeracion decimal | tabular
posicional.
- Conceptos de decena y unidad; - Reglas conceptuales
1 decenay 6 1 decena refiere a la cantidad de bombones de la | - Principio de agrupamiento decimal
unidades caja; 6 unidades a la cantidad de bombones fuera
de la caja.
- Operacién de sumar - Regla procedimental de sumar;
- Conceptos de adicién, sumandos y resultado | - Reglas conceptuales
: (suma) - Reglas representacionales
10+6- 1 : » L N
Expresion  polindmica de un ndmero;

descomposicién de un numero en unidades y
decenas.

1 decena y C] unidades

1 decena y 6 unidades se escribe también como
10 + 6; y también como 16

- Regla representacional

propio valor; en la casilla de la izquierda cada
digito vale una decena.

10/+6 - 1

— - U, refiere a Unidad; D, a Decena. - Reglas representacionales
D U - Principio de valor posicional de las
6 f - En la casilla de la derecha cada digito tiene su | cifras

La primera vifieta establece la regla institucional a seguir: Cuando se tiene un conjunto con diez
objetos se dice que formar una decena, y se escribe 1; el resto de objetos que no llegan a diez se
Ilaman unidades, y se escribe su cifra, 6, en la posicion de la derecha.

El texto presenta tres modos de expresion diferentes para un mismo hecho matematico: “1 decena 'y 6
unidades”; “10 + 6 = 16”; y el registro tabular-simbolico que recuerda el valor posicional de cada
digito. Estas tres expresiones matematicas estan ademas representando una situacion concreta del

° En coherencia con la perspectiva semidtica adoptada en EOS presentamos una caracterizacion triadica de los datos
analizados y sistematizados en la representacion matricial de tres columnas.
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mundo cotidiano: el cardinal del conjunto unién de dos subconjuntos de bombones mostrado
mediante iconos. El resultado de la modelizacion de la situacion, 16 bombones, queda implicito;
solo se expresa el valor numérico de la medida, 16.

El alumno debe entender el significado (proceso de significacion) de cada uno de los elementos
linglisticos del texto y, sobre todo, debe comprender el texto globalmente. La realizacion de la tarea
por el nifio muestra sus dificultades en las reglas de escritura del sistema de numeracion decimal para
el caso mas elemental, como es la escritura de la decena como una unidad de segundo orden. El
alumno no ve una decena, sino diez unidades. El significado de los simbolos D (decena) y U
(unidades) no parece evidente para este alumno.

Interpretacion de los conceptos

EXPRESION CONTENIDO CRITERIO/REGLA:
(Significante) (Significado)
Numero de - Tamafio de las tres colecciones de bombones | Definicion implicita
elementos agrupados en decenas y unidades: dieciséis,
diecisiete, quince.
Decena - Coleccidn de diez bombones considerada como | - La decena como contenedor.
una unidad (caja completa)
-Segunda posicién en la escritura posicional | - Algoritmo de escritura de
decimal nameros de dos cifras.
Unidad - Objetos no incluidos en el agrupamiento | - La unidad como elementos
decimal “sobrantes”
-Primera posicion en la escritura posicional | - Algoritmo de escritura de
decimal nGmeros de dos cifras.
Adicion - Reunir bombones dentro y fuera de la caja; | Orden estable de la serie
seguir contando numeérica.
Igualdad - Resultado de la operacién de sumar La operacién y su resultado se
relacionan con el signo “="

El nifio cuenta bien el numero de objetos dentro de la caja y sabe que diez se escribe 10, pero no
entiende el papel (significado) que tienen el 0 y el 1 en dicha escritura.

Las respuestas de Enrique a las tareas pedidas muestran fundamentalmente la complejidad de la
nocion de unidad (de primer orden) y decena (unidades de segundo orden): una coleccion de diez
unidades (bombones) deben ser vistos de manera unitaria como una nueva unidad, y no como diez
unidades. Asimismo, la muestra de la actividad no permite determinar cudl es el significado atribuido
por el nifio a la regla “para sumar a 10 un nimero de una cifra, basta sustituir el 0 (del 10) por dicha
cifra”. De hecho, puesto que ante la pregunta “cuantas decenas hay”, Enrique pone “10”, la anterior
puede que represente para este nifio un mero juego de simbolos, sin referencia a la decena como
“agrupamiento de unidades”.

Interpretacion de los procedimientos

Los procedimientos y las proposiciones suponen un “nivel superior” de conexion matematica. Este
hecho, dentro del EQS, se concreta en que los criterios-regla de las funciones semidticas en las que
estos elementos participan precisan de elementos argumentativos que justifiquen su uso y hagan
coherente el discurso en el que se insertan.

PROCEDIMIENTO uso CRITERIO/REGLA
(Antecedente) (Consecuente) (Justificacion)
Técnica de recuento del ndmero | Se usa para hallar el tamafio, o | Se cumplen las condiciones
de elementos de una coleccion nimero de elementos de dentro y | de aplicacidn (coleccion
fuera de la caja discreta de objetos)

Expresion de los nimeros en el Escritura de 16, 17 y 15 Se trata de nimeros mayores
sistema posicional, separando que la base y se dispone de
unidades (U) y decenas (D) algoritmo de escritura de

18



estos nmeros

Operacién de sumar Se usa para hallar el total de | Se cumple la condicién
bombones, dentro y fuera de la caja | “colecciones disjuntas”

Enrique cuenta bien las colecciones de objetos mostradas, pero comete errores en el procedimiento
para la escritura posicional de los nimeros.

Interpretacion de las proposiciones

PROPOSICION uso CRITERIO/REGLA
(Antecedente) (Consecuente) (Justificacion)
Principios del conteo: nimero Se usan en el procedimiento de | Se cumplen las condiciones
cardinal coincide con el nimero contar las colecciones dadas de aplicacion (coleccion
ordinal del dltimo elemento discreta de objetos)
contado,...
Cardinal de la unién de dos | Se usa para hallar el total (16, 17, | Se cumplen las condiciones
conjuntos disjuntos es la suma de los | 15) (colecciones disjuntas)
cardinales de cada conjunto
Hay 16 (17, 15) bombones. Son las respuestas a las | Comprobacion empirica
cuestiones planteadas (hay 10 objetos en la cajay
7 fuera, luego escribo 10y 7
segln el modelo)

Enrique aplica bien los principios del conteo ya que halla bien los nimeros de bombones.

5.3. Procesos de generalizacion y particularizacion

En este ejercicio, implicitamente se pretende utilizar los bombones como objetos genéricos, es decir
se pretende que el alumno resuelva (para el primer problema) que 10 objetos + 6 objetos son 16
objetos. Con los tres ejercicios seguidos se pretende que conozca que, Si se juntan una decena de
objetos con un nimero de objetos inferior a diez, el resultado es un nimero de objetos igual a 1
seguido del nimero que representa las unidades. También se pretende que el alumno se apropie de la
regla general de los sistemas de numeracion posicional para nimeros de dos cifras: “Diez unidades
simples o de primer orden forman una unidad de orden superior y se escribe a la izquierda como una
unidad del orden superior”. Se observa en la respuesta del alumno que no comprende dicha regla.

5.4. Procesos de idealizacion y materializacion
En esta tarea hay un proceso de idealizacion implicito ya que, después de contar, de lo Unico que
tenemos evidencia empirica es que 10 bombones + 6 bombones son 16 bombones. Se trata de la
operacion fisica de afiadir objetos. Ahora bien, al escribir los numeros, los bombones desaparecen y
se concluye que 10 + 6 es 16, es decir hemos pasado de una operacion con objetos fisicos a una
operacion matematica con numeros. Este proceso de idealizacion se combina con el de
generalizacion descrito anteriormente,

Bombones - Objetos cualesquiera > NUmeros
El concepto de decena se materializa primero con una caja que contiene diez bombones y después
mediante tres notaciones diferentes: 1 decena, 10, “segunda posicion a la izquierda” en la escritura
de los nimeros. Asi mismo, la idea de unidad se materializa primero en un bombén y el nimero de
unidades como un conjunto de bombones “sin contenedor”, dicho nimero también se materializa en
la notacion “6” y en la casilla de la derecha en la tabla que descompone el nimero en decenas y
unidades. La suma se materializa con el hecho de que hay dos colecciones disjuntas (los bombones
de la caja y los de fuera).

5.5. Procesos de reificacion y descomposicion
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El proceso de reificacion de la decena se pretende conseguir primero por la presentacion de la
coleccidn de objetos a contar descompuesta en dos subconjuntos: la caja de diez bombones, y el resto
fuera de la caja. Mientras que para la decena se pretende poner en funcionamiento el esquema
contenedor-contenido para que los alumnos entiendan los diez bombones como una unidad de orden
superior, dicho esquema se excluye explicitamente en el caso de las unidades. Dicha reificacion se
refuerza posteriormente con la escritura “l decena....” y por el uso de la tabla que descompone el
namero en decenas y unidades.

El principal conflicto que se observa en la respuesta de Enrique se refiere a que no concibe los 10
objetos como una unidad (de orden superior), escribe un 10 en lugar de un 1 en la casilla de la
izquierda que descompone el ndmero en decenas y unidades. La escritura 10 asignada a una
coleccion de diez objetos no es interpretada por Enrique en términos de 0 unidades de primer orden y
1 de segundo orden. Este hecho nos permite afirmar que este alumno no reifica los diez bombones en
una decena de bombones

6. REFLEXIONES FINALES

En este trabajo hemos mostrado que las nociones de sistema de préacticas, configuracion de objetos y
procesos, funcion semidtica y conflicto semidtico permiten niveles de anélisis detallados de la
actividad matematica y en consecuencia nuevas explicaciones de fenémenos relativos a la ensefianza
y aprendizaje. Es posible formular criterios de idoneidad epistémica, cognitiva e interaccional en
términos semioticos, lo que refuerza la pertinencia de las perspectivas semidticas en educacion
matematica.

En el caso de los nimeros y la aritmética que hemos analizado la aproximacion ontosemiotica
permite describir los elementos que caracterizan los diversos significados institucionales de los
numeros (entendidos como pares de practicas y configuraciones de objetos y procesos), y explicar
los conflictos de aprendizaje en términos de la complejidad de los objetos y significados puestos en
juego.

El analisis de la respuesta del nifio a la tarea escolar de escritura de nUmeros mayores que diez ha
permitido el estudio sistematico y estructurado de las reglas implicadas en el uso de los nimeros:
reglas de indole linguistica, conceptual, procedimental, proposicional y argumentativa, asi como los
procesos de generalizacion, idealizacion y reificacion implicados. La dualidad personal -
institucional focaliza el analisis desde el punto de vista de la ensefianza y el aprendizaje,
identificando los conflictos entre los significados que construye el nifio y los significados
institucionales pretendidos. El andlisis mostrado ayuda a tomar conciencia de la complejidad de los
conocimientos implicados y de la dificultad para el logro de una competencia operativa y discursiva
sobre los nimeros naturales.

El énfasis en los aspectos ontoldgicos que propone el EOS, se muestra compatible con los supuestos
antropoldgicos y socio-constructivistas que se toman como postulados de partida. El objeto
considerado como emergente de un sistema de practicas, se puede considerar como Unico y con un
significado holistico (Wilhelmi, Godino y Lacasta, 2007). Pero, en cada subconjunto de practicas, la
configuracion de objetos y procesos en las que se “presenta’ el objeto en cuestion es diferente, y, por
tanto, se posibilitan practicas diferentes. Los sistemas de practicas se pueden parcelar en diferentes
clases de practicas mas especificas, posibilitadas por una determinada configuracion de objetos y
procesos, permitiendo la distincion entre significado y sentido (Font y Ramos, 2005): los sentidos
pueden ser interpretados como significados parciales. Se trata de un punto de vista relacionado con el
sostenido por Ernest (1998, p. 261) cuando considera que el constructivismo social adopta una
aproximacion a los objetos matematicos que puede ser descrita como nominalista, al considerarlos
como objetos de naturaleza linguistico / conceptual.
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En el EQS, en contraposicion a la posicion realista tradicional sobre la naturaleza y estatus
ontoldgico ultimo de los objetos matematicos - que los sitta en el mundo abstracto e intangible de las
Formas (Platén) o el Mundo 3 (Popper), o bien directamente en el mundo empirico (Maddy, 1992) -
los situamos en los juegos de lenguaje y el espacio cultural de las matematicas. La introduccion de
las dualidades incluidas en la Figura 3 (personal — institucional, ostensiva — no ostensiva, personal —
institucional, extensivo — intensivo) y el analisis de como se manifiestan en el discurso matematico
profesional y escolar permiten explicar como los juegos de lenguajes inducen a atribuir un cierto tipo
de existencia a los objetos matematicos.

Se trata de una posicién concordante con la sostenida por el constructivismo social, el cual adopta la
nocion wittgensteiniana de significado de los signos como dados por sus usos en practicas
discursivas. De este modo, “Sin embargo, los objetos mateméticos no son eliminados por esta
postura. Las explicaciones psicologicas y socioldgicas, asi como semioticas y culturales, de los

objetos matematicos dan cuenta de su presencia subjetiva y objetiva, su potencia y fuerza” (Ernest,
1998, 261).

Reconocimiento:
Trabajo realizado en el marco del proyecto de investigacion, SEJ2007-60110/EDUC. MEC-FEDER.
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