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Resumen

Aunqgue suele haber un consenso bastante generalizado en educacion matematica a favor de los modelos de
instruccion de tipo constructivista la cuestion de su pertinencia no deja de ser controvertida. Entre los modelos
extremos centrados, bien en el estudiante o en el profesor, se pueden encontrar otros modelos de tipo mixto en los
gue ambos agentes del proceso educativo tienen papel protagonista, dependiendo del contenido cuyo aprendizaje
se pretende y de los conocimientos previos de los estudiantes. En este trabajo se describe y fundamenta la
implementacion de un modelo instruccional de tipo mixto que contempla una primera fase en la que el profesor
adquiere el papel protagonista introduciendo el tema, una segunda fase de trabajo colaborativo entre profesor y
alumnos, en la que resuelven conjuntamente una situacién-problema, seguida de una tercera fase en la que los
alumnos trabajan de manera auténoma. Este modelo ha sido experimentado con alumnos de 5° curso de primaria,
siendo su objetivo crearles un primer encuentro con los problemas de proporcionalidad directa. Aunque se trata de
un estudio de caso que no permite generalizar los resultados, la evaluacion de los aprendizajes logrados permite
formular hipétesis sobre la influencia del modelo mixto de instruccion en los aprendizajes de los alumnos, las
cuales se pueden contrastar en nuevos ciclos de investigacion sobre este tema y en contextos similares.
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Abstract

Although there is a fairly generalized consensus in mathematics education in favour of constructivist-type
instructional models, their pertinence is controversial. Between the extreme models centred, either on the student
or on the teacher, we find other mixed type models, where both educational process agents play a leading role,
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depending on the intended content and the students’ previous knowledge. In this article, we describe and base the
implementation of a three stages mixed-type instructional model: In a first phase, the teacher acquires the leading
role by introducing the theme; in a second phase of collaborative work between teacher and students, they jointly
solve a situation-problem, and in a third phase the students work autonomously. This model has been experimented
with 5th grade primary school students, with the objective of creating a first encounter with the problems of direct
proportionality. Although this is a case study that does not allow to generalize the results, the evaluation of the
learning achieved serves to formulate hypotheses about the influence of the instructional mixed model on student
learning, which can be tested in new research cycles on this subject and in similar contexts.

Keywords: Didactic models. Constructivism. Proportional reasoning. Mathematical instruction.

1 Introduccion

Los modelos constructivistas de aprendizaje, en sus diversas variantes, tienen
actualmente una amplia aceptacion en educacion matematica. “Los estudiantes aprenden mas y
mejor cuando ellos mismos toman el control de los aprendizajes definiendo sus objetivos y
controlando su progreso” (NCTM, 2000, p. 20). Existe una familia de teorias instruccionales
denominadas “Inquiry-Based Education” (IBE), “Inquiry-Based Learning” (IBL) y “Problem-
Based Learning” (PBL) que postulan el aprendizaje basado en la indagacioén con poca guia por
parte del profesor. Aunque minoritarias, también existen propuestas que atribuyen un papel
central a la transmision de conocimiento (SWELLER; KIRSCHNER; CLARK, 2007), en
particular cuando se trata del aprendizaje de conceptos cientificos, los cuales, de acuerdo con

Vygotsky (1934), no se desarrollan de la misma manera que los conceptos cotidianos.

Otros autores abogan por un modelo instruccional mixto al considerar que la
optimizacion del aprendizaje implica una combinacion dialéctica y compleja entre los roles del
profesor como instructor (transmisor) y facilitador (gestor) y los roles del estudiante como
constructor de conocimiento y receptor activo de informacion significativa (GODINO;
BATANERO; CANADAS; CONTRERAS, 2015; KU; HO; HAU; LAIL 2014; LOBATO,
CLARKE; ELLIS, 2005). Esta idea es compartida por la teoria de la objetivacion de Radford
(2012;2013) en la que la ensefianza y aprendizaje no se consideran como dos procesos distintos,
sino como labor conjunta; lo que ocurre en la escuela, ensefianza y aprendizaje, no son dos
actividades separadas, una llevada a cabo por un profesor que guia al alumno, la otra por un

alumno que hace las cosas por si y para si mismo, sino una sola e inseparable actividad.

Las fuentes documentales consultadas sobre experiencias de iniciacion al razonamiento
proporcional en educacion primaria, que incluimos en la seccidn siguiente, siguen modelos
centrados en el estudiante o bien centrados en el profesor. En este trabajo describimos la
implementacion de un modelo instruccional de tipo mixto, con alumnos de 5° curso de primaria,

cuyo objetivo es crearles un primer encuentro con los problemas de proporcionalidad directa e
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iniciar en ellos el desarrollo del razonamiento proporcional. Aunque se trata de un estudio de
caso, con un enfoque interpretativo, que no permite generalizar los resultados, la evaluacion de
los aprendizajes logrados permite formular hipotesis sobre la influencia del modelo mixto de
instruccion en los aprendizajes de los alumnos, las cuales se pueden contrastar en nuevos ciclos
de investigacion sobre este tema y en contextos similares. El problema abordado y la
metodologia aplicada se inscriben, por tanto, en el enfoque de las investigaciones de disefio

instruccional (DBRC, 2003; KELLY; LESH & BAEK, 2008).

En las siguientes secciones se describen el problema y los antecedentes, el marco
teorico utilizado, el método, disefio e implementacion de la experiencia de ensefianza-

aprendizaje que centra nuestra investigacion y por ultimo los resultados obtenidos.
2. Antecedentes y problema de investigacion

Miyakawa y Winslow (2009) hacen una comparacion de dos modelos ampliamente
usados en educacion matematica, apoyados en andlisis de experiencias de ensefianza de
iniciacion a la proporcionalidad en el contexto de la semejanza de figuras. Se trata de: (1) El
modelo del estudio de lecciones desarrollado en Japon (FERNANDEZ; YOSHIDA, 2004;
ISODA et al., 2007), que usualmente implica actividades de resolucion de problemas abiertos.
En este caso la leccion analizada gira entorno a la consigna dada a los estudiantes sobre el
significado de la expresion “misma forma” realizada con alumnos de sexto grado (11 a 12 afios).
(2) La ingenieria didactica basada en la teoria de situaciones didacticas, orientada a la
construccion de una situacion fundamental que permita a los estudiantes construir y dar sentido
a un conocimiento matematico pretendido. La experiencia seleccionada, por la gran similitud
que tiene con la tarea experimentada en Japon, es la situacion de la ampliacion del puzle de

Brousseau (1997).

La idea principal del primer modelo es organizar una leccién alrededor de un
“problema abierto” caracterizado por tener multiples respuestas correctas con el fin de
“estimular simultineamente tanto las actividades creativas de los estudiantes como el
pensamiento matematico en la resolucion de problemas” (NOHDA, 1991, p. 32). Durante la
leccion, el profesor debe tratar de ayudar a los estudiantes a formular claramente sus hipdtesis
y justificaciones, tantas como sea posible. El estilo constructivista del modelo del estudio de
lecciones queda bien reflejado en la descripcion de la actividad del estudiante: éste debe
comprometerse con la situacion y expresar multiples estrategias aceptables, proponiendo varios
argumentos que apoyen sus respuestas, sin preguntar al profesor la solucion (MIYAKAWA;

WINSLOW, 2009, p. 212).
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La situacion del puzle es parte de una secuencia de 65 lecciones experimentadas por
Guy y Nadine Brousseau sobre fracciones y nimeros decimales que se describe en Brousseau
(1997, Capitulo 4). La importancia atribuida a las situaciones adidacticas® en la teoria de
situaciones, como una fase clave del proceso de estudio, es también una indicacion clara del
estilo constructivista en el que se apoya este modelo didactico. El fin es que los estudiantes
construyen la Uinica “estrategia ganadora” mediante su interaccion con el medio objetivo
proporcionado. En este proceso interviene el conocimiento matematico pretendido que los

estudiantes deben poner en juego.

Ambos disenos didacticos requieren tipos similares de andlisis: preveer las estrategias
de los estudiantes, estudiar el tipo de interaccion social, buscar el pensamiento independiente
de los estudiantes y revisar el disefio en un ciclo experimental. Por tanto, aunque sin duda hay
diferencias importantes en el papel que se atribuye al conocimiento matematico® y a los
objetivos de aprendizaje (MIYAKAWA; WINSLOW, 2009), consideramos que se trata de

disefnos centrados en el estudiante.

La experiencia de ensefianza que sirve de base al estudio de Silvestre y Ponte (2011)
asume la perspectiva de que el aprendizaje de la proporcionalidad directa en 6° afio de
escolaridad debe centrarse en la comprension de la estructura multiplicativa de una relacion
proporcional. Esta investigacion parte de que esa comprension se desarrolla mediante la
resolucion de problemas y la realizacion de tareas desafiantes, de naturaleza exploratoria e
investigativa, en el contexto de la interaccion social producida en pequefios grupos y la
discusion colectiva con todo el curso. “El papel del profesor es fundamental en la propuesta de
tareas y en la monitorizacion del trabajo de los grupos, pero sin quitarles a éstos la

responsabilidad por su trabajo” (SILVESTRE; PONTE, 2011, p. 156).

En el trabajo de Bentley y Yates (2017) se presenta un estudio comparativo de los
resultados obtenidos por dos grupos de estudiantes de 12 afios, cuando resolvian problemas que
requerian de un razonamiento proporcional (problemas de valor faltante). En uno de los grupos
se utilizaron ejemplos resueltos paso a paso de reduccién a la unidad, siendo este grupo el que
mostré mejores resultados. Los autores concluyen que la instruccion basada en ejemplos

resueltos tuvo un gran impacto en la habilidad de los estudiantes para razonar

1 El concepto de situacion adidactica modeliza una actividad de produccion de conocimiento por parte del alumno,
de manera independiente de la mediacion docente (Brousseau, 1997).

2 Debido a las diferencias que hay entre la Teoria de situaciones, en la que béasicamente se problematiza la
naturaleza epistemologica del conocimiento matematico, y el Estudio de lecciones en Japdn mas centrado en la
resolucién de problemas matematicos.
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proporcionalmente, y defienden que la filosofia subyacente es “mostrar como funcionan las
cosas”. Por tanto, se trata de un modelo de instruccion fuertemente guiada, alejado del
constructivismo de las experiencias descritas en Miyakawa y Winslow (2009) y Silvestre y

Ponte (2011).

El disefio didactico que experimentamos en esta investigacion difiere sustancialmente
de los descritos anteriormente, al situarnos en un punto intermedio entre los modelos centrados
en el profesor y los modelos centrados en el estudiante. Asumimos que la optimizacion del
aprendizaje requiere un modelo de instruccion mixto indagativo - transmisivo de ensefianza -
aprendizaje que trata de conjugar estos dos modelos: la indagacion de situaciones problemas
por parte de los estudiantes con la ensefianza explicita de conocimientos en momentos criticos
del proceso de estudio por parte del profesor. Por un lado, aceptamos que cuando se trata con
informacion nueva, “se deberia mostrar a los aprendices qué hacer y como hacerlo”
(KIRSCHNER; SWELLER; CLARK, 2006, p. 79). Por otro, compartimos las ideas de Radford:
“Para que lo general aparezca en lo singular tanto el estudiante como el profesor deberian
trabajar juntos. El profesor y el estudiante tienen que comprometerse en un proceso de

objetivacion” (RADFORD, 2013, p. 35).

El objetivo de este trabajo es describir e interpretar los resultados de la aplicaciéon de
un modelo instruccional de tipo mixto por medio de una experiencia de introduccion a la
proporcionalidad con alumnos de quinto curso de educacion primaria. Se espera obtener
conocimientos didacticos originales sobre procesos de aprendizaje de la proporcionalidad bajo

un modelo instruccional especifico.

3. Marco tedrico
La experiencia realizada se inscribe en el enfoque de las investigaciones de disefio
instruccional (BROWN, 1992; KELLY; LESH; BAEK, 2008), al centrar la atencién en el
aprendizaje en contexto. Utiliza el disefio y el andlisis sistemdtico de estrategias y herramientas
instruccionales, tratando que el disefio instruccional y la investigacion sean interdependientes.
Para la investigacion basada en el disefio instruccional (DBRC, 2003):
— el desarrollo y la investigacion tienen lugar mediante ciclos continuos de disefo,
implementacion y andlisis.
— los fines centrales del disefio de entornos de aprendizaje y el desarrollo de teorias del

aprendizaje estan entrelazados, de manera que la investigacion debe llevar a teorias que
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puedan ser compartidas con los profesores y disefiadores educativos para comunicarles
implicaciones relevantes.

— la investigaciéon debe explicar como funcionan los disefios en entornos reales
informando sobre las interacciones que refinen nuestra comprension de las cuestiones

de aprendizaje implicadas.

El marco teodrico que sirve de base al disefio didactico esta constituido por algunas herramientas
del Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos (GODINO;
BATANERO; FONT, 2007); en particular se usara la nocion de configuracion didactica, hecho
didactico significativo e idoneidad didactica (GODINO; RIVAS; ARTEAGA; LASA;
WILHELMI, 2014).

En el marco del EOS, una configuracion didactica es un segmento de actividad
didactica (ensefianza y aprendizaje) que se distribuye entre los momentos de inicio y
finalizacion de una tarea, o situacion-problema disefiada e implementada. Incluye las acciones
de los estudiantes y las del profesor, asi como los medios planificados o usados para abordar el
estudio conjunto de la tarea (GODINO et al., 2014). En la interaccion didactica, pueden
aparecer conflictos semioticos, entendidos como desajustes o discordancias entre los
significados atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones). Para el
analisis del proceso instructivo se emplea la nocién de hecho didactico significativo (HDS)
introducida por dichos autores: “Se considera que un hecho didactico es significativo (HDS) si
las acciones o practicas didacticas que lo componen desempefian una funcidon, o admiten una
interpretacion, en términos del objetivo instruccional pretendido” (GODINO et al., 2014, p.

174).

Desde el EOS se define la idoneidad didactica como el grado en que un proceso de
instruccion reine ciertas caracteristicas que permiten calificarlo como adecuado. El logro de
una alta idoneidad didéctica supone un balance equilibrado de seis idoneidades parciales en las
facetas: epistémica (representatividad de los significados institucionales implementados
respecto de un significado de referencia), ecoldgica (grado en que el proceso de estudio se ajusta
al proyecto educativo y a los condicionamientos del entorno en que se desarrolla), cognitiva
(proximidad de los significados personales logrados a los significados pretendidos), afectiva
(grado de implicacion del alumnado en el proceso de estudio), interaccional (posibilidad de
identificar y resolver los conflictos semidticos que se producen durante el proceso de
instruccion) y mediacional (disponibilidad y adecuacién de los recursos materiales y

temporales). El lector interesado puede consultar Godino (2013).
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4. Método

El enfoque metodoldgico que seguiremos en nuestra investigacion sera la ingenieria didactica,
entendida en el sentido generalizado que se propone desde el EOS (GODINO et al. 2014), la
cual queda articulada con las investigaciones de disefo instruccional. Distingue cuatro fases en

la investigacion:

1. Estudio preliminar, que tiene en cuenta las dimensiones epistémico — ecologica,
cognitiva — afectiva e instruccional.

2. Disefio de la trayectoria didactica, seleccion de las tareas, secuenciacion y andlisis a
priori de las mismas, con indicacién de los comportamientos esperados de los
estudiantes y de la planificacion de intervenciones controladas del docente.

3. Implementacion de la trayectoria didéctica; observacion de las interacciones entre

personas y recursos y evaluacion de los aprendizajes logrados.

4. Evaluacion o analisis retrospectivo, que se basa en el contraste entre lo previsto en el

disefio y lo observado en la implementacion.

En este trabajo describimos la segunda fase en la seccion 5, la implementacion en la seccion 6

y la tltima fase en la seccion 7.
4.1. Poblacion y muestra

La poblacién sobre la que se centra la investigacion son estudiantes de primaria que
tienen su primer encuentro con situaciones - problemas que ponen en juego la nocidon de
proporcionalidad. La muestra objeto de estudio est4 constituida por un grupo de 23 estudiantes
(13 nifias y 10 nifios) de quinto curso de Educacion Primaria (10-11 afios de edad), los cuales
tenian un nivel normal de desempefio en matematicas y que habian tenido dificultades ese curso

con el tema de fracciones, tal y como habia revelado su tutor en una entrevista.

La experiencia se llevd a cabo en un centro publico de ensefianza de educacién infantil y
primaria durante el curso 2016-2017. La seleccion de la muestra fue intencional, atendiendo a
la disponibilidad del centro escolar y de los docentes del mismo.

4.2. Instrumentos de recogida y analisis de datos

El aprendizaje logrado por los estudiantes fue evaluado con dos situaciones - problema
(secciones 4.2.1 y4.2.2) proximas a las situaciones trabajadas previamente en clase. La primera

tarea de evaluacion sigue un esquema similar al de la situacion introductoria inicial “Laura
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visita a su tio” (seccion 5.1). Se persigue que los alumnos obtengan el valor unitario,
experimenten el caracter simétrico de la relacion de proporcionalidad y obtengan la regla que
genera la clase de soluciones posibles al numero de piedrecitas a partir del nimero de pulseras,
o al niamero de pulseras a partir del nimero de piedrecitas disponibles, cuando éstas son
variables. En la segunda tarea de evaluacion, un alumno puede reconocer que, para construir
un puzle idéntico, pero de mayor tamaiio, la relacion entre la distancia en la figura y la distancia
en el puzle de cartulina es de proporcionalidad directa, y proceder a reducir a la unidad,
calculando la longitud que corresponde en el puzle de cartulina a un centimetro de la figura:

7/4=1,75. La longitud en el puzle de cartulina, que corresponde a un segmento de longitud k en

la figura serd 1,75 X k.
4.2.1. Tarea de evaluacion 1: las pulseras
Irene ha hecho 6 pulseras iguales con 48 piedrecitas de colores.

a) /Cuantas piedrecitas necesita Irene para hacer una pulsera? Explica como lo has obtenido.

b) Y para hacer 10 pulseras? Explica como lo has averiguado.

C) [Irene quiere hacer una pulsera para cada una de sus amigas. Si sabes el numero de amigas que
tiene Irene, ;de qué forma le explicarias cudantas piedrecitas necesitara?

d) /Cuantas pulseras iguales puede hacer Irene con 72 piedrecitas?

e) Sisabes el numero de piedrecitas que tiene Irene, ;jcomo le explicarias cudntas pulseras

puede hacer?

4.2.2. Tarea de evaluacion 2: el puzle

En la figura se presentan las piezas de un puzle. | ¢ [ [ | s

Los numeros escritos junto a los lados de los z

poligonos corresponden a las medidas de dichos
lados expresadas en centimetros. Queremos

construir en cartulina este puzle, pero de mayor o
tamario, de tal manera que el lado de 4 cm tenga 7

una longitud de 7 cm. ;Sabrias que medida hay °

que darle a cada lado? Explica como lo has 2

obtenido. 4 z

Figura 1- Situacion del puzle

5. Disefio de las situaciones introductorias. Analisis a priori
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Las sesiones de clase en las que tuvo lugar la investigacion se desarrollaron durante
las dos tltimas semanas del curso académico, en las que se daba por concluido el desarrollo del
temario y de manera general, se encontraban repasando los conocimientos aprendidos durante
el curso. De manera previa a las sesiones, los alumnos no habian trabajado con problemas que
involucrasen relaciones de proporcionalidad en su significado aritmético. En el primer
trimestre, habian tomado un primer contacto con las fracciones, usadas como operador y como
relacion parte-todo. Dentro del contexto de uso geométrico de la proporcionalidad, habian
realizado lectura e interpretaciéon de mapas a escala. Sin embargo, no habian trabajado la
reproduccion a escala de mapas, por lo que consideramos que no se habian desarrollado
actividades, hasta el momento de la investigacion, que proporcionasen a los alumnos un
concepto intuitivo de proporcion, ni sirviesen de soporte en el desarrollo del razonamiento

proporcional.

Después de presentar el contexto, la profesora-investigadora facilito a los alumnos la
hoja de trabajo que reproducimos en el siguiente apartado. La actividad esta disefiada para
estimular la indagacion y la discusion por medio de cuestiones dirigidas que sirvan de
acercamiento a la proporcionalidad. Al acabar cada actividad se discutieron las ideas de forma
grupal, centrando la atencion en el concepto de proporcionalidad y las propiedades cuya

comprension se persigue desarrollar con la tarea.

La primera tarea sigue la recomendacion de diversas investigaciones que sugieren un
primer acercamiento intuitivo al concepto de proporcionalidad, recurriendo al uso de factores

multiplicativos y tablas numéricas. La segunda tarea esta tomada de Mochon (2012).

5.1. Tarea introductoria 1: Laura visita a su tio

Es la fiesta fin de curso y las clases de quinto quieren encargar tartas para celebrarlo. El tio de
Laura es pastelero, jhace unas tartas deliciosas! Asi que Laura ha ido a visitarlo. Esa mafiana
uso 3 litros de leche para hacer 18 tartas iguales. Laura quiere saber cuantas tartas puede

elaborar con 6, 2 y 5 litros de leche.

Laura, que es una chica muy lista, razona de la siguiente manera para formar una tabla como

la mostrada a continuacion.

—  Primero, 6 es el doble de 3 (el numero de litros de leche que necesito para 18 tartas).
Coloca tu en la tabla el numero de tartas que puede hacer con 6 litros de leche.

— Luego piensa que 2 litros es la tercera parte de 6 litros. Pon el siguiente numero de
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tartas en la tabla.

—  Por ultimo 5 litros de leche son 2 litros mas los 3 litros iniciales.

Termina de llenar la tabla siguiendo estas tres ideas.

Litros de leche 3 6 2 5
Tartas 18

/Se te ocurre alguna forma distinta a como lo hizo Laura para completar la tabla?

Iniciamos el razonamiento proporcional a través de razones sencillas como doble,
mitad y el reconocimiento de la propiedad aditiva de la funcién de proporcionalidad: para
completar la tabla han debido considerar que al duplicar el nimero de litros de leche se duplican
el naimero de tartas, al dividir por tres el nimero de litros de leche el nimero de tartas también
queda dividido de igual forma. Ademas, si una cantidad de litros de leche es la suma de otras
dos, el nimero de tartas que podra fabricar es la suma del nimero de tartas que puede hacer con

cada cantidad menor de litros de leche.

5.2. Tarea introductoria 2: El Pirata

Un pirata encuentra un mapa con medidas raras en el que se indica donde fue enterrado un
tesoro. El diagrama grabado es el siguiente.
24

1 5
18
12 i

El pirata localiza la piedra y la palmera y al caminar entre ellos, cuenta 30 de sus pasos. Ayudale
a saber cuantos de sus pasos corresponden a cada una de las medidas dadas en el mapa.

Figura 2- Tarea “el pirata” (MOCHON, 2012, p. 144)

El alumno debe cuestionarse la relacion entre las medidas del mapa y los pasos del pirata,
convenciéndose de que se trata de una situacion de proporcionalidad, investigando cémo se ve
afectada la cantidad de pasos del pirata, si la correspondiente medida en el mapa se duplica,

triplica o demedia.

5.3. Tarea introductoria 3: Laura sigue pensando
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Regresemos a la situacion anterior en la que Laura estaba tratando de calcular los litros de
leche que necesita su tio para hacer varias tartas. A Laura se le ocurre una idea genial (jya
hemos dicho que es muy lista!): si puedo calcular el numero de tartas que hace mi tio con un
solo litro de leche, el calculo para los otros litros de leche es mas facil. Para esto incluyo el 1

extra en la fila de los litros de leche:

Litros de leche [3 1 6 ? 5
Tartas 18

Ahora, intenta responder a estas preguntas:

a) Sisabes el numero de litros de leche de que dispone el pastelero, ;de qué forma
explicarias a un amigo cuantas tartas puede hacer?

b) ;Cudntos litros de leche necesita el pastelero para hacer 4 tartas?

c) Sisabes el numero de tartas que le han encargado hacer al pastelero, ;jcomo le

explicarias al pastelero cuantos litros de leche necesita comprar?

Después de obtenido el valor unitario, se espera que el alumno responda a la consigna
a) como sigue: conocido el numero de litros de leche de que dispone el pastelero, y que con 1
litro de leche se pueden hacer 6 tartas, para saber el nimero de tartas que se pueden elaborar,
basta multiplicar por 6. Para responder a la pregunta b) el alumno debe tener en cuenta que la

cantidad de litros de leche necesarios se puede obtener dividiendo por 6 la cantidad asociada de
. . 4 2 .. .
tartas. Por tanto, para realizar 4 tartas son precisos - =3 litros de leche. Finalmente, en la

consigna c) se espera que el alumno generalice esta propiedad y concluya que, si el pastelero
sabe el nimero de tartas, el nimero de litros de leche que va a necesitar para ello lo puede

obtener dividiendo por 6, que es la cantidad de tartas que puede hacer con un litro de leche.

6. Descripcion de la implementacion

En esta seccion se describe la implementacion del disefio instruccional, por medio de
la nocion de configuracion didéactica. La dindmica desarrollada a lo largo de las sesiones,
persiguidé promover la participacion de los alumnos en las tareas y motivar y organizar la
continua interaccion entre la profesora y los alumnos, para potenciar la confianza de los
alumnos que se enfrentaban por primera vez a problemas de proporcionalidad, identificar
conflictos semioticos potenciales y resolver aquellos que se produjesen durante el proceso de
instruccion. Todas las sesiones fueron de hora y media de duracion en la franja inmediatamente

anterior al recreo.
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El tutor del grupo solicitd a la investigadora comenzar por recordar a los estudiantes los
conceptos relativos a fracciones. Esta primera sesion de trabajo no estaba prevista y supuso la
necesidad de ajustar el tiempo de dedicacion a las tareas posteriores. La siguiente sesion sirvio
para acercar a los alumnos al contexto geométrico de la proporcionalidad y semejanza,
conectando con sus conocimientos previos sobre mapas y planos a escala. Para ello la
investigadora habia preparado una presentacién y us6 el proyector y pizarra electronica

presentes en el aula de clase.

A continuacion, describimos como se desarrollaron las siguientes sesiones, destinadas
al trabajo sobre proporcionalidad aritmética y que centran nuestra atencion en este trabajo,

sefialando los los “hechos didacticos significativos” (HDS) en su desarrollo.
6.1. Configuracion didactica 1: Introduccion

Se presentaron a los estudiantes diversas situaciones cotidianas en las que la relacion
entre cantidades de dos magnitudes es de proporcionalidad directa. El precio pagado por
distintas cantidades de un articulo, la distancia recorrida por un coche a velocidad constante y
el tiempo,... En estas situaciones, aparecen dos series de nimeros, que se representaron en la
pizarra por medio de tablas (andlogas a las que se incluyeron en la hoja de trabajo), de forma
que los estudiantes podian reconocer la existencia de cierto nimero (la razon de
proporcionalidad) que les permitia escribir cada valor de la segunda serie como producto por

dicho niimero de los valores correspondiente de la primera serie.

Se les introdujo también algunas situaciones de no proporcionalidad, en las que los
alumnos debian decidir si lo eran o no y por qué. Por ejemplo, la edad y la altura de un nifio.
Consideramos un HDS que, en este momento, algunos alumnos intervinieron para completar
una tabla, asumiendo que la relacién entre tales magnitudes era de proporcionalidad, para
descubrir después que no podia serlo a la luz de resultados que chocaban con su experiencia y

sentido comun.

Después de presentar el contexto, la profesora-investigadora facilit6 a los alumnos la
hoja de trabajo que detallamos en la seccidon anterior. Los alumnos estaban organizados por

parejas, siguiendo con la distribucion habitual para trabajar en el aula con su profesor.

6.2. Configuracion didactica 2: Laura visita a su tio

r%

La primera tarea, “Laura visita a su tio” estaba disefiada para estimular la indagacion
y la discusion por medio de cuestiones dirigidas que sirvieran de acercamiento a la

proporcionalidad. La resolucion de esta tarea se llevd a cabo en gran grupo: los alumnos
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intervenian para completar la tabla, argumentando en cada momento la respuesta y discutiendo
con los companeros la estrategia seguida. Al acabar cada actividad se discutieron las ideas de
forma grupal, centrando la atencion en el concepto de proporcionalidad y las propiedades cuyo

conocimiento y comprension se perseguian desarrollar con la tarea.

Para responder a la pregunta ;Se te ocurre alguna forma distinta a como lo hizo Laura
para completar la tabla?,un alumno (Nico) identifica que para calcular las tartas que se pueden
hacer con 2 litros de leche, se pueden calcular los % de las tartas que se hacen con 3 litros de

leche, es decir, % de 18.
6.3. Configuracion didactica 3: El pirata

La tarea sobre el pirata, no es tan dirigida como la primera, y plantea mayor variedad
de estrategias que se pone de manifiesto en la puesta en comun en clase. En esta ocasion se les
dej6 a los alumnos un tiempo para realizarla de manera individual en clase, aunque podian
discutir con su compaiiero. Después se completo en la pizarra, incluyendo sus aportaciones, la

tabla que relacionaba las distintas medidas en el mapa con los pasos del pirata correspondientes.

Consideramos como HDS la mayor dificultad presente en esta tarea frente a la anterior,
debido a la constante de proporcionalidad no entera. Algunos alumnos pusieron de manifiesto
esta dificultad a la hora de determinar el nimero de pasos del pirata correspondientes a la
medida 9 en el mapa. Sin embargo, fueron los propios estudiantes los que resolvieron las dudas
de sus compafieros sin que la profesora-investigadora tuviera que intervenir mas que como

moderadora.
6.4. Configuracion didactica 4: Laura sigue pensando

Esta tarea se desarrolld en gran grupo: los alumnos intervenian justificando en cada
momento su respuesta o poniendo en duda la de los compaiieros. El procedimiento de reduccion
alaunidad y la identificacion en la tabla de la constante de proporcionalidad no supuso ninguna
dificultad para los alumnos. De hecho, algunos de ellos, 1o habian puesto en practica de forma

intuitiva en la primera parte de la tarea “Laura visita a su tio” para completar la tabla.

La respuesta a la primera consigna (si sabes el numero de litros de leche de que dispone
el pastelero, ;de qué forma explicarias a un amigo cuantas tartas puede hacer?) fue undnime
por parte de los alumnos que intervinieron: “multiplicando por 6, que son las tartas que se

pueden hacer con un litro de leche”.
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Sin embargo, en el caso de la segunda tarea (/cudantos litros de leche necesita el
pastelero para hacer 4 tartas?) se hizo mas necesaria la intervencion de la profesora-
investigadora para dirigir la discusion y acompafiar argumentos con representaciones graficas
en la pizarra. Un estudiante, Nico, interviene: “son 2/3 de litro”. A la pregunta de la
investigadora en relacion a como lo ha obtenido, explica: “como 4 son los 2/3 de 6, para hacer
4 tartas necesitaré 2/3 de litro de leche”. Algunos compaiieros tuvieron dificultades para
entender el argumento de Nico y la investigadora procedi6 a dibujar en la pizarra 6 tartas e
identificar, siguiendo las instrucciones de Nico, que “si 1 litro de leche es necesario para las 6

tartas entonces cada 2 tartas necesito 1/3 de litro. Por tanto, 4 tartas son 2/3 de litro de leche.”

Figura 3-Imagen de pizarra con las tartas

Consideramos aqui dos HDS: por un lado, que gran parte de los alumnos hubieran
recurrido de manera intuitiva y natural a la obtencion del valor unitario y por otro que la relacion
inversa (obtener los litros de leche a partir del nimero de tartas) suponga una mayor

complejidad.

7. Resultados y discusion

Para evaluar el grado de aprendizaje logrado por los estudiantes, aplicando el
instrumento descrito en la seccion 3.2, hemos definido dos variables cuantitativas y cuatro
variables cualitativas. Las variables cuantitativas refieren al grado de correccion de la respuesta
y al grado de correccion de las explicaciones dadas por los estudiantes en las tareas de
evaluacion. En ambos casos se ha asignado una puntuacion de 0, 1, o 2 puntos si la respuesta
es incorrecta, parcialmente correcta o correcta, respectivamente. Las variables cualitativas
refieren a la presencia en la practica matematica de determinados tipos de objetos como son
procedimientos, argumentos, tipos de lenguaje y representaciones, asi como el grado de

generalidad de los objetos emergentes en las practicas realizadas.

De manera global, el 87% de los alumnos realizaron exitosamente las tareas. En una

escala sobre 10, el valor minimo obtenido en el grado de correccion fue de 3,33 y el maximo
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de 8,88. La puntuacion mediana fue de 7,22; el recorrido intercuartilico 3,33 y la media

aritmética fue de 6,61.

Por otro lado, los alumnos tuvieron mas dificultades para realizar apropiadamente la
tarea del puzle que la de las pulseras. El porcentaje de respuestas correctas (parcial o totalmente)
a los distintos items de la tarea de las pulseras es como minimo del 69,56% (en el ultimo
apartado) y superior al 95% en las practicas operativas (alcanza el 100% en el primer item).
Para la tarea del puzle el porcentaje de respuestas correctas (parcial o totalmente) es del 69,56%
y el de justificaciones apropiadas del 56,52%. En la tabla 1 aparecen los valores, minimo,

maximo, media y desviacion tipica para cada una de las tareas.

Tabla 1- Estadisticos sobre puntuaciones en escala 0-10 en las tareas del puzle y las pulseras

Minimo | Maximo Media | Desviacion tipica
Pulseras 3,57 9,29 7,21 1,49
Puzzle 0,00 10,00 4,57 3,59
Total 2,78 8,89 6,62 1,80

La estrategia de resolucion mas seguida fue la obtencion del valor unitario, en ambas tareas.
En el caso de la tarea del puzle, algunos estudiantes usaron un procedimiento de resolucion que
calificamos de mixto, ya que combinan estrategias aditivas con reduccion a la unidad (ver

ejemplo de esta estrategia en la figura 6).

Los tipos de registros usados de forma mayoritaria son el natural y numérico de manera
conjunta. El registro diagramético o tabular tiene una presencia importante en las producciones
de los alumnos: un minimo de 8,7% (item b) y maximo de 15,79% (item e) lo usaron en la tarea
de las pulseras, mientras que un 90% de los alumnos lo usaron en la tarea del puzle (ver figuras
6y 7). En este sentido, mencionamos que diversos autores sostienen que el uso de tablas para
organizar los datos del problema ayuda a los alumnos a comprender la conservacion de las
relaciones internas entre los datos de una serie y la permanencia de las relaciones externas entre
los datos de series proporcionales (STREEFLAND, 1985).

Identificamos tres categorias de argumentacion en las producciones de los alumnos: 1)
informal, aquellas del tipo “multiplicando”, “dividiendo” o que recurren a un caso particular;
2) de orientacion aritmética, cuando incluyen la operacion aritmética sin identificar su
significado; 3) formal; basada en la relacion de proporcionalidad o valor unitario. La
justificaciébn que acompaniaba a las practicas operativas de la tarea de las pulseras fue

mayoritariamente de orientacion aritmética, mientras que, en el caso de las practicas
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discursivas, asi como en la tarea del puzle, la justificacion predominante se puede considerar

de tipo formal.

Alrededor del 90% de los alumnos lograron expresar la regla general que relacionaba
el nimero de pulseras con el nimero de piedrecitas (ver figuras 4 y 7), frente al 55% de alumnos
que consiguieron declarar la relacion entre las medidas de la maqueta y el puzle en cartulina

(ver figura 5).

o) Irene quiere hacer una pulsera para cada una de sus amigas. Si sabes el
nimero de amigas que tiene Irene, ;de qué forma le explicarias cuantas
piedrecitas necesitara? S g AL o1
. Q i P \ |
4 'P\)\&(‘Q ) DRcety T fa) Hc. O cadal w2 ) LA e
, Q oulgena: < oy e T
;‘Q%Q unQ 1 & m A Uy MGG Yoo cua 0y n oo

e\ U & OiSoSe K ( :
d) ;Cuantas puiée(i?as Eguales\ puede hacer Irene con 72 piedrecitas?

Figura 4- Respuesta de una alumna basada en el significado del valor unitario.

Ccmo Gcm  en [a mr{ug””‘ |
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Figura S-Respuesta de una alumna a la tarea del puzle donde identifica la constante de
proporcionalidad.

La diferencia de grado de éxito obtenido entre ambas tareas, muestra que los alumnos
tuvieron mayor dificultad para identificar la constante de proporcionalidad en el problema de

proporcionalidad geométrica frente al problema de proporcionalidad aritmética.

Segun afirman Miyakawa y Winslow (2009), “parece deducirse de los experimentos
previos realizados por Brousseau y colegas que, a pesar de la cuidada preparacion en las
lecciones previas, los estudiantes tienden de manera espontanea a construir las piezas mayores
afnadiendo 3 c¢m a todos los lados conocidos (ya que 7 cm es 3 cm mas que 4 cm).” En nuestro
estudio, no hemos encontrado evidencias de este tipo de respuestas por parte de los alumnos,
posiblemente porque la realizacion de esta tarea estuvo precedida de otras introductorias sobre
proporcionalidad aritmética, por medio de tablas numéricas y el planteamiento de cuestiones

dirigidas a identificar las propiedades aditiva y homogénea de la funcion de proporcionalidad.
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No obstante, dado que se trata de un estudio de caso la confirmacién de este resultado queda

planteada como hipotesis para nuevos ciclos de experimentacion.

Algunos investigadores consideran que la existencia de pequefias diferencias en las
cantidades que determinan las relaciones dadas en los problemas propicia que los alumnos
recurran a estrategias aditivas (KAPUT; WEST, 1994). Otras investigaciones sugieren que los
alumnos tienen mayores dificultades en resolver problemas de proporcionalidad cuando las
relaciones entre los datos no son enteras. Intentar evitar las fracciones conduce a los alumnos
al uso de estrategias incorrectas (KARPLUS; PULOS; STAGE, 1983). En la tarea del puzle,
algunos alumnos de nuestra muestra identificaron el valor unitario después de haber realizado
ciertas operaciones aritméticas (dividir por dos de forma sucesiva). En otras ocasiones, como
muestra la respuesta recogida en la figura 6 recurrian a una estrategia aditiva para determinar

las medidas, sumando el valor unitario tantas veces como fuese preciso.

cl#a
lootsts ™
fgaééehdo que C i N Fem e 1%

vay .

% do ©o m, ,
) Q?ﬂ_;ge o mitad en € 2y /
MR8  somando

Figura 6-Estrategia de tipo mixto en la tarea del puzle

La relacion de proporcionalidad entre magnitudes o series de nimeros es una relacion simétrica,
pero la constante de proporcionalidad depende del orden en que las magnitudes o series de
numeros sean consideradas. Algunas investigaciones (DUPUIS; PLUVINAGE, 1981; BEZUK,
1986) sostienen que el orden en que se presentan los datos en un problema de valor faltante,
determina el grado de dificultad en su resolucion, de manera que, a los items d) y e) se les
presupone una mayor dificultad que a los apartados a), b) y ¢). Podemos considerar que, tras la
instruccion especifica implementada, los alumnos han superado la dificultad del razonamiento
inverso en una relacion de proporcionalidad (manifestada en la tarea introductoria de las tartas),
reconociendo la simetria de la relacion. Asi, un 86,95%, no tuvieron dificultades en responder
adecuadamente cuando se preguntaba de manera inversa por las pulseras y no por el nimero de
piedras. Sin embargo, explicar de forma correcta esta relacion reciproca supuso mayor

dificultad. En la figura 7 se muestra un ejemplo de respuesta dada por un alumno a este item.
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e) Si sabes el numero de piedrecitas que tiene Irene, ;cémo le explicarias
cudntas pulseras puede hacer?

ch;im QOJ\ "\.m.OL’*-Oh °¥9" J(Qr%q (.QA Q \E
e 6 que  sen Lowy \n.‘uaobv.or\ %&W

Figura 7-Respuesta de un alumno donde obtiene la regla para determinar el nimero de
pulseras a partir del nimero de piedras.

El analisis de los datos ha permitido identificar algunos HDS en la faceta cognitiva del
proceso formativo implementado. Dichos HDS tienen una cierta incidencia en la muestra de
sujetos y, por tanto, pueden ser indicativos de la manifestacion de fenomenos didacticos, es
decir, hechos didacticos que implican una cierta regularidad.

1) Los alumnos han realizado un uso prioritario de la estrategia de reduccion a la unidad
en la resolucion de las tareas.

2) El registro tabular ha sido recurrente.

3) Tras la instruccion los alumnos han superado la dificultad del razonamiento inverso en
una relacion de proporcionalidad (manifestada en la tarea introductoria de las tartas),
reconociendo la simetria de la relacion.

4) El problema de proporcionalidad geométrica tiene una mayor dificultad conceptual y
operativa (factor de proporcionalidad fraccionario).

5) Comenzar con tareas de proporcionalidad aritmética ha evitado el uso de estrategias

incorrectas reconocidas en investigaciones previas en la tarea del puzle.

Como hemos indicado anteriormente, dado el caracter de estudio de caso de nuestra
investigacion, los resultados 1) a 5) indicados deben ser tomados como hipotesis a contrastar

en nuevos ciclos de experimentacion.
8. Reflexiones finales

Segun Lamon (2007) el razonamiento proporcional supone tanto la habilidad de
reconocer una relacion multiplicativa entre dos cantidades como la capacidad de extender dicha

relacién a otros pares de cantidades.

Es importante desarrollar practicas docentes que estimulen el desarrollo de potenciales

esquemas de razonamiento proporcional antes de acabar la etapa de educacion primaria. Como
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sefalan Miyakawa y Winslew (2009, p. 203) “mientras que el tratamiento algebraico puede
ayudar a trivializar nociones y problemas relativos a proporcionalidad para estudiantes de
secundaria, normalmente se tiene que evitar en una primera aproximacion en educacion
primaria. Y esto se afiade al reto de construir primeros encuentros con el razonamiento
proporcional en este nivel”. El papel del profesor en este proceso, sin duda es de vital

importancia.

Como hemos mencionado en la introduccioén, pensamos que optimizar la idoneidad
didactica de un proceso de estudio matematico precisa de un modelo de instruccion mixto
indagativo - transmisivo de ensefanza — aprendizaje en el que tanto el estudiante como el
profesor desempefien roles protagonistas. En nuestro caso, la profesora-investigadora comenzo
presentando las nociones basicas de proporcionalidad, vinculadas a la semejanza y las escalas,
que les eran familiares a los alumnos. En la configuracion didactica 1, reconocemos una
situacion introductoria del contenido con el que los estudiantes tienen su primer encuentro. El
profesor debe presentar la informacion precisa para que los estudiantes comprendan el contexto,

predominando un formato transmisivo y dialégico.

Las tareas correspondientes a las situaciones introductorias, pretendian incorporar a los
estudiantes en el proceso de introduccion a la proporcionalidad, “trabajando juntos”. El disefio
requeria de los estudiantes que, por un lado prestaran atencion a sus companeros, valorando la
validez de sus respuestas y constrastando con sus propias soluciones. En las configuraciones
didacticas 2, 3 y 4 predomina el aspecto indagativo y cooperativo. Los alumnos trabajaban
sobre la hoja de trabajo de forma colaborativa y la profesora-investigadora podia intervenir para

orientar, recordar la informacion necesaria y dirigir la discusion en gran grupo.

Por tultimo, las situaciones de evaluacion mediante las que se obtiene la informacion
sistematica sobre el grado de logro de los aprendizajes, corresponden a momentos netamente
indagativos, en los que el estudiante responde de manera personal a las tareas propuestas

representativas del contenido pretendido.

En este articulo hemos descrito el modelo didactico experimentado y los resultados
obtenidos en términos de los aprendizajes de los alumnos, destacando algunos hechos
didacticos significativos. Puesto que se trata de un estudio de caso con un solo grupo y un
enfoque de investigacion descriptiva-interpretativa, no se puede concluir que los aprendizajes
sean consecuencia exclusiva del modelo instruccional implementado. Seria necesario contrastar
estos resultados en nuevos ciclos de investigacion sobre este tema y en contextos similares. No

obstante, a la luz de los resultados logrados, creemos que este modelo de colaboracion entre el
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profesor y los estudiantes, en relacion a la situacion-problema que se pretende resolver y el
contenido matematico puesto en juego, consigue altos niveles de idoneidad en sus facetas
interaccional, cognitiva y afectiva. Un apropiado grado de didlogo, interaccion y comunicacion
ha permido:
— detectar estrategias intuitivas, naturales y aquellas que los alumnos desarrollan con poca
guia por parte del profesor (uso recurrente del registro tabular, estrategia de reduccion
a la unidad)
— aumentar el grado de implicacion e interés del alumnado.
— identificar conflictos semidticos (mayor dificultad cuando la constante de

proporcionalidad no es entera o al trabajar con la relacion inversa) y resolverlos.
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