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Resumen

La ensefianza y aprendizaje de los conceptos y procedimientos del Céalculo, en particular el
concepto de integral definida, es un desafio para los profesores y estudiantes de las carreras
universitarias. Para elaborar propuestas fundamentadas de mejora de los procesos
instruccionales, es necesario prestar atencion a la naturaleza y complejidad de los objetos
matematicos que configuran los significados de la integral definida que se espera que los
estudiantes comprendan y apliquen. En este trabajo, complementamos los anélisis realizados
por diversos autores, aplicando herramientas tedricas y metodoldgicas del Enfoque
Ontosemiotico del conocimiento y la instruccion matematicos para identificar los
conocimientos requeridos para comprender diversos significados del concepto de integral
definida y potenciales conflictos semi6ticos. Centramos la atencion en un primer significado
intuitivo, que involucra principalmente conocimientos aritméticos, y en el significado formal
como limite de sumas de Riemann predominante en las propuestas curriculares. El
reconocimiento de la complejidad ontosemidética de los objetos matematicos se presenta como
un factor clave para explicar las dificultades de aprendizaje de los conceptos, procedimientos y
su aplicacion a la resolucion de problema, asi como para tomar decisiones fundamentadas sobre
la ensefianza. La metodologia de anélisis de un texto matematico que ejemplificamos en este
trabajo, aplicando las herramientas del Enfoque Ontosemidtico, proporciona un nivel
microscopico de analisis que nos permite identificar algunos hechos semiético-cognitivos de
interés didactico. También permite identificar algunos estratos epistémicos, esto es,
conocimientos institucionales que deberian ser estudiados previamente, los cuales pasan
desapercibidos en los procesos de ensefianza.
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1. Introduccion

En la revision elaborada por Bressoud, Ghedams, Martinez-Luances & Tdrner (2016) se
describe la evolucién de la investigacion y principales tendencias sobre los diversos temas
implicados en la ensefianza y aprendizaje del Célculo, como son las dificultades de los
estudiantes, el disefio de tareas, las practicas de clase, el uso de la tecnologia, etc. Estos autores
identifican una variedad de cuestiones relativas a los aspectos epistemoldgicos, cognitivos,
institucionales e instruccionales planteados por la investigacion. En particular resaltan la
preocupacion por las relaciones entre el pensamiento de los estudiantes sobre las nociones
fundamentales del Céalculo y las expectativas de aprendizaje establecidas en los curriculos. En

1 Version en espafiol del articulo: Burgos, M., Bueno, S., Godino, J.D., & Pérez, O. (2021). Onto-semiotic
complexity of the Definite Integral. Implications for teaching and learning Calculus. REDIMAT — Journal of
Research in Mathematics Education, 10(1), 4-40. doi: 10.17583/redimat.2021.6778

1



estas relaciones se identifican al menos tres tensiones dialécticas con relacion al Célculo: el
infinito potencial versus actual, lo dindmico frente a lo estatico, y la visualizacion frente a la
formalizacion. Estas dialécticas llevan a plantear como cuestiones abiertas: ““;Qué
consideraciones epistemologicas deberian tenerse en cuenta para abordar tales tensiones? ¢ Cuél
es el papel de la ensefanza y las practicas de aula?” (Bressoud et al., 2016, p. 30).

Bressoud et al. (2016) mencionan los principales marcos tedricos que han sido aplicados en
las investigaciones educativas sobre el Calculo con énfasis en el desarrollo cognitivo,
destacando los enfoques “Concept Image and Concept Definition” (Tall and Vinner 1981), la
teoria de los Registros de Representacion Semiotica (Duval, 1995), la teoria Action- Process-
Object-Schema (Dubinsky, 1991) y la teoria Three Worlds of Mathematics (Tall 2004). Otras
investigaciones enfocadas en aspectos institucionales, socio-culturales y discursivos han usado
la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 1997), la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(Chevallard, 1992) y el Commognitive Framework (Sfard, 2008). Attorps, Bjork, Radic y
Tossavainen (2013) aplican el modelo de Estudio del Aprendizaje basado en la Teoria de la
Variacion (Marton, Runesson y Tsui, 2004) y Kouropatov y Dreyfus (2013; 2014) adoptan una
metodologia de investigacion basada en la teoria de la Abstraccion en el Contexto (AiC)
(Hershkowitz, Schwarz y Dreyfus, 2001).

A pesar de la gran cantidad de investigaciones que se han realizado sobre la ensefianza y
aprendizaje del Calculo consideramos que es importante problematizar los significados de los
conceptos claves del Calculo, como son los de limite, derivada e integral, con el fin de
identificar una secuencia de situaciones-problemas cuya resolucion permita contextualizar los
conocimientos y desarrollar progresivamente la comprension y competencia matematica de los
estudiantes.

En este trabajo centramos la atencion en la integral definida. En algunos paises su estudio se
inicia en los dltimos grados de high school presentando a los estudiantes un primer encuentro
con este objeto matematico de una manera informal/intuitiva, preparandoles de este modo para
la comprension de los significados méas generales y formales que se abordan en los estudios
universitarios. Por el contrario, en otros paises, los que los estudiantes de ciencias
experimentales, ingenieria y otras carreras técnicas, son introducidos de una manera abrupta en
el estudio de la integral con toda su generalidad, siendo, por tanto, un reto para la comprension
del concepto y la justificacion de los procedimientos.

El trabajo que aqui presentamos aborda el problema de clarificar significados claves de la
integral definida, aplicando las herramientas teodricas y metodologicas del Enfoque
Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos (Godino y Batanero,
1994; Font, Godino y Gallardo, 2013; Godino, Batanero y Font, 2019). La nocién de significado
parcial (o sentido) de un concepto matematico, entendido de manera pragmatista y
antropoldgica, proporciona una mirada macroscopica del significado global de un objeto
matematico. Ademas, el EOS aporta herramientas para hacer un analisis microscépico de la
actividad matematica, permitiendo identificar la trama de objetos y procesos que intervienen en
las préacticas matematicas que se ponen en juego en la solucién de problemas, los cuales son la
razon de ser de un concepto, como, por ejemplo, la integral definida. Estos andlisis permiten
tomar conciencia de la complejidad del concepto, lo cual conducira a la reflexién, por parte del
formador de profesores y del profesor, sobre las posibles dificultades que pueden presentarse
en la organizacion de los procesos de ensefianza y aprendizaje.

El articulo lo organizamos en las siguientes secciones. Después de esta introduccion, que
consideramos como seccion 1, en la seccion 2 describimos las herramientas tedricas, el
problema especifico de investigacion y la metodologia que aplicamos. En la seccién 3 incluimos
una sintesis de investigaciones previas focalizadas en el estudio de los componentes y estructura



de la integral definida y en la caracterizacion de sus significados. En las secciones 4 y 5
aplicamos las herramientas del EOS para analizar la complejidad de las précticas matemaéticas
que se ponen en juego en el estudio de la integral de Riemann. Para poner de relieve la tension
dialéctica entre lo intuitivo y lo formal, en primer lugar, analizamos la presentacion propuesta
por Starbird (2006), que puede ser considerada como un primer encuentro informal con la
integral; despueés, en la seccion 5 analizamos la definicion formal general que hace Stewart
(2006), la cual viene precedida por una contextualizacion previa basada en el estudio de
problemas relacionados con el célculo de &reas y distancias. Los analisis microscopicos de los
significados de la integral realizados en estas secciones muestran como se abordan el problema
ontoldgico y semidtico-cognitivo de la educacion matematica usando las herramientas del EOS.
El andlisis en estas secciones nos lleva en la seccion 6 a establecer una discusion en relacion a
la articulacion de los mismos con otras investigaciones. Las implicaciones de nuestra
investigacion y cuestiones abiertas son objeto de las reflexiones finales de la seccion 7.

2. Marco tedrico, problema especifico y metodologia

El anélisis de la diversidad y complejidad de los objetos matematicos y los significados
implicados en el célculo integral, como factor explicativo de las dificultades y conflictos de
aprendizaje, lo realizamos aplicando algunas herramientas del Enfoque Ontosemiotico (EOS)
del conocimiento y la instruccion matematicos.

2.1. Marco tedrico

El EOS aborda los problemas epistemolégico, ontoldgico y semidtico-cognitivo implicados
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas proponiendo nociones teoricas
y herramientas metodoldgicas para abordarlos (Godino et al., 2019). Seguidamente incluimos
una sintesis de las nociones que usamos en este trabajo.

EL problema epistemoldgico

El EOS da una respuesta al problema epistemoldgico de como emerge y se desarrollan las
matematicas, asumiendo una vision antropologica (Wittgenstein, 1953) y pragmatista (Peirce,
1958) que considera la actividad de las personas en la resolucion de problemas como elemento
central en la construccion del conocimiento matematico. Esta vision epistemologica se hace
operativa en el EOS con la nocién de practica matematica, asumiendo su relatividad
institucional y personal. Se considera practica matematica a “toda actuaciéon o expresion
(verbal, gréfica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a
otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos y problemas” (Godino y
Batanero, 1994, p. 334).

La génesis institucional del conocimiento matematico se investiga en el EOS mediante el
siguiente método: (1) la identificacion y categorizacion de las situaciones-problemas que
requieren una respuesta; (2) la descripcion de las secuencias de practicas que se ponen en juego
en la resolucion.

El problema ontoldgico

La matematica, ademas de ser una actividad, es tambien un sistema l6gicamente organizado
de objetos. Para el EQOS, objeto matematico es cualquier entidad material o inmaterial que
interviene en la practica matematica, apoyando y regulando su realizacion. Esta idea general de
objeto es Gtil cuando se complementa con una tipologia de objetos matematicos al tener en
cuenta sus diferentes roles en la actividad matematica. Los simbolos, las representaciones
externas y manipulativos intervienen en la actividad matematica escolar y profesional, de
manera publica, material y perceptible. Por tanto, se consideran objetos matematicos
ostensivos. Los conceptos de nimero, fraccién, derivada, integral, etc., son objetos matematicos



de diferente naturaleza y funcién que sus representaciones ostensivas. Son objetos no-
ostensivos, objetos mentales (cuando intervienen en las précticas personales), u objetos
institucionales (cuando intervienen en las practicas socioculturales o compartidas). Junto con
las proposiciones, procedimientos y los argumentos que las justifican son objetos que regulan
la actividad matematica, mientras que sus representaciones ostensivas sirven de soporte o
facilitan la realizacion de dicho trabajo.

No hay actividad matematica sin objetos, ni objetos matematicos sin actividad. Como las
préacticas pueden ser vistas desde la perspectiva institucional (practicas sociales, compartidas)
o personal (individuales, idiosincrasicas), los objetos también pueden ser contemplados desde
la dualidad institucional — personal, lo que origina el siguiente principio:

En las practicas matematicas intervienen diversas clases de objetos que cumplen diferentes
roles: instrumental /representacional; regulativo (fijacion de reglas sobre las practicas),
explicativo, justificativo.

Dada la generalidad con la que se entienden las nociones de préctica y objeto, asi como la
gran diversidad de secuencias de préacticas (procesos) que se pueden realizar, se considera
necesario y Util proponer una tipologia de objetos y procesos basicos, que son los reflejados en
la figura 1, designada como configuracién ontosemioética. Estas configuraciones pueden ser
epistémicas (redes de objetos institucionales) o cognitivas (redes de objetos personales). En la
literatura psicoldgica y educativa se habla de otros procesos diferentes de los mencionados en
la figura 1, por ejemplo, proceso de resolucion de problemas, modelizacidn, entre otros. Dichos
procesos se pueden describir usando los procesos basicos que propone el EQS, por lo que en
cierto sentido se trata de megaprocesos.

CONTENIDO PERSONAL

LENGUAJES

Comunicacion

Figura 1. Configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos (Fuente: Godino
(2014, p. 23)

Se entienden los conceptos, proposiciones, y procedimientos, en su version unitaria (tratados
como un todo o unidad) segin propone Wittgenstein, es decir, como reglas gramaticales de los
lenguajes usados en las practicas que se realizan para describir nuestros mundos y dar respuesta
a las situaciones-problemas a las que nos enfrentamos. En el EOS los conceptos y demas objetos
matematicos también se pueden considerar de una perspectiva sistémica (como un sistema de
componentes).

El problema semiotico-cognitivo



El conocimiento se asume en el EOS como el conjunto de relaciones que el sujeto (persona
0 institucidn) establece entre los objetos y las practicas, relaciones que se modelizan mediante
la nocion de funcion semidtica. La funcidn semidtica se entiende como la correspondencia entre
un objeto antecedente (expresion, significante) y otro consecuente (contenido, significado)
establecida por un sujeto (persona o institucion), segin un criterio o regla de correspondencia.
Un acto de interpretacion o semiosis pone en relacion un objeto antecedente con otro
consecuente segun un cierto convenio o regla de correspondencia. El acto de semiosis puede
consistir en dar sentido, uso o finalidad a una accion, o secuencia de acciones, en el marco de
la actividad en desarrollo.

Hablar de conocimiento equivale a hablar del contenido de una (o muchas) funcién
semidtica, resultando una variedad de tipos de conocimientos en correspondencia con la
diversidad de funciones semidticas que se pueden establecer entre los diversos tipos de practicas
y objetos. De ahi, el siguiente principio:

La correspondencia entre un objeto y el sistema de practicas donde interviene tal objeto se
interpreta como el “significado de dicho objeto” (en la doble perspectiva, institucional y
personal).

Puesto que los sistemas de practicas que se ponen en juego en la resolucion de las situaciones
— problemas son relativos a las personas y a las comunidades de précticas (instituciones), los
significados, y, por tanto, los conocimientos, son también relativos. No obstante, es posible
reconstruir un significado global u holistico de un objeto mediante la exploracion sistematica
de los contextos de uso del objeto y los sistemas de practicas que se ponen en juego para su
solucién. Dicho significado holistico se usa como modelo epistemoldgico y cognitivo de
referencia de los significados parciales o sentidos que puede adoptar dicho objeto y constituye
una herramienta metodoldgica onto-semiotica-cognitiva:

Un método para delimitar los diversos significados de los objetos matematicos, y, por tanto,
para la reconstruccion de los modelos de referencia epistemolodgica y cognitiva es el analisis
de los sistemas de practicas (personales e institucionales) y de las configuraciones de
objetos y procesos implicados en los mismos.

La reconstruccion de cada significado parcial de un objeto matematico, por ejemplo, el
concepto de integral definida, implica la descripcion de la configuracion ontosemidtica relativa
a un tipo de problema que se debe resolver en un contexto de uso o marco institucional
determinado, asi como el sistema de préacticas correspondientes y los objetos y procesos
implicados en las mismas.

2.2. Problema especifico de investigacion y metodologia

La cuestion educativa-instruccional de tratar de comprender las razones de las dificultades
de aprendizaje de los estudiantes sobre el tema de la integral definida, para poder intervenir de
manera fundamentada en los procesos de ensefianza, se puede formular de manera especifica
usando las herramientas teodricas y metodoldgicas del EOS. Desde una perspectiva
macroscopica y epistemoldgica, se debe comenzar por caracterizar los diversos significados de
la integral definida y las diversas generalizaciones que se han desarrollado para abordar los
problemas de aplicacion. Para ello se deben identificar y categorizar las situaciones-problemas
gue son la razon de ser de cada significado y los sistemas de préacticas operativas, discursivas y
normativas que se ponen en juego en su resolucion. Esta es la perspectiva adoptada por autores
como Ordofiez (2011) y Criséstomo (2012), que identifican y analizan los significados parciales
de la integral definida desde una aproximacion histérica-epistemoldgica. Otros estudios que
han aplicado el EOS sobre diferentes aspectos del aprendizaje de la integral son Mateus (2016);
Pino-Fan, Font, Gordillo, Larios, & Breda (2018); Borji & Font (2019).



En este trabajo focalizamos la atencion en el problema ontoldgico y semiotico-cognitivo que
plantean dos significados parciales de la integral definida, un significado informal/intuitivo, y
otro significado formal de la integral como limite de las sumas de Riemann. Aplicamos un
andlisis microscopico orientado al reconocimiento explicito de los objetos (problemas,
lenguajes, definiciones, proposiciones, procedimientos, argumentos) que intervienen y emergen
en las practicas matematicas, asi como la identificacion de los procesos (interpretacion/
significacion, representacion, argumentacion, generalizacién, etc.) que se ponen en juego en
dichas practicas. El andlisis ontosemidtico lo aplicamos a dos textos con una cierta difusion a
nivel internacional: la presentacion intuitiva de la integral definida que propone Starbird (2006)
y la presentacion de Stewart (2016) de la integral como limite de las sumas de Riemann.

3. Antecedentes sobre la caracterizacion de la integral definida

Con la finalidad de disefiar procesos de ensefianza idoneos que capaciten a los estudiantes para
aplicar la integral definida en la solucion de problemas, diversos autores han estudiado los
diversos significados de este objeto matematico, sus componentes y estructura. También han
identificado las diversas maneras en que los estudiantes comprenden la integral. En este
apartado incluimos una sintesis de estos estudios.

3.1. Componentes y estructura de la integral definida

Aunque una gran parte de las investigaciones sobre la integral definida se han realizado con
una mirada puesta en caracterizar los tipos de aprendizaje logrados por los estudiantes, esto es,
con un enfoque cognitivo (Orton, 1983; Grundmeier, Hansen & Sousa, 2006; Rasslan y Tall,
2002; Serhan, 2015) encontramos algunos autores que analizan la estructura y componentes de
la integral desde una perspectiva epistémica. Tal es el caso de Sealey (2014) quien desarrolla
un marco para caracterizar la comprension de los estudiantes de las sumas de Riemann y la
integral definida. Indica que la parte mas compleja del proceso de resolucion de problemas que
involucran la integral es la conceptualizacién del producto de f(x) por Ax, a pesar de la
simplicidad de las operaciones matematicas requeridas en este paso. Este autor presenta un
marco de referencia para la comprension de la estructura de la integral de Riemann que
distingue cuatro capas, Producto, Suma, Limite y Funcion, correspondientes a las operaciones
matematicas implicadas en el célculo de la integral como iﬁi‘o Yz f(x;)Ax, donde los x;

. ., . . . . ey b—
representan cualquier valor en el i-ésimo intervalo asociado a una particion de [a, b] ¥ Ax:Ta.

La capa Producto estd compuesta de la multiplicacion de dos cantidades, f(xi) y Ax, donde f(x;)
(p.e., la velocidad de un objeto) es una tasa y Ax una diferencia (tiempo transcurrido); el
producto de ambas cantidades corresponde a la distancia recorrida en un intervalo particular.
La capa Adicion (Sumation) incluye la suma desde i=1 a i=n, dando las sumas de Riemann

v f(x)Ax. Asi, si f(xi) es la velocidad de un objeto durante un intervalo de tiempo Ax, la
sumatoria seria una aproximacion de la distancia recorrida en el intervalo de a a b, puntos
extremos del intervalo. La tercera capa Limite corresponde al limite cuando n tiende al infinito
en la expresion de las otras dos capas, dando la integral de Riemann. La cuarta capa permite
considerar la integral definida como una funcion cuya variable es el limite superior (i. e. el
extremo superior del intervalo) y el valor de la funcion es el valor numérico de la integral
definida.

Como resultado de su investigacion experimental, Sealey (2014) introdujo una capa
preliminar, que denomina, de orientacion (Orienting), para tener en cuenta las actividades que
realizan los estudiantes para visualizar la situacion, comprender las variables del problema,
comprender las magnitudes y cantidades (presion, fuerza, etc.). El producto de las cantidades
dadas por f(x) y Ax representa nuevas cantidades en el contexto del problema que es necesario
visualizar.



Thompson y Silverman (2008) presentan la integral definida de Riemann en términos de la
idea matematica de funcion de acumulacién F(x) = f;f(t)dt, y tratan de explicar las

dificultades de comprension y de su uso por los estudiantes teniendo en cuenta sus partes
constituyentes. EI concepto de acumulacion es central a la idea de integracion y esta en el nucleo
de la comprension de muchas ideas y aplicaciones del Calculo, pero el significado que adquiere
en esta rama de las matematicas no es simple. Los estudiantes encuentran dificultades para
pensar en algo que se acumula cuando no tienen claro los “bits” que se acumulan. Por ejemplo,
para comprender la idea de trabajo realizado como algo que se acumula incrementalmente
significa que se debe pensar la cantidad total de trabajo en cada momento como la suma de
incrementos anteriores, y que cada bit incremental adicional de trabajo estad compuesto de una
fuerza aplicada a lo largo de una distancia.

Por otro lado, Jones (2013, 2015) hace una aproximacion al tema de la integral definida en
la que distingue tres conceptualizaciones de la integral: a) como &rea bajo una curva; b) como
valores de una antiderivada; ¢) como limite de sumas de Riemann. La conceptualizacién a) usa
la representacion “perimetro y area” para indicar la funcidn que se integra, el area de una region
del plano cartesiano y el contorno de la region. La conceptualizacion b) usa la notacion que
indica la relacion entre antiderivada, derivada y funcion original, F'(x) = f(x).La
conceptualizacién c) utiliza la sumatoria de piezas infinitamente pequefias.

Greefrath, Oldenburg, Siller, Ulm y Weigand (2016) proponen un modelo de comprension
del concepto de integral definida que considera tres ejes o dimensiones: 1) Aspectos del
contenido que sirven de base para una definicién del concepto (antiderivada, suma de
productos, medida); 2) Concepciones 0 modelos mentales (Grundvorstellungen) sobre el
concepto (reconstruccion, area, valor medio, acumulacién); 3) Niveles de comprensién del
concepto (intuitivo, tematico, integrado, critico). Combinando los diferentes aspectos,
concepciones y comprensiones, elaboran un modelo tridimensional con 48 celdas (8 de ellas
vacias) en cada una de las cuales se ponen en juego conocimientos, habilidades y destrezas
especificas para la comprensién y el uso del concepto integral.

3.2. Esquemas cognitivos sobre la integral

Rasslan y Tall (2002) describen los esquemas cognitivos que tienen los estudiantes de high
school sobre la integral definida, aplicando las nociones de concept image and concept
definition. Aunque la definicion del concepto se introduce en la escuela, los estudiantes usan
the concept image, esto es, “all the mental pictures, properties and processes associated with
the concept in their mind” (Tall & Vinner, 1981). Rasslan & Vinner (1997) consideran que
“The concept definition is essentially an incidental part of the process which is far more
concerned in practice with developing experience and images of the concepts themselves” (p.
4-96).

Serhan (2015) investiga el conocimiento conceptual y procedimental de los estudiantes de
la integral definida, aplicando el marco cognitivo de Hiebert & Lefevre (1986) y las nociones
de concept image and concept definition de Tall & Vinner (1981). Para Hiebert y Lefevre
(1986), “Conceptual knowledge is characterized most clearly as knowledge that is rich in
relationships. It can be thought of as a connected web of knowledge, a network in which the
linking relationships are as prominent as the discrete pieces of information. Relationships
pervade the individual facts and propositions so that all pieces of information are linked to some
network™ (p.3). El conocimiento procedimental, “is made up of two distinct parts. One part is
composed of the formal language, or symbol representation system, of mathematics. The other
part consists of the algorithms, or rules, for completing mathematical tasks™ (p. 6).



Concretamente el estudio de Serhan (2015) se plantea las siguientes cuestiones: 1) En el
conocimiento de los estudiantes sobre la integral definida ¢predomina el conocimiento
procedimental o el conceptual? 2) ¢Son capaces los estudiantes de tratar con areas negativas y
explicar sus respuestas? 3) ¢Qué imégenes conceptuales asocian los estudiantes al concepto de
integral definida? (p. 85). Los resultados concuerdan con los de Orton (1983) en el sentido de
que los estudiantes tienen habilidad para usar el conocimiento procedimental y resolver
problemas de integracion, pero tienen una comprension limitada de los conceptos basicos de
integracion.

3.3. Significados de la integral definida

El concepto de integral se ha generado y evolucionado a lo largo de la historia de las
matematicas, partiendo de sus aplicaciones a la solucion de problemas, fundamentalmente los
relacionados con la fisica y la geometria. Tras un periodo donde el énfasis estaba en el célculo
de primitivas, llegd la integracion aproximada (a traves de métodos numéricos, graficos y
mecéanicos) donde se buscaban procesos para encontrar un valor aproximado para la integral
definida de funciones cuya primitiva no se podia determinar. Seguidamente, el desarrollo
matematico de la integral definida se interesd por su fundamentacion con la elaboracion de
definiciones mas precisas, independientes de la geometria y basadas en el paso al limite. La
formalizacion final de la integral estaria apoyada en la teoria de la medida.

El universo de significados de la integral definida se puede estructurar segun diferentes
criterios, teniendo en cuenta los campos de problemas que se resuelven con la integral, las
técnicas de resolucion y el grado de generalidad y formalizacion con el que se abordan. En
Contreras y Ordofiez (2006), Contreras, Ordofiez y Wilhelmi (2010), asi como en las tesis
doctorales de Ordofiez (2011) y Crisostomo (2012), se estudian los significados de la integral
definida aplicando los supuestos y herramientas del EOS. Ordofiez (2011) realiza un estudio
historico-epistemoldgico de los significados de la integral definida para usarlo como marco de
referencia en un estudio sobre los significados institucionales y personales de este objeto
matematico en Bachillerato. En el caso de Crisdstomo (2012) se hace también un estudio similar
con la finalidad de indagar en los significados institucionales de la integral en los estudios
universitarios de formacion de profesores de matematicas de secundaria.

Desde el punto de vista de los procesos de instruccion matemética en los niveles de
bachillerato y carreras universitarias consideramos util distinguir cuatro tipos de significados;
la integral como,

1) Cantidad de magnitud acotada entre dos secuencias de cantidades convergentes. La
magnitud puede ser geométrica, fisica o de otro tipo (longitud, area, volumen, distancia,
trabajo, densidad, etc.).

2) Limite de sumas de Riemann, f;f(x)dx = lim Y7L, f(x] )Ax
n-oow
3) Funcion acumulativa, G(x) = f;f(t)dt
4) Diferencia incremental de la funcién acumulativa, f; f(x)dx = G(b)-G(a), si G'(x) =

f).

Cada uno de estos significados parciales de la integral proporciona aspectos relevantes del
significado global u holistico de este objeto matematico, entendido como la red articulada de
los significados parciales. El significado 1) de la integral definida como cantidad de magnitud
acotada entre dos secuencias de cantidades convergentes constituye un primer encuentro con la
integral, que se presta a un tratamiento intuitivo y conectado con las aplicaciones que
constituyen su razén de ser originaria. Esta concepcion por si sola no es suficiente para una
comprension solida de las integrales; las integrales tienen capas adicionales de significado por



encimay mas alla del limite (Jones, 2013; Thompson y Silverman, 2008). Como sugiere Sealey
(2006), un exceso de confianza en ciertas interpretaciones de la integral, como el "area bajo una
curva”, puede limitar la aplicabilidad de la integral a otras areas.

El significado parcial 2) como limite de sumas de Riemann introduce precision a la estrategia
de calculo de la integral como “una sumatoria infinita de piezas infinitamente pequefias”
asociada al significado 1). “Adding up pieces is not equivalent to the Riemann integral, since
the students tend to think of the summation happening with an infinite number of infinitesimally
small pieces. By contrast, the Riemann integral constructs a sequence of finite summations and
then considers the limit of this sequence.” (Jones, 2015).

Pero el calculo de la integral definida aplicando el significado 2), esto es, mediante el célculo
del limite de sumas de Riemann, es complejo en la mayoria de los casos, comparado con la
aplicacion de los significados 3) y 4), esto es, hallar primero la funcién antiderivada y después
la diferencia incremental.

La planificacion curricular del estudio de la integral debe tener en cuenta esta perspectiva
macroscopica sobre los diversos significados parciales y su articulacion como estrategia para
promover la comprension y competencia de los estudiantes. Pero la gestion de los procesos de
aprendizaje y ensefianza requiere que el profesor sea consciente de la complejidad ontoldgica
y semiotica de cada uno de los significados, incluso de los significados que consideramos como
informales o intuitivos. En las secciones 4 y 5 incluimos el analisis de dos significados de la
integral aplicando la metodologia del analisis ontosemioético.

4. Significado intuitivo de la integral de Riemann

En esta seccion analizamos la presentacion intuitiva que hace Starbird (2006, p. 18-21) de la
integral mediante la cual llega finalmente a justificar las sumas de Riemann para el caso de
calcular la distancia recorrida por un movil con una velocidad variable. La presentacion se
apoya en el siguiente problema:

Imagina que has sido raptado y puesto atado en la parte trasera de un coche, que comienza
a circular a lo largo de una carretera recta. No puedes ver el exterior del coche, pero
afortunadamente, puedes ver el velocimetro, y usar una videocamara para tomar imagenes
del velocimetro. Después de 1 hora te sueltan a un lado de la carretera. ¢ Qué distancia ha
recorrido el coche?

4.1. Proceso de resolucion: secuencia de préacticas operativas y discursivas

Incluimos a continuacion el proceso de resolucién (abreviado) del problema mediante el cual
Starbird llega a enunciar las sumas de Riemann y el concepto de integral definida. Para el
analisis posterior descomponemos el proceso en configuraciones epistémicas, y en cada una
identificamos las practicas matematicas elementales que las componen.

Configuracién 1 (CE1): Velocidad constante

P1.1: Supongamos un caso simple: El coche se mueve a velocidad constante.

P1.2: Si vamos a 1 milla por hora, entonces habremos recorrido 60 millas. Si vamos a 2
millas por minuto durante 20 minutos, habremos viajado 2x20, o sea, 40 millas; en una hora la
distancia recorrida sera 3x40, o sea, 120 millas.

P1.3: Sobre un grafico, la velocidad constante aparecera como una linea horizontal.

Configuracion 2 (CE2): Velocidad constante a trozos
P2.1: Supongamos que la velocidad cambia, pero que es constante en intervalos de tiempo.
P2.2: Por ejemplo, en los primeros 10 minutos la velocidad ha sido de 1 milla por minuto;
entre los minutos 10 a 20, de 2 millas por minuto; 3 millas por minuto entre 20 y 30; 4 millas



por minuto entre 30 y 40; 5 millas por minuto entre 40 y 50; y finalmente, 6 millas por minuto
entre los minutos 50 y 60.

P2.3: En este caso la distancia total recorrida sera
(1x10)+(2x10)+ (3x10)+ (4 x10) + (5% 10) + (6 x 10), esto es, 210 millas.

Configuracion 3 (CE3): Velocidad variable

P3.1: Supongamos que el coche se mueve en cada tiempo t a la velocidad 2t millas por

minutos.

P3.2: Esto es, transcurrido el minuto 1 viajamos a 2 millas/minuto; a los 2 minutos viajamos

a 4 millas/minuto; y asi sucesivamente.

P3.3: La estrategia que vamos a seguir es, primero, subestimar la distancia recorrida, después
sobre estimarla y afirmar que la distancia recorrida estara entre estas dos estimaciones.

P3.4: En cada minuto nuestro coche acelera suavemente, de modo que la velocidad al
comienzo del minuto es menor que al final.

P3.5: Como ya sabemos calcular la distancia que recorre un coche que va dando saltos
bruscos de velocidad en cada intervalo, calculamos la distancia que recorren dos coches bruscos
(jerky), uno con la velocidad de nuestro coche al comienzo del intervalo y otro con la velocidad
del final del intervalo.

P3.6: En los 3 primeros minutos, si cada minuto lo dividimos en intervalos de 0.5 minutos,
la distancia que recorre el coche brusco retrasado es 7.5 millas y el coche brusco adelantado
10.5 millas.

P3.7: Mientras que si dividimos los intervalos de tiempo en 1/10 de minuto; en ese intervalo
la distancia subestimada es de 8.7 millas mientras que la sobreestimada es de 9.3 millas.

P3.8: La distancia correcta recorrida estard comprendida entre las dos estimaciones
anteriores; a medida que consideramos intervalos de tiempo mas pequefios mas precisa sera la
estimacion de la distancia.

P3.9: La distancia exacta recorrida no se puede encontrar con una tnica division del intervalo
de tiempo. Se obtiene mirando las infinitas aproximaciones progresivamente mejoradas.

P3.10: Las estimaciones cada vez mas finas se aproximan cada vez mas a un Unico valor - el
limite de las aproximaciones.

P3.11: “Este proceso infinito es la segunda idea fundamental del calculo - la integral. Si
conocemos la velocidad de un coche en cada momento en un intervalo de tiempo, la integral
nos dice la distancia recorrida durante ese intervalo”. (p. 20)

Configuracion 4 (CE4): El espacio como funcién del tiempo y la velocidad variable

P4.1: En el ejemplo anterior en el que el velocimetro siempre marca nimeros que siguen la
regla 2t, ;donde estamos después de 1, 2, 2.5, 3 minutos?

P4.2: En cada caso, usaremos este procedimiento infinito __ Instantaneous velocity: v(r) = 2f

para ver la distancia recorrida desde 0 hasta esos tiempos. OT;“‘" (my — Distance
Obtenemos la tabla adjunta. T T

P4.3: ;Podemos ver si existe un patron? 1.5 2.25

P4.4: Vemos que en cualquier tiempo t el cuentakilometros _2 ;

marcara la distancia t?: la distancia recorrida es, por tanto, el — -
cuadrado del intervalo de tiempo tomado, o sea, p(t) = t2. Posttion: () =
Configuracién 5 (CE5): La integral como limite de sumas
P5.1: El proceso integral implica dividir el intervalo de tiempo en pequefios incrementos,
ver qué distancia recorreria el coche si hubiera ido a velocidad constante durante cada intervalo
pequefio de tiempo, y después sumar esas distancias para aproximar la distancia total recorrida.
P5.2: Por tanto, la férmula para determinar la distancia recorrida entre el tiempo a y el b es:
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(v(a) x At) + (v(a + At) x At) + (v(a + 2At) X At) + -+ (v(b — At) X At)
cuando At se hace cada vez mas pequefio.
P5.3: Haciendo subdivisiones cada vez mas pequefias y tomando limites, llegamos al valor
de la integral.

4.2. Analisis de las préacticas: intencionalidad, objetos y procesos

A continuacion incluimos el analisis detallado de las tramas de practicas objetos y procesos
identificados en cada una de las configuraciones anteriores con las que Starbird introduce el
significado intuitivo de integral de Riemann. En las tablas 1 a 5, en la columna 1 indicamos los
grupos de practicas (configuraciones) mencionadas anteriormente, en la columna 2
identificamos el uso o intencionalidad de cada practica, en las columnas 3 y 4 mencionamos los
tipos de objetos y procesos que intervienen en las practicas o grupos de practicas, distinguiendo
los tipos de lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos. En el EOS se
considera como proceso matematico a toda secuencia de practicas, y se proponen 16 procesos
basicos (Figura 1). Consideramos importante tomar conciencia de los procesos de
interpretacion/  significacién,  particularizacion/  generalizacion,  algoritmizacion,
argumentacion, entre otros. EI mega-proceso de resolucién del problema se compone de la
secuencia de practicas matemaéticas descritas anteriormente; dicho mega-proceso se puede
descomponer en procesos mas basicos, fijando la atencion en las secuencias de practicas
elementales que se van realizando.

Tabla 1. Configuracién ontosemidtica CE1 Velocidad constante

Préctica Uso/intencionalidad Objetos Procesos

P1.1 Plantear un caso Lenguaje: natural y numeérico;  Interpretacion/significacion:
sencillo de grafico -El enunciado general del problema no
movimiento Conceptos: movimiento se puede resolver a menos que se
uniforme uniforme; magnitudes introduzcan  hipotesis  particulares
P1.2 Plantear y resolver distancia, tiempo, velocidad,; sobre la velocidad del coche.
un caso particular de  unidades de medida, millas, -Se asigna significado a los términos
movimiento hora, minutos; funcién usados para describir el movimiento
uniforme v(t)=constante uniforme: velocidad constante;
Gréfica cartesiana; funcion unidades de medida de las magnitudes
constante velocidad, tiempo y espacio;
-Gréfico se relaciona con la
Proposicion: En una hora la representacion cartesiana de funciones;
distancia recorrida serd de 120  la representacion grafica de la funcion
constante es una recta paralela al eje de
Procedimiento: célculo abscisas
aritmético de la distancia Particularizacion:
recorrida -Se supone que el movimiento es
uniforme, la velocidad es constante;
Proposicion: La velocidad -Dar valores especificos a la velocidad.
P1.3 constante aparecerd como linea  Algoritmizacion/Célculo: Secuencia de

horizontal

Argumentos: porque en el
movimiento uniforme

p(t) = vt.

calculos aritméticos para hallar las
millas recorridas en las condiciones
dadas.

Argumentacion (implicita): En el
movimiento uniforme, el espacio
recorrido se obtiene multiplicando la
velocidad constante por el tiempo
transcurrido.
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En la CEL, las préacticas persiguen resolver un caso sencillo de calculo de la distancia en un
movimiento uniforme. El movimiento se particulariza a determinados valores de la velocidad
y se procede a calcular las millas recorridas en unas situaciones simples y concretas. La
argumentacion aparece implicita, apoyada por el conocimiento de las condiciones fisicas que
caracterizan el movimiento uniforme.

Tabla 2. Configuracién ontosemiédtica CE2 Velocidad constante a trozos

Practica Uso/intencionalidad Objetos

Procesos

P2.1

P2.2

P2.3

Plantear y resolver
un caso mas general;
movimiento
uniforme a trozos.
Primer encuentro
con sumas tipo
Riemann

Lenguaje: natural y numérico

Conceptos: funcién constante a

trozos;

Procedimiento: calculo aritmético

de la distancia recorrida
Proposicion: La distancia total
recorrida es 210 millas
Argumentos: En cada tramo el
movimiento es uniforme.

Generalizacion: De  velocidad
constante se pasa a Vvelocidad
constante a trozos.
Algoritmizacién/célculo: secuencia
de calculos aritméticos
Argumentacion: En el movimiento
uniforme e = vt; la distancia es una
magnitud aditiva

En la CE2, se da un paso mas asumiendo que la velocidad ahora es constante a intervalos de
tiempo. Esto permite aplicar “localmente” los procedimientos empleados en la configuracion
CEL, que pasa a tener entidad como un nuevo objeto matematico susceptible de ser involucrado
como argumento o técnica en una nueva configuracion.

Tabla 3. Configuracion ontosemiética CE3. Velocidad variable

Préactica Uso/intencionalidad

Objetos

Procesos

P3.1 Plantear el caso de Conceptos: funcion continua,  Generalizacién: De velocidad
velocidad variable funcion lineal v=2t; constante a trozos se pasa a velocidad
dependiente del estimacion por defecto y lineal (continua)
tiempo en un caso exceso de la distancia;
sencillo, v(t)=2t aceleracion; Particularizacion: De la funcion lineal

P3.2 Explicar la funcién Lenguaje: natural, simbélico a valores de la velocidad para ciertos
v(t)=2t Proposicion: la relacion entre  valores del tiempo.

P3.3 Describir el el tiempo, t, y la velocidad
procedimiento de v=v(t), es v(t)=2t. Argumentacion: explicativa del
célculo aproximado  Proposicion: La velocidad al problema y del procedimiento a seguir
de la distancia por comienzo del minuto es
acotacion menor que al final.

P3.4 Establecer la Argumento: se asume que el
aceleracion del coche acelera suavemente, la
coche funcion v(t)=2t es creciente

P3.5 Descripcidn del
procedimiento de Concepto: velocidad inicial, Algoritmizacion/calculo: Calculo de
acotacion por velocidad final, cambio estimaciones por exceso y defecto de la
defecto y exceso de  discontinuo de velocidad; distancia recorrida
velocidad intervalo de tiempo; amplitud

P3.6 Plantear y resolver del intervalo;
un caso particular de  Procedimientos: calculo Particularizacion: Obtencién de la
acotacion como aritmético de la distancia distancia para dos subdivisiones
ejemplo ilustrativo recorrida particulares de los intervalos.

P3.7 Idem, con acotacion

mas fina
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P3.8 Establecer la Proposiciones: Enunciacion: cota inferior y superior

acotacion para la pl:la distancia real esta de la distancia exacta recorrida,
solucion, distancia comprendida entre las dos precision de la cota
exacta recorrida estimaciones;

p2: la estimacién es mas
precisa cuando los intervalos
son mas pequefios

P3.9 Identificar la Concepto: valor limite de las Enunciacion: la distancia como limite
P3.10 relacion entre la aproximaciones de las aproximaciones
distancia exactay el ~ Proposicion: Argumentacion: deductiva en base a
limite de las p3: la secuencia de practicas previas
aproximaciones estimaciones se aproximan a

un Unico valor limite
Argumentos: las practicas
P3.5, P3.6 y P3.7 justifican de
manera plausible las
proposiciones p1, p2 y p3.

P3.11 Introducir la integral ~ Concepto: integral como valor  Definicidn: La distancia recorrida en un
limite de un proceso infinito intervalo de tiempo como integral de la
velocidad en dicho intervalo.

En la CE3 la velocidad es directamente proporcional al tiempo, v(t)=2t. Se pasa de una funcion
constante (luego continua) a trozos (con discontinuidades de salto) a una funcion continua. El
crecimiento de la funcion permite establecer estimaciones por defecto (considerando la
velocidad al inicio de cada intervalo) y por exceso (considerando la velocidad final en cada
intervalo). En la practica P3.5 se dice que “Como ya sabemos calcular la distancia que recorre
un coche que va dando saltos bruscos de velocidad en cada intervalo”, es decir, la CE2, como
objeto matematico aparece involucrada en esta nueva configuracion, como proceso a aplicar de
manera particular en cada una de estas estimaciones. La P3.9 establece la “necesidad de mirar
infinitas aproximaciones”. La mejora de estas supone divisiones cada vez mas pequefas de los
intervalos, de manera que “progresivamente” se acerquen hasta ser indistinguibles las
estimaciones tomadas por defecto y por exceso. La integral aparece como “idea fundamental
del calculo tras este proceso infinito”.

Tabla 4. Configuracion ontosemi6tica CE4. Espacio como funcidn del tiempo y la velocidad variable

Practica Uso/intencionalidad Objetos Procesos

P4.1 Plantear el problema Problema: calculo de p(v,t)  Problematizacién: Hallar la distancia
de célculo de la para 4 valores de t. en funcién del tiempo
distancia para una Lenguajes: tabular y Algoritmizacion/calculo: Calcular 5
coleccion de valores algebraico-funcional valores del espacio recorrido cuando
del tiempo Conceptos: velocidad v=2t aplicando el procedimiento de los

P4.2 Relacionar la solucion  instantanea; funcion lineal limites.
de P4.1 con el Procedimiento: célculo de la  Representacion: Disposicion tabular de
procedimiento distancia para 4 valores de los 5 pares de valores de la funcién

desarrollado en la CE3  tiempo
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P4.3 Plantear el problema Conceptos: funcién Problematizacion: Analizar la

de identificar un cuadratica existencia de un patron.
patrén en la tabla. Proposicion: p(t)=t? Generalizacion: Del caso discreto de
P4.4 Enunciar la funcién Argumento: Razonamiento cinco pares de valores se infiere el caso
que relaciona el inductivo a partir de los 5 continuo.
espacio con el tiempo  valores de la tabla. Enunciacion: la distancia recorrida es
transcurrido el cuadrado del intervalo de tiempo
tomado

Argumentacion: Inductiva, del caso de
5 pares de valores se enuncia la
expresion de la funcion continua.

En la CE4 la generalizacion debe permitir obtener el espacio p(t) = t2como funcion primitiva
de la velocidad en funcion del tiempo. De nuevo el “procedimiento infinito” establecido en la
CE3, se emplea para obtener los valores particulares que permitan “deducir un patréon”. En esta
configuracidon observamos dos procesos de “generalizacion abusiva” que pueden ser fuente de
conflictos semidticos potenciales. Uno de ellos se refiere a la obtencion del espacio recorrido
para los cinco valores del tiempo, que requiere aplicar procesos de paso al limite apenas
evocados previamente; el otro, la inferencia de la férmula general del espacio para cualquier
valor de t, a partir solo de 5 pares de valores.

Tabla 5 Configuracion ontosemiética CE5. La integral como limite de sumas

Préctica Uso/intencionalidad Objetos Procesos

P5.1 Describir de manera Conceptos: valor de la Algoritmizacion: Se regulan los
discursiva el proceso integral; limite, formula pasos para calcular el valor de la
integral integral (proceso integral)

P5.2 Describir de manera Procedimiento: producto de  Representacion: Expresion
simbélica la formula velocidades instantdneas por  simbdlica de las sumas de la
sumatoria para hallar la intervalos de tiempo secuencia de cantidades de espacio
distancia recorrida en un pequefios; suma de recorrido.
intervalo de tiempo finito  productos; calculo del limite.  Definicion: El valor de la integral
cualquiera es el limite de las sumas de las
Definir el valor de la Argumento: secuencia de secuencias cuando las

P5.3 integral como limite de configuraciones CE1 — CE4.  subdivisiones se hacen
las sumas progresivamente cada vez mas

pequefias

En la primera practica elemental de la CES se establece cual es la esencia del “proceso integral:
1° dividir el intervalo de tiempo en pequefios incrementos, 2° ver qué distancia recorreria el
coche si hubiera ido a velocidad constante durante cada intervalo pequefio de tiempo; 3° sumar
esas distancias para aproximar la distancia total recorrida. Tomando limites cuando las
subdivisiones son cada vez mas finas, se llega al valor de la integral, que aparece vinculada a
la distancia recorrida durante dicho intervalo de tiempo.

5. Significado formal-algebraico

En esta seccion realizamos un analisis ontosemiético del significado de la integral definida
que suele ser objeto de estudio en los cursos universitarios sobre Céalculo, el cual se caracteriza
por su progresiva generalizacion y formalizacion lograda con el uso de las herramientas del
algebra. Optamos por elegir el libro de Stewart (2016) ampliamente utilizado a nivel
internacional. La leccion 5 de dicho texto, Integral, comienza con una primera seccion en la
que se presentan y resuelven problemas sobre areas y distancias aplicando procesos de calculo
de limites de sumas de Riemann, con un fuerte apoyo de representaciones graficas. Esta seccion
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sirve de contexto y fundamento para introducir seguidamente (seccion 5.2, p. 378) la definicion
general de integral definida.

En los siguientes apartados presentamos primero una sintesis de la trayectoria epistémica
desarrollada por Stewart, con el planteamiento y solucién de problemas y ejercicios sobre
calculo de areas y distancias, destacando las principales configuraciones epistémicas
desarrolladas. Dado que el anlisis de las practicas, objetos y procesos de estas configuraciones
requiere un espacio excesivo para este articulo, hemos optado por hacer dicho analisis solo para
la definicion general de integral, el cual incluimos en el apartado 5.2.

5.1. Preparando la definicion general de integral definida: significado geométrico y
cinematico

Para comprender la validez y utilidad de la generalidad con la cual se presenta la definicién
de integral es necesario partir de problemas especificos en cuya resolucion se pone en juego las
practicas matematicas condensadas en la definicidn. Es necesario comprender la razon de ser,
el origen y motivacion de la practica normativa que constituye la definicion de integral en su
conjunto. Por esta razon, el texto de Stewart (2016) incluye la seccion 5.1 en la que se abordan
dos tipos de problemas: calculo de areas y distancia recorrida por un movil.

El problema del calculo de areas

Se plantea el célculo de areas de superficies planas limitadas por curvas, usando como ejemplo
particular la funcion f(x) = x2, en el intervalo [0,1] (Figura 2a).

¥4 / v
/_,, L1 40 + ™
y= x? j;’f J
/ 201
/s
y
0 1 x 0 10 20 30 ¢
a) b)

Figura 2. a) Area bajo una curva; b) Espacio recorrido

Mediante un proceso de generalizacion, apoyado en representaciones graficas y tablas con
estimaciones numéricas de areas por defecto y exceso (Figura 3), se observa que conforme
crece el nimero n de rectangulos, tanto las sumas de las areas de los rectangulos de
aproximacion Ly (cuyas alturas se toman en los puntos extremos de la izquierda), como las
sumas de las areas de los rectdngulos de aproximacion Ry (cuyas alturas se toman en los puntos
extremos de la derecha) son cada vez mejores aproximaciones del area de la region S bajo la
gréafica de una funcion continua f .
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i1 A L, R,

10 02850000 | 03850000
0 03087300 | 03587500
30 03168519 | 03501852
50 03234000 | 0.3434000

— 100 | 03283500 | 0.3383500
o[ = : o — 1000 | 03328335 | 0.3338335
i E
a) defecto b) exceso (c) Secuencia de aproximaciones

Figura 3. Acotaciones del &rea por defecto y exceso.

Esto permite establecer la definicion del area A de la region S bajo la grafica de una funcion
continua f como limite de las sumas anteriores (Figura 4).

Definition The area A of the region § that lies under the graph of the contin-
uous function f is the limit of the sum of the areas of approximating rectangles:

A= lim Rs = lim [f(x1) Ax + f(x2) Ax + -+ + f(xa) Ax]

Figura 4. Definicion de &rea de una region (Stewart, 2016, p. 371).

La existencia de dicho limite “puede demostrarse” a partir de la continuidad de la funcion f, de
la misma manera que “puede demostrarse” que se obtiene el mismo valor si se cambia Ry por

Ln.
El problema de la distancia recorrida

Se trata de encontrar la distancia recorrida por un objeto en un periodo de tiempo si la
velocidad del objeto es conocida en funcion del tiempo (Figura 2b). En este caso, tras varios
ejemplos particulares, resueltos con procedimientos aritméticos, y su representacion cartesiana
(Figura 2b) lleva a observar la semejanza de las sumas para calcular el espacio y las sumas para
calcular las areas. Ahora el area de cada rectangulo se debe interpretar como una distancia
porque la altura representa velocidad y la anchura representa tiempo.

Tras la discusion de los ejemplos particulares, explicados con un lenguaje aritmético, dado
gue se usan conjuntos finitos de nimeros particulares y operaciones aritméticas, se pasa al caso
general en que la velocidad v=f(t), donde a <t < b, y f(t)>0, haciendo plausible que la
distancia exacta d recorrida sea el limite la expresion,

n n
d = lim Zf(ti_l YAt = lim Zf(ti)At
n—oo n—oo

Comparando las expresiones del calculo del area y de distancias se sigue que la distancia
recorrida es igual al area bajo la gréfica de la funcion velocidad. Posteriormente se estudia el
caso de otras relaciones entre cantidades de magnitudes de interés en el campo de las ciencias
naturales y sociales que pueden ser interpretadas como el area bajo una curva.

Debido a limitaciones de espacio no es posible hacer un analisis detallado de las practicas
matematicas descritas en esta seccion similar al realizado en la seccion 4. Ese anélisis
microscopico de la actividad matematica lo aplicamos a la definicion general de la integral
como limite de las sumas Riemann enunciada por Stewart como hito final de los conceptos y
procedimientos particulares que ha introducido en la seccién 5.1. En este caso el andlisis
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ontosemiotico se aplica a un texto que no corresponde al proceso de resolucion de un problema,
sino solo al proceso de definicion general de un concepto matematico.

5.2. Anélisis ontosemiotico de la definicion de integral como limite de sumas de Riemann

La practica matemaética de la definicion de la Figura 5 se puede descomponer en practicas
mas elementales, en cada una de las cuales intervienen distintos tipos de objetos (ostensivos y
no ostensivos) interrelacionados entre si por medio de funciones semidticas, cada una de las
cuales constituye un conocimiento especifico. El reconocimiento de la trama de funciones
semioticas permite revelar la complejidad de los procesos de interpretacion y actuacion
requeridos, asi como la ldgica e intencionalidad de cada accion.

@ Definition of a Definite Integral If f is a function defined fora < x < b,
we divide the interval | a, b] into n subintervals of equal width Ax = (b — a)/n.
We let xo (= a), x1, X2, ..., X, (= b) be the endpoints of these subintervals and we
let x¥, X3, ..., x¥ be any sample points in these subintervals, so x{ lies in the ith
subinterval [xH, .n]. Then the definite integral of f from a to b is

J‘:f(x) dx = ,}l_r.ri ﬁ‘,f(x}*) Ax

provided that this limit exists and gives the same value for all possible choices of
sample points. If it does exist, we say that f is integrable on [a, b].

Figura 5. Definicidn de integral definida (Stewart, 2016, p. 378)

A continuacion, incluimos la descomposicion de la definicion (Figura 5) en practicas
elementales.

PO: Definition of a Definite Integral

P1: If f is a function defined for a =x <b,

P2: we divide the interval [a,b] into n subintervals of equal width Ax =(b-a)/n

P3: We let xo (=), X1, X2, . . ., Xn (=Db) be the endpoints of these subintervals

P4: and we let x1.", X2*, . .., Xn~ be any sample points in these subintervals, so xi * lies in
the i th subinterval [Xi.1, Xi].

P5: Then the definite integral of f from ato b is fff(x)dx = lim Y, f(x] )Ax
n-oo
P6: provided that this limit exists and gives the same value for all possible choices of
sample points.
P7: If it does exist, we say that f is integrable on [a, b].

La intencidn de PO es asignar un nombre a la secuencia de practicas que siguen y clasificarla
como definicion/regla. Consideramos las préacticas P1, P2, P3 y P4 como una configuracion
epistémica de la definicién general (CE1-DG), las cuales tienen un papel preparatorio de la
definicion propiamente dicha, la cual se hace en las practicas P5, P6 y P7 (CE2-DG).

En las Tabla 6 y 7 aparecen estas practicas elementales (columna 1) relacionadas con su uso o
intencionalidad (columna 2), los objetos (columna 3) y procesos (columna 4) que se ponen en
juego.

Tabla 6. Configuracion ontosemiética CE1-DG: funcion, intervalo, particion y puntos muestra

Préactica Intencionalidad Objetos Procesos

P1 Establecer una Lenguaje: natural, Interpretacion/significacion:
condicidn al tipo simbolico
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de funciones que
se van a considerar
y representarla con
f

Conceptos: funcion;
intervalo de nlimeros
reales; dominio;
variable

-El término funcidn refiere al concepto de funcién
real de variable real.

- El dominio de la funcion es el intervalo de
ndmeros comprendido entre dos nimeros reales
fijos pero arbitrarios, a y b.

Representacion: f designa a una funcion
cualquiera de variable real; x la variable
independiente;

a < x < b representa el dominio de la funcion.

P2 Establecer la Conceptos: intervalo Interpretacion/significacion:
amplitud de los origen y extremo, A la expresion [a,b] se asigna como contenido
intervalos de la amplitud del intervalo  (significado) un intervalo genérico de nimeros
particion Procedimientos: reales, cuyos extremos se designan con las letras
calculo de laamplitud  a (origen) y b (extremo).
del intervalo en funcion  Ax designa la amplitud de cualquier subintervalo;
de la longitud y el interviene como variable.
namero de puntos, Dividir (el intervalo) en n subintervalos, quiere
descomposicion en decir descomponerlo en n partes disjuntas.
subintervalos La letra n refiere al nimero finito, pero
equiespaciados con cualquiera, en que se divide el intervalo.
dicha amplitud. Definicion: Ax =(b-a)/n
Procedimiento: Representacion: Asignacion de simbolos a los
Determinacion de extremos del intervalo, nimero de intervalos y
amplitud de los amplitud del intervalo
intervalos
P3 Asignar un Lenguaje: Interpretacion/significacion:
simbolo a los representacion Puntos extremos de estos subintervalos. Un
puntos extremos simbélica de puntos intervalo viene dado por dos puntos, inferior
de los Conceptos: puntos (izquierda) y superior (derecho); como los
subintervalos de la  extremos de subintervalos son contiguos, el superior de uno
particion subintervalos; coincide con el inferior del siguiente, excepto el
secuencia finita de primer subintervalo: Xo (=a) y el dltimo: x, (=b).
puntos Representacion: Asignacion de simbolos Xo, X1, Xz,
Procedimiento: ..., Xn & la secuencia de puntos que dividen el
eleccion de la intervalo.
particion.
P4 Asignar un Lenguaje: Definicién: Los puntos muestra en cada intervalo

simbolo a cada
punto muestra de
los intervalos;
Recordar qué
significa punto
muestra

representacion
simbélica de un punto
muestra genérico
Concepto: punto
muestra
Procedimiento:
eleccién de puntos
muestra en cada
intervalo.

refieren a puntos especificos interiores en cada
intervalo.

Interpretacion/significacion:

-Los puntos muestra representaran al conjunto de
puntos de cada subintervalo.

-Cada punto muestra x;", pertenece al intervalo
[Xi.1, Xi].

Representacion: Los simbolos X1, X2*, . . ., Xn
refieren a puntos particulares de cada uno de los n
subintervalos.

*

El sujeto que lee y comprende la definicion de integral definida (Figura 5) debe movilizar un
sistema de conocimientos previos, lo cual supone relacionar los diferentes objetos que
intervienen en las practicas y reconocer el papel que desempefia cada una de ellas en el proceso
de definicion. En la trama de procesos reconocidos en las Tablas 6 y 7, destacan especialmente
los de interpretacion/ significacion, que un sujeto epistémico (experto o ideal) pone en juego de
manera implicita cuando lee, interpreta y comprende la definicion.

Tabla 7. Configuracion ontosemiotica CE2-DG: definicion de integral definida y de funcion

integrable
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Préctica

Intencionalidad

Objetos

Procesos

P5

Definir la integral
definida de
cualquier funcién
f, como limite de
una suma de
productos

Lenguaje: simbodlico
Conceptos: integral
definida; valor de la
funcion en un punto;
amplitud del
subintervalo;
producto; sumay
limite.

Interpretacion/significacion:

-La expresion f(x;) refiere al valor de la funcion f

en el punto muestra x; del intervalo i.

-La expresion Ax refiere a la amplitud constante de

cada subintervalo dada en P3.

-La expresion f(x;) Ax refiere al producto del valor
de la funcion en el punto muestra i con la amplitud

del intervalo.

-La expresion ),7—, refiere a la suma de los n
productos.

-La expresién il_r)rolo refiere al calculo del limite de la
sucesion sumatoria en n.

f:f(x)dx designa el valor de la integral de la
funcién fen el intervalo [a,b]

El nimero resultante del limite se asigna a la
integral definida, simbolo que interviene como
variable usada como receptor.

Representacion: Asignacion de simbolos a la
integral definida, limite y sumatoria
Algoritmizacion: Productos; suma de secuencia de
productos; calculo del limite de la secuencia de
sumas.

Definicion: Se define la integral como el nimero
resultante del calculo de limite regla

P6

Establecer
condiciones sobre
la validez de la
regla/definicion

Lenguaje: natural
Conceptos: limite;
igualdad de niameros;
punto muestra

Interpretacion/significacion:

Existencia del limite, refiereaque X, f(x;) Axsea
una sucesién convergente de nimeros naturales

Da el mismo valor para todos las posibles elecciones
de puntos muestras, refiere a que el valor de dicho
limite no depende de los puntos nuestra en que se
evalUa la funcién.

P7

Asignar un nombre
a las funciones que
cumplen una

Concepto: funcion
integrable; intervalo;
existencia del limite.

Definicion: Funcién integrable en un intervalo

condicidn

En todo el proceso de definicion los simbolos alfabéticos a y b estan interviniendo como
parametros: el numero real que se va a designar como integral de la funcidn f depende en cada
caso del valor que se asigne a los extremos del intervalo. Los términos intervalo, subintervalo
y amplitud se relacionan con sus respectivos conceptos/ reglas.

Encontramos un proceso de generalizacién con relacién al conjunto de ejemplos planteados
y resueltos en la seccidén 5.1 del texto (Stewart, 2016, pp. 366-378), los cuales refieren a
situaciones en las que intervienen magnitudes, cantidades, medidas y correspondencias entre
magnitudes, la definicidn general de integral de integral se refiere a una funcién f cualquiera de
variable real; desaparecen las magnitudes y la correspondencia se establece nimeros.

En la practica P6 puede surgir un conflicto semi6tico en la significacion y representacion del
valor de la integral definida de una funcién f en el intervalo [a, b]: el simbolo dx no tiene ningln
referente previo. Se podria esperar representar dicho namero como S(f, a, b); es un valor que
depende de la funcion f, y los parametros a y b, extremos de integracion.

En este sistema de practicas, la integral se define como nimero, obtenido como resultado de
la aplicacion de la regla cuya justificacion o razon de ser refiere al sistema de practicas
discursivas, operativas y normativas previamente incluidas en la seccién 5.1 del texto.

19



6. Discusion y conexiones

En este apartado sintetizamos los aportes alcanzados con el analisis ontosemiotico de los
significados de la integral realizado en las secciones 4 y 5y los relacionamos con los insights
propuestos por otros autores aplicando diversas herramientas tedricas. El andlisis del
significado intuitivo (seccién 4) revela que es posible un primer encuentro con la integral
seleccionando una situacion-problema introductoria, resoluble con una secuencia de practicas
que involucran objetos y procedimientos fundamentalmente aritméticos. Es inevitable
asomarse, no obstante, al proceso infinito de obtener el limite de la suma de una sucesién de
productos de cantidades infinitesimales.

Sin embargo, la progresion en la eficiencia del trabajo matematico por parte de los futuros
profesionales universitarios, requiere dominar la herramienta algebraica para expresar la
generalidad de los conceptos y procedimientos matematicos y operar sintacticamente con dicha
generalidad. El anélisis ontosemiotico del significado formal-algebraico de la integral,
establecido en la definicion como limite de sumas de Riemann (seccién 5), se revela también
como util para tomar conciencia de los conocimientos, competencias y actos de comprension
implicados.

La metodologia de analisis de un texto matematico que hemos ejemplificado en los apartados
4 y 5 aplicando herramientas teodricas del EOS aporta un nivel microscopico de anélisis que
permite identificar algunos hechos epistémicos y semidtico-cognitivos de interés didactico, asi
como algunos estratos epistémicos, esto es, conocimientos institucionales que han debido ser
estudiados previamente, que pasan desapercibidos usualmente en los procesos de ensefianza.
En ambos casos hemos podido identificar potenciales conflictos semidticos relacionados
particularmente con los procesos de generalizacion que se realizan, con frecuencia de manera
implicita, en el proceso de definicion de la integral.

Reconocer que un primer encuentro con la integral definida se puede implementar
apoyandose en medios de expresidon no necesariamente algebraicos es un hecho epistémico de
interés educativo. No obstante, nuestro andlisis revela que incluso en esta aproximacion
intuitiva se pueden deslizar practicas discursivas que implican un cuestionamiento semidtico
por parte del lector. Por ejemplo, en la practica P5.2 (CE5, Seccidn 4), Starbird introduce de
manera abrupta una expresion algebraica general de la suma de incrementos del espacio
recorrido entre un intervalo de tiempo cualquiera [a, b] que contrasta con la presentacién previa
hecha con lenguaje natural y valores numéricos particulares. El lector no familiarizado con esta
escritura para expresar la generalidad del proceso de resolucion seguido tendra que cuestionarse
el significado de cada término de la expresion.

En el caso del estudio de la integral que propone Stewart (2016), Seccion 5, también
encontramos un problema semiotico similar. Por ejemplo, la solucion del problema de célculo
del area bajo una curva es un nUmero que se expresa como

A= lim Ry = lim [ £y )% + £ )% + -+ £ (x )0]
= lim Ly = lim [ £(ro JA% + £y JA% + =+ f (- )]

y la solucién del problema de célculo de la distancia recorrida es también un nimero que se
expresa como

n n
d = lim Zf(ti_l )At = lim Zf(ti )At
" i=1 " i=1
Ademas, el lector debe aceptar la existencia e igualdad de tales limites.
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En la definicion general de la integral (Figura 5) dicho nUmero se expresa con una notacién
compleja en el que el lector debe entender que el simbolo dx no tiene significado por si mismo

ny b . , . .
y que la expresion, fa f(x)dx, debe ser vista como un unico simbolo para representar “un
numero que no depende de x”.

Mientras aprenden la integral definida, los estudiantes se encuentran con sumas de Riemann,
limites, derivadas, area y muchos otros conceptos. Para comprender bien la integral definida,
los alumnos deben ser capaces de establecer conexiones entre todos estos conceptos. La
investigacion sobre las integrales definidas descubrio que el conocimiento de los estudiantes se
limitaba a un conocimiento de tipo procedimental, pero tenian dificultades para establecer
conexiones entre las diferentes representaciones de la integral definida (Serhan, 2015).

Nuestro analisis ayuda a revelar la compleja trama de objetos que intervienen en las practicas
matematicas operativas, discursivas y normativas que son consustanciales con la actividad
matematica. En dichas practicas no solo intervienen objetos conceptuales y procedimentales,
sino también problemas, que contextualizan y dan sentido a toda la actividad matematica;
representaciones de diversa indole (simbdlicas, gréficas, diagramaticas, lenguaje natural, etc.);
proposiciones que relacionan los conceptos y sintetizan los resultados que dan respuesta a los
problemas; argumentos justificativos de los procedimientos y proposiciones, o bien descriptivos
y explicativos. Una atencién especial requieren también los procesos matematicos,
interpretados en términos de secuencias de practicas orientadas a alcanzar los objetivos
pretendidos por la actividad matematica. Asi, en el proceso general de resolucion de problemas
se distinguen procesos mas especificos, como representacion, interpretacion-significacion,
definicion, algoritmizacidn, enunciacion, argumentacion, generalizacion, particularizacion, etc.
En las practicas analizadas en las secciones 4 y 5, observamos que no todos estos procesos
tienen la misma presencia y que la complejidad de éstos también es un factor explicativo de las
diversas dificultades de aprendizaje de los estudiantes.

El andlisis ontosemidtico aqui ejemplificado puede complementar los analisis realizados por
otros autores usando herramientas tedricas diferentes. EI modelo de estructura de la integral
definida elaborado por Sealey (2014) es sin duda util y relevante para comprender las
dificultades de comprension de los estudiantes. Consideramos que el analisis realizado en las
secciones 4 y 5 complementa el modelo de Sealey en dos direcciones. Por una parte, ademas
de la capa de Orienting, relacionada con la comprension de las magnitudes que intervienen y
de las relaciones con los contextos de los problemas, hay una trama de conocimientos
matematicos previos, - linglisticos, conceptuales, procedimentales y argumentativos - que se
deben tener en cuenta en el proceso de instruccion. Ademas, la comprension de cada una de las
capas que describe Sealey también pone en juego procesos y objetos que el analisis
ontosemiotico revela, los cuales pueden ser fuente de potenciales conflictos semiéticos.

Con relacion a las investigaciones que usan las nociones de concept definition and concept
image (Rasslany Tall, 2002; Grundmeier, Hansen, & Sousa, 2006; Serhan, 2015) consideramos
gue las herramientas ontosemioéticas que hemos presentado son compatibles con estas nociones,
aungue podrian ampliar y profundizar en el analisis de las concepciones, limitaciones y sesgos
del aprendizaje de la integral. EI concept image es interpretado en el EOS como el significado
personal del sujeto sobre un concepto, lo que implica adoptar una perspectiva sistémica y
pragmatica sobre el conocimiento matematico. Este significado viene descrito por la
configuracién ontosemiotica cognitiva (o personal), la cual involucra un tipo de problema, el
sistema de practicas para su solucién y la trama de objetos y procesos implicados en dichas
practicas. La definicion del concepto es uno de los objetos de la configuracion, tal definicion
es una norma que regula las practicas operativas y discursivas que se realizan para resolver el
tipo de problemas correspondiente. El analisis de la actividad y del conocimiento matematico
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se hace tanto desde la perspectiva personal o cognitiva como institucional o epistémica; en
consecuencia, se deberia hablar también del “concept image” institucional, o sea, del
significado institucional de la integral, entendido asi mismo como configuracion ontosemiotica.
Por otra parte, para la integral y cualquier concepto matematico es posible encontrar, no una
unica definicion sino que existen diversas definiciones, cada una ligada a determinados
contextos o tipos de problemas cuya resolucidn pone en juego sistemas de précticas diferentes,
y, por tanto, diferentes significados (sentidos).

La distinciéon entre conocimiento conceptual y procedimental, introducida en educacién
matematica en el trabajo de Hiebert y Lefevre (1986), ha sido usada por Serhan (2015), entre
otros autores, para el caso del conocimiento de los estudiantes sobre la integral. Consideramos
que la nocion de significado pragmatico que propone el EOS para un concepto, entendido de
manera sistémica como una configuracién ontosemiotica, desarrolla la nocién de conocimiento
conceptual y procedimental. Esto es asi porque la configuracion ontosemiotica muestra los
elementos que intervienen en los componentes conceptuales y procedimentales, asi como las
relaciones que deben existir entre los mismos. El analisis ontosemiotico que hemos hecho en
las secciones 4 y 5 muestra, con dos ejemplos concretos, las piezas de informacion sobre la
integral que deben ser interconectas para poder afirmar que un sujeto tiene conocimiento
conceptual y procedimental sobre los dos significados que hemos seleccionado. Es importante
explicitar el componente argumentos, asi como los procesos de interpretacion, significacion,
representacion, generalizacion, etc., que se ponen en juego en cada caso, los cuales quedan
implicitos o poco desarrollados en el modelo de Hiebert y Lefevre.

7. Reflexiones finales

El andlisis ontosemiotico aplicado a dos significados de la integral ha permitido revelar la
compleja trama de objetos y procesos implicados en la actividad matematica, conocimiento que
consideramos Util para la gestion de la ensefianza y aprendizaje de la integral. Hemos mostrado
gue la aproximacion ontosemiética al conocimiento matematico permite conectar dos
perspectivas complementarias sobre las matematicas: como actividad de las personas orientada
a la solucion de problemas y como sistema de objetos y procesos que regulan y emergen de
dicha actividad. Ademaés tiene en cuenta, entre otras, la dualidad personal (cognitiva) e
institucional (epistémica) del conocimiento matematico, que es fundamental para el estudio de
los fendmenos relacionados con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Segun Serhan (2015), es importante que los instructores revisen la forma en que se presenta
y ensefia la integral definida en clase. Es necesario hacer mas hincapié en las maltiples
representaciones, sus conexiones y como los estudiantes pueden utilizar la suma de Riemann
para mejorar su comprension estructural de la integral definida. Aunque se trata de un analisis
laborioso que requiere un cierto dominio de las herramientas teéricas consideramos que los
investigadores y formadores de profesores deberian capacitarse para realizar analisis similares
de los contenidos de ensefianza, al menos los conceptos y procedimientos esenciales de cada
tema. Para cada significado parcial del objeto, y la resolucion de las tareas prototipicas que los
caracterizan, es necesario identificar la trama de objetos y procesos implicados, con el fin de
poder planificar la ensefianza, gestionar las interacciones en el aula, comprender las dificultades
y evaluar los niveles de aprendizaje de los estudiantes. La identificacion de los objetos y
procesos intervinientes en las practicas matematicas es una competencia docente que le
permitira comprender la progresién de los aprendizajes, gestionar los necesarios procesos de
institucionalizacion y evaluar las competencias matematicas de los alumnos.

Seria necesario continuar este trabajo con otros significados de la integral, en particular con
el Teorema Fundamental del Célculo, el cual lleva a entender la integral como diferencia
incremental de la funcién acumulativa. También es necesario ampliar el estudio en tres

22



direcciones: profundizar en la articulacion del analisis ontosemidtico con las aportaciones de
otros marcos teoricos, aplicar las herramientas del EOS al estudio de los significados personales
de los estudiantes sobre la integral y analizar el impacto del uso de la tecnologia en las practicas
matematicas para resolucion de problemas de célculo integral.
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