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Resumen

La resolucion de problemas de varias maneras, la identificacion de los conocimientos que se ponen
en juego en cada caso, prevision de dificultades y el enunciado de variantes de los problemas son
aspectos fundamentales de la competencia de analisis del conocimiento matematico para la
ensefianza. En este trabajo se informa del disefio, implementacién y resultados de una experiencia
formativa con futuros profesores de educacion primaria para promover el desarrollo de dicha
competencia con tareas que ponen en juego razonamiento proporcional y algebraico. La experiencia
se ha hecho con una muestra de 88 estudiantes (dos grupos-clase), aplicando un modelo didactico
que incluye trabajo en equipos, institucionalizacion y evaluacion individual de los aprendizajes
logrados. EI 73,3 % de los estudiantes tuvieron éxito al resolver los problemas, sin embargo, s6lo
un 27% de éstos lograron resolver los cuatro problemas propuestos por al menos dos procedimientos
diferentes. Méas de la mitad de los estudiantes identificaron adecuadamente los conocimientos en
cada uno de los problemas propuestos y en mas de la mitad de las soluciones propuestas, el nivel de
algebrizacion fue asignado correctamente. Sin embargo, menos del 20% de los estudiantes lograron
elaborar variantes significativas a los problemas propuestos de forma pertinente. Se concluye que el
desarrollo de la competencia de andlisis epistémico de tareas que ponen en juego razonamiento
proporcional y algebraico requiere una mayor atencion en los programas formativos.
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Introduccion

La relacion entre el grado de conocimiento del profesor de matematicas y el logro de aprendizaje de
sus alumnos justifica el interés por determinar el tipo de conocimiento didactico-matematico que deben
tener los futuros profesores (Shulman, 1986). Asi pues, desde la investigacién en educacién
matematica, se hace necesario disefiar e implementar experiencias formativas que permitan
caracterizar y promover el desarrollo de conocimientos y competencias en el profesorado (Chapman,
2014; English, 2008; Ponte y Chapman, 2016; Sadler, 2013). Desde diversos enfoques de investigacion
se han empleado tareas especificas en programas de formacidn de profesores que contribuyan a lograr
este objetivo.
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Aunque "los profesores de grado medio deberian tener una profunda comprension de los componentes
conceptuales del razonamiento proporcional y su centralidad en todo el pensamiento matematico"
(Sowder, Armstrong, Lamon, Simon, Sowder &Thompson, 1998, p. 144), varias investigaciones
indican que tanto los futuros profesores como los que estan en servicio tienen dificultades para ensefiar
conceptos relacionados con la proporcionalidad (Ben-Chaim, Keret & llany, 2012; Berk, Taber,
Gorowara & Poetzl, 2009; Hilton & Hilton, 2018; Rivas, Godino & Castro, 2012). La falta de
comprension del desarrollo del razonamiento proporcional motiva que los profesores se centren a
menudo en el aspecto algoritmico recurriendo a argumentos procedimentales para justificar sus
estrategias en la resolucién de problemas de proporcionalidad (Lamon, 2007; Riley, 2010).

Estos hallazgos sugieren que para que los profesores puedan promover el razonamiento proporcional
de los estudiantes, primero deben tener una sélida comprension de los diversos elementos y conceptos
fundamentales del razonamiento proporcional (conocimiento del contenido), asi como un conocimiento
pedagogico del contenido que les permita planificar experiencias de aprendizaje eficaces para promover
el razonamiento proporcional de sus estudiantes. (Hilton y Hilton, 2018, p.3)

Esta investigacion forma parte de un proyecto mas amplio cuyo objetivo general es analizar, promover
y evaluar el desarrollo profesional de los futuros profesores de matematicas en los conocimientos
didacticos y matematicos relacionados con el razonamiento proporcional. La investigacién sobre el
razonamiento proporcional, tanto con alumnos como con profesores, suele focalizarse en el enfoque
aritmético de la proporcionalidad, que se centra en los conceptos de razén y proporcion, asi como en
las comparaciones multiplicativas de cantidades. En nuestra propuesta para abordar el razonamiento
proporcional en la formacion del profesorado, pretendemos articular el razonamiento proporcional con
el razonamiento algebraico. En consecuencia, analizamos la actividad matematica que se desarrolla en
las situaciones de proporcionalidad, teniendo en cuenta los grados de generalizacion y formalizacion,
asi como el calculo analitico que implica. El estudio de los niveles de algebrizacién de las préacticas
matematicas realizadas en las tareas de proporcionalidad, permite a los profesores establecer vinculos
entre los diferentes significados (aritmético, proto-algebraico y algebraico-funcional) de la
proporcionalidad, tomar conciencia de los progresivos grados de complejidad epistémica y cognitiva
asociados a ellos, y planificar el estudio de estos contenidos de la manera mas pertinente.

En la siguiente seccidn describimos los antecedentes y las principales nociones del marco teérico que
se usan en el articulo. En la seccion “Metodologia: Disefio formativo” describimos el enfoque
metodoldgico, incluyendo el contexto y los participantes. Los resultados de la investigacion,
atendiendo a las cuestiones de investigacion planteadas se presentan en la seccion “Resultados”. El
articulo concluye con el andlisis retrospectivo y algunas implicaciones para la formacion de profesores.

Antecedentes, marco tedrico y cuestiones de investigacion

En esta seccion, primero resumimos algunas investigaciones dirigidas a desarrollar las competencias
matematicas y didacticas de los profesores, mediante el analisis de tareas y la creacion de problemas,
que son relevantes para este articulo. A continuacion, presentamos las herramientas del Enfoque
Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos, marco tedrico y metodoldgico
que sustenta nuestra investigacion. Presentamos el modelo de Conocimiento y Competencias
Didactico-Matematicas del profesor desarrollado por el EOS, centrando la atencion en la competencia
de andlisis ontosemiotico. Este modelo sobre el conocimiento de los profesores utiliza las nociones de
significado pragmatico de un objeto matematico y de configuracién de practicas, objetos y procesos,
incluidas a continuacion. La nocién de conflicto semiotico introducida por el EOS se utiliza para
analizar las dificultades y errores de los futuros profesores de primaria en sus configuraciones
ontosemioticas. Ademas de estas herramientas, en nuestra investigacion asumiremos el punto de vista
del razonamiento algebraico elemental desarrollado bajo los supuestos del EOS. Los niveles de
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algebrizacién proporcionan criterios para distinguir categorias de significado de la proporcionalidad
que deben formar parte del conocimiento didactico-matematico del profesor.

Analisis de tareas y creacion de problemas por profesores

Varias investigaciones en educacion matematica sugieren la necesidad de apoyar a los futuros
profesores para analizar las tareas matematicas que pueden ser utilizadas en una leccion (Boston, 2013;
Guberman & Leikin, 2013; Lee, Coomes & Yim, 2017; Stahnke, Schueler & Roesken-Winter, 2016).
Los resultados indican que los profesores tienen dificultades para interpretar las tareas e identificar su
potencial educativo (Stahnke, et al., 2016), y que las experiencias de los profesores en la resolucion de
tareas matematicas desafiantes como aprendices aumentan el conocimiento de los profesores sobre las
demandas cognitivas de las tareas matemaéticas (Boston, 2013).

Guberman y Leikin (2013) describen una experiencia formativa dirigida a desarrollar el conocimiento
matematico y didactico de los futuros profesores a través del uso sistematico de tareas que admiten
diferentes métodos de solucion basados en la intervencion de diferentes representaciones de conceptos
matematicos, propiedades (definiciones o teoremas) o procedimientos, relativos a un determinado
contenido matematico. Los resultados mostraron que los futuros profesores progresaron en esta
competencia adquiriendo flexibilidad a la hora de conectar problemas con conceptos y propiedades
matematicas.

Lee, et al. (2017) describen una intervencion con profesores basada en la resolucion de tareas en
pequefios grupos Yy la descripcién de las ideas matematicas que identificaron como (1) mas
significativas para resolver la tarea y (2) sustentar los procedimientos mas representativos. Los autores
concluyen que este tipo de actividades refuerzan el aprendizaje de los profesores para reconocer el
potencial de las matematicas involucradas en una tarea determinada.

Ademas, investigaciones recientes sobre la creacidn de problemas matematicos sitdan esta actividad
como un medio para mejorar los conocimientos y habilidades del profesor de matematicas (Ellerton,
2013; Mallart, Font & Diez, 2018; Milinkovi¢, 2015; Tichd & HoSpesova, 2013). Desde la perspectiva
de las competencias matemaéticas, la creacion de problemas matematicos con fines educativos es un
gran reto para las capacidades docentes (Ticha & Ho$pesova, 2013; Milinkovié, 2015). Segun Mallart,
Font y Diez (2018) un profesor no solo debe ser capaz de resolver problemas matematicos, sino
también de elegir, modificar y plantear problemas con fines educativos. Esto implica que, los
profesores deben desarrollar habilidades de analisis e intervencion para valorar los problemas que
utilizan, reflexionando sobre la practica matematica de resolucion y creacion de problemas, y
evaluando los problemas en funcion de determinados criterios educativos (p. 1467).

Algunas herramientas teoricas del Enfoque Ontosemiético

En esta investigacion se aplican diversas herramientas tedricas y resultados del denominado Enfoque
Ontosemidtico (EOS) del conocimiento e instruccion matematicos, desarrollado en diversos trabajos
de investigacién por Godino y colaboradores (Font, Godino & Gallardo, 2013; Godino, Batanero &
Font, 2007).

Modelo de conocimiento y competencia didactico-matematica

El modelo de Conocimiento y Competencias Didactico-Matematicas (CCDM) del profesor propuesto
por el EOS (Godino, Giacomone, Batanero & Font, 2017; Pino-Fan, Assis & Castro, 2015), interpreta
y amplia otros modelos de conocimiento del profesor utilizados en educacion matematica, como el
modelo MKT (Ball, 2000; Hill, Ball & Schilling, 2008). En el modelo CCDM, se asume que los
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profesores deben tener un conocimiento matematico comin respecto al nivel educativo en el que
ensefian, y un conocimiento matematico ampliado que les permita articularlo con niveles superiores.
Ademas, para cada contenido matematico, el profesor debe tener un conocimiento didactico-
matematico de las diferentes facetas que afectan al proceso educativo. Esto permite al profesor, ante
una determinada situacion matemaética, reconocer la diversidad de significados que se ponen en juego,
ser capaz de resolver la tarea utilizando diferentes procedimientos y mostrando distintas justificaciones
(faceta epistémica), asi como ser competente para modificarla en funcion de las necesidades de
aprendizaje de los alumnos (facetas instruccional y cognitiva).

El sistema de categorias para el analisis de los conocimientos y competencias del profesor de
matematicas propuesto por el modelo CCDM esta relacionado con el tipo de herramientas de analisis
elaboradas en el ndcleo del EOS (Pino-Fan, Assis & Castro, 2015, p.1431). En este trabajo, centramos
la atencidn principalmente en la evaluacién de la competencia de analisis epistémico de los futuros
profesores, que les permite identificar los objetos y procesos involucrados en las practicas matematicas
necesarias para resolver las situaciones-problema requeridas.

Significado pragmatico y configuracion ontosemidtica

Desde un punto de vista antropolégico y pragmatico sobre el conocimiento matematico, el EOS pone
el énfasis en las practicas matemaéticas, entendidas como acciones realizadas por un sujeto para
resolver una situacion-problema. Los sistemas de practicas matematicas estan determinados por
diferentes tipos de objetos matematicos que se clasifican segin su funcién y naturaleza en las
siguientes categorias: lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, etc.), situaciones-problema (aplicaciones extra-matemaéticas o intra-
matematicas, ejercicios), conceptos (introducidos mediante definiciones); proposiciones (enunciados
sobre conceptos), procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo) y argumentos
(enunciados necesarios para justificar las proposiciones y validar los procedimientos). Estos objetos
no aparecen aislados, sino que estan interconectados entre si formando configuraciones ontosemidticas
de précticas, objetos y procesos.

La nocién de conflicto semiético ha sido introducida en el marco del EOS (Godino et al, 2007), como
explicacion de las dificultades y errores de los alumnos en el aprendizaje de contenidos matematicos
especificos y, en general, de las dificultades que surgen en la comunicacién en el aula. Teniendo en
cuenta la relatividad de los sistemas de practicas y significados respecto a los marcos institucionales,
un conflicto semiotico es cualquier disparidad o desajuste de interpretacion entre los significados
atribuidos a una expresion por dos sujetos (personas o instituciones) en una comunicacion interactiva.
La nocion de conflicto semi6tico es mas general que la de obstaculo, y algo méas especifica que la de
"error' o "dificultad".

Razonamiento algebraico elemental y niveles de algebrizacion

En este estudio nos centramos en el razonamiento algebraico y proporcional. Asumimos el punto de
vista de autores como Kieran (2004) sobre la naturaleza del razonamiento algebraico, que lo identifican
como aquel que permite analizar las relaciones entre cantidades, reconocer la estructura de una
situacion, estudiar el cambio, generalizar, resolver problemas, modelar y justificar, probar o hacer
predicciones sobre situaciones que involucran objetos matematicos. Dado que el razonamiento
proporcional se entiende como la capacidad de establecer relaciones multiplicativas entre dos
cantidades y extender esta relacion a otro par de cantidades (Lamon, 2007), el razonamiento
proporcional se sitia como precursor del pensamiento algebraico (Lundberg & Kilhamn, 2016).



En el marco del EOS se ha propuesto una caracterizacion del Razonamiento Algebraico Elemental
(RAE) para la Educacion Primaria en la que se distinguen tres niveles de razonamiento (Akeé, Godino,
Gonzato & Wilhelmi, 2013; Gaita & Wilhelmi, 2019; Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, 2014),
estableciendo criterios para identificar la actividad matematica puramente aritmética (nivel 0) y
distinguirla de los niveles progresivos de algebrizacion. Los niveles de algebrizacion se relacionan con
los aspectos que Kaput (2008) identifica como caracteristicos del razonamiento algebraico: la
simbolizacion sistemética de generalizaciones de regularidades y restricciones (niveles proto-
algebraicos), el razonamiento guiado sintacticamente y las acciones sobre generalizaciones expresadas
en sistemas de simbolos convencionales (nivel algebraico consolidado).

La aplicacion de los niveles de algebrizacion a los sistemas de practica vinculados a las tareas de
proporcionalidad, proporciona criterios para distinguir categorias de significados en la construccion
progresiva del razonamiento proporcional. En este sentido, Godino, Beltran-Pellicer, Burgos y
Giacomone (2017) consideran tres significados pragmaticos especificos de la proporcionalidad que se
activan en la resolucion de tareas que implican la proporcionalidad de magnitudes: significado
aritmético, proto-algebraico y algebraico-funcional. El significado aritmético (nivel de algebrizacién
0) se caracteriza por la aplicacion de procedimientos de calculo aritmético (multiplicacion, division) a
determinados valores numéricos; no intervienen objetos ni procesos algebraicos. El significado proto-
algebraico se centra en la nocion de proporcién, por lo que el reconocimiento del valor unitario en un
procedimiento de reduccion a la unidad y el uso de representaciones diagramaticas de las soluciones
puede describirse como proto-algebraico de nivel 1. Ademas, la resolucion de un problema de valor
faltante, basado en el uso de razones y proporciones, da lugar al establecimiento de la ecuacién
proporcional o regla de tres, y a su resolucién mediante la multiplicacién cruzada. La actividad de
algebrizacion que se realiza en este caso es proto-algebraica de nivel 2, ya que la incognita esta en un
solo lado de la ecuacion (Ax = B). El sentido algebraico-funcional (nivel de algebrizacion 3) se
caracteriza por la aplicacion de la nocion de funcidn lineal y las técnicas de resolucion basadas en las
propiedades de estas funciones.

El reconocimiento del caracter algebraico en las préacticas matematicas (es decir, el tipo de
representaciones utilizadas, los procesos de generalizacién implicados y el célculo analitico puesto en
juego en la actividad matemaética correspondiente) ayuda al profesor a apreciar la complejidad del
razonamiento proporcional, tanto desde el punto de vista epistémico como cognitivo. Creemos que
analizar el razonamiento proporcional mediante los niveles de algebrizacion permite al futuro profesor
realizar un analisis microscopico de la actividad matematica, analizando con detalle la red de
conceptos, lenguajes, procedimientos y argumentos que estan implicados en las diferentes précticas
matematicas y como se relacionan entre si.

Cuestiones de investigacion

El problema de investigacion que se aborda en este articulo se centra en la evaluacion de los
conocimientos y competencias en el analisis de tareas desarrollado por futuros maestros después de
una intervencion formativa sobre analisis de objetos y procesos matematicos en la resolucion de
problemas escolares de proporcionalidad. En particular, planteamos las siguientes cuestiones:

1. ¢Son los futuros maestros capaces de resolver problemas de proporcionalidad por al menos dos
procedimientos diferentes que podrian emplear alumnos de primaria?

2. ¢ldentifican los futuros maestros los conocimientos (conceptos, proposiciones, procedimientos
y argumentos) que intervienen en las soluciones?

3. ¢Son capaces, en base a esta identificacion, de asignar niveles de razonamiento algebraico a
las diferentes soluciones que elaboran?



4. ¢Pueden los futuros maestros elaborar variantes de los problemas cuya soluciéon esperada
involucre cambios en los niveles de razonamiento algebraico?

Metodo: Disefio formativo
Enfoque metodologico

El problema de investigacion es el disefio, implementacidn y evaluacidn de intervenciones formativas
para desarrollar en futuros maestros de educacion primaria competencias y conocimientos didactico-
matematicos sobre el razonamiento proporcional y su relacion con el razonamiento algebraico
elemental. Por tanto, el marco metodoldgico serd la ingenieria didactica, entendida en el sentido
generalizado propuesto por el EOS (Godino, Rivas, Arteaga, Lasa y Wilhelmi, 2014). Esta
interpretacion, amplia su concepcion tradicional (Artigue, 1989) en la direccion de las investigaciones
basadas en el disefio (Kelly, Lesh, y Baek, 2008), distinguiendo cuatro fases en la investigacion:
estudio preliminar (en sus distintas facetas epistémico-ecoldgica, cognitivo-afectiva e instruccional),
disefio del experimento (seleccion de tareas, secuenciacion y analisis a priori de las mismas atendiendo
a los comportamientos esperados de los estudiantes), implementacion (observacion de las
interacciones entre personas Yy recursos, y evaluacion de los aprendizajes logrados), evaluacion o
analisis retrospectivo (derivado del contraste entre lo previsto en el disefio y lo observado en la
implementacion).

Contexto de la investigacion, participantes y recogida de datos

La experiencia formativa se ha implementado en 2018 con 88 alumnos de tercer curso del Grado de
Educacién Primaria divididos en dos grupos, uno de 45 y otro de 43 alumnos. Durante sus estudios de
grado, los futuros maestros han recibido una formacion especifica sobre aspectos epistémicos
(conocimientos matematicos), cognitivos (aprendizajes, errores y dificultades), instruccionales (tareas,
actividades, materiales y recursos) y curriculares de la ensefianza de las matematicas. En el momento
de desarrollar la experiencia, se espera que los participantes sean capaces de poner en practica los
conocimientos adquiridos, para resolver, disefiar y secuenciar las tareas matematicas de un contenido
especifico, en nuestro caso la proporcionalidad.

En este trabajo analizaremos la informacion recogida a partir de las anotaciones del
observador/investigador y las respuestas escritas de los estudiantes a parte de la tarea de evaluacién
propuesta al final del curso. Dicha tarea fue examinada por el equipo investigador aplicando las
técnicas de analisis ontosemiotico (andlisis de contenido por medio de los tipos de objetos y procesos
establecidos por el EQS).

Implementacion

La intervencion formativa se desarrollé durante 3 sesiones de dos horas de duracion cada una. La
primera sesion se centrd en las caracteristicas del razonamiento algebraico elemental, y el modelo de
los niveles de algebrizacion de la actividad matematica de Godino et al. (2014). Se perseguia
reflexionar y profundizar en la distincion de tipos de objetos y procesos algebraicos en tareas
matematicas escolares y la asignacion de niveles de razonamiento algebraico a la actividad matematica
realizada al resolver tareas escolares, algunas de las cuales correspondian a situaciones de
proporcionalidad. En la siguiente sesion (también de 2 horas de duracidn), los futuros maestros debian
trabajar en equipos para responder a consignas similares a las que se emplearon en la tarea de
evaluacion (Anexo). En la instruccidn previa que han recibido los estudiantes, se les habia explicado
los distintos elementos que aparecen referidos en las consignas. Ademas, se les facilito un ejemplo
completamente resuelto del analisis que se esperaba que realizasen. El trabajo inicial en grupo permite
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a los estudiantes comparar y enriquecer sus propuestas de diversas estrategias para resolver los
problemas e identificar las posibles dificultades en las mismas. En la tercera sesion, los estudiantes
trabajaron de manera individual las tareas que se incluyen en el Anexo como instrumento de evaluacion
final. Las diversas consignas planteadas, tanto en las actividades propuestas para trabajar en grupo
como aquellas de evaluacion final, perseguian desarrollar y diagnosticar tipos concretos de
conocimientos matematicos y didactico-matematicos en relacion a la proporcionalidad. Resumimos
esta informacién en la Tabla 1.

Tabla 1. Consignas y tipos de conocimiento implicados en los problemas (Anexo)

Consigna Tipo de Intencionalidad
conocimiento
1. Resolver la tarea Identificar conocimiento o
Problema 1 (valor faltante) carencias sobre

proporcionalidad en un
problema de valor faltante
Problema 2 (comparacién) Identificar conocimiento
Comun sobre razén y proporcion en
un problema de
comparacion
Problema 4 (distincion estrategias Distinguir relaciones
aditivas y multiplicativas) aditivas de multiplicativas.
Promover la argumentacion
y justificacion matematica
Problema 3 (proporcionalidad Ampliado Comprobar si los futuros
inversa) maestros identifican
situaciones de
proporcionalidad inversa

2.Resolver los problemas de varias
maneras, incluyendo las estrategias
que wusarian los alumnos de
primaria

3. Identificar los conocimientos que
se ponen en juego en las soluciones,
enumerando la secuencia de
practicas

4. Asignar niveles de razonamiento
algebraico a las distintas soluciones

Especializado

5. Enunciar tareas relacionadas

Promover la flexibilidad de
resolucion y la capacidad de
adaptacion al nivel educativo
pertinente

Desarrollar la competencia
de analisis ontosemidtico en
tareas de proporcionalidad

Profundizar en la faceta
episttmica del CCDM
analizando RAE en las tareas
de proporcionalidad

Contribuir a la faceta
instruccional impulsando la
creacion-variacion de
problemas atendiendo a los
significados involucrados

Analisis de datos

En las tareas (incluidas en el Anexo), que se han planteado a los estudiantes para maestro de primaria
(EPM en adelante) se espera que éstos resuelvan los cuatro problemas sobre proporcionalidad, y que
una vez identificados los conocimientos puestos en juego, asignen los niveles de razonamiento
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algebraico implicados. Asi mismo, se les pide que enuncien variantes de la tarea que impliguen
cambios en los niveles de algebrizacion.

Previamente, los investigadores resolvieron los problemas propuestos a los futuros profesores,
elaborando las soluciones correspondientes a cada nivel algebraico. Para cada solucion, realizaron la
configuracién ontosemidtica asociada, y basandose en los objetos (conceptos, lenguajes,
proposiciones, procedimientos y argumentos) y procesos involucrados, asignaron el nivel de
algebrizacion correspondiente. A continuacién, cada una de las diferentes soluciones propuestas por
los estudiantes a los problemas y variantes se clasificaron en correctas o incorrectas, y se dividieron
en précticas elementales para elaborar las correspondientes configuraciones ontosemidticas. Esto
sirvid para evaluar el grado de pertinencia de las configuraciones elaboradas por los futuros profesores,
para decidir el nivel de algebrizacion de cada solucion propuesta; y finalmente, para determinar el
grado de correccion del nivel de algebrizacién asignado por los EPM.

Estrategias de resolucion empleadas. A continuacién, describimos las estrategias detectadas en las
soluciones dadas por los EPMs a los problemas, asociadas a cada nivel de algebrizacion (NA). Como
hemos mencionado, los niveles de algebrizacion correspondientes fueron asignados por el equipo de
investigacion tras analizar los objetos, significados y procesos implicados en la actividad matematica.

Nivel 0 de algebrizacion. En este nivel se incluyen estrategias de tipo aritmético centradas
fundamentalmente en las propiedades aditiva o multiplicativa que satisface la relacién de
proporcionalidad. En las figuras 1 y 2 incluimos ejemplos de esta estrategia para distintos problemas.

Como 22:2=11 en 11 gramos de barrita habr 4:2=2 gramos de materia grasa, en 11:2= 55
gramos de barrita, habra 2:2=1 gramo de grasay en 5,5:5=1,1 gramos de barrita habr4 1:2=0,5
gramos de grasa.

Asi, en 100=88+11+1 gramos de barrita habra 16+2+0,2=18,2 gramos de grasa.

Figura 1. Estrategia aritmética empleada por EPM36 en el problema 1.

Vamos a ver los alumnos que no leen de cada clase.
1°. 60 — 15 = 45 alumnos que no leen en 6°
2°. 40 -12 = 28 alumnos que no leen en 5°
Por lo tanto, se lee méas en 5° de Educacion Primaria.
Figura 2 Estrategia aritmética (aditiva) errénea empleada por EPM23 en el problema
2.

Nivel 1 de algebrizacion. En este nivel se consideran las siguientes estrategias: reduccion a la unidad
(ver figura 3), algoritmo de multiplicacion en cruz (desarrollo meramente procedimental, sin expresar
la proporcion o ecuacion obtenida de ella), tabular (basada en la construccion de una tabla donde se
recogen y opera sobre los valores de las cantidades de magnitudes proporcionales), comparacion de
razones.

Reducimos a la unidad para obtener la cantidad de gramos de grasa que contiene un
gramo de barrita de cereales. Como una barrita de cereales de 22 gramos contiene 4
gramos de grasa, obtenemos los gramos de grasa que contiene una unidad: 22: 4 =0.181.
Una vez sabemos que 1 gramo de barrita de cereales contiene 0,181 [gramos de grasa]
podemos obtener cuantos gramos de grasa contienen 100 gramos de barrita de cereales
multiplicando 0,181x100=18,1 gramos de grasa en 100 gramos de barrita de cereales.

Figura 3. Estrategia proto-algebraica usada por EPM14 en el problema 1




La estrategia que consiste en obtener y comparar los porcentajes de estudiantes que leen a diario
en cada curso, especifica del problema 2, corresponde también a este nivel de algebrizacion
(figura 4).

Comenzamos escribiendo en forma de fracciones las cantidades de estudiantes que
leen diariamente entre el nimero total de estudiantes en cada clase:

0 cantidad de estudiantes que leen a diario 15
6° curso — - - ==
cantidad total de estudiantes 60
0 cantidad de estudiantes que leen a diario 12
5%urso — - _ = =
cantidad total de estudiantes 40

Expresamos estos resultados por medio de porcentajes:

6° curso —>:)—(5) =0.25 > 25%

5°curso —>% =0.30 - 30%
Para conocer en qué curso los estudiantes leen mas diariamente, comparamos los
porcentajes. En 5° curso hay un 5% mas de estudiantes que leen a diario que en 6°
Curso.
Figura 4. Estrategia proto-algebraica usada por EPM14 en el problema 2.

Por otro lado, en el problema 4, se pide determinar el nimero de arboles que han plantado
Maria y Luis conocido el nimero de arboles que ha plantado Ana. La expresion en lenguaje
natural de esta regla general, que lleva a reconocer la relacion lineal entre las cantidades de
arboles plantadas por Ana y por Maria y la relacion afin entre las cantidades de arboles
plantados por Ana y Luis, supone un nivel de algebrizacion 1 (figura 5).

Cuando Ana planta 4 arboles, Maria planta 12, que es exactamente el triple de
arboles [que planta Ana], 4 x 3 = 12. Por otro lado, cuando Ana planta 4 arboles,
Luis planta 8, lo que supone el doble de arboles: 4 x 2 = 8.
Se establece una relacion de proporcionalidad entre los arboles plantados por Ana,
Maria y Luis. En concreto, para saber el nimero de arboles que planta Maria
conociendo los que Ana ha plantado, multiplicamos los arboles de ésta por 3y el
namero de arboles de Luis es igual al de Ana multiplicado por 2.

Figura 5. Solucion de nivel 1 de algebrizacion propuesta por EPM23 al problema 4.

Nivel 2 de algebrizacion. La solucion de un problema por medio de la regla de tres y/o planteamiento
de la ecuacion proporcional involucra una incognita y la resolucion de una ecuacion en la que ésta
aparece en un unico término de la ecuacion. En este sentido, la actividad desarrollada se considera
como proto-algebraica de NA 2.

Consideramos la proporcion de libros y nifios de 6 ° de primaria y sacaremos los libros que
deberian leer los nifios de 5°:

60 alumnos de 6--------- 15 leen

40 alumnos de 5-------- X leen
Ponemos en forma de fraccion 60/40=15/x.

60x=15x%40.

x=15.40/60 = 10
Como en 5 © hay 12 nifios que leen a diario, leen mas a diario que en 6°.

Figura 6. Estrategia de resolucion de nivel 2 propuesta por E31 al problema 2.




En la figura 6, EPM31 considera la relacion entre las magnitudes estudiantes en el curso y estudiantes
que leen diariamente en el curso. Si la proporcion de estudiantes que leen diariamente fuese la misma
en el grupo de 5° curso que en el grupo de 6° curso, la regla de tres utilizada permitiria determinar el
numero de estudiantes que leen diariamente en el grupo de 5° curso. Dado que el valor obtenido es
menor que el nimero real de estudiantes que leen diariamente en el grupo de 5° curso, EPM31 concluye
que la proporcion de estudiantes que leen diariamente es mayor en 5° curso que en 6° curso.

Nivel 3 de algebrizacion. Cuando en el problema 4, el nimero de &rboles que han plantado Maria y
Luis conocido el nimero de arboles que ha plantado Ana, se determina traves de la expresion
algebraica, el NA que supone seria 3 (figura 7).

Si Ana planta 4 arboles y Maria planta 12 en el mismo tiempo, la razén de
. . , , 12
proporcionalidad entre el nimero de arboles plantados por cada una es - = 3.

Entonces, si Ana planta x arboles, Maria planta f(x) = 3x arboles.
Cuando Ana ha plantado 4 arboles, Luis ha plantado 8 arboles, por lo tanto Luis
planta lo mismo que Ana més 4, esto es, Luis planta g(x) = x 4+ 4 arboles.

Figura 7. Solucién de nivel 3 de algebrizacién propuesta por E87 al problema 4.

Grado de correccion de las respuestas de los estudiantes.

Consideramos adecuado valorar positivamente las respuestas parcialmente correctas o incompletas,
por lo que la puntuacion otorgada a los items fue: O puntos si la respuesta es incorrecta o no hay
respuesta; 1 punto si la respuesta es parcialmente correcta; 2 puntos si la respuesta es correcta. En el
primer problema, se considera que una respuesta es parcialmente correcta si el futuro profesor
aproxima por redondeo o truncamiento la cantidad de grasa presente en 100 gramos de la barra de
cereales. También se considera parcialmente correcta la respuesta del problema 4 que no incluye la
expresion de la regla general para determinar el nimero de arboles plantados por Maria y Luis.

Identificacion de conocimientos y conflictos semiéticos.

En términos del marco tedrico del EOS, la identificacion de conocimientos supone elaborar la
configuracién ontosemiotica que caracteriza cada resolucion, para lo cual deben dividir cada solucién
en una secuencia de practicas elementales y reconocer los tipos de objetos (conceptos, proposiciones,
procedimientos y argumentos) involucrados. Cuando los EPM proponen varias soluciones a los
problemas, en el caso de diferente valoracidn, se puntla la configuracién ontosemiotica mas completa
para cada problema. Una configuracion ontosemidtica se considera:

— Adecuada, valorada con 2 puntos, si incluye la secuencia de practicas elementales y para cada
practica elemental se identifican correctamente los objetos implicados.

— Poco adecuada, valorada con 1 punto, si describe la secuencia de préacticas elementales pero no se
mencionan todos los objetos implicados o algunos de ellos no son correctos; o si la secuencia de
practicas esta incompleta pero los objetos mencionados son correctos.

— En caso contrario, se considera no adecuada (0 puntos).

El andlisis detallado de las configuraciones ontosemioticas nos ha permitido detectar deficiencias y
limitaciones en el reconocimiento de los tipos de objetos matematicos implicados en la practica
matematica por parte de los futuros profesores. Resumimos los principales conflictos semiéticos
encontrados como resultado del analisis de las configuraciones de objetos de los futuros profesores,
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incluyendo algunos ejemplos que ilustran cada categoria. Estas categorias se establecen segun la
clasificacion ontosemidtica de los objetos matematicos propuesta por el marco del EOS en conceptos,
procedimientos, proposiciones 0 argumentos:

— Conflictos conceptuales:

No reconocer la relacion de proporcionalidad directa o hacerlo de forma inadecuada.

Confundir el concepto con el procedimiento o el argumento. Por ejemplo, es frecuente
encontrar como conceptos "regla de tres”, "producto cruzado", "célculo de porcentajes”,
"despejar la incdgnita” o "razonamiento l6gico".

Considerar como conceptos matematicos elementos que no lo son, tales como nombres propios
de personas (Ana, Maria) o cosas (arboles).

Identificar incorrectamente algunos conceptos matematicos: "razén de semejanza” en lugar de
"constante de proporcionalidad” o "relacién de semejanza” en lugar de "relacion de
proporcionalidad directa”, o "magnitudes de cantidad".

Conflictos proposicionales:

Confundir proposicion con intencionalidad. Por ejemplo, EPM68 incluye como proposicion
"convertir el total de alumnos en porcentajes”. A veces aparece incluso en forma interrogativa,
como "Proposicion: ¢cuéanta grasa hay en 100 gramos de producto?" (EPM25).

Intercambiar proposicién y procedimiento. En este caso, los alumnos se refieren a la
"comparacion™ o a los "calculos aritméticos™ como proposiciones.

Confundir la proposicién con el argumento. Por ejemplo, EPM29 indica que "las proposiciones
son las justificaciones que hemos dado al problema”.

Incluir proposiciones incompletas. No se entiende que una proposicion es una afirmacion sobre
conceptos. Por ejemplo, el EPM20 incluye como proposicién "el nimero de arboles plantados
es directamente proporcional” sin referirse a qué, o "el precio que tiene que pagar cada alumno
es directamente proporcional” también sin decir a qué. El estudiante EPM28 incluye como
proposicion en el problema 2, "Los amigos son proporcionales”.

Conflictos con los argumentos:

No reconocer mas argumentos que los de tipo deductivo o basados en propiedades aritméticas.
Identificar argumentos erréneos. Por ejemplo, el E20 sefiala el argumento “continuar con la
hipotesis inicial" en cada practica elemental o el E32 indica como argumentos “usar el sentido
comun”.

Confundir argumento con intencion o procedimiento. Por ejemplo, el E8 sefiala como
argumento "obtener la cantidad de grasa que hay en 100 gramos de producto”. También es

habitual encontrar como argumento "regla de tres" o "obtener fracciones con el mismo
denominador™.
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e Basar el argumento en la relacion de proporcionalidad directa cuando la relacion es de
proporcionalidad inversa. Por ejemplo, el EPM4 indica como argumento en el problema 3:
"Argumentos: basados en la propiedad de proporcionalidad directa entre el dinero y los amigos
que pagan”

e Confundir argumento con proposicion. Por ejemplo, correspondiendo a la practica elemental
"Por lo tanto en 100 gramos de producto hay 18.18 gramos de grasa”, el E54 indica como
proposicion "obtencién de resultados" y como argumento asociado "Argumento: tras la
realizacion de todas las operaciones, obtenemos como resultado final, que por cada 100 g de
producto tenemos 18.18 gramos de grasa”.

Creacion de problemas por variacion

La creacion de problemas, la resolucion de los mismos por diversos métodos y el andlisis de los
conocimientos puestos en juego, son elementos esenciales de las facetas epistémica y cognitiva del
modelo CCDM, ya que permiten a los profesores graduar la complejidad de las tareas propuestas a sus
alumnos, comprender los conflictos de aprendizaje y gestionar la institucionalizacion del
conocimiento. En la pregunta 4 (ver Apéndice) se pidio a los EPM que crearan nuevos problemas a
partir de los iniciales, modificando la informacion o requerimiento y manteniendo el escenario
matematico (situaciones de proporcionalidad), de modo que las variantes propuestas para cada
problema, implicasen un cambio en el nivel de algebrizacién de la actividad matematica involucrada.
Esto supone que los EPM deben tener en cuenta las soluciones que han propuesto previamente a los
problemas planteados. Ademas, los EPM deben reflexionar sobre el caracter mas o menos algebraico
de los objetos y procesos matematicos que pueden intervenir en la solucion de una situacion de
proporcionalidad, y plantear condiciones en un problema que puedan favorecer su aparicion.

Un enunciado significativo (con sentido) se considera como:

— Adecuado, si se obtiene modificando la informacion o el requerimiento en el problema inicial
y se mantiene el contexto (Figura 10).

— Poco adecuado, si se obtiene modificando la informacién o el requerimiento pero no se
mantiene el contexto (Figura 11).

— Inadecuado, si no es una variacion del problema inicial (no comparte informacién, requisito o
contexto respecto al problema inicial).

Resultados
Numero de soluciones diferentes propuestas

Como sefalan Buforn, Llinares y Fernandez (2018) es importante promover en los futuros profesores
la flexibilidad en el uso de multiples métodos para resolver los problemas que involucran relaciones
de proporcionalidad y desarrollar la comprension de los componentes conceptuales, proposicionales y
argumentativos del razonamiento proporcional. En la tabla 2 resumimos los resultados en relacién al
numero de soluciones distintas propuestas a los problemas.

Salvo un estudiante (EPM14) que no resolvio el problema 4, los demas resolvieron todos los problemas
por al menos una forma. Ademas, este estudiante resolvid los demas problemas por 2 métodos. En los
demas casos, cuando decimos, por ejemplo, que 28 EPM resolvieron 2 problemas por 2 métodos,
entendemos que 28 EPM resolvieron 2 problemas usando dos estrategias distintas para cada uno, y los
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otros dos lo resolvieron de una Unica manera. Ademas, 73 EPM (82,95%) resolvieron por dos métodos
el primer problema, 52 EPM (59,09%) el segundo problema, 57 estudiantes (64,77%) el tercer
problema, y 45 estudiantes (51,14%) el cuarto problema.

Tabla 2. Frecuencias (porcentajes) del nimero de soluciones distintas propuestas

Numero de problemas con soluciones multiples Frecuencias
Todos los problemas por 2 métodos 24 (27,27%)
3 problemas por 2 métodos 25 (28,41%)
2 problemas por 2 métodos 28 (31,82%)
1 problema por 2 métodos 10 (11,36%)
Todos los problemas por un unico método 1 (1,14%)

Total 88 (100%)

Grado de correccion de las respuestas de los estudiantes

Teniendo en cuenta esta valoracion y que en cada uno de los problemas los estudiantes debian ofrecer
maés de una solucion distinta, la puntuacion méxima que podian obtener en cuanto a la resolucion de
los problemas es de 16 puntos. La puntuacion mas baja obtenida es de 2 puntos (1 EPM) y la mas alta
es de 14 (5 EPM), siendo lo més frecuente obtener 10 puntos (19 EPM, esto es, el 21,65%). Ademas,
un 77,3% de los futuros maestros obtienen 8 0 mas puntos. La puntuacion media se sitda en 8,87, la
mediana en 10 y la desviacion tipica es de 2,60. En la tabla 3 incluimos las frecuencias relativas y
porcentajes del grado de correccidn segln cada problema.
Tabla 3. Frecuencias relativas y porcentajes en el grado de correccidn (n=88)

Problema
Grado de correccion 1 2 3 4
No contesta 0 (0) 1(1,14) 0(0) 1(1,14)
Toda solucién 1(1,14) 5 (5,68) 2 (2.27) 52 (59,09)
incorrecta
Al menos una solucién 74 (84,09) 0(0) 0(0) 3(3,41)

parcialmente correcta
Al menos una solucion 13 (14,77) 82 (93,18) 86 (97,73) 32 (36,36)
correcta

Total 88 (100) 88 (100) 88 (100) 88 (100)

Solo 13 EPM resolvieron correctamente el problema 1, los demas lo hicieron de forma parcialmente
correcta dado que aproximaron la solucién a una o dos cifras decimales ignorando el decimal
periddico.

Los errores detectados en el problema 2 son de dos tipos: por el uso de una estrategia de tipo aditiva,
como en la figura 2 (lo cometieron 8 EPM), o por comparar las razones donde los antecedentes son el
numero de alumnos de las clases y los consecuentes son el nimero de alumnos que leen (lo cometieron
7 EPM), como puede verse en la figura 8.

Si de 60 alumnos leen 15, y de 40 alumnos leen 12, dividimos 60:15= 4y
también dividimos 40:12=3,3
Por lo que el resultado es que en 6° curso leen mas.

Figura 8. Ejemplo de error cometido por E80 en el problema 2.

En el tercer problema, s6lo 3 EPM ofrecieron alguna solucion incorrecta (uno por considerar la
relacion de proporcionalidad directa y dos por cometer errores de tipo aritmético). En este problema,
solo 19 EPM (el 21,59% de los estudiantes) plantearon 2 soluciones siendo alguna distinta de la regla
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de tres inversa. Esto puede deberse a dos motivos: la falta de capacidad para elaborar estrategias de
resolucion distintas a ésta en un problema de proporcionalidad inversa, o el desconocimiento (u olvido
del requisito en el enunciado) de que tal contenido no es propio de la etapa educativa de primaria (se
pospone para secundaria). EI problema que tuvo menos éxito en su resolucion fue el Gltimo, 51 EPM
(57,96%) consideraron la relacion entre los arboles plantados por Ana y por Luis de proporcionalidad
directa, y un estudiante considerd la relacion entre los arboles plantados por Maria y Ana como aditiva.

Tipo de estrategia de solucion y reconocimiento del nivel de algebrizacion

Desglosamos en la Tabla 4 las frecuencias obtenidas en los distintos tipos de solucion de estrategias
en funcion de su nivel de algebrizacién (NA) y el grado de acierto en la identificacion correcta de
dicho nivel. El reconocimiento por parte de los profesores de los diferentes NA en la resolucion de
tareas matematicas, en particular, en aquellas situaciones que ponen en juego la nocién de
proporcionalidad, se considera un aspecto clave del modelo CCDM sobre este contenido. El
reconocimiento de los objetos y procesos caracteristicos del razonamiento algebraico elemental
permite identificar etapas progresivas en el razonamiento proporcional, comprender su complejidad
semidtica y explicar las dificultades de aprendizaje.

Tabla 4. Frecuencias en los tipos de solucién y grado de correccion del NA para cada estrategia

Problema Tipo de soluciones Frecuencia NA Identificacion
correcta de NA

1 Aritmética 25 0 12
Reduccién a la unidad 45 1 19
Multiplicacion en cruz 48 1 16
Ecuacion proporcional 42 2 25
Total 160 72 (45%)

2 Aritmética 13 0 11
Diagramética 5 0 3
Comparacidn de razones 51 1 18
Comparacion de 51 1 15
porcentajes
Reduccién a la unidad 6 1 2
Ecuacioén proporcional 13 2 11
Total 139 69 (43,16%)

3 Aritmética 86 0 60
Ecuacién proporcional 53 2 34
Total 139 94 (69,11%)

4 Aritmética 16 0 9
Aritmética+regla general 43 1 18
Tabular 4 1 3
Reduccién a la unidad 9 1 2
Multiplicacion en cruz 7 1 2
Ecuacion proporcional 37 2 28
Algebraica-funcional 5 3 1
Total 121 55 (45,45%)

De manera global, se analizaron un total de 559 soluciones. De éstas, en 290 (51,87%) el nivel de
algebrizacién fue el correcto. Como se puede observar en la Tabla 4, el tipo de estrategia mas empleada
por los EPM corresponde al nivel 1 de algebrizacion (un 47,23% de las soluciones). De las 264
soluciones correspondientes a este nivel, 95 (es decir, un 35,98%) fueron identificadas correctamente.
Las estrategias aritméticas (nivel 0 de algebrizacion) suponen un total de 145 soluciones (25,94%), de
las que fueron identificadas apropiadamente 95 (es decir, en el 65,52% de las ocasiones). Los
estudiantes emplearon en menor medida las estrategias de nivel 2 de algebrizacién, sin embargo, de
las 145 soluciones (25,94%) correspondientes a este nivel, 98 (esto es, el 67,59%) acertaron en el nivel
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de algebrizacion. Las estrategias de tipo algebraico (nivel 3 de algebrizacion) sélo se contemplan de
forma minoritaria en el Gltimo problema.

El problema 1 fue resuelto utilizando dos estrategias diferentes por 73 (82,95%) EPM. Las estrategias
combinadas mas frecuentes fueron la reduccién a la unidad junto con la multiplicacion cruzada (23 de
73), y la reduccidn a la unidad conjuntamente con la ecuacion proporcional (22 de 73). Por su parte,
el segundo problema 2 fue resuelto por 53 (60,23%) EPM; las combinaciones de estrategias mas
frecuentes fueron en este caso la comparacion de cocientes y la comparacion de porcentajes (24 de los
53), y la comparacion de porcentajes combinada con estrategias de tipo aditivo (11 de los 53).
Asimismo, 51 EPM (57,95%) utilizaron dos estrategias diferentes en el problema 3: 36 de ellos
utilizaron estrategias aritméticas combinadas con la regla de tres inversa. Por ultimo, el problema 4
fue resuelto mediante dos estrategias diferentes por 44 estudiantes (50%). De ellos, 23 utilizaron
estrategias aritméticas junto con la ecuacién proporcional, formulando la regla general en lenguaje
natural. Las estrategias de tipo algebraico-funcional sélo aparecieron en este problema (5 casos),
combinadas con otras de tipo aritmético o de reduccion a la unidad.

Aquellos EPM que no reconocieron correctamente el NA 0, le asignaron NA 1, haciendo referencia a
la presencia de “una relacidon de proporcionalidad” 0 a un “significado relacional del signo igual”. Por
otro lado, los futuros maestros que no identificaron apropiadamente el nivel 1 se debi6 a que asignaron
nivel 0 en las estrategias de reduccion a la unidad (ignorando el mayor grado de generalidad que supone
la declaracion del valor unitario) o bien valoraron como proto-algebraica de nivel 2 las técnicas de
multiplicacion en cruz, a pesar de no establecer ninguna ecuacion proporcional y de que los simbolos
literales que intervienen refieran a objetos intensivos reconocidos y no se opere con ellos. Finalmente,
aquellos estudiantes que no identificaron correctamente el nivel 2 de algebrizacién, asignaron a las
soluciones que llevaban a plantear una ecuacion proporcional (regla de tres directa o indirecta) nivel 1
de algebrizacion. Estos estudiantes solo consideran dos grados aritmético (0) o algebraico (1), en
funcion de la ausencia o presencia de incdgnitas, independientemente del tratamiento que se haga con
ellas.

Identificacién de conocimientos y conflictos

Siguiendo los criterios de valoracion de las configuraciones ontosemidticas elaboradas por los futuros
profesores, la puntuacion maxima que se podria obtener en cuanto a la elaboracion de configuraciones
es de 8 puntos (también se valora con 0 puntos cuando las configuraciones no se realizaron). La tabla
5 muestra las frecuencias de respuestas en cada una de estas categorias. Como observamos, mas de la
mitad de los EPM realizaron una configuracion medianamente relevante en cada uno de los problemas
planteados. Sin embargo, analizando globalmente las respuestas, existe una gran dispersion en los
resultados: los valores mas frecuentes en la puntuacién (sobre 8) son 0 en el 32,95% de los casos, y 4
en el 31,82% de ellos. La mediana es 4 y el valor maximo obtenido, de 7 puntos, solo lo obtuvieron 2
de los 88 futuros profesores.

Tabla 5. Frecuencias absolutas (y porcentajes) de grados de pertinencia en las configuraciones ontosemioticas

Pertinencia en la Problema
configuracion 1 2 3 4
No contesta 3(3,41) 3(3,41) 3(3,41) 3(3,41)
0 30 (34,09) 39 (44,32) 32 (36,36) 37 (42,05)
1 46 (52,27) 44 (50) 49 (55,68) 46 (52,27)
2 9 (10,23) 2 (2,27) 4 (4,55) 2 (2,27)
Total 88 (100) 88 (100) 88 (100) 88 (100)
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De los 88 EPM, 48 (un 54,54%) mostraron algun tipo de conflicto de tipo conceptual, 54 (61,36%)
manifestaron algun conflicto de tipo proposicional y 64 (72,72%) de tipo argumentativo. En la tabla 6
desglosamos las frecuencias asociadas a los distintos tipos de conflictos descritos anteriormente.

Tabla 6. Conflictos detectados en las configuraciones ontosemioticas y frecuencias (n=88)

Conflictos Frecuencias (%)
Relacion de proporcionalidad directa 12 (13,64)
Confunde concepto con procedimiento o argumento 36 (40,91)
Conceptuales Considera elementos que no son conceptos matematicos 8(9,09)
Identifica incorrectamente algunos conceptos 5 (5,68)
matematicos
Confunde proposicion con intencionalidad 32 (36,36)
Mezcla proposicion y procedimiento 21 (23,86)
Proposicionales  Confunde proposicién con argumento 10 (11,36)
Incluye proposiciones incompletas 7 (7,95)
Solo reconoce como argumentos los aritméticos 15 (17,05)
Identifica argumentos que son erréneos 20 (22,73)
Argumentales Confunde argumento con intension o procedimiento 40 (45,46)
Argumentos basados en proporcionalidad directa cuando 3(3,41)
se trata de una inversa
Confunde argumento con proposicion 10 (11,36)

Como vemos, dentro de los conflictos de tipo conceptual, el mas frecuente es confundir concepto con
procedimiento (frecuentemente, “regla de tres”) o argumento (“deduccion”). Més de la tercera parte
de los EPM, interpretan una proposicién como la intencién que se persigue con la préactica. Entre los
conflictos de tipo argumental, destaca fundamentalmente considerar argumento como intencién o
procedimiento.

Enunciado de variantes del problema

En general, los futuros maestros tuvieron dificultades para elaborar variantes del problema inicial. En
su intento de conseguir un determinado nivel de algebrizacién, sacrifican la significatividad del
enunciado, de manera que en gran medida, la tarea que proponian estaba mal planteada: la solucién
estaba implicita en el enunciado, carecia de sentido o bien la informacion que facilitaba el enunciado
no permitia responder a la pregunta. Tal es el caso del enunciado propuesto por EPM72 que incluimos
como ejemplo en la figura 9.

En mi colegio, de los 60 alumnos de 6° curso de primaria 15 leen un libro a diario.
Si en clase de 5° hay 40 alumnos, ¢cuantos leeran? ¢ En qué curso se lee mas?
Figura 9. Ejemplo de variante mal planteada propuesta por EPM72 al problema 2.

En la Tabla 7 resumimos la informacién relativa a la pertinencia de los enunciados de las variantes
propuestas por los estudiantes.

Para cada variante, el nivel de algebrizacidn asociado debia ser distinto a los empleados en la primera
consigna del trabajo. Como vimos en la seccion 4 (tabla 4) el tipo de estrategias mas empleadas por
los futuros maestros al resolver los problemas fueron las correspondientes al nivel 1 de algebrizacion,
en los problemas 1, 2 y 4, y las de nivel 0 en el problema 3. En menor medida emplearon estrategias
propias de un nivel 2. Por este motivo, los estudiantes recurrieron con mayor frecuencia a variantes
que implicasen un nivel 0 (figura 11) en los problemas 1, 2 y 4, y a variantes de nivel 2 o nivel 3
(figura 10) en el problema 3.
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Tabla 7. Frecuencias (porcentajes) segun grados de pertinencia de los enunciados de las variantes del

problema (n=88)

Enunciado Problema

propuesto 1 5 3 2

No contesta 17 (19,32) 29 (32,95) 30 (39,09) 34 (38,64)
Mal planteado 7 (7,95) 18 (20,45) 6 (6,82) 11 (12,5)
Nada pertinente 30 (39,09) 8(9,09) 21 (23,86) 15 (17,04)
Poco pertinente 18 (20,45) 18 (20,45) 13 (14,77) 16 (18,18)
Pertinente 16 (18,18) 15 (17,05) 18 (20,45) 12 (13,64)

Si nos fijamos en los niveles de algebrizacion asignados por los estudiantes inicamente a las variantes
de los problemas correctamente planteados, observamos que les ha resultado dificil elaborar
enunciados que motivasen un cambio del nivel de algebrizacion (Figuras 10 y 11).

Variante: “Un grupo de 5 amigas han comprado un regalo de cumpleaiios para otra amiga.
Posteriormente se unen 4 amigas mas, por lo que finalmente acaban pagando 1,4 euros
menos por persona. ;Cudnto vale el regalo?”

Solucidn: Se plantea una igualdad en que aparece el simbolo literal a ambos lados de los
términos, por lo que se puede asignar un nivel 3. La expresion para la resolucion seria
5(x+1,4) = (5+4)x que requiere de agrupamiento y despeje de la incdgnita.

Figura 10. Variante pertinente (NA 3) propuesta por EPM51 al problema 3.

Variante: “En mi colegio, de los 60 alumnos de 6° curso de primaria, 15 leen un libro a
diario. De los 40 alumnos de 5° curso de primaria, 12 leen un libro a diario. ¢(Cuantos
alumnos no leen un libro a diario en cada curso?”’

Solucion (nivel 0 de algebrizacion). Para resolver esta actividad, lo que hacemos es realizar
dos restas. En la primera, para averiguar el nimero de alumnos que no leen un libro a
diario en 6° curso de primaria, realizamos la siguiente operacién: 60-15=45 alumnos que
no leen un libro a diario. En el caso de 5° curso de primaria, de nuevo realizamos otra
operacion: 40-12=28 alumnos no leen un libro a diario.
Figura 11. Enunciado poco pertinente (NA 0) propuesto por EPM57 (modifica
requerimiento pero no mantiene entorno) al problema 2.

Tabla 8. Frecuencias absolutas (porcentajes) segun grado de correccion en el nivel de algebrizacion (NA)
asignado a enunciados pertinentes.

NA en variante propuesto Problema

1 2 3 4
No contesta 17 (26,56) 17 (33,33) 22 (42,31) 20 (46,51)
Incorrecto 7 (10,94) 7 (13,73) 6 (11,54) 8 (18,60)
Correcto. No cambia NA 27 (42,19) 19 (37,25) 13 (25) 5(11,63)
Correcto. Cambia NA 13 (20,31) 8 (15,69) 11 (21,15) 10 (23,26)
Total 64 (100) 51(100) 52 (100) 43 (100)
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Como observamos en la tabla 8, s6lo entre un 15,69 % (problema 2) y un 23,26 % (problema 4) de los
NA asignados a las variantes son correctos y efectivamente suponen un cambio con aquellos
empleados por los estudiantes al resolver el problema inicial. Entendemos que la dificultad es mayor
cuando los estudiantes emplearon dos estrategias con niveles de algebrizacién distintos en la primera
consigna.

Sintesis e implicaciones

La mayoria de las investigaciones sobre el conocimiento de la proporcionalidad por parte de los
profesores sugieren que éstos deben reconocer que el desarrollo del razonamiento proporcional es
mucho més que la capacidad de resolver correctamente problemas de proporcionalidad de valores
faltantes. Pensamos que la identificacion de las diferentes estrategias de solucion de un problema de
proporcionalidad, el reconocimiento de los objetos mateméticos puestos en juego en cada caso, Y el
analisis del caracter algebraico de las practicas matematicas implicadas en sus resoluciones, permiten
al profesor comprender su complejidad semiética y explicar las dificultades de aprendizaje. Asi,
nuestra investigacion articula un problema de formacion inicial del profesorado que implica el
razonamiento proporcional y su conexioén con el razonamiento algebraico elemental (algebra
temprana).

En este articulo hemos informado sobre el disefio, la implementacion y los resultados de una
intervencion con futuros profesores de educacion primaria centrada en el desarrollo de la competencia
de andlisis de los conocimientos puestos en juego en la resolucidon de tareas que implican razonamiento
proporcional. Esta competencia se interpreta como la capacidad de: resolver los problemas por
diferentes métodos, dividir la resolucion de problemas en précticas elementales, identificar los
conceptos, proposiciones, procedimientos y la argumentacion de estos objetos, reconocer diferentes
niveles de algebrizacién de las préacticas matematicas y elaborar nuevos problemas por variacion de
un enunciado dado.

Coincidimos con Guberman y Leikin (2013) en que al tratar con tareas que admiten diferentes métodos
de solucion basados en la intervencién de diferentes objetos matematicos, los maestros desarrollaron
sus conocimientos y habilidades en la materia. Sin embargo, como sintesis de los resultados obtenidos
en relacién a la solucion de los cuatro problemas propuestos por al menos dos métodos, y el
reconocimiento de los niveles de algebrizacion en estas soluciones, observamos que un alto porcentaje
de los futuros maestros que participaron ha tenido dificultades para responder a esta tarea. En linea
con la investigacion de Berk et al. (2009), quienes demostraron que los futuros maestros no son
flexibles para resolver el mismo problema usando diferentes estrategias, un alto porcentaje de los
futuros maestros tuvo dificultades para resolver por al menos dos métodos los cuatro problemas
propuestos.

El grado de correccion de las soluciones dadas varia entre los problemas, siendo el problema cuatro
bastante conflictivo ya que mas de la mitad de las soluciones dadas eran incorrectas. Estos resultados
coinciden con los de investigaciones anteriores que muestran las dificultades de los futuros profesores
para distinguir las situaciones proporcionales de las no proporcionales, lo que lleva a un uso excesivo
de la linealidad (Buforn, et al., 2018; VVan Dooren, De Bock, Janssens, & Verschaff, 2008).

Identificar los conocimientos y el nivel de algebrizacion involucrados en las practicas matematicas
necesarias para resolver las situaciones-problema requeridas, permite al profesor anticipar potenciales
y efectivos conflictos de aprendizaje, evaluar las competencias matematicas de los alumnos e
identificar los objetos (lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos) y procesos
que deben ser recordados e institucionalizados en los momentos adecuados de los procesos
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instruccionales (Scheiner, Montes, Godino, Carrillo, & Pino-Fan, 2019). Esta ha sido una habilidad
dificil de desarrollar en nuestra intervencion.

Hemos identificado categorias de conflictos que se refieren al reconocimiento de conceptos,
proposiciones y argumentos relacionados con el razonamiento proporcional y su impacto en la muestra
de futuros profesores. En linea con los resultados de Burgos, et al. (2018), los futuros profesores de
primaria suelen considerar la regla de tres como un concepto o confundir proposicion con
intencionalidad en lugar de una afirmacion sobre conceptos que necesita justificacion o prueba. El
objeto matematico argumento es el menos identificado, y cuando lo es, no suele aludir a la justificacion
de una proposicion o procedimiento, sino a la intencion o a la descripcion de la practica. La ensefianza
de un contenido matematico, como la proporcionalidad, puede verse comprometida si los profesores
no reconocen la naturaleza y el papel de los objetos que intervienen en las practicas matematicas
asociadas al campo de problemas que las caracteriza: la situacion-problema es el origen de la actividad;
los argumentos justifican los procedimientos y las proposiciones que conectan los conceptos dados por
las definiciones; los lenguajes son la parte ostensiva de conceptos, proposiciones y procedimientos que
a su vez intervienen en la elaboracion de los argumentos..

Ademas de resolver problemas de matematicas, un profesor debe ser competente para elegir, modificar
y plantear problemas con fines educativos especificos (Ticha & Hospesova, 2013). Los futuros
profesores, que han participado en nuestra investigacion, han mostrado dificultades para elaborar
variantes significativas a los enunciados propuestos. La creacion de nuevos problemas a partir de las
situaciones dadas, de manera que su estrategia de solucion implique un cambio en el nivel de
algebrizacion asociado (es decir, el grado de generalidad de los objetos, el tratamiento que se aplica a
estos objetos, asi como los tipos de lenguajes utilizados) ha sido una fuerte limitacion. Los futuros
profesores encuentran entre los elementos que definen un problema (informacion, requisito, contexto
y entorno matematico) restricciones que condicionan sus posibles estrategias de resolucion. Un
porcentaje relativamente alto de los participantes no ha respondido a esta demanda. En general, los
enunciados propuestos se alejan demasiado del problema original, no son significativos o el contexto
no es proporcional. Si nos fijamos s6lo en las variantes correctamente planteadas de los problemas,
observamos que a los futuros profesores les ha resultado mas dificil elaborar enunciados que motivar
un cambio del nivel de algebrizacion. Asi, por ejemplo, el estudiante EPM86 afirmé "con este
enunciado no he podido resolverlo mas que con la regla de tres inversa™, en relacién con el problema
3.

Las limitaciones encontradas por los EPM que han participado en nuestra investigacion sugieren la
necesidad de desarrollar nuevas acciones formativas especificas dedicadas a:

1. Reconocer el caracter algebraico de las practicas matematicas en nuevas tareas en otros
contextos como el geométrico o el probabilistico, en los que la proporcionalidad adquiere
significados propios de dichos &mbitos. Esto ofrecera a los EPM nuevos ambitos para analizar
practicas, objetos y procesos, y reflexionar sobre los grados de generalidad, formalizacion y
transformaciones implicados.

2. Crear problemas por variacion de los elementos dados. Como hemos visto, fue dificil elaborar
nuevos enunciados significativos.

3. Reflexionar sobre el tipo de situaciones-problema que obligan a una actividad matematica
propia de un determinado nivel de algebrizacion y crear problemas para ello.
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APENDICE. Tarea de evaluacion final

1. Resuelve los problemas que aparecen al final, propias de primaria, de al menos dos formas distintas,
teniendo en cuenta aquellas estrategias que pensais que usarian vuestros alumnos para resolver el
problema.

2. Identifica los conocimientos que se ponen en juego en las soluciones. Para cada solucion enumera
la secuencia de practicas que se realizan para resolver el problema y completa la tabla incluida a
continuacion, afiadiendo las filas necesarias.

Secuencia de précticas elementales para| Objetos referidos en las préacticas (conceptos,
resolver la tarea proposiciones, procedimientos, argumentos.)

3. Asigna de forma justificada niveles de razonamiento algebraico a las distintas soluciones que has
dado en el punto anterior a las tareas, teniendo en cuenta los objetos y procesos algebraicos
previamente identificados.

4. Enunciar tareas relacionadas cuya solucion implique cambios en los niveles de algebrizacion puestos
en juego.

Relacion de problemas

Problema 1. Si una barrita de cereales de 22 gramos contiene 4 gramos de materia grasa, ¢;cuanta
materia grasa hay en 100 gramos de producto?

Problema 2. En mi colegio, de los 60 alumnos de 6° curso de primaria 15 leen un libro a diario. De
los 40 alumnos de 5° curso de primaria, 12 leen un libro a diario. ;En qué curso se lee mas?

Problema 3. Cinco amigos quieren hacer un regalo de cumpleafios. Deben poner cada uno 5, 40 euros.

Otros cuatro amigos se unen para contribuir al regalo. ¢ Cuantos euros deben poner ahora cada uno?
Explica como lo has obtenido.
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Problema 4. Ana, Maria y Luis estan plantando arboles en el campamento “Repoblamos”. Ana y
Maria empezaron al mismo tiempo, pero Maria es mas rapida. Luis va a la misma velocidad que Ana,
pero empezo antes.
Cuando Ana habia plantado 4 arboles, Maria habia plantado 12 y Luis habia plantado 8.
Al acabar, Ana ha plantado 20 &rboles.
a) ¢Cuantos habra plantado Maria? Explica como lo has averiguado.
b) ¢ Cuantos habra plantado Luis? Explica como lo has averiguado.
¢) Pasado un tiempo, si sabes el numero de arboles que ha plantado Ana, ;,como podrias saber el
namero de arboles que ha plantado Maria? ;Y el nimero de &rboles que ha plantado Luis? Explica
tu respuesta.
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