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Resumen. La integral definida es considerada un tépico matematico central en el bachillerato. Un indicador empirico de este hecho son las
pruebas de acceso a la universidad que masivamente proponen una cuestion, ejercicio o problema relacionado con esta nocion matemdtica. En este
trabajo describimos las configuraciones epistémicas de referencia en la institucion y mostramos c6mo se presenta esta nocién en una muestra de
libros de texto de editoriales de amplia difusion, asi como el tipo de situaciones propuestas en las pruebas de acceso a la universidad. Se obtiene
asi una descripcion de la realidad institucional con relacion a la integral definida, que permite sugerir acciones para la mejora de procesos de
estudio potenciales.

Palabras clave. Formalismo, experimentacidn, significados personales e institucionales, libros de texto, pruebas de acceso a la universidad.

The influence of university entrance examinations on teaching of the definite integral at High School

Summary. The definite integral is considered a main topic in High School mathematics. An empirical evidence of this fact is the frequent use of
it in the inclusion of a question, exercise or problem involving this mathematical notion in the university entrance examination. In this paper we
describe the epistemic configurations which constitute a fundamental point of reference in High School; we also show how this topic is presented
in several textbooks from major publishing companies; and, moreover, we analyse the type of proposed problems in the university entrance
examinations. Thus we have an adequate description of the institutional attitude in relation to the teaching of the definite integral, which allows
to suggest actions for the improvement of potential instructional processes.

Keywords. Formalism, experimentation, institutional and personal meanings, textbooks, university entrance examination.

1. POSIBILIDADES Y RESTRICCIONES DE LAS
PRACTICAS MATEMATICAS ESCOLARES

Las prdcticas matemdticas en la escuela estdn fuerte-
mente condicionadas por las pruebas de evaluacidn,
sobre todo si €stas son externas y vienen acompafa-
das de una buena cantidad de medidas de divulgacién.
Este hecho es especialmente notable en las evaluacio-
nes internacionales (PISA', TIMSS?) y en las pruebas
de acceso a la universidad (PAU)’. En este trabajo nos
referiremos a las practicas matemadticas en segundo de
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bachillerato en cdlculo integral y a la influencia de las
PAU en estas practicas.

En bachillerato, de manera critica en segundo, la forma-
cién matemadtica se fundamenta en muchos casos en la
capacitacion de los estudiantes para la prueba de selecti-
vidad. La presion social y politica sobre las instituciones
educativas hacen que la enseflanza pueda reducirse a un
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listado mds o menos exhaustivo de ejercicios matemadticos
prototipicos, que histéricamente, en los dltimos afios, han
sido seleccionados por los profesores universitarios, que
ofician de evaluadores externos (ajenos al &mbito escolar).
Este «deslizamiento» de los objetivos de ensefianza en el
bachillerato hacia la bisqueda de éxito en las pruebas de
selectividad hace que el nicleo de los proyectos educati-
vos sea de origen y naturaleza ecologicos, esto es, de ajus-
te a condicionamientos del entorno en que se desarrolla.
En muchos casos este deslizamiento lleva consigo el que
se desatiendan otros aspectos esenciales de los procesos
de estudio: epistemologicos (significados instituciona-
les de los objetos matemadticos), cognitivos (significados
personales de los objetos matematicos) e instruccionales
(relativos a las interacciones profesor-alumno, alumno-
alumno y a la disposicién y uso de los recursos materiales,
temporales y personales disponibles).

Godino, Contreras y Font (2006) y Godino, Bencomo,
Font y Wilhelmi (2006) introducen criterios a tener en
cuenta para valorar la idoneidad de los procesos de en-
seflanza y aprendizaje matemadticos segtin las dimensio-
nes involucradas. Estas idoneidades son relativas a unas
circunstancias temporales y contextuales cambiantes, lo
que requiere una actitud de reflexion e indagacién por
parte del profesor y demds agentes que comparten la res-
ponsabilidad del proyecto educativo.

El objetivo de este trabajo es mostrar algunas posibilida-
des para la mejora de la idoneidad diddctica de los pro-
cesos de ensefianza y aprendizaje potenciales relativos al
cdlculo integral en el bachillerato. Este objetivo general
se descompone en cuatro objetivos especificos.

1) Mostrar los significados de la integral definida que
aparecen en una muestra representativa de los libros de
texto de 2.° de bachillerato, segtin las entidades primarias
y conflictos semioticos.

2) Mostrar los significados de la integral definida en una
muestra de las PAU.

3) Poner en evidencia la ausencia de elementos lingiifsti-
cos y argumentativos de significado fundamentales en la
ensefianza de la integral definida en 2.° de bachillerato.

4) Poner en evidencia que la introduccién de elementos
de significado ausentes posibilitaria la superacién de
ciertos conflictos semidticos.

Antes de esto, en la seccion 2, introducimos unas no-
ciones tedricas del «enfoque ontosemidtico del conoci-
miento y la instruccién matemadticos» (EOS): sistemas
de précticas operativas y discursivas y objetos primarios
matemdticos, configuraciones y conflictos semidticos.
Estas nociones nos permitirdn el andlisis sistemdtico de
la introduccién y desarrollo del cdlculo integral en libros
de texto de bachillerato y de las PAU y su relacién con
las practicas matemadticas (seccidn 3). En particular, la
identificacién de unos modos estereotipados de argu-
mentacion y de la ausencia de algunos tipos de lenguaje
nos permitird razonar una direccion de mejora de la ido-
neidad diddctica (seccion 4).
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2. MARCO TEORICO

2.1. Sistemas de practicas operativas y discursivas

Consideramos prdctica matemdtica a toda actuacién o
expresion (verbal, grdfica, etc.) realizada por alguien
para resolver problemas matemadticos, comunicar a otros
la solucién obtenida, validarla o generalizarla a otros
contextos y problemas. Las practicas pueden ser idio-
sincrdsicas de una persona o compartidas en el seno de
una institucién. Una institucidn estd constituida por las
personas involucradas en una misma clase de situacio-
nes problemadticas; el compromiso mutuo con la misma
problemdtica conlleva la realizacién de unas pricticas
sociales que suelen tener rasgos particulares, y son gene-
ralmente condicionadas por los instrumentos disponibles
en dicha institucion, sus normas (Godino, Font, Wilhel-
mi y De Castro, 2009) y modos de funcionamiento.

En el estudio de las matemadticas, mds que una préctica
particular ante un problema concreto, interesa conside-
rar los sistemas de practicas (operativas y discursivas)
puestos de manifiesto por las personas en su actuacién
ante tipos de situaciones problemadticas. Para responder
a las preguntas ;qué es el objeto matemadtico «integral
definida»? o ;qué significa o representa la expresién
«integral definida»?, se propone una respuesta genérica
del tipo «el sistema de précticas que realiza una persona
(significado personal), o compartido en el seno de una
institucion (significado institucional), para resolver un
tipo de situaciones-problema cuya resolucion precisa
el objeto ‘integral definida’». Estos sistemas de précti-
cas son relativos a una institucién o contexto. Asi, por
ejemplo, en el bachillerato las situaciones se refieren en
general al cdlculo de dreas entre dos funciones, mien-
tras que en la enseflanza universitaria en las facultades
de ciencias las situaciones pueden referirse a la funda-
mentacidn tedrica de la integral de Riemann.

La nocidén de «sistema de prdcticas» es util para ciertos
andlisis de tipo macrodiddctico, particularmente cuan-
do se trata de comparar la forma particular que adop-
tan los conocimientos matemadticos en distintos marcos
institucionales, contextos de uso o juegos de lenguaje.
Para el andlisis de la actividad matematica introducimos
una tipologia de entidades primarias, que constituyen los
sistemas de prdcticas y que permiten describir dicha ac-
tividad.

2.2. Objetos matematicos primarios, configuracio-
nes y conflictos semioticos

De los sistemas de prdcticas matemadticas operativas y
discursivas emergen nuevos objetos que provienen de las
mismas y dan cuenta de su organizacién y estructura; de
hecho, «el discurso matemadtico y sus objetos son mutua-
mente constitutivos» (Sfard, 2000, 47).

En el EOS (Godino, 2002; Contreras, Font, Ordofniez

y Luque, 2005) el punto de partida es la formulacién
de una ontologia de «objetos» matemadticos primarios.
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La expresion ‘objeto matemdtico’ se refiere a cualquier
entidad o cosa, sea real, imaginaria o de cualquier otro
tipo, que interviene de algin modo en la actividad ma-
temdtica. Se propone entonces una tipologia de objetos
matemadticos primarios compuesta por: lenguaje (tér-
minos, expresiones, notaciones, graficos); situaciones
(problemas, aplicaciones extra o intra-matemdticas,
ejercicios, etc.); definiciones o caracterizaciones de no-
ciones matemdticas (nimero, punto, linea recta, media,
funcidn, etc.); proposiciones, propiedades o atributos,
los cuales son dados usualmente como sentencias; pro-
cedimientos o acciones de sujetos cuando resuelven
tareas matemadticas (operaciones, algoritmos, técnicas,
etc.); y argumentos usados para validar, justificar pro-
posiciones o contrastar (validar o refutar) acciones.

«Tan importantes son los objetos matematicos involucra-
dos como: 1) los agentes que los movilizan y la signifi-
cacion (recta o no) que les asignan; 2) la materialidad de
estos objetos y la referencia a entidades ideales; y 3) su
funcién contextual y relacional con otros objetos mate-
maticos.» (Montiel, Wilhelmi, Vidakovic, Elstak, 2009,
p. 141).

Las situaciones son el origen o razén de ser de la activi-
dad; el lenguaje permite representar las restantes entida-
des y sirve de instrumento para la accidn; los argumentos
hacen inteligibles las definiciones y justifican los proce-
dimientos y proposiciones que relacionan las nociones
entre si.

Los objetos primarios se organizan en entidades mds
complejas llamadas configuraciones epistémicas (Godi-
no, Contreras y Font, 2006; Wilhelmi, Godino y Lacasta,
2007a, 2007b) si se refieren a los significados institucio-
nales, o configuraciones cognitivas si se refieren a los
significados personales.

Godino (2002, p. 258) define conflicto semictico como
«la disparidad o desajuste entre los significados atribui-
dos a una misma expresion por dos sujetos —personas o
instituciones— en interaccién comunicativa». La identifi-
cacion de conflictos es determinante en la evolucién de
todo proceso de estudio, puesto que determina momen-
tos en los que la actividad no es rutinaria y, por lo tanto,
precisa de intervenciones especificas para la superacién
de dichos conflictos.

La identificacién y resolucién de conflictos semidticos
potenciales requiere medios de control de la actividad
matemdtica. Con relacién a la introduccion y desarrollo
de la integral definida en el bachillerato, la geometria ele-
mental juega ese papel como resaltaremos mds adelante.

2.3. Criterios de idoneidad

El enfoque ontoldgico y semidtico para el conocimiento
y la instrucciéon matemadticos (EOS) establece diversas
dimensiones para la valoracion de la idoneidad de los
procesos de estudio de las matemadticas. Godino, Wilhel-
mi y Bencomo (2005, pp. 2-3) estructuran el andlisis de
la idoneidad diddctica segtn las tres dimensiones:
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1. Idoneidad epistémica: adaptacion entre los significa-
dos institucionales implementado y de referencia que, en
particular, supondria la elaboracién de una transposicién
diddctica viable (capaz de adaptar el significado imple-
mentado al pretendido) y pertinente (capaz de adaptar el
significado pretendido al de referencia).

2. Idoneidad cognitiva: el «material de aprendizaje» estd
en la zona de desarrollo potencial (Vygotski, 1934) de
los alumnos; con otras palabras, que el desfase entre los
significados institucionales implementados y los signi-
ficados personales iniciales sea el maximo abordable
teniendo en cuenta las restricciones cognitivas de los
alumnos y los recursos materiales y temporales dispo-
nibles.

3. Idoneidad instruccional: capacidad de las configura-
ciones y trayectorias diddcticas para que el profesor o los
alumnos identifiquen conflictos semidticos potenciales
(a priori), efectivos (durante el proceso de instruccion) y
residuales (a posteriori), para resolver dichos conflictos
mediante la negociacion de significados (utilizando los
recursos materiales y de tiempo disponibles).

Estas idoneidades deben ser integradas teniendo en cuenta
las interacciones entre las mismas, lo cual requiere hablar
de la idoneidad diddctica como criterio sistémico de perti-
nencia o adecuacion al proyecto de ensefianza de un proce-
so de instruccion. La idoneidad diddctica supone la articula-
cién coherente y armdnica de las tres idoneidades parciales
(epistémica, cognitiva e instruccional) y de los procesos que
determinan las relaciones entre ellas (construccién-comuni-
cacion de conocimientos, interaccion-negociacion de signi-
ficados, planificacién-evaluacion de saberes).

En la figura 1 sintetizamos los componentes de la nocién
idoneidad diddctica de un proceso de estudio matemd-
tico. Representamos mediante un tridngulo equildtero
la idoneidad correspondiente a un proceso de estudio
pretendido o programado, donde a priori se supone un
grado maximo de las idoneidades parciales. El hexdgono
irregular interno corresponderia a las idoneidades efecti-
vamente logradas y a la coherencia de los procesos desa-
rrollados con el proyecto de ensefianza®.

Figura 1
Componentes de la idoneidad didactica.

EPISTEMICA
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]
Interaccién-Negociacion

369



INVESTIGACION DIDACTICA

3. CONFIGURACIONES EPISTEMICAS DE RE-
FERENCIA

La valoracién de los sistemas de précticas en 2.° de ba-
chillerato precisa la determinacion de las configuraciones
epistémicas de referencia, para lo cual hemos tenido en
cuenta tanto el desarrollo histérico como diversas investi-
gaciones en torno al concepto de integral definida. Dichos
estudios, que corresponden a un trabajo mds amplio de
una memoria de tesis doctoral en elaboracién y que no
exponemos aqui por cuestiones de espacio, junto a nuestra
propia labor como docentes, nos ha permitido determinar
las diferentes maneras en que la integral definida se utiliza
y sentidos atribuidos (configuraciones epistémicas), asi
como las dificultades y errores de los alumnos en su estu-
dio (conflictos semidticos asociados a esta nocion).

Identificamos, inicialmente, cuatro configuraciones epis-
témicas. En primer lugar, la integral definida aparece
en la determinacién del drea bajo una curva y el eje de
abscisas. Los cdlculos de longitudes, dreas y volimenes
asociados hacen referencia a un contexto geométrico
totalmente estdtico, ausente de movimiento. Histdrica-
mente, podemos considerar que Leibnitz es su principal
valedor. Denominamos por «configuracién epistémica
geométrica (CE-geo)» a este uso, masivo hoy en dia en
los procesos de estudio de las matemdticas y que ha sido
ampliamente investigado.

Turégano (1994) propone la integral como medio para la
introduccion al andlisis, tomando como punto de partida
el cdlculo de dreas planas y basdndose en la definicién
geométrica de integral presentada por Lebesgue en 1928.
Para ello, Turégano justifica como la visualizacion a tra-
vés del ordenador dota de significado al concepto.

En una linea similar, Azcdrate y otros (1996) realizan
una propuesta diddctica para presentar el concepto de in-
tegral definida a partir del concepto de drea y su cdlculo
mediante un método de aproximaciones, combinando lo
gréfico, lo numérico y lo algebraico por medio del uso de
la tecnologia (calculadoras u ordenador). En este caso,
sin embargo, basada en la integral de Cauchy-Riemann.
Camacho y Depool (2003) presentan un programa de uti-
lidades basado en un programa de cdlculo simbdlico para
estudiar el drea bajo una curva y el eje de abscisas desde
una perspectiva grafica y numérica, cuyo objetivo es de-
sarrollar el concepto para introducir, posteriormente, el
cdlculo algoritmico.

Sin embargo, Azcdrate y otros (1996) afirman que los
alumnos no reconocen cudndo el cdlculo de una magni-
tud requiere una integracién en situaciones mds alld de
dreas y quizds determinados volimenes. Para poder re-
solver esta dificultad, Wenzelburger (1993) presenta una
propuesta diddctica para la introduccion de la integral
definida tomando como punto de partida preconceptos
de la idea fundamental del cdlculo.

«Esta idea fundamental del Cdlculo Integral es la deter-
minacion de resultados o efectos de cambios o procesos.
Mientras que en el Cdlculo Diferencial nos interesa el
cambio instantdneo de una magnitud, usamos el Cdlculo
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Integral para determinar los resultados totales de estos
procesos de cambio» (pp. 110-111).

Asi, consideramos todos aquellos casos en que la integral
es necesaria para resolver situaciones de otras ciencias: la
fisica, la probabilidad, la biologfa, etc., esto es, asociada a
procesos no estdticos, de una realidad cambiante, siendo
el flujo de tiempo uno de los aspectos cruciales. Newton
puede ser considerado el gran propulsor de este significado.
Todo ello nos lleva a establecer la «configuracion epistémi-
ca resultado de un proceso de cambio (CE-RPC)».

Una tercera configuracién proviene de la relacion origi-
nal entre derivada e integral que se puede asociar a los
trabajos de Newton y Leibnitz. El conjunto de funciones
integrables es cada vez mds extenso (condiciones cada vez
menos restrictivas), en este caso tenemos la «configura-
cion epistémica inversa de la derivada (CE-invderiv)».

Por 1ltimo, la cuarta «configuracion epistémica es la de
aproximacion al limite (CE-aproxlim)», directamente re-
lacionada con la formalizacion iniciada por Cauchy y que
dio lugar a una nueva definicion de integral definida.

Enla tabla 1 se hace una descripcion de estas cuatro con-
figuraciones segtn las entidades primarias introducidas
en la seccidn 2.

Se puede asociar a priori conflictos de significado a estas
configuraciones.

Asi, ligados a la CE-geo podemos destacar la inadecuada
concepcion «drea de la integral» ligada al «drea como con-
texto», que lleva a considerar la necesidad de que la integral
definida debe ser positiva (Bezuidenhout y Olivier, 2000).
En la misma linea, Turégano (1994) clasifica las imdgenes
de los estudiantes asociadas al concepto de integral defini-
da en primitiva (la integral es una férmula), operativa (la
integral es un drea y no consideran el signo) y descriptiva.
Ademds, Schneider (1988) pone de manifiesto que los es-
tudiantes recuerdan las reglas, pero no saben por qué son
dreas o volumenes, hecho debido a la identificacion abusiva
de la integral con un drea geométrica descontextualizada.

En relacion con esto dltimo, Labrafa (2001) observa que
en los libros de texto se citan muy pocos contextos de
aplicacion. Por su parte, Tall (1991) aporta datos experi-
mentales que apoyan la tesis segun la cual los estudian-
tes son incapaces de reconocer la integral en situaciones
donde no aparece explicitamente. Este hecho, unido a
que la variacion de una funcién cuando no depende del
tiempo, es considerado por Schneider (1988) como un
conflicto de significado en relacién con la CE-RPC.

Los conflictos de CE-invderiv han sido vinculados am-
pliamente a la relacién derivada-integral. Berry y Nyman
(2003), al estudiar las conexiones entre el grdfico de una
funcién derivada y la de la original, observan la limitada
vision del concepto de funcién que tienen los estudian-
tes, hecho que determina una dependencia casi radical
con las férmulas algebraicas. Por su parte, Bezuidenhout
y Olivier (2000) consideran que el error mds frecuente
proviene de confundir la funcién con la funcion integral.
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Tabla 1
Configuraciones epistémicas asociadas a la integral definida.

CONFIGURACIONES
Entidades CE-geo CE-RPC CE-invderiv CE-aproxlim
Situaciones intramatemadticas: cdlcu-|Situaciones extramatemadticas:|Situaciones intramatemati-|Situaciones intramatemd-
. . lo de dreas y volimenes. modelizacién. cas ligadas a la relacion que|ticas: cdlculo de dreas por
Situaciones . - . .
existe entre la funcién deri- |procedimientos de paso al
vada vy la propia funcion.  [limite.
|Lenguaje Grdfico, algebraico y numérico. Grafico, algebraico y numérico. |Grifico y algebraico Grafico y numérico
Integral como drea de la region entre|Variacion de una magnitud en|Inversion integral derivada.[Ndimero real acotado para
la grdfica de una funcion en un inter- el tiempo. toda pareja de sumas infe-
Definiciones valo cerrado y el eje de abscisas. La integral modeliza el cambio rior y superior asociadas a
total. una particion del intervalo
[a, b].
Regla de Barrow. Regla de Barrow. Teorema fundamental del{Limite de las sumas infe-
Proposiciones |[M¢étodos de integracion. Meétodos de integracion. cdlculo integral. riores y el de las superiores
coincide y es el drea.
Cilculo de puntos de corte. Modelizar la situacion a través|Extraer propiedades de la|Dada una funcién o figu-
Representacion grdfica de la funcion. |de la integral definida. funcion y de su primitivara, realizar una particion y
.. Cilculo de las integrales definidas. Cdlculo de integrales y aplica-|identificindolas como fun-|calcular una aproximacion
Procedimientos . L . . . .
Valor absoluto. cion de la regla de Barrow. cion y derivada. de su drea, realizar mejores
Asignacion de un valor al drea o vo-|Interpretacion del resultado. aproximaciones e identifi-
lumen. car el drea con el limite.
Argumentos Retdrica y heuristica. Retdrica y heuristica. Retdricas. Heuristicas.

Por su parte, Labraiia (2001) obtiene que la reciproci-
dad derivada-integral es dificilmente asimilada por los
estudiantes, aun cuando hayan recibido una instruccién
especifica y sean capaces de mostrar un conocimiento
tedrico de la misma.

Por tltimo, para la CE-aproxlim nos encontramos con los
diversos conflictos asociados a la nocién de limite. Orton
(1983) observa cémo los estudiantes aceptan afirmacio-
nes del tipo «se aproxima mds y mds, pero no es el drea
exacta», pero son incapaces de aceptar que el limite del
proceso de aproximacion al drea sea el valor «exacto» de
dicha drea. Estos resultados son corroborados por Czar-
nocha, Loch, Prabhu y Vidakovic (2001). Por su parte,
Schneider (1988) estudia lo que denomina el obstdculo
de heterogeneidad de las dimensiones que surge al elegir
indivisibles como elementos intuitivos.

En las siguientes secciones describimos la presencia de
estas configuraciones (CE-geo, CE-RPC, CE-invderiv y
CE-aproxlim) en el bachillerato.

4. LA INTEGRAL DEFINIDA EN LOS LIBROS DE
TEXTO

El andlisis de manuales es una herramienta fundamental
para obtener informacién sobre lo significados institu-
cionales de los objetos matemadticos. Algunos investiga-
dores han realizado trabajos de interés sobre este aspecto
(Ortega e Ibafies, 2004; Gonzdlez y Sierra, 2004; Or-
dofiez y Contreras, 2003; Contreras y Ordéiiez, 2000).

En esta seccién describimos los significados institucio-
nales de la integral definida en 2.° de bachillerato. Esta
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nocion matematica es relevante en Diddctica del Anali-
sis, como lo atestiguan las investigaciones cldsicas y re-
cientes, tanto espafiolas como internacionales, relativas
a esta nocion matemadtica (Orton, 1983; Turégano, 1994;
Czarnocha, Loch, Prabhu y Vidakovic, 2001; Depool,
2004; Gonzalez-Martin, 2006).

Como base empirica tomamos una muestra representati-
va de libros de texto y mapeamos las pruebas de acceso
a la universidad (PAU) en Andalucia en el periodo 1999-
2008. Para ello tomamos dos muestras significativas:
una, de libros de texto y, otra, de PAU. Esta descripcién
de los significados institucionales nos permitird identifi-
car elementos pertinentes de significado ausentes o con
una introduccion o desarrollo no idéneo, que, en particu-
lar, puedan ser fuente de conflictos semidticos.

4.1. Entidades de las configuraciones epistémicas
presentes y ausentes en los libros de texto

La ontologia matematica introducida y las configuraciones
epistémicas descritas permiten detectar disfunciones en la
introduccién y desarrollo de la integral definida. A continua-
cién se muestra un andlisis pormenorizado de cinco libros de
2.° de bachillerato. La muestra es intencional. El criterio es
considerar las editoriales de gran difusién en Andalucia’:

— Abellanas, L.; Garcia, J.C., Martinez, C. (1998). Mate-
mdticas. Madrid: Mc Graw-Hill.

— Bescés, E., Pena, Z. (2003). Matemdticas. Madrid:
Oxford.

—Colera, J., Garcia, R., Oliveira, M.J. (2003). Matemcditi-
cas II. Madrid: Anaya.
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— Monteagudo, M. F., Paz, J., Cdmara, M. T. (1998). Ma-
temdticas. Madrid: Edelvives.

— Negro, A., Benedicto, C. Poncela, .M. (1997). Mate-
mdticas. Madrid: Santillana.

Los textos son descritos segtin las entidades primarias
introducidas.

4.1.1. Editorial Oxford (Bescos y Pena, 2003)

— Situaciones. Se introducen situaciones de todas las
configuraciones excepto de «inversa de la derivada».
Asimismo, a pesar de que se introduzcan situaciones
que ejemplifican la configuracion epistémica «aproxi-
macion al limite», éstas no son procedentes e incluso
incoherentes con la definicién de drea dada como paso
al lfmite.

Dada la definicion «Sea f una funcion continua y posi-
tiva en el intervalo [a, b]. Se llama integral definida de
la funcidén f en el intervalo [a, b] al drea A de la regién
R del plano limitada por la gréfica f, el eje de abscisas y
las rectas x = a y x = b» (p. 168) y la regla de Barrow, se

propone el cdlculo de Jd_x (p-173). La funcién
x+ Vx

no es continua en [0,4]. Sin embargo,

_ 1
fo = x+ Vx

tiene primitiva y es posible determinar la integral defini-
da en [0,4], a pesar de que no tiene sentido para ella la
definicién dada en el libro. Este conflicto semi6tico ins-
titucional no es identificado ni por lo tanto resuelto. La
representacion grafica de la funcion y la interpretacion
geométrica de la integral permitiria el progreso hacia la
clarificacion de la nocién de integral definida y su uso
para el cdlculo de dreas.

Esto es, para afirmar que la regla de Barrow es adecuada
para calcular la integral de definida, introducida median-
te sumas de Riemann.

Por dltimo, se muestra un conjunto de aplicaciones de
la integral definida «en dmbitos de otras ciencias o para
realizar aproximaciones de largas sumas» (p.182).

En resumen, todos los tipos de situaciones relativas a las
CE son identificados, excepto aquellos relacionados con
la CE-invderiv que estdn ausentes.

— Lenguaje. A pesar de la presencia de «nimeros» para
el cdlculo de integrales definidas concretas, hay una au-
sencia de lenguaje numérico como vehiculo de una argu-
mentacién numérica en cdlculos de aproximacién, ponde-
racién, métodos de ensayo-error, etc. En la seccidn 6 se
introducen los métodos de integracién numeérica de los
trapecios y de Simpson; sin embargo, estos métodos no
estdn integrados en el discurso: se realiza una mera expo-
sicion breve y se propone un ejemplo ilustrativo.

En resumen, el lenguaje grafico y algebraico es utilizado,
pero no el numérico.
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— Definiciones. Todas las definiciones relativas a las CE
son identificadas, excepto aquella relacionada con la
CE-RPC que estd ausente. De hecho, la configuracién
asociada es la que menos presencia tiene en la leccion,
s6lo se exponen algunos ejemplos de modelizacién sin
justificar la necesidad de la integral.

— Proposiciones. Esta entidad es la dnica que se desa-
rrolla completamente seguin las cuatro configuraciones
epistémicas. Esta decision determina la orientacion del
tema. De hecho, 31 de las 35 actividades propuestas en
la dltima seccion se resuelven por la aplicacion directa
de un procedimiento introducido, sin que sea necesario
una interpretacion de los resultados, una justificacion de
la importancia, etc., ni siquiera una valoracion de la per-
tinencia o de la eficacia de dichos procedimientos.

— Procedimientos. Excepto para la CE-geo, los procedi-
mientos asociados a las CE estdn disminuidos. Esto se
concreta en que:

¢ El cdlculo de integrales en situaciones intramatemd-
ticas y la aplicacion de la regla de Barrow no son
cuestionadas o puestas a prueba. De hecho, no se pro-
pone la comprobacién de una integral indefinida por
derivacion, como paso previo a la aplicacion de la
regla de Barrow.

* No se introducen métodos de control sobre los cdlcu-
los, ni previos (p. ej., determinacién de una aproxi-
macion mediante conocimientos geométricos ele-
mentales) ni posteriores (p. ej.:, derivada de la fun-
cion primitiva antes de la aplicacion de la regla de
Barrow).

* Tampoco se utilizan métodos informadticos para la
obtencion de aproximaciones numéricas por particio-
nes (aplicacion de la definicién integrable-Riemann)
o para el cdlculo numérico y estimacién del error
(método de los trapecios y de Simpson).

* No hay modelizacién ni interpretacion de los resul-
tados.

* No hay presencia de cdlculos numéricos aproxima-
dos basados en geometria euclidea plana elemental o
técnicas de andlisis numérico (regla del trapecio, por
ejemplo).

— Argumentos. No se introducen técnicas de indagacion
y descubrimiento (heuristica). Tampoco se realiza un
andlisis del campo de validez de las técnicas, de su efi-
cacia, de la importancia de la modelizacién y de la ne-
cesidad de precision de los cdlculos o de las restriccio-
nes de los instrumentos de medida®. La argumentacién
deductiva, proveniente de una configuracion epistémica
formal, ajena a la institucion 2.° de bachillerato, se im-
pone sin transposicion diddctica alguna, determinando
una brecha entre esta entidad primaria y el resto de en-
tidades primarias que son indicadores de un proceso
transpositivo.

En resumen, el discurso es formal-deductivo.
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4.1.2. Editorial Mc-GrawHill (Abellanas, Garcia y Mar-
tinez, 1998)

— Situaciones. Todos los tipos de situaciones relativas
a las CE son identificados, excepto aquellos relaciona-
dos con la CE-RPC que estdn ausentes. Las situacio-
nes propuestas son siempre intramatemdticas, excepto
uno de los 18 problemas resueltos (en cuyo enunciado
se da explicitamente la funcién que modeliza la situa-
cion) y uno de 19 de los problemas propuestos (que
puede resolverse con el conocimiento del volumen
de una pirdmide de base cuadrada). No hay ninguna
aplicacion que no sea un cdlculo de dreas totalmente
geométrico.

— Lenguaje. Lenguaje gréfico y algebraico, pero no nu-
mérico. De manera mds precisa, no hay un lenguaje nu-
mérico como vehiculo para la argumentacién en cdlculos
de aproximacion, ponderacién, métodos de ensayo-error,
etc. De hecho las aproximaciones tinicamente se realizan
en algunos casos para dar un valor aproximado expresa-
do en forma decimal del valor de una funcion transcen-
dente en un punto.

— Definiciones. En primera instancia, dada una funcién
continua positiva en un intervalo cerrado [a, b], se define
la integral definida como el tinico nimero real acotado
para toda pareja de sumas inferior y superior asociadas
a una particion del intervalo [a, b]. A partir de este valor
se define el drea de la regién comprendida entre el eje de
abscisas y la grdfica de una funcion continua y positiva
en un intervalo (Figura 2).

Figura 2
Definicion de area (Abellanas, Garcia y Martinez, 1998, p. 367).

&

1 req

4 Definicién de
Ahora ya estamos en condiciones de ofrecer una definicién precisa de lo que enten-
deremos por 4rea de la regién no rectilinea comprendida entre el eje de abscisas y
la gréfica de una funcién continua y positiva en un intervalo.

Sea R 1a region -del plano bajo la ‘grafica de 'y = f(x) entre 1os puntos’de
-abscisasx = a'y x’= b, donde f(x)-es una-funcién-continua-y pesitiva-en
...[a,b]. Llamaremos drea de la regién R-al'valor de la intégral definida.de. f(x) -
entre.a'y b: : {ir E o v S

, ',Areaﬁjkf(x)d,xs,

Mids adelante, se justifica que la nocion matemadtica de
integral definida verifica las propiedades que «intuitiva-
mente cabe esperar del drea» (pp. 368-369).

La presentacidn tiene un error formal: explicitamente se
afirma que se define el drea de una region «no rectilinea»,
cuando, evidentemente, la definicién no excluye funcio-
nes lineales (y = ax + b, a, b € R, a = 0) ni constantes (y
= a, a € R). Otra cosa bien distinta es que la «potencia»
de la integral definida para el cdlculo de dreas se perciba
cuando las funciones no son lineales ni constantes.

La definicién de la nocién de drea se extiende a fun-
ciones negativas y funciones definidas a trozos. La
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primera no es problemdtica, puesto que la funcién | f
| es continua. Sin embargo, en las funciones no conti-
nuas definidas a trozos se pierde la intuicion original
que motivé el discurso (aproximaciones mediante rec-
tdngulos).

En resumen, la unica definicion totalmente ausente es la
asociada a la CE-RPC. Ademads, con relacién a la CE-
geo, se define el drea como la integral, no al revés.

— Proposiciones. Esta entidad tiene presencia en las cuatro
configuraciones, pero todos los problemas propuestos se
resuelven mediante métodos de integracion (inmediatas,
cambio de variable, etc.) y la regla de Barrow.

— Procedimientos. A pesar de que en la introduccion se
explicite como procedimiento la «aplicacién de la regla
de Barrow y la comparacion con estimaciones median-
te trapecios», no hay presencia de cdlculos numéricos
aproximados basados en geometria euclidea plana ele-
mental o técnicas de andlisis numérico (regla del trapecio
o Simpson, por ejemplo). De hecho, tampoco se presen-
tan técnicas de control tales como la comprobacion de
una integral indefinida por derivacion, como paso previo
a la aplicacion de la regla de Barrow. La modelizacion
estd ausente y tampoco se presentan recursos para la in-
terpretacion de los resultados.

— Argumentos. El discurso meramente formal se hilvana
mediante una argumentacion retérica o mayéutica socra-
tica, donde el estilo interrogativo es anecddtico y «no
vinculante» para el estudiante.

(Como evitar efectuar cdlculos tan molestos cada vez
que tengamos que calcular un drea? La solucidn va a ve-
nir de la mano de un hecho completamente inesperado:
la derivacion, el procedimiento creado para hallar la rec-
ta tangente en un punto de una gréfica, y la integracion,
introducido mediante la sumatoria para calcular el drea
bajo una grafica, son operaciones inversas una de otra
(Abellanas, Garcia y Martinez, 1998, p. 370).

4.1.3. Editorial Edelvives (Monteagudo, Paz y Cdmara,
1998)

— Situaciones. Todas son intramatematicas, excepto dos
de los 42 ejercicios propuestos que son dos modeliza-
ciones del drea mediante la integral. Ademds, de los 40,
29 corresponden a la determinacion del drea entre dos
curvas o entre una curva y el eje de las abscisas en lo que
corresponde a una aplicacion directa de la configuracién
epistémica geométrica.

Por otro lado, a pesar de que hay dos ejercicios de mode-
lizacién (38 y 39, p. 341), no se puede considerar la pre-
sencia de la configuracion «resultado de un proceso de
cambio», puesto que estos ejercicios modelizan el drea y
no hay un proceso a lo largo del tiempo cuyo resultado
total modeliza la integral. La configuracién «inversa de
la derivada» también estd ausente.

No hay situaciones referidas a las CE-RPC y CE-inv-
deriv.
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— Lenguaje. Lenguaje grafico y algebraico, pero no nu-
mérico (como vehiculo para la argumentacion en cédlcu-
los de aproximacidén, ponderacién, métodos de ensayo-
error, etc.).

— Definiciones. En primera instancia, dada una funcién
continua positiva en un intervalo cerrado [a, b], se define
la integral definida como el Iimite comun de las sumas
superiores e inferiores asociadas a particiones del inter-
valo [a, b] cada vez mds finas. La extension a funcio-
nes no positivas se enuncia sin justificacion alguna y la
extension a funciones definidas a trozos se sigue de un
ejemplo propuesto a continuacion de la definicion y de la
supuesta intervencion del profesor (Figura 3).

Figura 3
Extensi6n a funciones no positivas y no continuas
(Monteagudo, Paz y Camara, 1998, p. 331).

Se dice que una funcion es integrable si:
lim S, (f, P,) = lim $,,(f, P,)

Esta igualdad se conserva aunque la funcién
10 sea positiva.

Dtividades

1. Determina el drea encerrada por las rectas x = —1,
x =1, ¢l eje de abscisas y la grafica de a funcién:

m):{rl iox#1

2. Halla las aproximaciones por exceso y por defecto del drea
de la region comprendida entre la funcién f (x) = x3,
las rectas x = 0, x = 3 yel eje de abscisas, consideran-
do una particion del intervalo [0, 3] en tres subintervalos

3 sixsd dela misma amplitud.

Las definiciones asociadas a las CE-RPC y CE-invderiv
estdn ausentes.

— Proposiciones. Esta entidad tiene presencia en las cuatro
configuraciones, pero todos los problemas propuestos se
resuelven mediante métodos de integracion (inmediatas,
cambio de variable, etc.) y la regla de Barrow.

— Procedimientos. La interpretacion de los resultados
queda en manos del profesor. El libro se estructura mds
como «guion de clase» que como un texto autoconteni-
do: las explicaciones de las propiedades y técnicas son
sucintas y los ejemplos estdn descritos someramente. De
hecho, propiamente hablando, tinicamente aparecen pro-
cedimientos propios de la CE-geo.

— Argumentos. Discurso meramente formal.

4.14. Editorial Santillana (Negro, Benedicto y Poncela, 1997)
— Situaciones. Situaciones intramatematicas (cdlculo de
longitudes, dreas y volimenes) y extramatemadticas (apli-
caciones fisicas de la integral: velocidad, aceleracion,
trabajo).

— Lenguaje. No hay un lenguaje numérico como vehicu-

lo para la argumentacion en cdlculos de aproximacion,
ponderacién, métodos de ensayo-error, etc.
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— Definiciones. Se justifica la existencia de funciones
reales de una variable real que no son integrables Rie-
mann (Figura 4).

Figura 4
Funci6n no integrable Riemann (Negro, Benedicto
y Poncela, 1997, p. 340).

Comprueba Esta funcién, llamada funcidn caracterfstica de @, no es continua en ningdn pun-
que la funcion: 1o (pdg. 238). En cualquier intervalo [a, b), por pequefio que sea, el méximo de la

_|1sixeQ
W= 0sixeo

10 €5 integrable en

ningiin intervalo fa, b,

funcidn es 1 y el mfnimo es 0. Las expresiones [9) ¥ [10] de las sumas superiores
¢ inferiores (pdg. 331) son entonces siempre:

5=b-ah-0+0+"+0)=0 = lins, =0
S=0-ah-(1+1+"+)=b-a = lim§,=b-a
Coma los dos limites no coinciden, la funcion no es integrable.,

— Proposiciones. Esta entidad tiene presencia en las cua-
tro configuraciones. Se relacionan teéricamente los mé-
todos de integraciéon con métodos geométricos elemen-
tales de geometria plana, pero estos ultimos métodos no
son utilizados para el control de la actividad matemadtica
(célculos previos aproximados).

— Procedimientos. Unicamente de las configuraciones
geométrica y resultado de proceso de cambio, si bien las
interpretaciones quedan sugeridas mds que abordadas.

— Argumentos. Discurso meramente formal. Se utiliza
una heuristica general para no importa qué contenido
matematico, que consiste en aplicar de manera sistemati-
ca los siguientes cuatro pasos:

* Andlisis del enunciado e identificacion de términos.
Interpretacion del enunciado en términos informales.

* Disefio de resolucion. Interpretaciéon del enunciado
en términos formales, ligados a los métodos de reso-
lucion introducidos.

* Resolucion. Aplicacién de un método de resolucion, su-
poniendo «transparente» su pertinencia y adecuacion.

e Valoracion. Comentarios al problema, antes que una
interpretacién o una comprobacion.

4.1.5. Editorial Anaya (Colera, Garcia y Oliveira, 2003)

— Situaciones. Situaciones intramatemdticas y extrama-
temdticas. Estas ultimas para introducir de manera con-
textualizada la integral definida y como aplicaciones al
final del capitulo.

— Lenguaje. Lenguaje gréfico y algebraico, pero no numeérico
(como vehiculo para la argumentacion en calculos de aproxi-
macion, ponderacion, métodos de ensayo-error, etc.).

— Definiciones. La definicién de integral definida como
aproximacion al limite se explicita como un procedi-
miento algoritmico de cdlculo (Figura 5), siendo la intro-
ducida la nocion de integral definida como drea.
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Figura 5
Calculo de areas por paso al limite (Colera, Garcia
y Oliveira, 2003, p. 358).

Conclusién

Si [ es continua en |4, b], para calcular el area j J podemos pro-
ceder del siguiente modo: “

@ Definir una sucesién de particiones P, P, ..., B, tales que la dis-
tancia entre cada dos puntos consecutivos tienda a 0 cuando
n — 4w,

@ Tomar un punto ¢; en cada subintervalo.

@ Obtener el término general de la sucesién s, = ﬁ Sle) G =, ).
i=1 -

b
@Calcuiar lim s, =’{ f
a

n—» +w0

— Proposiciones. Esta entidad tiene presencia en las cua-
tro configuraciones. Se relacionan tedricamente los mé-
todos de integraciéon con métodos geométricos elemen-
tales de geometria plana, pero estos ultimos métodos no
son utilizados para el control de la actividad matemadtica
(cdlculos previos aproximados), sino como ilustraciones
o curiosidades (Figura 6).

Figura 6
Métodos geométricos y de paso al limite (Colera, Garcia
y Oliveira, 2003, pp. 358-359).

EJERCICIOS RESUELTOS

1. Las siguientes integrales se

2. 8i f(x) = x, calcular
pueden calcular reconociendo la

vy
curva cuya ecuacion estd bajo el I o
signo integral y calculando, por a‘,(x)
Ziimap:;ﬁmme i mediante el limite de la suma de
las areas de rectangulos.

4
a)I 2xdx

0

Como [ es continua,-su integral es el area que,

5
o @+ vax 1
1 por ser un triangulo, es, evidentemente, R Por
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— Procedimientos. Centrados en el cdlculo de dreas y vo-
Iimenes.

— Argumentos. El discurso es formal, utilizando re-
cursos retoricos. Se presentan razonamientos de tipo
geométrico, pero éstos no se utilizan como instrumen-
tos de control de la actividad. Se explicita una heuris-
tica para el cdlculo de dreas, que no establece ningin
mecanismo de control, tal y como derivada de la primi-
tiva antes de aplicar la regla de Barrow, aproximacién
por métodos geométricos o numéricos, etc. Los pasos
indicados son:

* Representacion de la funcidn.
* Determinacion de los puntos de corte, en su caso.
e Cdlculo de la integral definida.

4.2. Descripcion general de los libros de texto: con-
figuracion epistémica algebraica

La descripcion realizada muestra concordancias en la
forma de introducir y desarrollar las nociones, procesos
y significados asociados a la integral definida. En la tabla
2 se indica la presencia o ausencia de todas las entidades
primarias (total) o de algunas de ellas (parcial, con indi-
cacion de cudles), seguin las configuraciones.

De la tabla 2 se deduce que:

— Situaciones. En general son intramatemadticas (cdlculo
de dreas y volimenes). Las situaciones extramatemati-
cas son utilizadas como aplicaciones transparentes, sin
discurso explicativo ni interpretacién de las magnitudes
involucradas y su relacién con los objetos matemadticos.
No se introducen apenas situaciones con datos discretos
donde la integral servirfa de modelo.

— Lenguaje. No hay un lenguaje numérico como vehicu-
lo para la argumentacién en cdlculos de aproximacion,
ponderacion, métodos de ensayo-error, etc. El lenguaje

5 oo aqe . .
of B ax nto le S geométrico es utilizado de manera descriptiva, nunca
b j-z R 0 2 para el andlisis preliminar de las situaciones o para la
2 Vamos a obtenerla ahora, como curiosidad, si-|  validacion (parcial o total) de los resultados.
guiendo el método de sumar rectingulos.
Tabla 2
Distribucién de las CE en los libros de texto.
EDITORIAL CE-GEO CE-RPC CE- INVDERIV CE-APROXLIM
Presencia Ausencia Ausencia Presencia
Oxford L . .
total definicion situacion total
. Presencia Ausencia Presencia Ausencia
Mec-GrawHill . - g - ..
total situacion y definicion total procedimiento y argumentacion
. Presencia Ausencia Presencia Ausencia
Edelvives . » s - Ll
total total situacion y definicién procedimiento y argumentacion
. . Presencia .
. Presencia Ausencia . .. L Ausencia
Santillana L. situacion, definicion . .. L.
total definicién . situacion y procedimiento
y procedimiento
Presencia Presencia Ausencia Ausencia
Anaya . L
total total procedimiento proposicién
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— Definiciones. Las definiciones son introducidas, pero no
problematizadas. Esto es, no son en general objeto de andlisis
(segtin la naturaleza de las distintas funciones), sino simple-
mente de ejemplificacién antes de introducir de manera siste-
matica procedimientos de cdlculo de integrales definidas y su
uso para la resolucién de problemas estereotipados.

— Proposiciones. Se introduce la regla de Barrow y méto-
dos los estandares de integracion. No se introducen funcio-
nes complejas en los que los métodos cldsicos de integra-
cién no funcionen y sea necesarios o bien otros métodos
analiticos o bien una integracion numérica aproximada.

— Procedimientos. Centrados en la asignacion de valores
a areas o a volumenes asociadas a funciones elementales,
fundamentalmente polinémicas, racionales o con radicales.
Los métodos numéricos estdn practicamente ausentes.

— Argumentos. El discurso es eminentemente formal, con
cuestiones retdricas que enseguida encuentran respues-
ta en el propio texto. Las heuristicas son practicamente
inexistentes y obedecen mds a indicaciones generales, no
especificas del contenido introducido y desarrollado.

De esta forma, los andlisis hechos en la seccion 4.1 nos
permiten afirmar que en los libros de texto coexiste una
configuracion epistémica adicional, que denominamos
configuracion epistémica algebraica (CE-alg), fruto de
la transposicién diddctica. En el bachillerato se emplea
gran parte del tiempo para rutinizar las reglas de inte-
gracion. Asf, una parte importante del significado im-
plementado estd exclusivamente dedicado al manejo de
estas reglas. Por ello en ocasiones sdlo se evalda si el
alumno sabe aplicar los métodos explicados. Todo esto
da lugar a otra configuracion epistémica escolar, que no
tiene una vinculacion con la histdrica de las matematicas,
y que, brevemente, consiste en las reglas de integracion y
la regla de Barrow. De manera mds precisa, las entidades
primarias asociadas a esta configuracién son:

— Lenguaje. Algebraico.
— Situaciones. Calcular el valor de una integral.

— Definiciones. La integracion y la derivacién son opera-
ciones inversas.

— Proposiciones. Tabla de integrales inmediatas. Méto-
dos de integracion (inmediatas, por partes, cambios tri-
gonométricos, etc.). Regla de Barrow.

— Procedimientos. Dada una integral definida, aplicar el
método oportuno para calcular su valor.

— Argumentaciones. Heurfstica.

En esta configuracion no se identifican conflictos de signifi-
cado, puesto que, desgraciadamente, no se dota a la integral
de significado alguno, reduciéndose al manejo técnico de
reglas y propiedades. El problema es que se crea la ilusién
de que esta configuracion es representativa de las otras vy,
por lo tanto, se crean conflictos de significado «extra-confi-
guracion» y no «intra-configuracion (algebraica)».
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5. LAINTEGRAL DEFINIDA EN LAS PRUEBAS
DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

En esta seccidn describimos los significados institucio-
nales de la integral definida en 2.° de bachillerato pre-
sentes en las pruebas de acceso a la universidad (PAU).
Se analizan las pruebas de acceso a las universidades an-
daluzas del periodo de 1999 a 2008, donde se estudian
las configuraciones epistémicas que aparecen tanto en las
pruebas propuestas a los estudiantes como aquellas otras
que no salieron en el sorteo. Teniendo en cuenta que son
seis pruebas A y seis pruebas B por afio y diez los afios,
son 120 las pruebas analizadas.

La tabla 3 muestra las configuraciones epistémicas que
se utilizan en dichas pruebas, especificandose si los ejer-
cicios propuestos suponen un uso «directo» de las con-
figuraciones, esto es, la tarea a realizar explicitamente
se relaciona con la configuracién, o una «aplicacién», la
tarea no explicita la configuracién, pero el éxito en su
realizacién implica su uso.

Tabla 3
Configuraciones epistémicas en las PAU.

No hay Integral Definida 28
Directa 26
CE-alg —
Aplicacion 3
Integral Definida Directa 49(+4)*
CE-geo .
Aplicacion 10
CE-invderiv 4
120

* Nota: CE-geo aparece en otros cuatro casos, pues estd compartida en
cuatro ejercicios.

En la figura 7 se muestran ejemplos de los distintos tipos de
configuraciones que aparecen en las PAU. La identificacién
de CE en las PAU se fundamenta en que las situaciones pro-
puestas utilizan un lenguaje y su resolucién (exitosa) pre-
supone una actividad (acciones de sujetos) que pondra en
juego unas propiedades, una forma de comunicar (lenguaje)
y de argumentar (en muchas ocasiones evanescente del lado
de los estudiantes), vinculando todos estos objetos a una de-
finicion prototipica de la integral definida.

Segun la tabla 3, la primera cuestidn a destacar es la au-
sencia de las CE «aproximacidn al limite» y «resultado
de un proceso de cambio», lo que se corresponde con la
escasa presencia en los libros de texto de dichas confi-
guraciones.

— CE-aproxlim aparece en la mayoria de los libros de
texto como introduccién a la integral definida buscando
una justificacién formal que, salvo casos muy puntuales
y descontextualizados, no se pone en practica en los ejer-
cicios de dichos libros.

— CE-RPC aparece en los textos Unicamente como una

aplicacion sin justificar de la integral definida, dando
por sentado que el estudiante es capaz de aplicar este
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concepto a otros contextos que no sean los puramente
geométricos estdticos. Ademads, en los textos que se utili-
za esta configuracion, que no son todos, se hace a través
de unos ejercicios al final del tema de forma casi anecdo-
tica. Solamente en un libro se trabajan dichos «ejercicios
de aplicacién» como un tltimo apartado, pero sin justifi-
cacion alguna, como se ha dicho anteriormente.

Figura 7
Ejemplos de configuraciones epistémicas en las PAU.

+CE-alg Directa: Selectividad 2005

0
Ejercicio 2. [2'5 puntos] Calenls J Ln(2+1)dr, siendo Lo |a funcién logaritmo neperiano

+CE-algAplicacion: Selectividad 2008

Ejercicio 1+ [2'5 puntis] Sea f: & — R Ia funcifn definida por
fle)=ar 4iet perdd

Sa sabe que  tiene un mizimo kocal en x = 1, que ol punto (0,1 es un punto de inflexsén de su gribies
J

¥ quv] flr)d::I Caleuba o, b ey d
L]

+CE-geo Directa: Selectividad 2008

Ejercicio 2. [2'5 puntos] Dadas bss funcionss [ ; [0, 420) — Ry g: 0, 4a¢) — R definidas pot
fl)=vi v =17

caloula el drea del recnto himitado por las graficas de f y 3

+CE-geo Aplicacion: Selectividad 2007

Ejercicio 2 [2'5 puntas]
Calenla 3 > 0 para que el drea del recinto limitado por s grificss de b fncioses [ : R — Ry
9:R— R definidas por

sea T2 (nnidades de drea),

+CE-invderiv Selectividad 2002 en la que también se pone en juego CE-geo

Ejercicio 1. Consideremos F(z) = j flt)ds.
o

(a) [1°5 puntos| Si f fuese la funci6n cuya gréfica aparece en el dibujo, indica s son verdaderas o falsas
las siguientes afirmaciones, razonando la respuesta:

i) Fla) =0

i) Fla) =0.

iii) F es creciente en (0,a)

(b) (1 punto] Calcula F(1) siendo f(t)

INVESTIGACION DIDACTICA

Por otra parte, de las 120 pruebas analizadas aparece la
integral definida en 92 de ellas, lo que supone un 77%
aproximadamente.

Centrdndonos en las pruebas en que aparece la integral
definida, en 29 de los 92 casos la configuracion episté-
mica requerida para la solucién de la cuestion planteada
es la algebraica, que es lo mds parecido a una integral
indefinida ya que sélo se le exige al alumno un cdlcu-
lo rutinario de una primitiva y el valor de ésta en unos
valores numéricos concretos (Regla de Barrow). De las
67 pruebas en las que podrian aparecer verdaderamente
configuraciones de la integral definida (geométrica, in-
versa de la derivada, aproximacion al limite y resultado
de un proceso de cambio), tinicamente figuran las dos
primeras. Ademds, en 63 de las 67 pruebas la configu-
racion epistémica tratada es la geométrica; por tanto, se
obtienen unos resultados del 94% de esta CE, lo cual su-
pone un sesgo muy importante que va en detrimento de
las otras tres CE.

Se observa asimismo que la CE-geo solamente en 10 de
las 63 pruebas en las que aparece es utilizada como apli-
cacion. En los demds casos se trata de una aplicacién
directa.

Las consecuencias diddcticas de estos comportamien-
tos institucionales son nefastas, ya que el alumno que
se enfrenta posteriormente a materias de tipo cienti-
fico en la universidad, donde debe utilizar las cuatro
CE de la integral definida y aplicarla a situaciones en
las que interviene el movimiento, en estos casos, ne-
cesariamente tendrd dificultades, pues s6lo conoce la
configuracién geométrica, que es estdtica. Ademds,
de los cuatro sistemas de representacion semidtica
correspondientes a la integral definida, el estudiante
prdcticamente ha trabajado uno solo, no cumpliéndose
la hipétesis de que «aprender un objeto matemadtico
significa saber coordinar los distintos sistemas de re-
presentacién semiotico del mismo» (Duval, 2000) vy,
en el caso de la integral definida, dificilmente pueden
coordinarse si no se conocen.

Todas estas apreciaciones quedan ilustradas en la tabla
4 que muestra la distribucién de CE en los ejercicios
finales del tema dedicado a la integral definida en cada
uno de los textos de 2.° de bachillerato analizados.

Tabla 4
Distribucion de CE en los ejercicios propuestos en los libros de texto.

Oxford Mc Graw-Hill Edelvives Santillana Anaya
Directa 21 6 36 15 29
CE-geo Aplicacion 4 — 8 — 14
Otras — — 7 — 4
CE-invderiv — 2 7 1 10
CE-aproxlim — — 2 —
CE-RPC 2 — — — 2
Directa 1 — 7 2 4
CE-alg Aplicacién 1 — 1 2 2
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Como puede observarse en la tabla 4, la CE-geo es la
mads utilizada en los ejercicios, lo que se corresponde con
la presencia de dicha configuracion en los libros de texto
(tabla 2), asi como la ausencia casi total de las configu-
raciones CE-aproxlim y CE-RPC. Ademads, dentro de la
geométrica, son los casos de aplicacion directa los mds
numerosos, lo que muestra la influencia de las PAU en
los textos, convirtiéndose en una verdadera restriccion
institucional.

6. VALORACION DE LA IDONEIDAD DIDAC-
TICA EN LOS PROCESOS DE ESTUDIO MA-
TEMATICOS EN TORNO A LA INTEGRAL EN
EL BACHILLERATO

El andlisis prospectivo realizado en las secciones prece-
dentes permite afirmar un «desequilibrio» evidente entre
las configuraciones epistémicas introducidas, asi como
un privilegio de los procedimientos algebraicos y ana-
liticos (en general, introducidos y utilizados de manera
aislada). En esta seccidon discutimos estos resultados,
identificando y describiendo ciertos aspectos clave que
pueden tenerse en cuenta en la mejora de la idoneidad
didactica:

1. Ideoneidad instruccional: necesidad matemdtica y
realizaciones banales. La introduccién y desarrollo de
un tépico matemdtico debe fundamentarse en un prin-
cipio de necesidad, segun el cual una nocion, proceso o
significado matemadticos son necesarios para el cdlculo
de un ejercicio, la resolucidn de un problema o el andli-
sis de una situacion, cdlculo, resolucidn o andlisis que de
otra forma serfa muy costoso realizar e incluso inviable.
La necesidad matemadtica se mide entonces en términos
de costo, eficiencia o viabilidad.

2. Idoneidad cognitiva: geometria elemental y cdlculo
de dreas. La geometria plana elemental puede jugar un
papel fundamental en la introduccion y desarrollo de la
integral definida. En concreto, la determinacién de cdl-
culos aproximados aporta informacién de control sobre
la actividad matemadtica que contribuye a la resolucién
de conflictos semidticos.

3. Idoneidad epistémica: resolucion analitica versus
resolucion numérica. Wilhelmi (2003) aporta datos ex-
perimentales y justifica teéricamente la tesis seguin la
cual el cdlculo numérico juega un papel integrador para
la introduccidn y desarrollo de nociones, procedimien-
tos y significados propios del andlisis matemdtico. El
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célculo numérico no es un mero compendio de métodos
que deba ensefiarse después de introducidos y desarro-
llados los «aspectos clave» del andlisis matematico. Es
deseable una teoria de funciones y un cdlculo diferen-
cial e integral que bascule entre métodos analiticos y
numéricos.

A continuacién describimos estos aspectos tomando
ejemplos de los libros de texto seleccionados.

6.1. Ideoneidad instruccional: necesidad matema-
tica y realizaciones banales

Bescds y Pena (2003) introducen la integral definida por
medio de las sumas de Riemann. El primer ejemplo es:
«Sea f(x) = x, demostrar que el drea delimitada por su gra-
fica, el eje de abscisas y lasrectasx =0y x=1es 1/2» (p.
167). «Demostrar» es en este caso sindnimo de «utilizar
las sumas de Riemann», método en este caso innecesa-
rio. El drea solicitada es un tridngulo rectangulo de base
y altura 1. ;Por qué, por ejemplo, no se ha ejemplificado
el cdlculo de la integral mediante las sumas de Riemann
con una funcién cuadrdtica? El cdlculo mediante la de-
finicién de integral de Riemann responde a una necesi-
dad pedagogica, a saber, responder a un requerimiento
externo (en este caso, de un libro de texto) cuando se
tienen medios matemadticos para dar la respuesta de una
manera mds eficaz y econdmica. No hay pues necesidad
matematica alguna.

6.2. Idoneidad cognitiva: geometria elemental y
calculo de areas

Para el célculo de la integral definida (Bescds y Pena,
2003, p. 173):

flnxdx

Se podria proceder de la siguiente manera:

1. Cdlculo aproximado de cotas superior e inferior me-
diante rectdngulos y tridngulos (cdlculo A, figura 8).

2. Cdlculo aproximado de cota inferior mediante des-
composicion en rectdngulos y tridngulos (cdlculo B, fi-
gura 8).

3. Cdlculo analitico de la integral. Comparacion del re-

sultado analitico con los resultados aproximados obteni-
dos y revision de los resultados en su caso.
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Figura 8 B
Calculo aproximado de f: Inxdx,

CALCULO REPRESENTACION CALCULO
2
Limite inferior:
| N — s A:(e_l)'lz(e_1)~0,86
i 2 2
; Limite superior:
A 0 A 3 ;3 p B=(e-1)-1=(e-1)~182
De esta forma se concluye que:
! 0.86 < findr < 1,72
2
ar
1 Busqueda de una mejor aproximacion:
Ay e Ne=D - (12)_(Ve-1) _ 0.16
2 4
B A2=(e—Ve)- (12) 4=V _2\/") ~0,53
ale=Veo a2 _e-Veo o
-1 2 4 ’
De esta forma se concluye que 0,96 es una mejor aproximacion
(por defecto).
2 |

6.3. Idoneidad epistémica: resolucion analitica ver-
sus resolucion numérica

El siguiente problema ha sido extraido de un examen de
selectividad de la opcion A «Ciencias» (Andalucia, 2003).

Sean las funciones y = x?> € y = Ax. Determina el valor A
tal que el drea comprendida entre ambas funciones es 1.

A continuacion damos dos formas de resolver el proble-
ma: resolucion analitica y resolucion numérica. Luego
hacemos una discusion sobre estos modos en relacién
con la actividad matemadtica y las practicas usuales en el
bachillerato.

La resolucion que se espera de los estudiantes es:

1. Determinacion de los puntos de corte de las funciones
y=x’ey=A\x:

X=M=xx-N=0=
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2. Imposicion de la condicion (drea 1) y determinacién
de A:

A 2 37 93 3 3
_y2 =}\,X__‘x— =L—L= SL—L>=L=
[0 = xdx {z 3]0 - 5= (13 1=

3
=A=V6

Es posible proponer a los estudiantes una resolucién
numérica previa, que enlace la resolucidn de integrales
definidas en intervalos concretos. Esta resolucidn se apo-
ya en un procedimiento por ensayo-error y acotaciones
sucesivas. Un posible proceso seria:

1. Supongamos que A = 1:

1
{](x—xz)dx: [x—z—x—s]:%—%= <l=A>1

[\
(O8]
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2. Supongamos que A = 2:

for—dr=| - 2lea 8451 0<2
{x—x —[x—?]o— 357

3. De los puntos 1y 2 se deduce que 1< A < 2. Por acota-
ciones sucesivas, se determinarfa una aproximacion para
A con tantos decimales como se quisiera y, asimismo, se
obtendrian indicadores empiricos de que el resultado de

la integral es siempre %3— 7‘?3

El método numérico descrito sirve de apoyo para la re-
solucion analitica pretendida en la institucion. Por induc-
cion empirica se concluye que:

A
{(M — xP)dx :%3

Por lo tanto, para que la integral definida valga 1 es sufi-
ciente resolver la igualdad:

%: 1= A=V6=1817121

De esta forma, el método numérico engloba en cier-
to sentido el método analitico previsto en la institu-
cién. El método numérico introducido tiene la ventaja
adicional de que puede ser automatizado mediante la
edicion de un programa. En la figura 9 se muestra un
programa editado con la calculadora TI-81. De hecho,
una de las innovaciones que la enseflanza preuniversi-
taria debe afrontar es la de la inclusién de las nuevas
tecnologias (las calculadoras cientificas, grdficas y
programables en particular), para la mejora de la ido-
neidad instruccional.

La resolucion numérica de integrales determinadas po-
dria sistematizarse mediante la introduccion de la regla
del trapecio, bien como instrumento de control de cdl-
culos, bien como medio de resolucion de integrales de
funciones para las cuales no se dispone en la ensefianza
preuniversitaria (o no existe) de un método analitico de
cdlculo (por ejemplo, la funcion gaussiana para la deter-
minacion de la funcién de distribucién normal en esta-
distica).

Figura 9

Programa editado en TI-81.
Prgm1:INTEGRAL d+1->1
:Disp «TOLERANCIA» X-1/10MI-1)+1/10M->X
JInput T :Goto 3
:Disp «RAIZ» :Lbl 2
JInput X X+1/10A->X
1->1 :Goto 3
:Lbl 3 :Lbl 1
XA3/6->A ‘Disp «<APROXIMACION»
:If abs(A-1)<T :Disp X
:Goto 1 :Disp «<AREA»
If (A-1)<0 :Disp A
:Goto 2 :Disp «TOLERANCIA»

Disp T
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Por otro lado, tanto en el método analitico como en el
numérico, la representacidn en el plano cartesiano de las
funciones y = x> ¢ y = Ax permite interpretar A como la
pendiente de las rectas que pasan por el origen. La intro-
duccidn de las calculadoras graficas facilitarfa el uso de
las gréficas de funciones como instrumentos de control,
indagacion e interpretacion de situaciones donde inter-
vengan funciones. As{ el andlisis numérico, la posible
automatizacién y la interpretacion grdfica introducen
aspectos clave para la mejora de la idoneidad diddctica
del proceso, incluyéndolo en un proyecto global de en-
sefanza.

7. SINTESIS E IMPLICACIONES PARA LA EN-
SENANZA

El disefio, implementacion y evaluacion de procesos de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas es una tarea
compleja abordada por los profesores en el ejercicio de su
actividad cotidiana. También es el centro de atencion al
que confluyen los esfuerzos de investigacion diddctica.

La nocion de idoneidad diddctica de un proceso de es-
tudio matemadtico (Seccion 2.3) tiene por objetivo la
intencién de orientar el andlisis y valoracién de dicho
proceso, ya sea efectivo o potencial. En nuestro caso,
hemos analizado la idoneidad de procesos potenciales
basados en la utilizacion de distintos libros de texto.
De hecho, la idoneidad cognitiva no se restringe a los
«comportamientos observados»: los libros de texto
constituyen el referente institucional del «material de
aprendizaje».

Uno de los aspectos cruciales que determinan el nivel
de idoneidad de un proceso de estudio es la integracién
o no de las nociones, procesos o significados. El andli-
sis de los libros de texto y de las PAU ha mostrado una
reduccion generalizada a métodos algebraicos y un ais-
lamiento de las técnicas de resolucién. Esta reduccion y
este aislamiento son indicadores de una baja idoneidad
epistémica.

Las tablas 2 y 4 muestran la presencia de las CE en los
libros de texto y el tipo de ejercicios propuestos en ellos.
Estas tablas son indicadoras de la predominancia de la
CE-geo. Este hecho tiene su correlato con las CE identi-
ficables en las PAU: el 77% de las pruebas tiene un ejer-
cicio relacionado con la integral definida y de ellas el
66% de se refieren a la CE-geo.

Atin mds, la CE-geo es la tnica CE que es integramente
introducida en todos los libros de texto, esto es, todas
las entidades primarias (situacion, lenguaje, definicion,
proposicion, procedimiento y argumentacion) aparecen
explicitamente. Por el contrario, la CE-RPC es la que
menos presencia tiene en los libros de texto, tanto en el
desarrollo tedrico del tema como en los ejercicios pro-
puestos. De hecho es la tinica CE ausente totalmente en
alguno de los textos (Monteagudo, Paz y Cdmara, 1998)
y, asimismo, una de las dos que no tiene presencia en las
PAU (junto con la CE-aproxlim).
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Esta predominancia de la CE-geo refuerza las analogfas
visuales y fisicas que los estudiantes intuitivamente rea-
lizan. Czarnocha, Dubinsky, Loch, Prabhu y Vidakovic
(2001) realizan, desde la perspectiva de la teorfa APOS,
un estudio del desarrollo histérico de la nocion de drea
hasta la construccién de Riemann y como los estudiantes
desarrollan ideas relativas a esta construccion, conclu-
yendo que:

«El redescubrimiento de la intuicién de los indivisibles
por los estudiantes mientras analizan el concepto de un
drea bajo una curva irregular [en el plano cartesiano],
es un testimonio de la persistencia del punto de vista
puntual sobre la estructura del espacio (y posiblemente
del tiempo). Las analogfas fisicas que parecen influir en
la comprension de la estructura del espacio matemadtico
también son importantes en los propios pensamientos
[de los estudiantes].» (p. 108).

La inclusidn de situaciones cuya resolucion estd prevista
con calculadoras gréficas o programables estd ausente,
asf como el uso de software especializado. Estas ausen-
cias son indicadoras de una baja idoneidad en la utiliza-
cion de los medios materiales que permitirfan tanto una
mayor idoneidad instruccional. De hecho, en las PAU es
norma la prohibicion en el uso de calculadoras graficas o
programables, que modificarfan la relacién con los obje-
tos matemadticos y que presupondrian un proceso instruc-
cional de otra naturaleza.

Se podria llegar a pensar que esta «simplificacién»,
es decir, el no poner situaciones cuya dificultad resida
mds en la interpretacién que en el cdlculo, se reali-
za para maximizar la idoneidad cognitiva, pero esto
es una ilusion. La idoneidad cognitiva no se valora
en términos dicotomicos «fdcil-dificil», sino seguin la
«ubicacién» de los significados institucionales preten-
didos o implementados respecto a la zona de desarro-
llo potencial de los alumnos, y segun la proximidad de
los significados personales logrados a los significados
pretendidos o implementados. Las propuestas se ale-
jan «a la baja» de la zona de desarrollo préximo y
se alejan del significado pretendido que presupone, en
particular, la capacidad de los estudiantes de interrela-
cionar las diferentes configuraciones epistémicas im-
plementadas. De hecho, se tiene la ilusién de que los
alumnos serdn capaces de establecer conexiones entre
dichas configuraciones. Sin establecer configuracion
did4ctica alguna para asegurar este objetivo o, en todo
caso, valorar su logro.
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El andlisis de los libros de texto y de las PAU nos lleva a
determinar ciertos aspectos que tendrian que tomarse en
consideracidn:

1. Proponer procesos de estudio relativos a la integral
definida cuyo control precise un trdnsito flexible entre
las distintas CE.

2. Instar a las instancias universitarias a que propongan
en las PAU situaciones que precisen un conocimiento de
la integral definida mds alld de un conjunto de técnicas
estereotipadas asociadas a la CE- geo y CE-algebraica.

3. El célculo numérico y la geometria elemental deberian
utilizarse como medios de control y prediccion, en situa-
ciones complejas de modelizacién e interpretacion.

4. Es preciso introducir las calculadoras graficas y pro-
gramables tanto en 2.° de bachillerato como en las PAU,
sin incurrir en el riesgo de realizar una «discriminacion
positiva», a saber, que para todas las pruebas sean nece-
sarias dichas calculadoras.

NOTAS

1. PISA: acrénimo de Programme for International Student Assessment
(Programa para la Evaluacion Internacional de Alumnos).

2. TIMSS: acrénimo de Third International Mathematics and Science
Study (Tercer estudio internacional en matematicas y ciencias), hoy co-
nocido como Trends in Math and Science Study (Estudio de tendencias
en matemdticas y ciencia).

3. En el marco del EEES el sistema de ingreso a los nuevos grados ten-
drd que ser regulado por la universidad, que, en todo caso, es previsible
que establezca una prueba de evaluacion de los conocimientos previos
de los candidatos.

4. Los lados del hexdgono son percibidos, en general, por las carencias
observadas. Los lados del tridngulo, que supone el grado maximo de
idoneidad, son por definicién un ideal relativo a una institucién en un
momento histdrico concreto de la misma y su delimitacién es formal,
seglin convenios, principios y estdndares establecidos previamente y
de manera arbitraria (con el tamiz del fundamento tedrico y el contraste
experimental).

5. Los libros de texto han sido utilizados en el periodo de andlisis de las
pruebas de acceso a la universidad analizadas (seccion 5).

6. Los estudiantes deben distinguir entre medida «instrumental» y «ted-
rica». No tiene sentido, por ejemplo, calcular la superficie de una tabla
de madera para la confeccién de una mesa con precision de «nimero
real» si luego hay que cortarla en la «realidad» con un instrumento cuya
unidad minima de medida determina la precision maxima posible.
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Summary

The definite integral is a key mathematical subject
matter in Optional Secondary Education (Bachillerato
henceforth). An empirical sign of this fact is related
to the University Entrance Examination (Prueba de
Acceso a la Universidad —PAU henceforth—) in which,
very frequently (approximately in 77% of the exams)
a question, an exercise or a problem dealing with this
mathematical notion is included. Besides, the PAU is an
external examination and, for this reason, it influences
the teaching and, consequently, the learning of this
mathematical object. The main purpose of this paper is
to determine how the PAU influences the teaching and
learning of the definite integral in Bachillerato. This
general aim is subdivided into four specific objectives:

1) To show the meanings of the definite integral which
appear in a representative simple of 2nd year Bachillerato
textbooks.

2) To show the meanings of the definite integral in a PAU
sample.

3) To prove the absence of linguistic and argumentative
elements of meaning which are crucial in the teaching of
the definite integral in the 2nd year of Bachillerato.

4) To evidence that the introduction of the missing
elements of meaning would help to overcome certain
semiotic conflicts.

We will adopt the ontosemiotic approach of mathematical
cognition (EOS from now onwards) as a theoretical
framework. The first issue we tackle is to define the
theoretical elements in order to establish the research
tools clearly.

According to EOS, it is necessary to establish, first of all,
the global meaning of the definite integral by determining
the different situations, languages, definitions, properties
and procedures involved in this mathematical object, that
is to say, the epistemic configurations. In this paper the
five configurations which constitute the global meaning
of the definite integral are established and they will be
used to compare them with given meanings such as those
in the PAU or in textbooks. In this way, it will be possible
to determine biases and restrictions in the teaching of this
mathematical object.

Next, we will make an analysis of the reality of the
definite integral in Bachillerato and PAU. With this
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purpose, first we study five 2nd year Bachillerato
textbooks in order to determine the elements of
meaning which are presented. We observe the
configurations which are worked with and the way in
which this is done. From this analysis we conclude
that the meaning of the textbooks is biased since the
geometric configuration is strongly present, relegating
or even forgetting others such as the configuration as
a result of a change process, which is necessary in all
modeling processes.

Likewise, the study of the PAU from 1999 to 2008, which
has been done by classifying the proposed situations
according to the epistemic configuration necessary to solve
it, establishes important regularities and biases which can be
extracted from such tests, ranging from the most frequently
used epistemic configurations to those which are relegated
or, even, the most frequent processes and those which are
never used. All this determines the meaning which has
emanated from the PAU in the last ten years.

The comparison between the texts analyzed and the
classification of the exercises included in them, by using
the same categories as in the PAU, shows the powerful
influence that these have on the teaching and learning
of the definite integral in the 2nd year of Bachillerato.
We can assert that the PAU are a real restriction for the
teaching and learning of the definite integral.

The prospective analysis allows us to state that there is an
evident «imbalance» betweentheepistemicconfigurations
which are introduced, as well as a privileged treatment of
the algebraic and analytic procedures. We can observe
that in most exercises students are asked for the direct
calculation of an area or the application of a method to
calculate the definite integral but there is no application of
the integral to other fields. Therefore, students will obtain
a partial view of the notion, which can partly explain the
wide gap between Bachillerato and University, as shown
in different research studies.

Last, the EOS establishes different dimensions to value
the suitability of the study processes in Mathematics,
among which didactic suitability is found. This is
structured into epistemic, cognitive and instructional
suitability. This study leads us to the conclusion that
the didactic suitability for this mathematical object is
not the appropriate one. In addition, cases of epistemic,
cognitive and instructional suitability are exemplified
by providing concrete instances from the textbooks,
and suggestions are made for the improvement of the
teaching of this mathematical object.
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