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Resumen

En el campo de la Didactica de la Matematica, las nociones claves del calculo (funcion,
derivada, integrales,...) han sido objeto de investigacion constante debido a su complejidad
natural, la cual dificulta los procesos de ensefianza y aprendizaje de dichas nociones. El
objetivo de este trabajo es sintetizar cdmo las herramientas “tedrico-metodoldogicas™ del
Enfoque Ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccién matematicos, han sido
usadas en las investigaciones realizadas por la comunidad de investigadores que desarrolla
y aplica el EOS, sobre problemas de ensefianza y aprendizaje del Célculo, contribuyendo
asi en el avance de la actual agenda de investigacion sobre Didactica del Calculo.

Palabras clave: Calculo, Enfoque Ontosemidtico, Significados de objetos matematicos

Abstract

In the field of Mathematics Education, the key notions of calculus (function, derivative,
integrals,...) have been the object of constant research due to their natural complexity,
which hinders the teaching and learning processes of these notions. The aim of this work is
to illustrate how the “theoretical-methodological” tools of the Onto-Semiotic Approach
(OSA) of mathematical knowledge and instruction have been used in several investigations
carried out by the community of researchers who develop and apply the OSA, on teaching
and learning problems in Calculus, thereby contributing to the progress of the current
research agenda on Didactics of Calculus.
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1. Introduccion

La ensefianza de las nociones del Célculo es conocida por ser una fuente de serios
problemas, tanto para los alumnos como para los profesores (Hitt, 2003), de cara a la
comprension de sus ideas fundamentales. Objetos matematicos tales como la funcion,
derivada o integral son fundamentales para el estudio de esta rama de las matematicas,
pero frecuentemente el tratamiento que se les da en las instituciones educativas, se
enfoca al manejo y la aplicacién de formulas y recursos algebraicos, lo que provoca en
los estudiantes dificultades para la comprension de dichas nociones (Parra, 2015;
Gordillo, 2015). Artigue (1995), por ejemplo, sefiala que aunque se puede ensefiar a los
alumnos a realizar de forma més o menos mecéanica algunos célculos de, por ejemplo,
derivadas, se encuentran grandes dificultades para que los estudiantes logren alcanzar
una comprension satisfactoria de los conceptos y métodos de pensamiento que
conforman el centro de este campo de las matematicas.

Las caracteristicas de la comprensién de las nociones claves del Calculo, de los
estudiantes de Ensefianza Media y primeros cursos de Universidad, es un tema que ha
sido ampliamente investigado por diversos autores, desde distintas aproximaciones
tedricas, particularmente las cuestiones de indole cognitiva —concepciones de los
estudiantes, esquemas cognitivos y tipos de errores, etc.— e instruccionales —estrategias
y alternativas para la ensefianza de dichas nociones, etc.— (Asiala, Cottrill, Dubinsky y
Pino-Fan, L. (2017). Contribucién del Enfoque Ontosemiético a las investigaciones sobre didactica del
calculo. En J. M. Contreras, P. Arteaga, G. R. Cafiadas, M. M. Gea, B. Giacomone y M. M. Lopez-Martin

(Eds.), Actas del Segundo Congreso International Virtual sobre el Enfoque Ontosemidtico del
Conocimiento y la Instruccién Matematicos. Disponible en, enfoqueontosemiotico.ugr.es/civeos.html
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Schwingendorf, 1997; Baker, Cooley y Trigueros, 2000; Sanchez-Matamoros, Garcia y
Llinares, 2006; Artigue, Batanero y Kent, 2007; Garcia, Llinares y Sdnchez-Matamoros,
2011; Doorman, Drijvers, Gravemeijer, Boon y Reed, 2012; Kouropatov y Dreyfus,
2014). Si bien es cierto que las multiples dificultades a las que se enfrentan los alumnos
se deben, en cierto modo, a la naturaleza compleja de dichas nociones, también es cierto
que esta problemética, en gran parte, se debe a como el profesor gestiona los
conocimientos sobre los objetos matematicos del Calculo. Sin embargo, como bien
sefialan Ramos (2005) —para el caso de la nocién de funcién—, Pino-Fan (2014) —para el
caso de la nocion derivada— y Criséstomo (2012) —para el caso de la nocién integral—,
existen muy pocas investigaciones centradas en los profesores con relacion al
tratamiento que hacen de estas nociones.

Asi, dichos aspectos cognitivos, instruccionales y del conocimiento del profesor,
conforman, a grandes rasgos, la agenda de investigacion vigente sobre Didactica del
Célculo, de la cual el Grupo de Investigacion del Enfoque Onto-Semidtico (EOS) del
conocimiento y la instruccién matematicos, también ha sido participe mediante la
generacion, refinamiento y aplicacion de “herramientas analiticas”, que han permitido
desarrollar investigaciones pormenorizadas (con aportes relevantes), en cada uno de los
aspectos antes mencionados.

El objetivo de este trabajo es, precisamente, ejemplificar el uso de las herramientas
tedrico-metodoldgicas del EOS en las investigaciones sobre Didactica del Célculo,
desarrolladas por la comunidad de investigadores que desarrollan y aplican el EOS.
Como resultado de este breve recorrido, se sefialan algunas lineas de investigacion
abiertas, las cuales podrian resultar en una “agenda de investigacion” para las personas
interesadas en el campo.

2. Investigaciones sobre Didactica del Calculo al seno de la comunidad EOS

Antes de comenzar con lo que se promete en este segundo apartado, debo hacer un
pequefio “paréntesis” para presentar, de manera muy breve y general, algunas de las
herramientas tetricas del EOS que mencionamos en este trabajo, con el fin de hacerlo
mas comprensible.

De acuerdo con la pagina web del Enfoque Onto-Semidtico del conocimiento e
instruccion matematicos (http://enfoqueontosemiotico.ugr.es/), el EOS es un sistema
tedrico inclusivo (Presmeg, 2014) que trata de articular diversas aproximaciones y
modelos teodricos usados en la investigacion en Educacion Matematica a partir de
presupuestos antropoldgicos y semioticos sobre las matematicas y su ensefianza. Fue
iniciado por el grupo de investigacion “Teoria de la Educacion Matematica” de la
Universidad de Granada a principios de los afios 90 (Godino y Batanero, 1994; Godino
y Batanero, 1998), siendo en la actualidad desarrollado y aplicado por otros grupos de
investigacion a nivel internacional.

Dicho modelo contempla seis facetas, o dimensiones, implicadas en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de topicos concretos de las matematicas (Godino, 2009):
epistémica (distribucion, a lo largo del tiempo de ensefianza aprendizaje, de los
componentes del significado institucional implementado —problemas, lenguajes,
procedimientos, definiciones, propiedades, argumentos—); cognitiva (desarrollo de los
significados personales —aprendizajes—); afectiva (distribucion temporal de los estados
afectivos —actitudes, emociones, afectos, motivaciones— de cada alumno con relacion a
los objetos matematicos y al proceso de estudio seguido); interaccional (secuencia de
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interacciones entre el profesor y los estudiantes orientadas a la fijacion y negociacion de
significados); mediacional (distribucion de los recursos tecnoldgicos utilizados y
asignacion del tiempo a las distintas acciones y procesos); y ecoldgica (sistema de
relaciones con el entorno social, politico, econdmico, que soportan y condicionan el
proceso de estudio).

Ademas, de acuerdo con la dimension y el momento del proceso de ensefianza y
aprendizaje que se quiere indagar, el EOS cuenta con niveles de analisis que permiten
obtener la informacién requerida para la toma de decisiones instruccionales (Godino,
Batanero y Font, 2007):

e Practicas matemaéticas. “Toda actuacion o manifestacion (lingiiistica o no)
realizada por alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la
solucion, validar la solucion y generalizarla a otros contextos y problemas”
(Godino y Batanero, 1994, p. 334).

e Configuracion de objetos y procesos. Descripcién de objetos y procesos
matematicos que intervienen en la realizacion de las précticas, asi como los que
emergen de ellas. La finalidad de este nivel es describir la complejidad de objetos
y significados de las précticas matematicas como factor explicativo de los
conflictos en su realizacion y de la progresion del aprendizaje

e Normas y metanormas. ldentificacion de la trama de reglas, héabitos, normas que
condicionan y hacen posible el proceso de estudio, y que afectan a cada faceta y
sus interacciones.

¢ Idoneidad didactica. Identificacion de potenciales mejoras del proceso de estudio
que incrementen la idoneidad didactica.

Otros trabajos que permiten profundizar en los supuestos tedricos y metodoldgicos del
EOS, estan accesibles en la propia WEB del EOS proporcionada arriba, asi como en las
paginas personales: http://webs.ono.com/vicencfont/, http://www.ugr.es/~batanero/, y
http://www.lrpino-fan.com.

En los siguientes sub-apartados se presentan las investigaciones sobre Didactica del
Calculo desarrolladas bajo este enfoque tedrico. Para ello, dichas investigaciones se han
agrupado por tematicas: 1) estudios sobre el significado holistico de los objetos
matematicos; 2) estudios sobre los significados pretendidos por el curriculo/textos; 3)
estudios sobre los significados personales.

2.1. Estudios sobre el significado holistico de los objetos del Calculo

Cuando se pretende en una investigacion, entre otras cosas, evaluar la comprension o
los conocimientos que tienen ciertos sujetos (profesores o estudiantes) sobre un
determinado objeto matematico, una pregunta que surge de manera natural es ¢qué es o
qué significado(s) tiene realmente dicho objeto matematico? Existen al menos dos
formas de aproximarnos a la respuesta de esta interrogante. La primera es realizando un
estudio de los significados pretendidos por el curriculo de matematica y los libros de
texto sobre la nocion particular. La segunda es estudiando la naturaleza histérico-
epistemoldgica que esta pregunta tiene. Si se elige responder a la pregunta solo desde el
primer enfoque, se corre el riesgo de reconstruir el significado global de forma
incompleta, ya que los curriculos de matematicas son establecidos por las agencias de
politica educativa, los libros de texto son escritos con parametros editoriales que
raramente consideran los resultados de las investigaciones, etc. Ademas, a lo anterior se
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suma que los significados de los objetos matematicos dependen de los objetivos de cada
institucion educativa. En este sentido, Biehler (2005) establece que los significados de
ciertas nociones matematicas difieren en gran medida de acuerdo a las diferentes
funciones sociales de las instituciones educativas, y respecto de las hipétesis sobre
aquello que los estudiantes fueron capaces, y estan dispuestos, a aprender en
condiciones sociales y escolares dadas.

Desde mi punto de vista no hay una mejor manera de conocer qué es o qué significa
realmente un objeto matematico que mirando en la historia como surge, cémo
evoluciona, como se formaliza y cdémo se generaliza una determinada nocién
matematica. Obviamente no se trata meramente de ‘relatar’ o mirar la historia del objeto
matematico desde un punto de vista simplista, sino que se trata de analizar y caracterizar
las grandes problematicas, y las practicas matematicas desarrolladas para resolverlas,
que dieron paso al surgimiento y evolucion del objeto matematico en cuestion.

Para poder realizar dichas caracterizaciones, el EOS cuenta con una “herramienta
analitica” denominada configuracién ontosemidtica (Godino, Batanero y Font, 2007;
Pino-Fan, Godino y Font, 2015). Esta configuracion ontosemiética, en el EOS, puede
utilizarse desde dos perspectivas, una personal (en cuyo caso se denomina configuracion
ontosemiotica cognitiva) y otra institucional (la cual se conoce como configuracion
ontosemiotica epistémica). En esta seccion 2.1 se hara referencia a la configuracién
epistémica, que es la que ayuda a realizar los andlisis antes comentados desde el punto
de vista historico.

(En qué consiste la “herramienta”? Consiste en identificar y caracterizar los objetos
matematicos primarios (Situaciones-Problemas, elementos linglisticos,
conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades, procedimientos y argumentos) y sus
significados (atendiendo a la relatividad del contexto en el que éstos objetos
matematicos primarios son usados), a partir de las practicas matematicas que se han
desarrollado en la historia y las cuales han permitido el surgimiento, evolucion,
formalizacion y generalizacion de las nociones clave del Célculo (Figura 1).

Lo anterior implica no s6lo narrar la evolucion historica (cronoldgica) de un objeto
matematico, sino estudiar dicha evolucion con mucho detenimiento, localizando las
grandes problematicas, y practicas desarrolladas para la solucion de dichas
problematicas, que pueden verse como esos “puntos de inflexion” que permiten el
surgimiento, evolucion, formalizacion, etc., de los objetos matematicos del Calculo.
Esas problematicas con sus respectivas practicas, por supuesto, llevan asociada una
configuracién epistémica, la cual a su vez nos ayuda a determinar un significado parcial
(asociado a dicha configuracion) del objeto matematico en cuestion (Pino-Fan, Godino
y Font, 2011).

La nocion de configuracion ontosemiética epistémica ha sido utilizada en diversas
investigaciones con el propodsito de caracterizar el “significado holistico de referencia”
(Pino-Fan, Godino y Font, 2011) de las nociones del calculo. Por ejemplo, para el caso
de la derivada, en Pino-Fan, et al. (2011) se presenta un estudio histérico-
epistemoldgico el cual concluye con la identificacion de nueve configuraciones
epistémicas, cada una de las cuales lleva asociado un significado parcial para dicha
nocion (Ibid., p. 71): 1) la tangente en la matematica griega; 2) sobre la variacion en la
edad media; 3) métodos algebraicos para hallar tangentes; 4) concepciones cinematicas
para el trazado de tangentes; 5) ideas intuitivas del limite para el calculo de maximos y
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minimos; 6) métodos infinitesimales para el calculo de tangentes; 7) calculo de
fluxiones; 8) célculo de diferencias; y 9) la derivada como limite.

Elementos
Linglisticos

Situaciones
Problemas

Figura 1. Herramienta analitica para los estudios historico-epistemol6gicos

Para el caso de la funcion, en Parra (2015) se lleva a cabo un estudio que permite
identificar seis significados parciales que conforman el significado holistico de
referencia de esta nocion: 1) la funcion como correspondencia; 2) la funcién como
relacién entre magnitudes variables; 3) la funcion como representacion gréafica; 4) la
funcion como expresion analitica; 5) la funcion como correspondencia arbitraria; y 6) la
funcién a partir de la teoria de conjuntos (ver también la tesis de Ramos, 2005).

Para el caso de la integral (definida e indefinida) se han realizado tres investigaciones
sobre el tema. Orddfiez (2011) analiza las configuraciones epistemoldgicas de la integral
a lo largo de la historia distinguiendo nueve significados institucionales diferentes:
cultura griega, Edad Media, uso explicito de procesos infinitos, generalizacion de los
métodos infinitesimales, inversa de la derivada, suma de elementos infinitesimales,
limite de una suma, extendida a funciones discontinuas e integral definida generalizada.

Crisostomo (2012) identifica cinco significados parciales para la integral definida: 1)
intuitiva, nociones previas a la sistematizacion del calculo; 2) primitiva, la integracién
como primitiva de la diferenciacion; 3) integracion aproximada; 4) analitica,
fundamentacion del calculo como limite de sumas; y 5) generalizada, generalizacion de
la integracion para las funciones medibles. Si bien, uno de los significados parciales
identificados por Cris6stomo (2012) es referente a la integral indefinida (la integral
como primitiva), los significados de ésta (antiderivada), es abordado de forma muy
“general”, lo cual hizo necesario un estudio para profundizar en ellos.

De esta manera, el estudio de Gordillo y Pino-Fan (2016), realiza una propuesta de
reconstruccion del significado holistico de la antiderivada, a partir del cual se
identificaron cuatro significados parciales para dicha nocion: 1) tangentes-cuadraturas;
2) fluxiones-fluentes; 3) sumatorias-diferencias, y 4) funciones elementales.

En Medrano y Pino-Fan (2016) se identificaron siete significados parciales para la
nocion de limite finito: 1) la nocién de aproximacién de Eudoxo y Arquimedes; 2) la
concepcion de los indivisibles; 3) la nocion intuitiva de limite en los desarrollos de
Newton; 4) la idea de los infinitesimales en los desarrollos de Leibniz; 5) las
concepciones pre-formales del limite; 6) la concepcion formal de la nocion de limite; y
7) generalizaciones de la nocion de limite.
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En resumen, los estudios que acabamos de comentar, elaboran propuestas de
reconstruccion del significado holistico de referencia para las nociones de funcion,
limite finito, derivada, integral definida e integral indefinida. En la mayoria de los
casos, las caracterizaciones de las configuraciones epistémicas han permitido obtener
criterios para el disefio de instrumentos de evaluacion de conocimientos-comprension
que tienen los sujetos sobre dichas nociones. No obstante, al seno del grupo de
investigacion del EOS, hasta ahora son pocos los estudios que tratan de adaptar y
aprovechar la riqueza de los significados parciales ya identificados, para el disefio de
experiencias de aula que permitan potenciar la comprension de estas nociones.

La riqueza matematica subyacente a los significados parciales identificados en las
investigaciones que repasamos, es algo que no se deberia dejar de lado, ya que como
sefialan Medrano y Pino-Fan (2016), algo que queda de manifiesto con los resultados de
tales investigaciones histérico-epistemologicas es que:

““...la emergencia del célculo diferencial e integral, no fue un proceso lineal, ni
tampoco estuvo circunscrito a lo algoritmico, ni a lo propiamente matematico.
En él intervienen también, concepciones filosoficas y otras disciplinas. En su
fundamentacion y formalizacion [de las nociones del calculo], hay distintos
caminos pero matematicamente equivalentes”. (p. 320)

La conclusion de los estudios historico-epistemoldgicos hasta ahora desarrollados, tiene
un gran valor para la Didactica de las Matematicas, en tanto que muestran que hay
variedad de caminos alternativos para la ensefianza y aprendizaje de las nociones
fundamentales del Calculo.

Ahora bien, ¢como adaptar las configuraciones epistémicas de referencia para el disefio
de procesos de instruccion que contemplen su riqueza matematica?, ;de qué manera
utilizar los recursos tecnoldgicos (y otros) en tales adaptaciones?, ¢de qué forma se
pueden conectar las configuraciones epistémicas de un objeto matematico?, ;como
relacionarlas (mezclarlas), si es posible, para generar nuevas configuraciones
epistémico-didacticas que sirvan como alternativas para la ensefianza de las nociones?,
etc., son lineas de investigacion que aln siguen abiertas.

2.2. Estudios sobre los significados pretendidos por el curriculo y los libros de texto

Regresemos un poco a la pregunta inicial planteada en la sub-seccién anterior. Antes de
intentar responder a dicha pregunta desde el primer enfoque, otra pregunta que es
pertinente hacer es, ¢el o los significados pretendidos por el curriculo, sobre un
determinado objeto del Calculo, es representativo del significado de referencia
(significado holistico) de dicho objeto?

Como sefialan Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013), la representatividad de los
significados parciales en el curriculo y libros de texto, es un elemento a tener en cuenta
para valorar la calidad matematica de la instruccion. Estos autores sefialan: “Parece
claro que la eleccién de tareas matematicas que pongan en juego los objetos y
significados matematicos es crucial para promover aprendizajes significativos” (p. 147).
Ademas, el profesor, como parte de la institucion escolar, debe recurrir, para la eleccién
de los significados pretendidos, a los significados de referencia.

“En una institucion de ensefianza concreta este significado de referencia sera
una parte del significado holistico del objeto matematico. La determinacion de
dicho significado global [u holistico] requiere realizar un estudio histérico-
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epistemoldgico sobre el origen y evolucion del objeto en cuestion, asi como
tener en cuenta la diversidad de contextos [sistemas de practicas] de uso donde
se pone en juego dicho objeto”. (Godino y Font, 2007, p. 2)

Para estudiar los significados pretendido por el curriculo sobre nociones particulares de
matematicas, Pino-Fan, Castro, Godino y Font (2013) sugieren considerar, para el
andlisis, la dupla <Libros de Texto, Programas de Estudio>, puesto que los libros de
texto son la influencia primaria para las concepciones curriculares de los maestros, asi
como para su estilo de ensefianza (Cooney, 1985). Ademé&s que las propuestas
curriculares de los ministerios de educacion siempre vienen acompariadas, al menos en
Latinoamérica, de la sugerencia de los libros de texto que, bajo su perspectiva, se
apegan a lo que proponen.

La nocién de configuracién epistémica (Figura 1) fue propuesta por primera vez para el
analisis de los significados pretendidos por los libros de texto en la investigacion de
Font y Godino (2006), aunque en esa ocasion se ejemplificd su uso con una nocién no
del Calculo. Para el caso de la integral definida, Contreras, Ordéfiez y Wilhelmi (2010)
realizan un estudio, en el cual, con el uso de la configuracion epistémica, analizan
algunos libros de texto y pruebas de acceso a la universidad en el contexto espafriol.

Posteriormente, en el marco del EOS se propone una metodologia que permite tanto
identificar y caracterizar los significados de las nociones matematicas pretendidos en el
curriculo, entendiendo al curriculo como la dupla antes dicha (<libros de texto,
programas de estudio>), como estudiar la representatividad de dichos significados
pretendidos, respecto del significado holistico de referencia. La metodologia es
presentada de la siguiente manera:

“A continuacion describimos cinco criterios que proponemos para el analisis de
la idoneidad epistémica de los significados curriculares de la derivada. No
obstante cabe sefialar que dichos criterios son generales y pueden ser utilizados
para el analisis de la idoneidad epistémica de un topico matematico
cualquiera”. (Pino-Fan, Castro, Godino y Font, 2013, p. 130)

Los cinco criterios que componen la metodologia propuesta por los autores anteriores
son: i) representatividad de los campos de problemas propuestos, ii) tipos de
representaciones activadas en el planteamiento y solucion de las tareas; iii)
representatividad de los elementos regulativos y argumentativos; iv) conocimientos
previos a la introduccion de la derivada; y v) representatividad de los significados
institucionales pretendidos (o implementados) respecto del significado global de
referencia. La metodologia se ejemplifica mediante el analisis del significado de la
derivada pretendido por el curriculo de bachillerato mexicano, y se concluye que,
aunque se proponen diversos contextos de uso de la derivada, la evidencia muestra que
solo uno (la derivada como limite) de los nueve significados parciales de la derivada es
movilizado en las practicas propuestas por el curriculo mexicano de dicho nivel
educativo (Pino-Fan, et al., 2013).

Esta misma metodologia fue adaptada en el estudio de Parra (2015) para el analisis de
los significados de la nocion de funcion pretendidos por el curriculo de matematicas
chileno. Las adaptaciones realizadas por Parra (2015) fueron, principalmente, la
consideracion de los resultados del estudio histérico-epistemologico de la nocién de
funcién, lo que le proporciond evidencia sobre el tipo de problemas, las
representaciones, etc.
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Hasta el momento, al seno de la comunidad de investigacion que desarrolla y aplica el
EOS, no hay otros estudios cuyo foco principal sea el de caracterizar los significados de
las nociones clave del célculo, pretendidos por el curriculo de matematicas de cierto
nivel educativo. Por esta razon, el estudio de la representatividad de los significados
pretendidos por el curriculo (entendido como la dupla mencionada antes) sobre las
nociones clave del Calculo, es una linea de investigacion vigente. Otras lineas de
investigacion abiertas, en esta direccion, se pueden resumir con las preguntas ¢cuél es
la diferencia entre el significado, de un objeto del Célculo, pretendido por el curriculo
de cierto nivel educativo, respecto del significado pretendido, para esa misma nocién
matematica, por el curriculo de los futuros profesores de matematicas? ¢Cdomo
contribuye el significado, de cierto objeto del Calculo, pretendido por el curriculo de
los futuros profesores de mateméticas, en la gestion que éstos realizan de los
aprendizajes de sus estudiantes? ¢Como lograr que los significados pretendidos, para
las nociones del Célculo, por los curriculos de estudiantes y futuros profesores sean
representativos del significado holistico de referencia?

2.3. Estudios sobre los significados personales

Uno de los aspectos que ha sido mas investigado, aungue no agotado, al seno del EOS,
es la determinacion (evaluacién) de los significados que tiene un sujeto (significados
personales de los estudiantes o profesores) sobre las nociones matematicas del Calculo
(ver por ejemplo, Font, 1999; Ramos, 2005; Garcia, 2008; Grijalva, 2008; Montiel,
Wilhelmi, Vidakovic y Elstak, 2009; Santi, 2011; Pino-Fan, Godino y Font, 2013a;
Pino-Fan, Godino y Font, 2013b; Pino-Fan, Godino y Font, 2015; Soto, 2014; Gordillo,
2015; Branchetti, 2016; etc.). En dichas investigaciones, se ha hecho uso de las dos
maneras en que, basicamente, es concebido el significado de un objeto matematico: 1)
desde una perspectiva pragmatica-antropologica, que atiende a la relatividad del
contexto (o sistemas de practicas matematicas) en el que los objetos matematicos son
usados, es decir, como emergentes de los sistemas de practicas (institucionales o
personales); 2) en términos de una funcién semiotica. En Pino-Fan, Guzman, Font y
Duval (2016; 2017), se da evidencia de que estas dos maneras de concebir los
significados de los objetos matematicos, son complementarias.

Asi, para el andlisis de los significados personales sobre cierta nocién del Calculo, el
EOS propone bésicamente tres herramientas analiticas. La primera son las préacticas
matematicas. En el EOS, la nocion de sistema de practicas juega un papel central para la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas; Godino y Batanero (1994) la definen
como “toda actuacion o manifestacion (linguistica o no) realizada por alguien para
resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucion, validar la solucion y
generalizarla a otros contextos y problemas” (p. 334). Font, Godino y Gallardo (2013)
lo sefialan de la siguiente manera: ‘“Nuestra propuesta ontoldgica se deriva de la
practicas matematicas, siendo éstas el contexto basico en la que los individuos obtienen
su experiencia y de las cuales los objetos matematicos emergen. Consecuentemente, el
objeto adquiere un estatus derivado de las practicas que le preceden” (p. 104). En
términos operativos, este primer nivel de analisis (practicas matematicas) es un analisis
que podria verse como “mas global”, y de lo que se trata es de describir en términos
generales las actuaciones de los sujetos —lo que hacen para resolver un problema, sin
emitir juicios de valor— (Godino, 2009; Pino-Fan, Guzman, Font y Duval, 2017).

La nocién de “sistema de practicas™ es util para ciertos analisis de tipo macrodidactico,
particularmente cuando se trata de comparar la forma particular que adoptan los
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conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales, contextos de uso o
Jjuegos de lenguaje. Para un analisis mas “fino” de la actividad matematica, en el EOS se
propone una segunda herramienta analitica, la configuracion ontosemiotica cognitiva
(Figura 2), la cual ha sido descrita en casi todos los trabajos sobre el EOS. Pero, ¢c6mo
se utiliza la “herramienta”? Una vez se haya descrito en términos generales la practica
matematica de un sujeto, y considerando que los objetos matematicos son intervinientes
y emergentes en dichas practicas, se debe identificar los objetos matematicos primarios
(elementos linglisticos, conceptos/definiciones, proposiciones/propiedades,
procedimientos y argumentos) y sus significados (por supuesto, atendiendo al contexto
en que son usados), movilizados a propdsito de la resolucion de cierto problema.

Situacion
Problema

sobre el objeto
del Calculo

Practica
matematica

Elementos
Linguisticos

Figura 2. Configuracidn ontosemidtica parcial

Aqui, merece la pena hacer una pausa para aclarar algo en relacion a las configuraciones
ontosemioticas (epistémicas y cognitivas) que, aparentemente en el EOS esta resuelto,
pero que en lo personal he tenido que aclarar en muchas ocasiones por las dudas que ha
generado en las personas con las que colaboro (colegas de diversas universidades y
estudiantes de postgrado). Yo le llamo, en términos rusticos, el paso del hexagono
(configuraciones ontosemiéticas epistémicas) al pentagono (configuraciones
ontosemidticas cognitivas). Ambas son una mirada parcial de la nocién de
configuracién ontosemiotica propuesta por el EOS. Y es que la misma “herramienta
analitica”, la configuracion ontosemiotica, al mirarse desde las perspectivas
institucional y personal, puede ser representada por medio de un “hexagono” (Figura 1)
o un “pentagono” (Figura 2), respectivamente. Esto es asi debido a que cuando se llevan
a cabo estudios como los presentados en las secciones 2.1y 2.2, sobre la identificacién
y caracterizacion de los significados (holistico de referencia o pretendidos por el
curriculo), de los objetos matematicos, uno de los elementos que es muy relevante y
fundamental de caracterizar, son las tipologias de problemas (los cuales son de distinta
naturaleza de acuerdo al significado parcial de determinado objeto matematico que se
esté trabajando). Estas tipologias de problemas (junto con los otros elementos de la
configuracién a la que pertenecen) quedan como referencia para luego elegir cuéles
adaptar, para su ensefianza, dependiendo del significado que se quiera movilizar.

En cambio, en el &mbito escolar, cuando se trata de analizar los significados personales
de los sujetos, usualmente a éste se le proponen problemas o tareas, las cual resuelve.
Por lo tanto, el sujeto pone en juego, como parte de su practica matematica, elementos
lingliisticos, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumentos, pero
dificilmente propone nuevos tipos de problemas que necesiten ser caracterizados (ver
Figura 3).
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Ademas, cada uno de los objetos matematicos primarios pueden ser considerados desde
distintas facetas o dimensiones duales: personal—institucional, unitario—sistémico,
expresion—contenido, ostensivo—no ostensivo y ejemplar-tipo. Godino, Font, Wilhelmi
y Lurduy (2011) sefialan que tanto estas dualidades como los objetos matematicos
primarios, pueden ser analizados desde una perspectiva proceso—producto, lo que
conlleva a los siguientes  procesos: institucionalizacion—personalizacion,
generalizacion—particularizacion, descomposicion o analisis—composicion o reificacion,
materializacion—idealizacion, representacion—significacion.

’ ,/ Configuraciones % \
Epistémicas \
(CE) \
asociadas a los

significados
parciales de
\ ~ . /
\ referencia ’
\ /7

\ 4 Pricticas
T

& i L
z 3‘@ Lenguajes %
\ & < 1
\ § % !
kg < /]
} g 2 ’
\ &‘e G 7
o . /
Configuraciones A & ’
Cognitivas 2 § S
: 2 § ’,
parciales % S .

asociadas a los
C e N
significados Vi
personales =3
Pricticas

Figura 3. Relacion entre las configuraciones epistémicas y cognitivas

La tercera “herramienta” es la funcion semiética. De acuerdo con Hjemslev (1943) y
Eco (1976), una funcién semioética es la correspondencia o relacién de dependencia (o
funcién) que es establecida por un sujeto (persona o institucion) entre un antecedente
(expresion, significante) y un consecuente (contenido o significado), de acuerdo con un
criterio o codigo de correspondencia (reglas, habitos, convenios...). ElI contenido (o
consecuente) de una funcién semidtica, y por lo tanto el significado, pueden ser un
objeto personal o institucional, unitario o sistémico, ostensivo o0 no ostensivo (Godino,
Batanero y Font, 2007); asi mismo, este objeto puede ser un elemento linguistico, una
definicion, una proposicion, un procedimiento, un argumento o un problema (Godino,
Font y Gallardo, 2013). De acuerdo con la semiotica de Peirce (1978) el enfoque onto-
semidtico asume que tanto la expresion (antecedente de una funcion semiética) como el
contenido (consecuente de una funcion semidtica) puede ser cualquier tipo de entidad.

Las investigaciones que realizan andlisis cognitivos para determinar los significados
personales de los sujetos, siempre intentan refinar el tipo de analisis llevados a cabo.
Asi, por ejemplo, en Pino-Fan, Godino y Font (2016) se ejemplifica como analizar y
caracterizar los objetos matematicos primarios, sus significados y los procesos
involucrados, en el desarrollo de practicas matematicas sobre derivadas.

Del mismo modo, con la finalidad de realizar anélisis cognitivos mas finos que permitan
organizar el tipo de representaciones utilizadas por los sujetos en sus practicas
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matematicas, en Pino-Fan, Guzman, Font y Duval (2015; 2017), se presenta un estudio
de “networking of theories” entre la Teoria de los Registros de Representacion
Semioticos y el Enfoque Onto-Semiotico, en el cual analizan de manera pormenorizada,
la préactica matematica desarrollada por una estudiante para profesor de matematicas, a
propdsito de una tarea sobre la derivabilidad de la funcién valor absoluto. En este
estudio se utilizan las tres herramientas del EOS antes descritas y se muestra que las dos
maneras de concebir los significados de los objetos matematicos, dentro del EOS, son
complementarias. Como resultado del estudio, los autores proponen una metodologia
que vincula las concepciones teoricas (y por ende las herramientas analiticas) de ambas
perspectivas teoricas, iniciando asi, una nueva linea de investigacion por explorar. En
esta misma direccion, la tesis doctoral de Amaya (2016) presenta un estudio sobre los
conocimientos que tienen y que requieren los profesores cuando se enfrentan a
problemas que requieren realizar transformaciones de las representaciones de la nocion
de funcion (ver también el trabajo de Amaya, Pino-Fan y Medina, 2016).

Otra linea de investigacion la abre el trabajo de Drijvers, Godino, Font y Trouche
(2013) en el que, a partir del andlisis de la préactica matematica que realiza una
estudiante con el apoyo de la tecnologia (calculadora graficadora) para resolver una
tarea sobre familia de funciones, se hace un “networking” entre el EOS y la Teoria de la
Génesis Instrumental. Dicho estudio es un gran esfuerzo tedrico realizado con la
finalidad de contar con nociones tedrico-metodolégicas que permitan obtener
informacién rica sobre como comprenden o construyen sus conocimientos los
estudiantes, cuales son las précticas matematicas alternativas que utilizan para resolver
cierta tarea, etc., cuando dichas practicas contemplan el uso de la tecnologia. Aun se
deberan realizar varios estudios para aproximarnos a dar respuesta a los aspectos que se
acaban de comentar.

Otro estudio que abre interesantes lineas de investigacion, es el trabajo de Font,
Trigueros, Badillo y Rubio (2016), el que realiza otro estudio de vinculacion de teorias,
entre la teoria conocida por sus siglas en inglés como APOS y el EOS. Este estudio
muestra complementariedades entre ambas perspectivas teoricas, las cuales dan pautas
para la realizacién de analisis mas detallados, atendiendo a la naturaleza de los objetos
matematicos, que permiten entender los procesos de ensefianza y sobre todo de
aprendizaje de las nociones matematicas (concretamente los autores se centran en los
‘esquemas’ de la derivada). Este tipo de estudios permite tener un panorama mas amplio
de lo que sucede con la comprension sobre un objeto matematico de, por ejemplo, los
estudiantes de una clase, lo cual le da cierto “plus” por sobre los estudios cognitivos de
tipo “microscopicoS” que son habituales en las investigaciones del grupo EOS (ver por
ejemplo, las conclusiones de Pino-Fan, 2014; y los trabajos de Pino-Fan, Godino y Font,
2016; Pino-Fan, Guzman, Font y Duval, 2017).

3. Consideraciones finales

En este trabajo se ha presentado un pequefio recorrido por las investigaciones que han
desarrollado los miembros de la comunidad de investigacion del EOS sobre Didéactica
del Calculo. Al mismo tiempo se han presentado, y clarificado algunos aspectos, de las
herramientas analiticas del EOS, que frecuentemente son utilizadas para, y que han
permitido, el desarrollo de tales investigaciones. Por supuesto, la limitacion de espacio
en este documento es un factor que nos hizo “resumir” los desarrollos que se vienen
dando desde 1994 (afio del planteamiento del EOS) respecto del tema de nuestro interés.
Asi, desde luego, la intencién aqui no ha sido el presentar de manera exhaustiva todas
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las investigaciones sobre didactica del Calculo, ni todas las herramientas teorico-
metodologicas del EOS que se podrian utilizar para el desarrollo de nuevas
investigaciones. Por ejemplo, trabajos como el de Soto (2014), en el cual se estudia el
acoplamiento entre los significados institucionales de referencia, los significados
efectivamente implementados por los docentes, los significados evaluados y los que
efectivamente logran los estudiantes sobre un objeto matemaético (en dicho trabajo se
aborda la integral definida), he tenido que dejarlos para un trabajo posterior.

En lugar de ello se optd por brindar un panorama de la situacion actual de la
investigacion sobre didactica del Calculo, para lo cual se seleccionaron las
investigaciones que, desde mi punto de vista, han sido més representativas por el tipo de
aportes que han realizado.

Como parte de la discusion, fue posible identificar y dar a conocer algunas lineas
abiertas de investigacion que podrian reorientar el centro de atencion de las
investigaciones futuras al seno de nuestra comunidad EOS. Otra linea de accion que se
ha venido trabajando fuertemente desde el 2009, y que no ha podido ser tratada aqui por
razones de espacio, esta relacionada con el tipo de conocimientos y competencias
didactico-matematicas que requiere el profesorado para la gestion de los aprendizajes de
sus estudiantes sobre las nociones del Célculo (e.g., Amaya, 2016; Branchetti, 2016;
Pino-Fan, 2014; Pino-Fan, Godino y Font, 2015; Pino-Fan, Assis y Castro, 2015; Pino-
Fan, Godino y Font, 2016; Breda, Pino-Fan y Font, en prensa), y aunque hay muchos
desarrollos al respecto, aun falta mucho por hacer. Por ejemplo, la relacion entre los
conocimientos y competencias didactico-matematicas del profesor, y los aspectos
sefialados como lineas abiertas de investigacion en las secciones 2.1, 2.2, 2.3, es algo
que deberia ser explorado.

Por ultimo, debo sefialar que mas investigaciones sobre didactica del calculo en donde
se ponen en uso las nociones tedrico-metodoldgicas del EOS, pueden encontrarse en el
trabajo de Badillo, Trigueros y Font (2015).
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