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Resumen

Primeramente, se reflexiona sobre la nocion de proceso y sobre la diversidad de procesos y
de términos para nombrarlos. Se entiende por proceso una secuencia de acciones realizada
para conseguir un objetivo. Con relacion a la diversidad de procesos, se ha optado por
considerar una lista de procesos agrupados por un aire de familia, los cuales se clasifican en
procesos y megaprocesos. En la segunda parte, se consideran los 16 procesos asociados a
las configuraciones de objetos y a las facetas duales propuestas por el Enfoque
Ontosemidtico (EOS) y se ponen algunos ejemplos. Estos 16 procesos dan origen a un
grupo de familias de procesos que, metaféricamente, se pueden considerar como una base
vectorial en la que se descomponen los procesos que se quieren estudiar. Dicha
descomposicion se ejemplifica para los procesos intuitivos. En la tercera parte, se resumen
algunas investigaciones realizadas en el marco del EOS sobre diferentes procesos.
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Abstract

We firstly reflect on the notion of process, the diversity of processes and the different terms
used to name them. A process is understood as a sequence of actions performed to achieve
a goal. In relation to the diversity of processes, we decided to consider a list of processes
grouped by a family relationship, which are classified in processes and mega-processes. In
the second part, we consider the 16 processes associated to the object configurations and
the dual facets proposed by the Onto-semiotic Approach (OSA), and we give some
examples. These 16 processes give rise to a group of families of processes that,
metaphorically, can be considered as a vector base in which the processes to be studied are
decomposed. Such categorization is exemplified for intuitive processes. In the third part we
summarize some researches on different processes carried out under the OSA framework.

Keywords: mathematical processes, mathematical practice, onto-semiotic approach
1. Algunas consideraciones sobre el término proceso matematico

El término proceso tiene diferentes acepciones en el diccionario de la Real Academia
Espafiola , entre las cuales queremos destacar las siguientes: el concepto hace referencia
a la accion de ir hacia adelante, al transcurso del tiempo, al conjunto de las fases
sucesivas de un fenomeno natural o de una operacion artificial.

Tal como se sefiala en Font, Rubio, Giménez y Planas (2009), en las ultimas décadas se
ha producido a nivel internacional un “giro procesual” en el disefio de curriculos de
matematicas. Dicho giro ha significado pasar de concebir curriculos de matematicas
cuyos objetivos eran el aprendizaje, sobre todo, de conceptos, a pensar en curriculos
cuyos objetivos son el aprendizaje, sobre todo, de procesos. Este giro se ha producido,
entre otras razones, debido a que las matematicas actualmente se ven como una ciencia
en la cual el método domina claramente sobre el contenido. Por esta razon, en las
ultimas décadas se ha dado una gran importancia al estudio de los procesos
matematicos, en particular los procesos de resolucién de problemas y modelizacién.

Font, V. y Rubio, N. V. (2017). Procesos matematicos en el enfoque ontosemiético. En J. M. Contreras,
P. Arteaga, G. R. Cafiadas, M. M. Gea, B. Giacomone y M. M. Lépez-Martin (Eds.), Actas del Segundo
Congreso International Virtual sobre el Enfoque Ontosemidtico del Conocimiento y la Instruccion
Matematicos. Disponible en, enfogueontosemiotico.ugr.es/civeos.html
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Podemos observar este giro procesual, entre otros, en los Principios y Estandares del
Nacional Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000), donde se propone el
aprendizaje de los siguientes procesos: resolucion de problemas, razonamiento y prueba,
comunicacion, conexiones y representacion. El giro procesual que estamos comentando
estd presente en los curriculos actuales de muchos paises ya que, actualmente, hay una
tendencia hacia curriculos basados en procesos y competencias.

Este giro curricular hacia los procesos y las competencias plantea la demanda de
investigar su desarrollo y evaluacién en los procesos de instruccion. Un buen indicador
de la investigacion realizada en Espafia sobre esta tematica son las comunicaciones y
ponencias presentadas a los simposios de la Sociedad Espafiola de Investigacion en
Educacién Matematica (SEIEM). En la revision que se hace en Font (2011) de dichas
comunicaciones y ponencias para el nivel de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (12-
16 afnos), se observa que las investigaciones no se han preocupado por desarrollar un
marco tedrico general sobre procesos matematicos, sino que se han dedicado a realizar
investigaciones concretas sobre determinados procesos, en especial sobre
argumentacon, generalizacion y resolucion de problemas. En las investigaciones citadas
en Font (2011) no hay una definicion de proceso asumida mayoritariamente y los
procesos particulares se nombran con términos diferentes.

Otra caracteristica que se observa en la investigacion sobre procesos es que éstos se
suelen descomponer en otros procesos. Por ejemplo, en la Teoria de la Educacién
Matematica Realista se considera el proceso de modelizacion, el cual se descompone en
dos subprocesos: matematizacion horizontal y vertical. La matematizacion horizontal,
Ileva del mundo real al mundo de los simbolos y hace posible el tratar matematicamente
un conjunto de problemas. En este subproceso son caracteristicos los siguientes
procesos: 1) identificar las matematicas en situaciones problemas; 2) esquematizar; 3)
formular y visualizar un problema de varias maneras; 4) descubrir relaciones y
regularidades; 5) reconocer aspectos isomorfos en diferentes problemas; 6) transferir un
problema real a uno matematico; 7) transferir un problema real a un modelo matematico
conocido. Una descomposicidn similar se tiene para la matematizacion vertical.

Hay un hecho relevante de tipo empirico, observable tanto en la investigaciéon en
educacion matematica como en los curriculos oficiales. Nos referimos: 1) a la
diversidad de conceptualizaciones del término proceso matematico; 2) a la
caracterizacion de un proceso mediante su descomposicion en otros procesos; y 3) a la
diversidad de procesos y de términos para nombrarlos.

2. Los procesos en el Enfoque Ontosemiotico

Si bien hay diversidad de conceptualizaciones del término proceso matematico, hay
algunas caracteristicas que son comunes a muchas de ellas, como son la idea de
concatenacion y de tiempo. En el Enfoque Ontosemiotico (EOS) (Godino, Batanero y
Font, 2007; Font, Godino y Gallardo, 2013) se considera que un proceso matematico es
lo que podemos inferir que ha causado una cierta respuesta a una demanda dada. Es una
secuencia de acciones que es activada o desarrollada, durante un cierto tiempo, para
conseguir un objetivo, generalmente una respuesta (salida) ante la propuesta de una
tarea matematica (entrada).

Con relacion a la caracterizacion de un proceso mediante su descomposicion en otros
procesos, en el EOS se ha considerado conveniente pensar en procesos mas complejos
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(megaprocesos) y procesos mas basicos. Ejemplos de megaprocesos son la resolucion
de problemas y la modelizacion.

Con relacion a la diversidad de procesos y de términos para hombrarlos, es un hecho
que hay una gran diversidad de procesos y que, ademéas, muchos de ellos parecen
sugerir ideas similares. Los procesos pueden aparecer con una cierta acepcion dentro de
un marco teorico, como es el caso del EOS que aqui nos ocupa; pero también aparecen
en otros marcos tedricos y en documentos curriculares. Una opcién que en el EOS ha
permitido avanzar en esta diversidad de procesos ha sido: 1) diferenciar entre practica,
procedimiento y proceso; 2) distingir entre procesos y megaprocesos; y 3) agrupar los
procesos por aire de familia (Wittgenstein, 1953).

2.1. Practica, procedimiento y proceso

Para distinguir entre préctica, procedimiento y proceso, consideremos la activdad
matematica realizada para resolver la tarea siguiente:

£ (x X2 —3x + 2
Calcular la derivada de la funcién 3x—4

Para resolverla, el estudiante debe de realizar una secuencia de acciones (sujetas a reglas
matematicas) tales como: a) leer y entender el enunciado de la tarea, b) calcular la
derivada aplicando una serie de pasos que se derivan de la regla de la derivada de un
— - — J— 2 J—
£(x) = (2x—3)-3x—4) —3(x* —3x+2)

cociente de funciones: (Bx—4)?

A esta serie de pasos (derivar el numerador, multiplicar por el denominador sin derivar,
etc.) que nos dicen a priori como se deben de hacer las cosas, en el EOS se le llama
procedimiento (también se podrian considerar otras acciones, como la simplificacion de
la expresion obtenida). A este conjunto de acciones realizadas es lo que se llama
practica y a los pasos que nos dicen a priori como se debe de realitzar dichas acciones se
le Ilama procedimiento.

Por ultimo, si el estudiante realiza muchos calculos similares llegard un momento en
que podré realizar este tipo de célculos sin tener que poner mucha atencién en cdmo
hacerlo. En este caso, podemos hablar de un proceso de automatizacion, en el sentido de
que el alumno puede realizar este tipo de practicas sin necesidad de mucha atencién y
reflexion sobre lo que esta haciendo.

En las clases de matematicas, sobre todo en primaria y secundaria, se presenta a los
alumnos muchos procedimientos. Por ejemplo, en aritmética, multiplicacion, division,
resta, etc.; en geometria, procedimientos de construccion (mediatriz, etc.). Dichos
procedimientos se practican en clase con la finalidad de que no exijan después muchos
recursos atencionales. En nuestra opinion, en lugar de considerar un proceso de
multiplicacién, otro de division, otro de construccion de una mediatriz, etc. es mas
conveniente agruparlos todos en un solo proceso que se puede llamar algoritmizacion,
mecanizacion (en el sentido de repeticion), automatizacion, etc. Este hecho hace que un
proceso como el de mecanizacion se pueda considerar como la realizacion repetida de
un procedimiento sin la necesidad de dedicar muchos recursos atencionales.

Tal como se han caracterizado los términos de practica y de proceso, se genera el
problema de un solapamiento entre ambos constructos. En el EOS, en lugar de
prescindir de uno de ellos se ha decidido mantener a los dos para poder realizar una
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mejor descripcion de la actividad matematica. Dicha descripcion se realiza en tres fases,
primero se hace una narracion (se cuenta una historia) matematica de la actividad
realizada (se trata de un discurso en términos de practicas matematicas), en este discurso
aparecen ciertos “personajes” (alguna propiedad, notacidén, etc.) que son objetos
primarios. En una segunda fase, se hace un andlisis mas exhaustivo de los objetos
primarios usados o emergentes en las practicas descritas, con lo cual aparecen muchos
otros “personajes secundarios” que no han aparecido en la descripcion de las practicas
de la primera fase (se trata de una mirada estética sobre los objetos primarios de la
configuracién activada en las préacticas). Dado el solapamiento comentado entre
practicas y procesos, en el discurso sobre las précticas realizadas ya se hallan algunos
procesos, los cuales, en una tercera fase, se pueden complementar aplicando la dualidad
proceso-producto a los objetos primarios y, por Gltimo, pensando en otros procesos que
no aparecen facilmente en el discurso de las practicas de la primera fase (por ejemplo,
procesos metacognitivos, de generalizacion, de significacion, etc.).

La opcion que se acaba de presentar de no reducir el termino practica al de proceso (o
viceversa), tal como se ha dicho antes, se toma para poder realizar una mejor
descripcion de la actividad matematica. El discurso sobre practicas se enfocaria mas
hacia las matematicas, mientras que el discurso sobre procesos tendria un foco mas
cognitivo. De esta manera, manteniendo la autonomia entre ambas nociones,
consideramos que se consigue una mejor descripcion de la actividad matemaética
realizada.

Con relacion a esta opcion se puede objectar que queda pendiente cuél de las dos
nociones es mas basica. No entraremos en esta cuestion aqui, ya que consideramos mas
operativo mantener la autonomia de ambas nociones. Pero es plausible pensar en una
teoria que tome como categoria basica la nocion de proceso y derivar a partir de ella la
nocion de préactica, como es el caso la Teoria General de Procesos (TGP) (Vasco, 2014),
desarrollada en Colombia por un grupo de investigadores dirigido por Carlos Vasco.

2.2. El grupo de los 16 procesos basicos derivados de los constructos del EOS

En la Figura 1 se sintetiza una parte de las nociones tedricas propuestas por el EOS.

INSTITUCICNAL

INSTITUGIONALIZACION

PERSONAL

Figura 1. Modelo ontosemi6tico de los conocimientos matematicos. Fuente: Font,
Planas y Godino (2010)
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En este enfoque la actividad matematica ocupa el lugar central y se modeliza en
términos de sistema de préacticas. De las practicas emergen los distintos tipos de objetos
primarios matematicos, que estan relacionados entre si formando configuraciones
(hexagono). Por ultimo, los objetos primarios que intervienen en las practicas
matematicas y los emergentes de las mismas, segun el juego de lenguaje (Wittgenstein,
1953) en que participan, pueden ser consideradas desde las diferentes maneras de “estar
participando”, las cuales se agrupan en facetas o dimensiones duales (decagono).

Tanto las dualidades como los objetos primarios de la configuracién se pueden analizar
desde la perspectiva proceso-producto, lo cual nos lleva a los 16 procesos que se
recogen en la Figura 1. Es decir, si en el analisis de la actividad matematica podemos
identificar y segregar un objeto primario de la linea del movimiento al que pertenece,
por ejemplo una representacion, quiere decir que podremos encontrar un intervalo de
tiempo en el que hay un inicio cuyo final es este objeto primario; y podemos considerar
como un proceso de representacion el que se ha realizado en este intervalo de tiempo.
Por ejemplo, consideremos la siguiente transcripcion de una clase sobre la mediatriz con
alumnos de 11 afios correspondiente a 37 segundos.

Profesora: (...) a ver, si yo hago una linea de esta manera, /esto es un segmento?

Alumnos: no B
Profesora: no, ;por qué no es un segmento?
Alumna: porque es una linea por un lado abierta y un segmento tiene que tener un punto donde...

Profesora: a ver, esto es una linea recta que no tiene ni principio ni fin. Yo la alargo por donde
quiero. Y un segmento lo tengo que...

Alumnos: cerrar...

Profesora: que cerrar, le tengo que poner un origen y un final. Entonces aqui va el segmento.

—“+—

A este segmento lo puede llamar origen Ay tal,

-+t

A B

—
lo puedo llamar segmento AE, ¢ de acuerdo?, ;estais de acuerdo?

Por una parte, podemos considerar que hay un proceso de representacion durante estos
37 segundos vy, por otra parte, podemos identificar y segregar un objeto primario de la
linea del movimiento al que pertenece; es decir podemos segregar un objeto prir11_§1rio
correspondiente a la categoria lenguaje, en concreto la representacion simbolica AE de
un segmento. Entre la entrada (la pregunta de la profesora ¢esto es un segmento) y la
salida (la representacion simbdlica AE) podemos considerar que se ha producido un
proceso de representacion.

Los 16 procesos de la Figura 1 forman una primera lista de procesos que se derivan de
los constructos tedricos del EOS (configuracion de objetos primarios y facetas duales).
Ahora bien, en ella no se pretende incluir a todos los procesos implicados en la
actividad matematica, ni siquiera a los mas importantes, entre otros motivos porque
algunos de ellos (por ejemplo, el proceso de comprension, el de resolucion de
problemas o el de modelizacion) méas que procesos son hiper 0 megaprocesos.
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De momento tenemos la practica matematica, la configuracion formada por seis objetos
primarios (problema, argumento, definicién, propiedad, proposicion, y representacion) y
una lista de 16 procesos (derivados de la configuracion de objetos primarios y facetas
duales) como herramientas para el anaL.isis de la actividad matematica.

Dada una tarea — si bien el analisis de la actividad matematica necesaria para su
resolucion necesita para ser descrita, ademas de las précticas, muchos procesos S Y
objetos (por ejemplo, en la transcripcion anterior, ademas del objeto primario AE
tenemos, entre otros, el objeto primario representacion grafica del segmento) — podemos
considerar que, segun el contexto, se puede priorizar un solo proceso considerado el
principal. En Font, Rubio y Contreras (2008), se ponen ejemplos de esta priorizacion, de
los cuales reproducimos aqui algunos (Figura 2). La primera columna es la tarea
presentada a los alumnos (entrada), la tercera columna seria el resultado de la accion del
sujeto, su respuesta (salida). La segunda columna seria el proceso que ha permitido
pasar de la entrada a la salida.

Entrada Procesos Salida

Puentes de Konigsberg: Dos islas en el
rio Pregel que cruza Konigsberg se unen
entre ellas y con la tierra firme mediante
siete puentes. ¢ Es posible dar un paseo
empezando por una cualquiera de las
cuatro partes de tierra firme, cruzando
cada puente una sola vez y volviendo al
punto de partida? AR

@x:://\\\;dt x—
I

Idealizacién El problema anterior se puede
trasladar a la siguiente pregunta:
¢se puede recorrer el dibujo
terminando en el punto de
partida sin repetir las lineas?

Circunferencia con centro (0, 0) y radio | Representacion y
r.
X2 + yZ: r2

Descomposicion Interpretamos el limite como el
fx+h)- ) valor al cugl se aproximan _If;\s
lim——— tasas medias de variacion
h—0

fx+h)- f®) cuando h— 0, y

h
después focalizamos nuestra
atencion en esta clase.

Figura 2. Ejemplos de algunos procesos asociados a las configuraciones y a las facetas
duales. Fuente: Font, Rubio y Contreras (2008)

2. 3. Megaprocesos

En el EOS se consideran procesos (por ejemplo, los 16 de la Figura 1) y megaprocesos
(por ejemplo resolucion de problemas o modelizacién). Existe un consenso amplio en
considerar que, tanto la resolucion de problemas como la modelizacion, son
megaprocesos, pero dicho consenso no es claro para otros procesos. Una manera de
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investigar sobre los megaprocesos es estudiar su relacion con los procesos mas basicos
que los componen. La consideracion de un proceso como un megaproceso es algo sobre
lo que no hay consenso. Por otra parte, de la misma manera que los megaprocesos, un
proceso se puede considerar formado, a su vez, por otros procesos.

2.4. Aire de familia en los procesos y lista de procesos

Otra opcidn que se toma en el EOS, para organizar la reflexion sobre los procesos, es
pensar en términos de grupos de procesos que tienen un aire de familia entre ellos. Los
procesos agrupados en una familia tienen alguna caracteristica en comun si los
comparamos dos a dos, pero quizas no haya ninguna caracteristica comun a todos ellos.
Por ejemplo, entre demostrar, justificar, argumentar, explicar, etc. hay muchas
diferencias, pero también podemos encontrar un aire de familia entre todos ellos, lo cual
hace razonable que a veces los tratemos como un grupo.

Ademas de agrupar los procesos en familias que tiene un parecido, cada uno de estos
procesos también se puede considerar como una familia. Por ejemplo, el proceso de
demostracion lo podemos considerar como un miembro de una familia en la que estan
también la argumentacion o la justificacion. Pero, a su vez, hay muchos tipos de
procesos de demostracion (reducciédn al absurdo, induccion completa, razonamiento por
elemento genérico, etc.).

De esta manera se puede generar una lista no cerrada de procesos. Esta lista comienza
con los 16 procesos dervados de la Figura 1. Dado un nuevo proceso o bien se agrupa en
una familia con uno de los 16 procesos o bien genera una nueva familia. En esta lista,
algunas de las familias se pueden considerar magaprocesos (por ejemplo, la resolucién
de problemas).

2.4. Relacion entre procesos

En el EOS, para el estudio de un determinado proceso se considera util la metafora de la
base vectorial. La mirada que permite dicha metafora, consiste primero en situar el
proceso que nos interesa en el centro de la Figura 1 para relacionarlo con los procesos
de comunicacién, enunciacion, definicion, argumentacion y algoritmizacion y los
procesos relacionados con las diferentes miradas que posibilitan las facetas duales
(institucionalizacion ~ /  personalizacion;  generalizacion /  particularizacion;
descomposicion / reificacién; materializacion / idealizacion; representacion/
significacion). En Font (2007) se aplica dicha técnica a los procesos metaforicos, en
Malaspina (2008) y Malaspina y Font (2010) a los procesos intuitivos, en Godino y Font
(2010) y en Font y Rubio (2016) al proceso de representacion, en Godino, Cajaraville,
Fernandez y Gonzato (2012) a los procesos de visualizacion y en Sala (2016) a los
procesos creativos.

Por ejemplo, en Malaspina (2008) y Malaspina y Font (2010) se utiliza la metafora
vectorial, en la que el proceso intuitivo es un vector con tres componentes (alguna de
ellas podria ser “cero” en determinados casos), en la que las tres componentes son
procesos que pertenecen al grupo de los 16 procesos considerados en el EOS:

Intuicion = (idealizacion, generalizacion, argumentacién)
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INTUICION

NO OSTENIIVO
EXTENSIVO

OENERALIZACION

a RESULTADOS
MO OSTEMSIVO ARGUMENTACION

CQSTENSIVO

IDEALIZACION

EXTENSIVO

INTENSIVO

Figura 3. Componentes de la intuicion. Fuente: Malaspina (2008)

Con este esquema (Figura 3), se visualiza que la intuicion actla sobre ideas matematicas
universales (que estan presentes por medio de sus ostensivos asociados), para llegar a
resultados que se consideran verdaderos sin (o casi sin) una argumentacién explicita. De
hecho, las diferentes maneras de entender la intuicion difieren en el énfasis que dan a
cada una de las tres componentes del “vector intuicion”.

3. Investigaciones sobre procesos en el marco del EOS

En el marco del EOS se han realizado numerosas investigaciones que se han interesado
por la dialéctica entre significados personales e institucionales. En estas investigaciones
se focaliza la atencion, sobre todo, en los procesos de personalizacion e
institucionalizacion y también en el de significacion.

Con relacion al proceso de significacion, en el EOS ante una pregunta como, por
ejemplo, ¢cual es el significado de f ’(x)? se considera que una respuesta razonable es:
f ’(x) es un simbolo que cualquier persona con unos minimos conocimientos de célculo
diferencial, conoce como una notacién que representa a la funcion derivada y esta
persona, a su vez, conoce su definicion. Por tanto, es razonable concluir, de entrada, que
el significado de f ’(x) es la definicion de funcion derivada. Esta concepcién, se puede
considerar como una manera “elemental” de plantear el problema. Desde este punto de
vista, para especificar el significado de f ’(x) basta dar una definicion.

Si entendemos el significado como una definicion, nos podemos preguntar en qué
consiste la comprension de una definicién. Nuestra respuesta es que para comprender la
definicion, un alumno tiene que activar una trama de funciones semidticas como la
descrita en Font y Contreras (2008) para la definicion de funcién derivada.

Otra posible manera de afrontar el problema es hacerlo en términos de comportamiento.
Desde este nuevo punto de vista, conocer las cualidades de un objeto equivale a conocer
su comportamiento posible, o sea, el conjunto de relaciones predicables de él. Desde
esta perspectiva el significado de un objeto matematico se debe entender en términos de
lo que se puede hacer con él. Esta concepcion, que se puede considerar pragmatista, nos
da una perspectiva “sistémica” ya que se considera que el significado, por ejemplo, de
f ’(x) es el conjunto de practicas matematicas en las que el uso de esta expresion (u otras
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que se consideran equivalentes) es determinante para su realizacion. En el marco del
EOS se ha profundizado sobre la mirada sistémica de los objetos matematicos y su
significado, introduciendo la idea de significados parciales y su descripcion en términos
de précticas y configuraciones de objetos primarios activados en dichas practicas. Esta
mirada compleja se ha aplicado a diferentes objetos matematicos, en particular en Pino,
Godino y Font (2011) para la derivada.

Lo que en los planteamientos filosoficos de tipo platonista se considera un objeto
matematico con existencia independiente de las personas (por ejemplo, la derivada), en
el EOS (Font, Godino y Gallardo, 2013) se explica como un objeto secundario complejo
que emerge de las distintas maneras de ver, hablar, operar, etc. globalmente
(holisticamente) sobre los objetos primarios de diferentes configuraciones. Dicho en
otros términos, este objeto seria el contenido al que se refiere o indica globalmente,
explicita o implicitamente, el par (practicas matematicas, configuracion epistémica de
objetos primarios activada en dichas précticas).

Por ejemplo, para el objeto (secundario) matematico derivada, Pino, Godino y Font
(2011) caracterizan su complejidad mediante nueve configuraciones epistémicas : 1)
tangente en la matematica griega; 2) variacion en la edad media; 3) métodos algebraicos
para hallar tangentes; 4) concepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) ideas
intuitivas de limite para el calculo de maximos y minimos; 6) métodos infinitesimales
en el célculo de tangentes; 7) célculo de fluxiones; 8) célculo de diferencias y, 9)
derivada como limite.

Si entendemos el significado como uso, diremos que una persona comprende, entiende,
sabe, etc. el significado de f ’(x) cuando lo usa de manera competente en diferentes
practicas matematicas. Desde esta perspectiva sistémica, un sujeto comprende el
significado de f’(x) cuando realiza practicas correctas en las que ha de poner en
funcionamiento diferentes significados parciales de la derivada (como limite del
cociente incremental, como pendiente de la recta tangente a la grafica de f, como
velocidad instantanea, etc.).

En el EOS también se han realizado investigaciones que tienen relacion con otros
procesos. Resumimos brevemente algunas de estas Ultimas.

3.1. Proceso de representacion

En Godino y Font (2010) y Font y Rubio (2016) se reflexiona sobre el proceso de
representacion a partir de situarlo en el centro de la Figura 1 para relacionarlo con los 16
procesos que en ella se contemplan y en Font (2001) se hace una reflexion general sobre
las representaciones. Un resultado importante de esta reflexion sobre el proceso de
representacion que queremos resaltar es el siguiente: ha permitido explicitar un
posicionamiento de tipo ontologico/epistemolédgico general que antes estaba implicito
en el EQS; nos referimos a un cierto posicionamiento (0 al menos en una posicion no
contradictoria) del EOS en un punto de vista ontoldgico/epistemolédgico que podriamos
Ilamar antirepresentacionista (Rortry, 1983).

En el EOS se considera que la clasificacion en representaciones mentales o internas y
representaciones externas no es una clasificacion transparente. La ambigiedad de la
clasificacion interna/externa ha sido sefialada por diversos investigadores. EI motivo es
que los objetos matematicos se representan en los libros, pizarras, etc. por sistemas
matematicos de signos con soporte material que forman parte del mundo real, y, puesto
que se presupone que el sujeto se relaciona con el mundo real por medio de
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representaciones mentales, resulta que lo que se ha considerado como externo en cierta
manera también es interno. Ademas, la clasificacion entre representaciones internas y
externas obliga a preguntarse qué antecede a qué, si las representaciones internas a las
externas o viceversa. La mayoria de los psicdlogos cognitivistas consideran mas bésicas
las representaciones internas puesto que consideran que para que las representaciones
externas sean representaciones han de ser representadas mentalmente por sus usuarios y,
por otro lado, las representaciones mentales pueden existir sin un duplicado publico; por
ejemplo, muchos de nuestros recuerdos no son comunicados jamas. En cambio, la
mayoria de los cientificos sociales y muchos filosofos, a menudo inspirados en
Wittgenstein, no estan de acuerdo con ello.

En el EOS se considera que la dualidad interno/externo no da cuenta de la dimension
institucional del conocimiento matematico, confundiendo en cierto modo dichos objetos
con los recursos ostensivos que sirven de soporte para la creacion o emergencia de las
entidades institucionales. Esto tiene consecuencias importantes para entender los
procesos de aprendizaje, ya que no se modeliza adecuadamente el papel de la actividad
humana y la interaccién social en la produccion del conocimiento matematico y en el
aprendizaje. En el enfoque ontosemidtico la clasificacion interna/externa, ademas de
problematica, se considera poco operativa y por ello se propone reconvertirla en dos
dualidades o atributos contextuales que se consideran mas Utiles. Nos referimos a las
dualidades ostensivo- no ostensivo y personal-institucional.

Utilizando constructos teoricos del EOS se ha realizado investigaciones sobre los
procesos de tratamiento y conversion de representaciones (por ejemplo, Font, 2000;
Rojas, 2015). Este dltimo autor, muestra casos en los que los alumnos reconocen la
equivalencia sintéactica entre dos expresiones (en las que una deriva de un tratamiento
sobre la otra) pero no la semantica (entendida como trama de funciones semidticas) al
resolver una tarea de probabilidad o de geometria analitica.

3.2. Proceso de argumentacion

Con relacidn al proceso de argumentacion, Recio y Godino (2001), utilizando el marco
ontosemiotico, analizaron los rasgos caracteristicos del significado de la nocién de
prueba en distintos contextos institucionales: ldgica y fundamentos de las matematicas,
matematica profesional, ciencias experimentales, vida cotidiana y clase de matematicas.
Su conclusién es que el estudio de los problemas epistemoldgicos y didacticos que
plantea la ensefianza de la prueba en la clase de matematicas debe encuadrarse dentro
del marco mas general de las practicas argumentativas humanas. Asimismo, se observa
como en los distintos niveles de ensefianza se superponen los diversos significados
institucionales de la prueba, lo que podria explicar algunas dificultades y conflictos
cognitivos de los estudiantes con la prueba matematica.

3.3. Procesos de materializacién e idealizacién

En Font y Contreras (2008) se utilizan las dualidades, ostensivo—no ostensivo y
extensivo—intensivo para tratar de manera separada los procesos de materializacion e
idealizacion y los de particularizacion y generalizacion. Se trata de una distincion
importante que permite una mejor comprension de cada proceso Yy, sobre todo, de su
presencia conjunta en la actividad matematica. Para Font y Contreras (2008) los
procesos de materializacion-idealizacion estan asociados a la dualidad ostensivo-no
ostensivo. Los objetos matematicos son, en general, no perceptibles. Sin embargo, son
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usados en las préacticas publicas a través de sus ostensivos asociados (notaciones, signos,
gréaficos, etc.). La distincién entre ostensivo y no ostensivo es relativa al juego de
lenguaje (Wittgenstein, 1953) en el cual toman parte. Los objetos ostensivos también
pueden ser pensados o imaginados por un sujeto o bien estar implicitos en el discurso
matematico (por ejemplo, el signo de multiplicacién en la notacion algebraica).

Como resultado del proceso de idealizacion se pasa de un ostensivo, que a su vez es un
extensivo, a un no ostensivo que sigue siendo un extensivo. La otra cara de la moneda
es que para poder manipular los objetos no ostensivos necesitamos representaciones
ostensivas, las cuales son el resultado de un proceso de materializaciéon (y también de
representacion). El proceso de materializacion situa el conocimiento matematico en el
“territorio del artefacto” (Radford, 2006) puesto que sus productos son artefactos
culturales que mediatizan y materializan el pensamiento.

El proceso de idealizacién es un proceso que duplica entidades ya que, ademas del
ostensivo que esta en el mundo de las experiencias materiales humanas, se crea (como
minimo de manera virtual) un no ostensivo idealizado. La relacion que se establece
entre estas dos entidades es la de expresidn-contenido, y se puede caer en el error de
segregar este par de objetos y dar vida independiente a los objetos no ostensivos (algo
parecido a cuando se considera el espiritu como algo segregado del cuerpo). Esto
ocurre, entre otros motivos, porque el discurso objetual que se suele utilizar en las
matematicas induce a creer en la “existencia” del objeto matematico como algo
independiente de su representacion. Wittgenstein (1978) ha sido, probablemente, quien
mas claramente ha Ilamado la atencién sobre este peligro; para este fildésofo, la
concepcién de que los términos matematicos son nombres de objetos ideales o
abstractos, es fundamental para las confusiones que se producen al reflexionar sobre las
matematicas.

En el EOS se considera que los procesos de materializacién e idealizacion son
consustanciales a la actividad matematica. Dicho de otra manera, sin la materializacién
en simbolos y artefactos no es posible realizar la actividad matemaética y, por otra parte,
en el discurso que se hace sobre estos simbolos se sugiere explicita o implicitamente
que estos simbolos materiales estan en representacion de objetos ideales.

En Moreno, Font y Ramirez (2016) se explica una investigacion en la que se analiza la
solucion de un grupo de estudiantes universitarios a un problema mecanico que
involucra a un cuerpo deformable (el problema del corredor). El analisis de los
diagramas muestra la importancia de llevar a cabo un proceso de idealizacion, en el que
el corredor es pensado como un punto sobre el cual actuan tres fuerzas, como condicién
necesaria para la solucion de la tarea.

3.4. Procesos de particularizacion-generalizacion

Los procesos de particularizacion-generalizacion en el EOS estdn asociados a la
dualidad extensivo-intensivo. Un objeto extensivo es usado como un caso particular
(por ejemplo, la funcion y = 2x + 1), mientras que un intensivo es una clase (por
ejemplo, la familia de funciones y = mx + n). Los términos extensivo e intensivo estan
sugeridos por las dos maneras de definir un conjunto, por extension (un extensivo es
uno de los miembros del conjunto) y por intension (se consideran todos los elementos a
la vez). Por tanto, por extensivo entendemos un objeto particularizado (individualizado)
y por intensivo una clase o conjunto de objetos. Los mecanismos que nos ofrece el
lenguaje para permitir la particularizacion o individualizacion de objetos matematicos
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son variados (por ejemplo, los deicticos gramaticales —que sirven para indicar otros
elementos—: éste, ése, aquel, ahi, alli, acd, etc. o los determinativos indefinidos: uno,
alguno, cualquiera, etc.). También son variados los procesos de generalizacion (o
abstraccion) que permiten obtener intensivos. Font y Contreras (2008) consideran tres
tipos de procesos: la abstraccion reflexiva o constructiva, la eliminativa y la aditiva.

La abstraccion reflexiva (Piaget, 2001) es un proceso que, a partir de la reflexion sobre
el sistema de acciones y su simbolizacion, llega a encontrar relaciones invariantes y las
describe simbolicamente. Esto quiere decir que, en este proceso, determinadas
propiedades y relaciones son sefialadas y la atencidn se focaliza sobre ellas, lo cual pone
de manifiesto que ganan un cierto grado de independencia respecto de los objetos y
situaciones con los que inicialmente estan asociados. Este tipo de abstraccion produce
un resultado que aparece a partir de la accién y que gana sentido y “existencia” a partir
de ella. Una de las caracteristicas de la abstraccion reflexiva es que es constructiva, en
el sentido que construye intensivos a partir de la reflexion sobre la accion.

Ahora bien, podemos considerar otros mecanismos diferentes para obtener intensivos,
uno de tipo eliminativo y otro de tipo aditivo. La abstraccion empirica funciona por
medio de un mecanismo eliminativo, se trata de eliminar o separar aspectos o notas de
lo concreto. En este caso, se llega a un intensivo por la aplicacion basicamente de la
relacién tipo/ejemplar, la cual se basa en la aplicacion de un mecanismo de tipo
eliminativo en base a la relacion parte/todo, es decir el intensivo (tipo) se considera una
de las partes que componen el extensivo (todo), ya que éste ultimo es un ejemplar
concreto que tiene muchas notas o atributos diferentes.

Otro mecanismo diferente para obtener intensivos consiste en la reunion en un mismo
conjunto de diversos elementos. Por ejemplo, puedo considerar la mediatriz de un
segmento dibujada en la pizarra como un miembro (un extensivo) que forma parte, junto
a otras mediatrices, de una clase o conjunto (un intensivo). En este Gltimo caso se llega
a un intensivo también por la relacién parte/todo, pero entendida de manera inversa a
como se entiende en el caso de la abstraccion empirica, la parte (el extensivo) es un
miembro de un todo, una clase (el intensivo).

Estas tres maneras de generar intensivos juegan un papel diferente en las matematicas,
la abstraccion eliminativa y la constructiva tendrian que ver, sobre todo, con el
“contexto de descubrimiento”, mientras que la abstraccion aditiva se relaciona, sobre
todo, con el “contexto de justificacion”, puesto que esta Ultima es la usada
habitualmente en la presentacion formalista de las matemaéticas que se fundamenta sobre
la teoria de conjuntos.

3.5. Procesos metacognitivos

En Gusméao (2006) se ha utilizado el EOS para analizar la resolucion de problemas,
dedicando especial atencion a los procesos metacognitivos activados en la resolucion.
Segun Gusmdo, para resolver un problema que le represente un grado de dificultad
importante, un resolutor experto pone en funcionamiento una configuracion cognitiva,
pero para ello tiene que tomar una serie de decisiones de gestion de los componentes de
la configuracion a lo largo del proceso de resolucion (coordinacion,
planificacion/organizacion, supervision/control, regulacién y revision/evaluacién que
pueden ser automaticas o declaradas en funcion del tiempo, instrumentos disponibles,
etc.). Gusmao, si bien considera que para cada problema dichos procesos de gestién
seran diferentes, propone una reconstruccion hipotética de una configuracion
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metacognitiva general de referencia (de un resolutor ideal), que se toma como referencia
para evaluar las configuraciones metacognitivas personales de los estudiantes.

Gusmao afirma que, para una mejor comprension de las practicas manifestadas por los
estudiantes en el contexto de las tareas propuestas en su investigacion, es necesario
contemplar una unidad minima de analisis compuesta por las configuraciones cognitiva
y metacognitiva conjuntamente, las cuales se pueden analizar a partir de
configuraciones epistémicas y metacognitivas de referencia. Segun Gusmao, la
perspectiva institucional, desde la cual se analizaria y valoraria la resolucion de
problemas de los alumnos, se representa mediante el siguiente esquema (Figura 4):

PRACTICAS DE RP
(Secuencia de acciones)
Configuracion Epistémica del EOS Configuracion Metacognitiva Hipotética de Referencia
Situaciones
Gestiones primarias (metacogmiciin
[ il primaria)
E‘P Definiciones Gestiones darias (metacog
Len imientos secundaria)
guaje C:El Gestiones para umna metacogniciin
Proposiciones ideal
m— Y il
Argumentos

Figura 4. Configuracion cognitiva y metacognitiva. Fuente: Gusmao (2006)

Con este esquema Gusmao quiere representar que si bien, por una parte conviene, para
el andlisis de las practicas de resolucion de problemas de un alumno, considerar por
separado los constructos configuracion cognitiva y metacognitiva, que a su vez estan
descompuestas en sus elementos constitutivos, hay que “ver” estos constructos
formando parte de un todo integrado que, en su conjunto, contribuye a explicar la
realizacion de dicha practica.

De la investigacion de Gusméo hay que resaltar, por una parte, que propone un
instrumento que muestra toda su potencia en los detallados anélisis que hace en su
investigacion de los protocolos de resolucion de problemas de los alumnos y, por otra
parte, que algunos de los procesos considerados en la Figura 1 son incorporados en el
nivel de metacognicion ideal de su herramienta de analisis.

3.6. Contextualizacion

Segin Ramos y Font (2006), hay basicamente dos usos del término contexto. Uno
consiste en considerar el contexto como un ejemplo particular de un objeto matematico,
mientras que el otro consiste en enmarcarlo en el entorno. En el primer caso, se trata de
ver que la situacion cae dentro del campo de aplicacion de un objeto matematico. En el
segundo caso, se trata de un “uso” que vamos a llamar, metaféricamente, “ecoldgico”.
La idea que interesa del uso ecoldgico del término contexto es que da a entender que
hay diferentes “lugares” en los que se puede situar el objeto matematico.
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Puesto que la resolucion de cada problema se enmarca dentro de una configuracion
epistémica diferente se puede entender, de manera metaférica, que la situacion-
problema “situa” el objeto que contextualiza en un “lugar” o en “otro” — es decir, lo
relaciona con un determinado tipo de lenguaje, un determinado tipo de procedimientos,
un tipo de argumento, una determinada definicién del objeto y unas determinadas
propiedades—. Desde esta perspectiva, cada situacion problema sitGa al objeto que
contextualiza en un determinado “nicho”. De esta manera, se tiene que la situacion
problema cumple dos funciones, una de referencia particular al activar la dualidad
extensivo-intensivo y otra, de tipo “ecoldgico”, al situar el objeto matematico que
contextualiza en un “nicho”, o bien en otro.

El hecho de contemplar la situacion problema en el marco de la configuracion
epistémica asociada permite relacionar las dos maneras de entender el término
“contexto”: (1) como caso particular de un objeto matematico y (2) como entorno del
objeto y entender que, de hecho, las dos actian simultdneamente.

Uno de los dilemas que plantea el uso de la contextualizacion extra matematica, para
conseguir la construccion de los objetos matematicos, es el siguiente: los problemas
contextualizados que se les presentan a los alumnos, una vez resueltos, permiten obtener
casos particulares. Por ejemplo, del objeto matematico “funcion afin” (por ejemplo, y =
2x+3), pero no el objeto matematico “funcion afin” (y = ax+ b). Es decir, después de
resolver un problema contextualizado hemos pasado de una situacion extra matematica
a un extensivo (caso particular) de un objeto matematico, pero queda pendiente el
problema de saber cdmo este extensivo se puede considerar un caso particular de un
objeto matematico OM, si OM todavia no se conoce. Para abordar este problema es
necesario entender los procesos de descontextualizacion a partir de contextos extra
matematicos en términos de la siguiente quintupla:

(S, R, S’, larelacion extensivo-intensivo “es”, OM)

Se parte de una situacion de contexto extra matemético S, que podemos poner en
relacion (R) con la situacion S’, la cual, a su vez, se considera como un caso particular
del objeto matematico OM. La relacién R, que permite relacionar S con S’, puede ser de
muchos tipos diferentes. Ahora bien, en todos los casos se suele terminar considerando
R como una relacion de representacion. Por otra parte, S’ se considera un caso particular
de un objeto matematico mas general (S’ es OM).

La modelizacion es un proceso complejo que implica, primero, partir de la situacion real
para, gracias a un proceso descontextualizador, obtener un objeto matematico y después,
gracias a un proceso de contextualizacion, aplicar este objeto a diferentes situaciones
reales. En Ramos y Font (2006) se considera conveniente, (1) utilizar el término
“matematicas contextualizadas” cuando se pretende que el alumno realice alguno —0
ambos- de estos procesos, (2) utilizar el término “descontextualizacion” para referirnos
al proceso que va de la realidad al objeto matematico y de “contextualizacién™ para
indicar el proceso que va del objeto matematico a la realidad y (3) de “modelizacion”
cuando se presenta a los alumnos una situacion suficientemente rica que tenga por
objetivo la realizacién de los 5 pasos siguientes: 1) Observacion de la realidad. 2)
Descripcion simplificada de la realidad. 3) Construccion de un modelo. 4) Trabajo
matematico con el modelo. 5) Interpretacion de resultados en la realidad.

3.7. Procesos metaforicos
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En Acevedo, Font y Bolite Frant (2006) y Acevedo (2008) se realiza una reflexion
tedrica cuyo objetivo es situar la metafora con relacién a los diez procesos derivados de
las cinco facetas duales contempladas en el enfoque ontosemiotico (expresion-
contenido, institucional-personal, elemental-sistémica, extensivo-intensivo y ostensivo-
no ostensivo) (Figura 1). Para ello, utilizan como contexto de reflexion el objeto
matematico “funciéon” y, mas en concreto, su representacion grafica.

Con relacién a la dimension dual “personal / institucional”, la metafora estatica, “la
gréafica de una funcion f(x) es el conjunto de puntos cuyas coordenadas son (x, f(x))”, se
encuentra fosilizada en las matematicas institucionales y, por otra parte, la metéafora
dinamica, “la gréfica es la traza de un punto que se mueve sobre la grafica”, es un
recurso utilizado por el profesor que produce efectos significativos en la estructura del
significado personal de los alumnos que pueden llegar a ser, en muchos alumnos,
dominantes sobre los efectos que produce la metafora conjuntista. Mientras que un
profesor experto puede manejar de manera coherente las dos metaforas, siempre que
supedite las dindmicas a las estaticas, hay alumnos que no logran hacerlo. Esta falta de
coherencia es una de las causas importantes de conflictos semidticos relacionados con la
representacion grafica de funciones.

Con relacién a la dimension dual “extensivo / intensivo”, una objecion importante que
se puede poner a la afirmacion de que “entender la grafica de una funcion f(x) como el
conjunto de puntos cuyas coordenadas son (x, f(x))” es una metafora estatica, consiste
en afirmar que no se trata de una metéafora sino de una relacion de tipo extensivo-
intensivo. Esto es, afirmar que la gréfica es un ejemplo de conjunto y que no hay ningin
tipo de metafora, se trata simplemente de una subcategorizacion. Se trata de una
objecion importante ya que en muchos casos no podemos distinguir una metéfora de
una subcategorizacion. En el caso de las graficas de funciones s6lo un analisis histérico
permite afirmar que “entender la grafica de una funcion f(x) como el conjunto de puntos
cuyas coordenadas son (x, f(x))” es una metafora que se ha convertido con el tiempo en
una subcategorizacion.

Con relaciéon a la dimension “expresion / contenido” la metafora actia de manera
iconica, puesto que una representacion iconica, ademas de representar al objeto, nos
informa de la estructura de dicho objeto.

Con relacion a las dimension dual “elemental / sistémica, si bien la metéfora se presenta
de manera elemental (A es B), el hecho de que ahora B estructure A permite aplicar a A
un conjunto de practicas que son el significado de B. Dicho de otra manera, la metafora
€S una manera compacta de generar un sistema complejo de nuevas practicas.

Con relacion a la dimension dual “ostensivo / no ostensivo” la metafora actia en ambos
niveles ya que por una parte se presenta de manera ostensiva en los textos o en el
discurso oral y, por otra parte, puede ser generada y utilizada mentalmente por los
sujetos permitiendo la realizacion de inferencias.

3.8. Procesos de visualizacion

En Godino, Cajaraville, Fenandez y Gozato (2012) se analiza la nocion de visualizacion
aplicando las herramientas del EOS. Estos autores distinguen entre "practicas visuales”
y "practicas no visuales" o simbolico/analiticas. Para ello, fijan la atencion en los tipos
de objetos linguisticos y artefactos que intervienen en una practica los cuales seran
considerados como visuales si ponen en juego la percepcion visual.
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Los "objetos visuales” y los procesos de visualizacion de donde provienen, forman
configuraciones o sistemas semidticos constituidos por los objetos intervinientes y
emergentes en un sistema de préacticas, junto con los procesos de significacion que se
establecen entre los mismos (esto es, incluyendo la trama de funciones semidticas que
relacionan los objetos constituyentes de la configuracion).

En este trabajo, la visualizacion es analizada, en primer lugar, desde el punto de vista de
los objetos primarios que en ella participan, esto es, los tipos de situaciones-problemas
(tareas), elementos linglisticos y materiales, conceptos, proposiciones, procedimientos
y argumentos en los cuales se dice que hay visualizacion. Usualmente los objetos
visuales participaran en las practicas matematicas junto con otros objetos no visuales
(analiticos o de otro tipo). La visualizacion en matematicas no se reduce a ver, sino que
también conlleva interpretacion, accion y relacion.

En segundo lugar, la visualizacién es analizada aplicando las dualidades consideradas
en el EOS desde las cuales se pueden considerar los tipos de objetos visuales
previamente identificados. En esta fase se introducen las necesarias distinciones entre
objetos visuales personales (cognitivos), e institucionales (socio-epistémicos); objetos
visuales particulares (extensivos) y generales (intensivos); objetos visuales ostensivos
(materiales) y no-ostensivos (mentales, ideales, inmateriales); objetos visuales unitarios
(usados como un todo global) y sistémicos (formados por un sistema de elementos
estructurados). Finalmente, los objetos visuales son considerados como antecedentes o
consecuentes de funciones semioticas (dualidad expresién y contenido).

Como sintesis del analisis realizado en este trabajo sobre la visualizacion afirman que la
configuracién de objetos y procesos puestos en juego en la realizacion de una practica
matematica por un sujeto: 1) Siempre involucra lenguajes analiticos en mayor o menor
medida, aunque la tarea refiera a situaciones sobre el mundo perceptible. Esto es asi por
el caracter esencialmente regulativo-sentencial de los conceptos, proposiciones y
procedimientos matematicos. 2) Una tarea no visual puede ser abordada, al menos
parcialmente, mediante lenguajes visuales los cuales permiten expresar de manera
eficaz la organizacion o estructura de la configuracion de objetos y procesos puestos en
juego, especialmente mediante diagramas o con el uso metaférico de iconos e indices.

En consecuencia, la configuracion de objetos y procesos asociados a una practica
matematica estard formada usualmente por dos componentes, uno visual y otro
analitico, los cuales se apoyan sinérgicamente en la solucion de la tarea correspondiente
(Figura 5). EI componente visual puede desempefiar un papel clave en la comprension
de la naturaleza de la tarea y en el momento de formulacion de conjeturas, mientras que
el componente analitico lo serd en el momento de generalizacion y justificacion de las
soluciones. El grado de visualizacién puesto en juego en la soluciéon de una tarea
dependera del carécter visual o no de la tarea y también de los estilos cognitivos
particulares del sujeto que la resuelve.
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PRACTICA
MATEMATICA

Conjetura Generalizacion

Explicacion Justificacion

leonos Indices Diagramas Simbolos

Grado de visualizacion
CONFIGURACION Srerca CONFIGURACION
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Figura 5. Sinergia entre configuraciones visuales y analiticas. Fuente: Godino,
Cajaraville, Fendndez y Gozato (2012)

3.9. Procesos creativos

En Sala (2016) se realiz6 una investigacion sobre el proceso matematico creativo
(PMC) desarrollada en el contexto del proyecto europeo “MCSquared” (MC2)
(Mathematical Creativity Squared) de la Comunidad Europea. Dicho proyecto se
centrd en el proceso de disefio colaborativo de un nuevo tipo de recurso educativo
digital, los llamados c-libros, compuesto por las denominadas c-unidades (c en
referencia a creatividad). Equipos mixtos de disefiadores con distintas formaciones,
ambitos profesionales e intereses se encargaron del disefio conjunto y colaborativo de
las c-unidades con el objetivo de producir un disefio innovador de unidades didacticas
que promuevan la creatividad matematica y el pensamiento matematico creativo
(PMC) en sus futuros usuarios. Este proyecto también desarroll6 la tecnologia y las
herramientas necesarias para dar soporte a, por un lado, el proceso de disefio
colaborativo de las c- unidades y, por otro lado, la evaluacion del potencial que estas
presentan para promover el PMC en los futuros estudiantes que usan estas c-unidades

En el contexto del MC2 y de los proyectos que le dan continuacién, para investigar
sobre el desarrollo del PMC, se construyé una herramienta, basada en la manera de
entender los procesos que nos ofrece el EQOS, que fue utilizada en la evaluacién del
potencial de las c-unidades disefiadas para desarrollar el PMC.

Como resultado de una revision de la literatura al respecto (por ejemplo, Guilford, 1950,
1967a, 1967b; Hayes, 1989), se considerd que el PMC es aquel en el cual se producen
procesos creativos y que una primera manera de caracterizarlo, es descomponerlo en
fases, que se pueden considerar subprocesos. Asi pues, al concluir que la forma de
conceptualizar el proceso creativo en matematicas consiste en descomponerlo en otros
procesos, se considerd, conjuntamente con el equipo de MC2, que la mejor forma de
profundizar en su investigacion era adoptar la metodologia propuesta por el EOS,
mencionada anteriormente, pero con una variante importante. En lugar de partir de una
“base” de procesos a priori definida por el marco tedrico, se partiria de la “base”
resultante de la lluvia de ideas producida por los participantes del proyecto MC2 al
explicar, cada uno de sus miembros, que entendia por “proceso creativo”. En primer
lugar, se consiguidé un consenso en el equipo de investigacion de la Universidad de
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Barcelona y, posteriormente, un consenso entre los diferentes equipos internacionales
participantes en el proyecto.

(1) Prablematisation

(8} Communication /
Collaboration

{2} Exploration f
A Experimentation /
Simulation

{7) Evaluation /
Validation f
verification

e el gl s — o - — - “ - - |.3:, SCﬂjEﬁLIfan ) RE@SCNHQ

(4) Representations
(&) Connections

(9} Artizulation f Combinaticn f Orehestration

Figura 6. Representacion de las dimensiones seleccionadas para la evaluacion del
potencial de PMC de una c-unidad. Fuente: Sala (2016)

La Figura 6 muestra una representacion de la evaluacion obtenida de una c-unidad
disefiada en este segundo ciclo del proyecto. En ella, se puede observar un poligono de
8 vértices que representan las 8 dimensiones en que se puede descomponer el PMC,
segun el acuerdo del equipo de investigacion de la Universitat de Barcelona.

3.10. Proceso de problematizacion

En la figura 1 se contempla el proceso de problematizacion, el cual engloba tanto el proceso
de resolucion de problemas como el de creacidn de problemas. Con relacion a la creacion de
problemas, en el marco del EOS se ha investigado (Mallart, Font y Malaspina, 2015; Font,
Malaspina y Mallart, 2016)) la estrecha vinculacion entre la competencia de analisis e
intervencion didactica con la capacidad de crear problemas de los profesores que
faciliten los aprendizajes de sus alumnos. Para que los profesores creen problemas se
utiliza la estrategia ERPP que contempla las siguientes fases: 1) Presentar a los
participantes un problema previamente elaborado, en el marco de un episodio de una clase
de un profesor (E). En tal episodio se mencionan brevemente las reacciones de algunos
alumnos para resolver el problema. 2) Solicitar a los participantes resolver el problema dado
y hacer una configuracion cognitiva de su resolucion y — basandose en ella — reflexionar
sobre su practica a través de una breve narracion (dirigida a un colega) de los pasos
fundamentales que hay que tener en cuenta para resolver el problema (R). 3) Haciendo
modificaciones al problema del episodio, crear problemas que faciliten la resolucion del
problema dado y ayuden a aclarar las reacciones descritas de los alumnos, estos problemas se
llaman “problemas pre” (P); los profesores deben elaborar una configuracion cognitiva de
sus soluciones, y luego hacer comentarios sobre como estan convencidos de que el
problema planteado contribuira a la correcta comprension y solucion del problema del
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episodio. 4) Haciendo modificaciones al problema del episodio, crear problemas que
desafien a los alumnos del episodio més alla de la obtencidén de una solucién correcta del
problema dado. Tales problemas son llamados “problemas pos” (P).

4. Herramientas para visualizar procesos

En Badillo, Figueiras, Font y Martinez (2013) se presenta un instrumento que permite
visualizar los elementos esenciales de la actividad matemética en el desarrollo temporal de
una clase (definiciones, proposiciones, propiedades, procesos matematicos, etc.). Para
estos autores, en un momento en el que hay una tendencia a organizar los curriculos en
términos de procesos y competencias, es especialmente Util para la formacion del
profesorado disponer de instrumentos que permitan entre otros aspectos, evidenciar y
hacer tangibles los procesos matematicos que intervienen en la actividad matematica.

Este instrumento consiste en una gréafica en la que en el eje horizontal se representan
tiempos y en el eje vertical objetos primarios de la configuracion y también procesos:

niclones “ ) Dﬁ\_‘nl [;1 ‘ H
Propledades Pl P2 -
!PRL PR1 PR1
Situacitn problema | EP_| L EP
Punto eriico: Medida
s = @I mEh
tén = DPA
o z [
tormatizpein

Figura 7. Visualizacion de procesos. Fuente: Badillo, Figueiras, Font y Martinez (2013)

La figura 7, correspondiente a una clase magistral, muestra que la mayoria de objetos
primarios son presentados por la profesora en los cinco primeros minutos. En términos
de procesos, se visualiza que se invierte un mayor tiempo (75%) en la automatizacion
del procedimiento de construccién de la mediatriz (trabajo individual del alumno sin
discusion colectiva). El proceso de comunicacion que predomina es del tipo exposicién
de la profesora y se dedica muy poco tiempo al proceso de argumentacion (que consiste
en la comprobacién de las propiedades de la construccion geométrica de la mediatriz
utilizando instrumentos de medidas). La comunicacion entre alumnos y profesora esta
dirigida Unicamente a la exposicion de la definicién (D;) y las propiedades (P1 y P>).
Los intervalos de tiempo que se dedican a la institucionalizacion son muy breves.
Concretamente se destina un Unico intervalo de dos minutos aproximadamente para las
propiedades P; y P-.
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